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La théorie des équations intégrales singuliéres

et ses applications
PAR

TORSTEN CARLEMAN

I. — Exemples d’équations intégrales singuliéres

Nous dirons qu'une équation intégrale

b
(1 o) — | Kix9) sy = )

o/

est singuliére si le noyau (ou le domaine d’intégration) devient infini
de telle maniére que I'un ou l'autre des théorémes fondamentaux de
FREDHOLM ne soit plus applicable a (1).

Parmi ces théorémes nous rappellerons les suivants :

1) 11 existe une solution ¢ et une seule, sauf pour certaines valeursde
) (nombres caractéristiques) 2y, Ay, « - An,+ - - pour lesquelles1’équation
homogéne correspondante a un nombre fini de solutions linéairement
indépendantes. Les nombres Ay, 4y, -+ + Ja, + - - n’ont pas de point limite
a distance finie.

2) La solution X est une fonction méromorphe par rapport a A dont
les poles appartiennent 4 la suite Ay, Ay, + * + Jn- -+

FreEDHOLM démontra ses théorémes d’abord pour les noyaux K (x, y)
continus (bornés) puis, par un artifice remarquable pour certaines.
classes de noyaux admettant un noyau itéré K®(x, y) borné. Pour
ces noyaux la suite des valeurs caractéristiques a un exposant de-
convergence fini. I’ensemble des équations intégrales réguliéres est
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plus étendu encore. C'est ce qu’on vérifie sur 'exemple suivant

sin vx - sin vy

)
K(x: y) = logz v

v=2

o<§<m

pour lequel I'équation intégrale correspondante est réguliére bien que
aucun des noyaux itérés ne soit borné.
Les théorémes de FREDHOLM sont toujours applicables si

b b
|| &, y)asay
Jada

est convergente. Dans ce cas il convient de considérer des solutions a
carré intégrable au sens de M. LESBESGUE. En s’inspirant de la notion
de « Volistetigkeit » introduite par M. HiLBERT, M. F. RiEsz (!) a
démontré que les théorémes de FREDHOLM sont applicables a 1’équa-
tion fonctionnelle
¢ — MS(¢) =1,
ol S(¢) est une transformation fonctionnelle linéaire qui jouit de la
propriété suivante : S(¢,) (# = 1, n---) est un ensemble compact (?) si
¢, parcourt un ensemble borné (|g,| << constante indépendante de »
et de x). Comme corollaire on obtient le théoréme suivant : le noyau
H(x, ). w(r,y) oi H(x, y) est une fonction continue réguliére si
I'intégrale
b—a

lw(s)|ds

J—(b—a)
existe.
Passons maintenant 2 quelques exemples d’équations intégrales
singuliéres.
1) Equation singuliéve de M. Picard.

o(x) — A [_we_"“—y' o(y)dy = f(x).

I’équation homogéne admet, comme le montre un calcul facile, les

. jax 14 a2 - oI
deux solutions e=***si A = —'{2—— Toute valeur de ) supérieure 2

est donc une valeur caractéristique.

(1) Acta matematica, t. XLI, 1918.
() Cela veut dire qu’on peut toujours extraire de S(¢.) une suite partielle uniformément con-
vergente.
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2) Exemple de M. Goursat.

_4J y—”‘>@=ﬂm

e—* est une fonction fondamentale correspondant a la valeur singu-
liere A = o+ pourvu que la partie réelle de o soit positive. Si 'on
pose

fla) = Y, A ™,
on trouve la solution

Aan+I
- v
o) =X e

On constate aisément qu’il est possible de choisir les 2, de maniére
que ¢(x, 2) admette une ligne quelconque dans le plan des A comme
coupure essentielle.

— XX

3) Equation de M. Weyl.
¢(x) — A f sin xy ¢(y)dy = o.
/0

11 correspond aux valeurs A = =+ \/ ?: une infinité de fonctions fon-

damentales

o(%) = Ez—j_—ﬂ + \/ge—" a>o.

Dans les trois cas traités le domaine d’intégration est infini. Cela
n’implique rien d’essentiel. On peut, en effet, par un changement de
variable, obtenir, dans tous les cas, une équation intégrale 2 domaine
d’intégration fini.

Nous traiterons maintenant une équation intégrale singuliére qui
admet toutes les fonctions analytiques, réguliéres dans un domaine
donné, comme fonctions fondamentales.

Nous partons de la formule

(2) [t = | 0¥,

ott D est un domaine dans le plan des z entouré par une courbe simple
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C suffisamment réguliére. do désigne I'élément de surface. f(z) et:
®(z) sont des fonctions analytiques réguliéres dans D (contour com--
pris). Posons dans (2) ® (2) = ¢(z, &) ot ¢ (2, &) est une fonction.
qui effectue une représentation conforme du domaine D sur le cercle-
de rayon autour de l'origine de telle maniére qu’'on ait ¢(&, §) = o,.
£ étant un point intérieure de D. Il vient

.
i

N N o R CL Tt PR

2 Jc 9(z, %) 2 C‘P(Za 9}
_ 1€ .
- [P0
oz z={

Si ¢(2) est une fonction particuliére qui transforme D sur le cercle
|o| < 1, on peut écrire

P = g(z,{) = #(2) — 9(%) .

I — 9(2) ¢()
On en déduit

(2, 8) = o'(2) (1 —2®)%@) .

(1 —9(a) o)
En portant cette expression dans la formule (3) il vient

@ f@=§£ﬁg£%§%ﬁmw.

Chagque fonctioh analytique réguliére dans D (confour compris) esk
donc fonction fondamentale pour le noyau hermitique

2'() 9'(2)
(5) ‘*——b(——‘ 9
(1 — ¢(2) o(2))®
correspondant a la valeur fondamentale ;It .
En effectuant la transformation

?0) =% e =y, (z=o@) [e@WwE)=Fa),
I'équation (4) prend la forme :

(6) - Flx) = 1 UE T FOle,

olt E est le cercle d’unité autour de I’origine. On. démontre aisément:
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1 o .
que le noyau T—=a)" ainsi que (5), sont des noyaux bornés au sens
de M. HILBERT.

Une fonction complexe g(x) continue (ou a carré intégrable) dans
E peut d’une maniére unique s’écrire comme une somme de deux
fonctions f(x) + %(x) ot f(x) est analytique et 4(x) orthogonalea toutes

les fonctions holomorphes ¥ dans E, c’est-a-dire J‘ F(x) h(x)do = o.
E

Nous appellerons f(x) la partie analytique de g(x) dans E. En utilisant
(6), on obtient pour f(x) la formule

o0 = | i e

De ce résultat on déduit aisément que :

a) 'équation (6) n’admet pas d’autres solutions que les fonctions
holomorphes et

b) que iest la seule valeur fondamentale du noyau (I——-IW

En utilisant un théoréme connu sur les fonctions fondamentales
correspondantes a la plus petite valeur fondamentale d’un noyau her-
mitique nous pouvons maintenant caractériser les fonctions analy-
' tiques par une propriété extrémale de la maniére suivante :

el

Parmi toutes les fonctions complexes ayant I'intégrale / ‘ |f|2ds = cons-
v« E

tante, les fonctions véguliéves et analytiques sont celles qui rendent maxi-
mum Uintégrale

s

//

Jo E o

I /E (I——I_xi)f2 1% 1y) d%do'?,

Si 'on connait la solution générale d’'une équation intégrale parti-

culiére a noyau singulier G(#, y), on peut, par le procédé suivant,
résoudre 'équation plus générale

b
(7) (%) — lﬁ [Glx, ) + H(x, y)I¢(y)dy = f(x),

pourvu que H (x, y) satisfasse a certaines conditions de régularité.

JR— 405 p——
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Nous déterminons d’abord les fonctions Q(x, y|}) et F(x) par les
équations

b
(8) o(x, y) | N) — >\f G(x, s)o(s, y | Nds = H(x, ),

b
(9) F(x) —A ﬁ G(x, y) F(y)dy = = f(x).

Sil’on remplace dans (7) H(x, y) et f(x) par les premiers membres des
équations (8) et (9) il vient par un calcul facile

b
(10) P(x) — A f G(x, y) P(y)dy = o,
ol
b
P(x) = o(x) — f Q(x, y | M) 9(y)dy — F(x).

Si I’équation homogene (10) n’a pas d’autre solution que P(x) = o,
il s’ensuit la nouvelle équation intégrale

b
o(x) — j o(x, y | Nely)dz = F(),

a

qui est résoluble par la méthode de FREDHOLM dans des cas étendus.
C'est en utilisant cette méthode que j’ai résolu ’équation intégrale
singuli¢re qu'on rencontre en cherchant & résoudre le probléme de
DIRICHLET pour un contour anguleux par un potentiel du double

couche ().

a

II. — Théorie des équations intégrales & noyau hermitique

Le sujet principal de mes conférences est I’étude des équations
intégrales 4 noyaux hermitiques (2) ou, ce qui revient au méme, I'étude
des formes hermitiques & une infinité de variables. C’est M. HILBERT
qui a créé la théorie importante qu'on posséde aujourd’hui sur cette
question. Les recherches de M. HILBERT ont été poursuivies par

(1) Voir T. CARLEMAN, Uber das Neumann-Poincarésche Problem fiir ein Gebiet mit Ecken.
Diss. Upsala 1916 ; E. HOLMGREN, Sur les recherches de M. Carleman relatives aux fonctions
harmoniques, Bull. des sciences mathématiques, 1917.

(2) Nous dirons que le noyau K(,y) est hermétique si la relation K(x, y) = K(¥, x) est remplie.
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plusieurs auteurs parmi lesquels nous mentionnerons MM. WEvL,
HELLINGER, TOEPLITZ, PLANCHEREL, F. RIESZ (%).

Traduites dans le langage de la théorie des équations intégrales les
hypothéses que fait M. HILBERT, sont les suivantes :

b
1 f K|(x,y)|*dy existe en général,
a

II

b b | b
f f K, ) u(x)uly)ddy|< B2 [ uiwisas,

k étant une constante indépendante de u(x).

Pour élargir le domaine d’application de la théorie d’'HILBERT, j’ai
entrepris, dans un travail intitulé : « Sur les équations intégrales singu-
lieres A noyau réel et symétrique (3 » et publié en 1923, une étude de
I'équation intégrale sous la seule hypothése I. Dans une conférence
devant le sixiéme congrés mathématique scandinave a Copenhague j’ai

ajouté certains compléments que j'espére de pouvoir développer plus
systématiquement.

Dans ces derniéres années l'intérét de la question qui nous occupe
a considérablement augmenté. Cest, en effet, un instrument mathé-
matique indispensable pour le développement de la mécanique moderne
créé par MM. de BROGLIE, HEISENBERG et SRODINGER.

b
Etude de I'équation intégrale ¢(x) — X f K(x, y)o(y)dy = f(x), pour

les valewrs non véelles de ).
Soit K(x, y) une fonction mesurable, définie dans le domaine

a<< ;‘/ < b, et satisfaisant a la relation K(x, y) = K(x, ). Supposons en
outre que l'intégrale

Bt = | KL, y)pdy

.

existe presque partout. Dans le cas général [‘ k(x)%x n’est pas con-
JEn

vergente. Or, on peut toujours trouver une suite d’ensembles E,,

(1) Pour la littérature il convient de consulter 'article de MM. HELLINGER et TOEPLITZ dans
U'Encyclopddie der Mathematischen Wissenschaften, 1928.Ily a lieu de citer aussi les ouvrages plus
récents suivants : A, WINTNER, Spektraltheorie der unendlichen Mairizen, Leipzig, 1929 ; et J. v.
NEUMANN, Allg. Eigenwertheorie Hermitescher Funktionaloperatoren, Math. Ann., 1930.

(2) Upsala universitets erskrift, 1923. Pour abréger, nous désignerons ce travail par E. S.



TORSTEN CARLEMAN

E,, -+ Eu--- pour lesquels k(x)2dx existe et qui satisfassent aux
JEn

conditions .
By <<E,<E;---<E. <

lim [mesure de E,] = b — a.
n—> 0

Pour voir qu'il en est bien ainsi, il suffit de considérer les ensembles
Ea pour lesquelles k(x) < n. Considérons maintenant une fonction
Ka(x, v) égale 2 K(x, y) si x ou y appartient a Ex et égale a un noyau
hermitique arbitraire & carré intégrable si x et y n’appartient pas & En.
Nous appellerons Ka(x, ) la réduite généralisée de K(x, y). On voit que
Iintégrale

brb
f | 1Ka(x, ) Pdxdy
J A a

existe (1).
Soit I’équation intégrale

b
(r1) o(x) — A /{; K(x, y)e(y)dy = {(x),

ot A = 2 4 if5, [5= 0. Nous ne considérons que des fonctions f(x) et

¢(x) & carré intégrable. Introduisons d’abord les solutions ¢,(x) des
équations intégrales

b
(12) on(%) — A { Ku(x, y)en(yldy = f(x)  (n=1,2,-+).

w'a

En multipliant par p,(x) et en intégrant, on obtient
r®

~bhAb o
L @) — f)dx = [ | Rol, yieal®) guly)dady.

o a waea
Le second membre étant réel, on en déduit

b b_ b
(13) (53— ;:\f Jon(x)[2dx = ;fa afx — f onfdx.

a

(1) Oh peut aussi considérer des réduites plus générales définies par la condition :

~b
lim / |K(x, y)) — Ka(x, y)|2dy = o pour presque toutes les valeurs de x dans (a, b).
n—>00: "G

.._.408_.
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C’est une relation tout a fait indépendante du noyau. En appliquant
T'inégalité de SCHWARZ on trouve

, b 5 b
(E=2) [inwras < 2/ [ loampas | inas

d’ott 'on conclut

(14) jl% )Pz < 4mAlzj () |2 dx.

Les intégrales [ |on(%)|%dx sont donc bornées dans leur ensemble.
' a

Nous avons maintenant besoin de quelques notions introduites par
M. F. Rigsz dans son Mémoire : Uber Systeme integrierbarer Funk-
tionen (Math. Ann. 1910). Soit

(15) h(®)s fa(%), «« - fulx) - -

une suite de fonctions a carré intégrable telles que

b
(16) f o) P < M,

ot M est une constante indépendante de v.
Nous dirons que fo(x) converge faiblement vers une fonction f(x) a
carré intégrable si

X 1%
lim Fol)dx =J f(x)dx, a<<x<<b
2—> 0 Ja a

et que fo(x) converge fortement vers f(x) si
~h
lim [f(%) — fu(x)|2dx = o.
v—>®./a

Citons les théorémes suivants dfis 2 M. F. RiEsz.

1. De chaque ensemble f»(x) satisfaisant a4 la condition (16) on peut
toujours extraire une suite partielle qui soit faiblement convergente,

II. Si fo(x) converge faiblement vers f(x), on a

b b
(t7) fm | Ifx)[idx = | 1),
ﬂ»w Ja Ja
b b
(18) im | folx) gx)dx = f 1(x) g(x)dx,
p—>0Ja Ja

g (%) étant une fonction a carré intégrable.

—_— 409 J—
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III. Si fo(x) converge faiblement vers f(x) tandis que go(¥) tend
fortement vers g(x), on a ‘

,,b

b
tim | e, wdx = [ fwgwax.
7 —> 0 Ja

IV. Si une suite fo(x) faiblement convergente vers f(x) converge
(en sens ordinaire) presque partout vers une fonction F(x) on a presque
partout f (x) = F (x).

Revenons maintenant aux fonctions ¢,(¥) introduites 2 la page 408.
A cause de la condition (14), on peut trouver une suite #. telle que
tn,(%) converge faiblement vers une fonction ¢(x) & carré intégrable.
En vertu du théoréme II on a pour presque toutes les valeurs de x
dans (a, b) (plus précisément pour les valeurs de x appartenant 2

E == lim En) .

~b
lim k(xysvn y—f (%, ¥)e
y—> 0

En tenant compte de (12) il s’ensuit que fa,(x) converge presque
partout. En posant dans (12) # = #» et en faisant v —> oo, on trouve
donc en vertu du théoréme IV que lim fa(x) = ¢(x) est une solu-

7> o

tion (*) de (11). Il est facile de voir qu’on peut choisir les nombres 7.
de maniére que lim ganv(x) existe presque partout pour toutes les fonc-
tions f(x) & carré intégrable. On obtient ainsi une fonctionnelle T(f, 1)
solution de I’équation

b

Tulf, ) =2 | ke, 9) Ty(f, Ny = fix).

Ja

Si l'on introduit le symbole

Dig, /; W) = f}f l?lzdx+-~[j go]‘dx——j <pfdx]

nous pouvons écrire la relation (13) sous la forme

D(ew, /52 = 0.
Par un passage a la limite il vient
(19) F(,N, 130 <

(1) Nous dirons que (x) est solution de (11) si cette équation est vérifiée pour presque toutes
les valeurs de x dans (a, b). .
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11 convient de considérer en méme temps les équations associées
b
(20) ' b(x) — f Ky, x)¥(y)dy = g(x),
a

b
(21) Yn(x) — A ﬁ Ka(y, ha(y)dy = g(x).

Nous pouvons choisir les 7o de telle maniére que ¢, (%) et ¢, (x)

convergent simultanément vers des solutions ¢(x) = T(f, }) et
U(x) = T'(g, ) de (11) et de (20) et cela pour toutes les fonctions
f(x) et g(y) a carré intégrable et méme pour toutes les valeurs
non réelles de A. Des formules (12) et (21) on déduit

b b
]a 1) ()i = f 8() sn(x)i

Par un passage 2 la limite il vient

b b
(22) | e = [ grignas

formule fondamentale pour I’étude qui suivra.

Si, au lieu de la fonction ¢, on introduit une nouvelle fonction # par la
transformation
X

Y (f + w),

¢ =
I'expression D(g, f ; A) prend la forme simple suivante

n _I 5 [jﬂbuﬁdx —jnbf?dx].

En désignant par u(f) la fonctionnelle qui correspond a T(f), nous
pouvons donc remplacer 1'inégalité (19) par

(23) ﬁ () |2dx < f”uwx.

Pour que le signe d’égalité ait lieu dans cette formule il faut et il
suffit que ¢, (x) converge fortement vers sa limite.

D("ny;)‘) =

Résumé : Pour X non réel I’équation (11) admet au moins une solution
a carré intégrable. De chaque suite de réduites Ka(x, ) on peut extraive
une suite partielle K, (x,, y) telle que les solutions P (%) €8 &, (%) de
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(12) et (21) tendent vers des solutions bien déterminées g(x) = I(f, }),
U(x) = T'(g, }) de (11) et (20) et cela pour toutes les fonctions f et g a
carré intégrable et pour toutes les valeurs non réelles de ).

Les fonctionnelles olet b satisfont d'certaines relations qui, moyennant
les transformations

°?=—\(f+“"), b= (g + v),

A
»—

peuvent s’écrive :

v,

b b ~b b
[Crupar < [ Cypa, | olra < [ g
v a a a o a
~b

b
(24) ] ugdx = f vfdx.
a v a

Il est bien connu que I'équation intégrale (11) ne posséde qu'une
seule solution 2 carré intégrable pour I[A]5Z0 (1), si K(¥, y) est un noyau
borné (au sens de MM. HILBERT et WEYL). L ’exemple suivant montre
qu’il n’est pas toujours ainsi pour les noyaux plus généraux que nous
considérons ici. Définissons, comme suit, un systéme de fonctions {;,
by, - - -, Un, + - - orthogonales et normales dans I'intervalle (0,1) (%).

Yo(%) = 1 pour 0<x <1,
f\——I pour 0<x<£,
by (%) = T
/ I » 5<x<1,
0 pour © <x<1——2n1_1,
n—1I
Ypl) =<(—2 2 » I—fol<x<1—-;,
n—1I 1
2 2 » 1——2—"<x<1.

(x) I[A] = partie imaginaire de ».
(2) Ce systéme de fonctions orthogonales a été introduit par M. HAAR. (Cf. PLANCHEREL Ann.
de U'Ecole Normale, 1914, p. 244).

._._412__.
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L’équation intégrale

=,
K(x,9) = X apby(x) 4(),
p=o
admet certainement pour 4 = ¢ une solution ¢(x) telle que

[” fo(x)[2dx 2 o

« a
si la série
N2
—i I+ a?
converge ().
11 convient de classer les noyaux considérés en deux classes I et 11
suivant que 1’équation homogéne

qb
o(%) — h J K(x, y)¢(y)dy = o,
a

n’admet pas ou admet de solution non nulle a carré intégrable lorsque
4 n’est pas réel. Il est {acile de voir que la classe I est plus étendue
que la classe des noyaux bornés d’'Hir,BERT. Nous verrons plus loin
qu'un grand nombre de propriétés des noyaux bornés subsistent pour
les noyaux de la classe 1.

Ecrivons pour abréger

b ~b
L K(x, ) e(y)dy = S(¢), ‘ K(y, 2) 4(y)dy = S'(4).

«a

Nous pouvons démontrer le théoréme suivant :
St les équations

(25) ¢ — MS(¢) = o,
(26) ¢ —2S'(Y) = o,

n’ont pas de solution non nulle pour une valewr particuliére
M= Mk = g% 4 fER(L £ 0)
(1) Pour la démonstration, je renvois & E. S., pp. 62-66.

J— 4‘[3 —
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il en est de méme pour toutes les valewrs non réelles de ). De 'équa-
tion (25) on peut déduire les relations
7 )\*
o —s(e) = (1—"0)s,
- — N¥\ —
— M) = (1 — "
¢ — M*S'(¢) (1 i)?-
On a donc, en tenant compte des hypothéses du théoréme :

= T((I —xy*)? ), = T((I — );_\—*)5;)\*).

En appliquant la formule (22) il vient

b b
(1-)\;)£ 9;dx=<1—);)ﬁ ppdx,

d’oui I'on conclut, si h = 7, que

~

b
J l¢|2dx = o. c.q.f.d.
a

Par un raisonnement analogue, on obtient le théoréme suivant :
L’égquation (23) admet le méme nombre de solutions & carvé intégrable
pour toutes les valeurs de ) situées du méme coté de Uaxe réel.

Signalons enfin que les noyaux de la classe I sont caractérisés parla
propriété suivante : Soit D ensemble des fonctions f telles que S(f) soit
aussi @ carvé intégrale, et D Uensemlle des fonctions conjuguées de D.
La condition nécessaire et suffisante pour que K(x,y) appartienne a la
classe I est que la relation

b )
ﬁ Sigax = | gsinas,

ast liew chaque fois que f appartient d D et g & D.

Les fonctions spectrales d'un noyau hermitique.
Soit K;(#, y), Ky(%, y) - - -, Kn(%, ¥),-+ - une suite de réduites géné-
ralisées du noyau K(x, y) telle que la solution de I’équation

b
(27) fn(%) — ) j Ka(%, ¥) oa(y)dy = f(%),

tende presque partout vers une limite ¢(x) = T(f(x)) pour chaque
fonction f(x) a carré intégrable et pour chaque valeur non réelle de X
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On constate que, dans ce cas, la solution de I’équation associée tend
aussi vers une limite J(x) = F'(g(x)), et qu’on a

(“rpeas = [ rigas

Ja

Nous allons maintenant introduire la fonction spectrale 6(x,y|})
qui correspond a la suite &y, &, - - -, kn, - - - Désignons le systéme ortho-
gonal et normal de fonctions fondamentales qui appartiennent au
noyau Ka(x, y) par ¢np(x) (p =1,2, - - ) et les valeurs fondamentales
correspondantes par s, et introduisons la fonction 6a(¥, ¥|2), définie
par les relations

On(, Y[A) = Z Prsp(%) Pn,0(Y), pour A > o,
0 < hn,p <A
Ba(x, Y[N) = — Z Pn,p(%) Pn,p(V) pour A <C 0,
A<, ,<<o

fn(%, y]0) = o.
Considérons les intégrales
2h b ) .
L= [ bux, y10hx) Wy)aady,
Jaa

ot 4(x) est une fonction a carré intégrable. La variation de cette fonc-
tion de A dans l’intervalle e <AL ,B est évidemment inférieure a

> < f |h(x) |2dx.

2L In,p< P

D’apiés un théoréme de M. HELLY (Wien. Sitzungsberichte, 1912)
on peut donc trouver une suite d’indices #. telle que Is, tende vers
une fonction limite I(A) bien déterminée et a variation bornée, infé-

‘Pn,p dx

a

rieure a ‘ |A(x) |2dx. On démontre aisément que la suite #n, peut étre

Ja

choisie de telle maniére que la convergence ait lieu pour toutes les
fonctions A(x) a carré intégrable.
Si x et y appartiennent 4 E (E = lim Ey), on a, pour # suffisamment

grand
(%, Y1) f "d, j 6a(s, {0 K(y, #)dsdt.
ad’

On en déduit que On(x, y|2) tend vers une limite 6(x, y|}) bien
déterminée si x et y appartiennent a E.

— 415 —
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Désignons par Ab(x, y|}) la différence (x, y| + AX) — 9(x, y|}).
On a
b
{ ]Aen(x’ y;)‘)lzdy = Aen(x, xp\)
a

(%

11 s’ensuit que

f () j 800, (x, y N A(y)dy

b )
converge vers ‘ Ab(x, y|2)h(y)dy, si x appartient 2 E. En tenant

v a
compte de la relation

b ' b
[ itminix < X it < | e,

Ja

on déduit

hmff Aby(x, y|})g ) y)dxdy_fj Ab(x, y|A) g(x)h(y) dxdy.
aJ a

Pour I'étude détaillée des intégrales

b
f O(x, y|}) h(y) dxdy,
e a

et
~b b
| ot y10) g0 hiyiasa,

(et d’autres expressions analogues) je renvois 4 E. S. Chapitre 1. On
démontre que ces fonctions de ) sont 2 variation bornée dans I'in-
tervalle (— 1, /), quel que soit /, et que les variations sont inférieures

ou égales a
b
lk(x) \/ ( [h(y) |2y,
Ja

g ———
\/ | morsay [igemay.
a a
La formule d’HILBERT-SCHMIDT pour le noyau Ka(x, y) peut s’écrire

~b
f Ka(%,9)h dy—_/_ ‘dx‘ Ou(, ¥ [2) h(y)dy.

— 4]6 —_
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On démontre, par un passage 2 la limite (E. S., p. 43), que

~b 0 1 ~b
f K(x,y)h(y)dy = ]_ 5 D Ja 0(x, y[MA(y)dy.

v a

b
Si I'intégrale [ |g(x)|k(x)dx existe, on a aussi (E. S., p. 40)
Ja

b b
o & jf 6(x, y|N) g(x) h(y)

[ ey gty hiasas = |

En considérant le développement de la solution ¢a(x) de (27) sui-
vant les fonctions fondamentales ¢n,p(¥), on obtient, par un passage
a la limite, une formule exprimant T(f, ») au moyen de la fonction
spectrale ¥(x,y[). D’une maniére analogue on peut généraliser
d’autres formules valables pour les noyaux réguliers. Nous résumerons
les résultats ainsi obtenus dans 1’énoncé suivant :

Soit G(x,y|2) la fonction spectrale corvespondant & unme suite de ré-
duites Kn(x, y) qui fournit ume solution limite ¢ = 'I(f, )) bien déter-
minée. Alors on a, h(x) et g(x) étant des fonctions a carré intégrable :

b ) b
(28) [ Keymiy= [ T, | o b nigay,
b b
b b a0 dx/] 0(x, y|\)g(x)h(y)dxdy
(29) f | Kixy) g hiy)drdy = {_w E— ,
b
si [ lg()|k(x)dx existe (4).
’ 7*00 /‘b
(30) e ="T(/n = fix) +f{ w—p—mduj 0(x, ylwf(y)dy,

I b————
31) b =T(gH = glx) + f iy T f 0(%, y|i) g(y)dy
; .
(32) f h(x) g(x)dx

=Yg — 2N oy + azx [j (x, yIN (%) hy)dxdy,

a

(1) Si K(x,y) est de la classe I il suffit de supposer que g(x) appartient & I'ensemble D
introduit 4 la page 414.

__417._.
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ot I'on a posé

~b b
= [ hin, = [ s
a Ja
% b rb _
=) B f [0, | W)y
o — 0 aJva

wy (%), Wa(%), - - - Wa(¥), - - - étant un systéme de fonctions orthogomales et
normales qui engendre I'ensemble linéaive des solutions de I équation

b
Ja K(x, y) w(y)dy =o (*).

D’aprés la définition des noyaux de la classe I ceux-ci ne peuvent
admettre qu’une seule solution limite T(f). Il s’ensuit que chaque noyau
de la classe I admet une fonction spectrale unique.

La fonction spectrale d’'un noyau régulier jouit de certaines pro-
priétés d’orthogonalité importantes qu'on peut exprimer par les for-
mules (%)

b
(33) f A10(x, s|2)Ax0(s, y[\ds = o,
a

si les intervalles A, et A, n’empiétent pas I'un sur I'autre, et

b
(34) f Ab(x, s[X)Ad(s, y[h)ds = Ab(x, y|}).

Ces relations n’ont pas toujours lieu pour une fonction spectrale
quelconque. Cela tient 4 ce qu’'on ne peut pas toujours effectuer le
passage 4 la limite » —» o sous le signe d’intégration dans les for-
mules

b
{ A19"(‘957 SP\) A2e"(s’ yl)‘)ds =0,

Ja

b
{ Aen(x’ S, )‘) Aen(s’ yP\)dS = Aen(x’ yl)‘)'

va

Nous pouvons démontrer que la fonction spectrale d'un noyau de la

(1) Si K(x, y) est de la classe I tous les wu,, sont nuls.
(2) On suppose que les limites des intervalles A, A,, Ay ne coincident pas avec les points de
discontinuité, nécessairement dénombrables, de 8(x,y | A),

._.__418__
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classe I satisfait aux relations d’orthogonalité (33) et (34). Partons des
équations

b ' y N\
Alen(.x’ yll*) - )‘f Kn(x9 S) Alen(s, y|f‘)d5 = [A (I - l%- )dpﬂn(% yl*"')
a A0

{ (I — %)dvmo

v Bg

1b -
AT T — [, #) B3t 21 =

Par un passage 2 la limite on peut dans cette formule omettre I'in-
dice #. En utilisant la formule fondamentale f gl(fdx = f T (g)dx il

vient

~

b ‘
(55) [ o st [ x— 2 )auit e

= ("5 7 [ (5= D)ot o

Cette équation a lieu pour toutes les valeurs non réelles de A. On
démontre qu’elle est équivalente aux relations d’orthogonalité (33)

et (34)-
Signalons encore le théoréme suivant qui correspond au théoréme de

PARCIVAL pour les systémes de fonctions orthogonales. Désignons par
o ~b
f o, [ (%, Y By,

— Ja

la limite en moyenne (par rapport a x), pour ! —> o, de 'expression

~l b
| o [ ot 500 .

Si O(x,y|}) satisfait aux conditions d’orthogonalité (33) et (34), on a

b 0 b,
(36) LS o [ ot yiimsiay

o0 bbb -
= [ o0, | | otx, 900 BT i)y

2

dx

o/

w(}) étant une fonction continue et h(x) une fonction & carvé intégrable (*).

(1) Cf. E. S., p. 49 et 227.
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On peut compléter ce théoréme de la maniére suivante. Désignons.
rar G(k(x)) la fonctionnelle linéaire

voo ~b
Ol = hx) — | a [ o0, vy

On vérifie aisément la relation

b
’ G(h(x)) Ad(x, y|N)dx = o.
a

(%

Ceci posé, on a la formule suivante :

Ao b 2

AG(H() + | widy | o, v} Hyidy

(37) fab

200 o~

b brb
= (A1 [ 60)pde + [ ot | [ o, yPBx)iy)dxdy.
o a o — 0 Jaa

Nous avons vu qu’a chaque suite de réduites Ka(x, y) pour laquelle
Ta(f) et T'a(g) tendent vers des solutions limites T(f) et I'(g) bien
déterminées il correspond une fonction spectrale 6(x, y|A) et une seule.
Pour reconnaitre si cette fonction spectrale est orthogonale, nous
pouvons utiliser le théoréme suivant. La condition nécessaive et suffi-
sante pour que la fonction spectrale G(x, y|)) satisfasse aux conditions
d’orthogonalité (32) et (33) est que 'Tu(f) et Tu(g) tendent fortement
vers leurs limites pour n—> o . Remarquons d’abord que nous pouvons
exprimer le fait que Ta(f) et Tw'(f) sont fortement convergentes vers
T(f) et T(g) par les équations

(38) D(T(f), fIx) = o, D(T'(g}, gl) = o.

Si ces relations sont remplies, nous dirons que I'(f) et T'(g) sont
des solutions limites maximales de (11) et (20). La nécessité de la con-
dition du théoréme s’obtient immédiatement, en tenant compte de
la formule (36), si 'on remplace dans (38) I\f) et I'(g) par les expres-
sions données par les formules (30) et (31). Pour voir que la con-
dition est en méme temps suffisante, nous supposerons que Tx(f) et.
T'n(g) convergent fortement vers leurs limites. On a

b ,
Ab,(x, y|A) — A ’ K (x, s)AB,(s, y|M)ds = {A( I — %L)dpe,,(x, yl@).
< a (% ) '
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« Donc

fa ” a0u(s, g = f "rg) fA (1~ }L)d,;on(x, ylu)dx.

Comme T,(g) tend fortement vers sa limite, on trouve (Théoréme ITI
p. 410)

~b b N
JaEAO(x, y|Ng(x)dx = L T'(g) j; (1 — ;)d,;e(x, y|w)dx.

On a aussi (formule (22))

‘[bT<‘fA‘<I — %)dpﬁ(x, y[p)\) g(x)dx =u{;b’l"(g)u’:<1 — %)dpe(x, V| w)dx.

En remarquant que les relations ont lieu quel quesoit g, il s’ensuit que

T<j;(1 — :—l)d,}’(% ZVIH)>= A40(%, y|1).

Par le méme raisonnement on trouve

T’< ﬁ (x- %—L)dFW): e

11 suffit maintenant d’appliquer la formule (22) pour aboutir a la
relation (35) qui est équivalente aux relations d’orthogonalité (33)

et (34).
Nous avons vu que les solutions limites T(f, 2) T’(g, A) qui sont

maximales sont particuliérement intéressantes parce que, pour elles,
la fonction spectrale est orthogonale. Par les transformations

T = 2+ V), T = (g + V().

les propriétés intégrales que possédent les solutions maximales peuvent
s’écrire sous la forme simple suivante

[ oo = [ i,
(39) f V() V(g )dx = f g8z,

[ Utngar = fwg)/dx.

ANNALES DE L’INSTITUT H. POINCARE, 28
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Nous signalons ici sans démonstration le théoréme suivant. Si 'on
a trouvé des fonctionnelles linéaires T,(f) et T',(g) solutions respectives
de (11) et'de (20), définies sur certains ensembles linéaires M et M’ de
fonctions f et ga carré intégrable et satisfaisant aux relations (39), il
est toujours possible de trouver une suite de réduites Ka(x, y) telles
que les solutions limites T(f) et T'(g) correspondantes coincident avec
les fonctionnelles ‘T4(f) et T';(g), lorsque f et g appartiennent a M ou
LM : : :

Pour que le noyau K(x, y) posséde une fonction spectrale orthogonale
il faut que les équations homogénes (pour ) non réel)

@)

b

(40) :  — 25(¢)
(41) Y —2S'(¢) = o,

admettent le méme nombre de solutions linéairement indépendantes.
Voici la démonstration-: Supposons, pour simplifier, que les nombres
des solutions indépendantes soient finis. Considérons des fonction-
nelles U(f) et V(g) correspondant 2 une fonction spectrale orthogo-
gonale. Démontrons d’abord que U(w) est toujours . une solution
de (40) si =m est solution de (41). On a, en effet,

w — 18'(w) = o, » — 1S(w) = o,

 — 1S8(w) = <1 — Z-“}E,

IS

d’ott 'on conclut

w

Tiw) =

AR
I — =
2

ot1 ¥ est une solution de (40). On en déduit

~
=~
"

11 s’ensuit que U(w) est solution de (40). On démontre d’une maniére
analogue que V(®) satisfait a (41) si ® est une solution quelconque
de (40). Ceci posé, désignons par ®,, ®,, ... ®, un systéme complet
de solutions orthogonales et normales de (40) et par oy, 6y, - -+ i un
systéme analogue pour I’équation (41).

_4’_)2._..
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D’apreés les résultats que nous venons d’obtenir, on a

n
U(:)p) = Z apvq)v: f’ =TI,2,,M.

=1
Nous avons, en outre
T T I o pFEg
Ulw U_dx=/ava,,=j mwdx:% ’
lja (wp) U(wg) : pvéq L I p=q.

v I

n
Les expressions Za,w(bv (p =1, 2, ---,m) forment donc un systéme
V=1
de formes linéaires et orthogonales & % variables. Il s’ensuit que m < n.
En considérant les expressions V(®p) on trouve d’une maniére ana-
logue # <, m. On a donc # = m, C. Q. F. D.

Supposons maintenant m = #. En utilisant un théoréme énoncé pré-
cédemment nous pouvons démontrer de proche en proche I'existence
de fonctionnelles U et V satisfaisant aux conditions (39) si f est ortho-
gonalea wyp, (p=1,2, - - -, n) etsi'gest orthogonalea Dp(p =1, 2, - - -, 7).
On trouve en méme temps que U et V sont déterminés sans ambi-
guité pour ces ensembles de fonctions. Il nous reste a définir U(f) et

V(g) pour les vy et les ®,. Nous pouvons poser

n
Ulo,) = X s,
=1
ol les ap sont les coefficients dans une matrice unitaire quelconque.

Si les ap sont choisis, les expressions V(®,) sont complétement déter-
minées. On obtient le résultat : Sz les éguations (40) et (41) ont le méme
nombre n de solutions linéatrement indépendantes pour ) non véel, il
existe pour le noyau K(x,y) une infinité de fonctions spectrales ortho-
gonales dépendant d’une transformation unitaive arbitraive & n variables.

III. — Applications

Les formes hermitiques a une infinité de variables.
Il est presque évident que la théorie générale des équations intégrales
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a noyau hermitique embrasse comme cas particulier celle des formes
hermitiques

0

\ ¥l
%X = Z“pqxpxq

P9

a une infinité de variables. On peut, en effet, faire correspondre a
A(x) un noyau hermitique K(x, y) défini par les relations :

p¢1<x<P)
K(x,y) =a our
) =ap  pour  §PTI=NED
K(x,y)=o0  surleslignes x=p, y=ug,
75=I’2""’ q=1,2,---,

tel que 'on ait

0 A0
DAty = f R(%, 9) (%) hm( g ) A%y,

ot ’'on a posé

(%) = %, pour p—1<<x <P, p << m,
hu(%) =0 » x> m.

Supposons maintenant que les séries

o0
Z [@pql?
g=1

soient convergentes quel que soit p. Cela revient a dire que 'inté-

grale
(o<}
f [K(%,)|*dy
]

est convergente. Considérons le systéme d’équations linéaires a une
infinité d’inconnues

£
)
Xp — XZa,,qxq:a,, (p=1,2,-").

En posant ¢(x) = x, pour p —1<<x<p et f(x) = @, pour
P — 1 < x << p, on voit que la détermination de toutes les solutions

—_— 424 —
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%, %X, ..., %, ... dont la somme le,,l‘ converge est équivalente a la
recherche des solutions & carré intégrable de I'équation intégrale

o(x) — ) f K(%,y)e(y)dy = f(2).

En appliquant les résultats des chapitres précédents, on voit qu'un
grand nombre des théorémes que M. HILBERT a établi pour les formes
quadratiques bornées subsistent sous les hypothéses que nous avons
considéré ici.

Les fractions comntinues.

Considérons des formes quadratiques du type suivant

o -]
J(%) = Za,,x,,2 — 22 bpxp%p 4 1.
p=1 p=1

Déja M. HEINE (Handbuch der Theorie der Kugelfunktionen Bd. I.
Teil II) a remarqué que la théorie de ces formes est étroitement liée
a celle de la fraction continue

b2
Ay — B —

b,?
a3-—p.-—---

ay — B —

Cette relation a été étudiée de plus prés par M. HELLINGER et
ToEPLITZ (V).
Si I'on considére le tableau des coefficients a,, de la forme J(x)

[+
J(=) =2amx,xq), on voit que la sérieEla,,ql’l est convergente quel
=1
que soit p (elle ne contient, en effet, qu’zm nombre fini de termes). On
peut donc appliquer la théorie générale a la forme J(x). On retrouve
ainsi la théorie de STIELTJES ainsi que certains résultats plus récents
de MM. GROMMER et HAMBURGER. Au lieu de résumer ici mes confé-
rences sur cette question je renvois le lecteur 4 mon ouvrage E. S.
déja cité p. 189-220, et a mon article sur les équations intégrales
singuliéres dans les Comptes Rendus du sixiéme Congrés des Mathé-
maticiens Scandinaves.

(1) Voir HELLINGER et TOEPLITZ, Zur Einordnung der Kettenbruchtheorie in die Theorie
der quadratischen Formen von unendlich vielen Verinderlichen, Journal fur Math., 1914 ; et
E. HELLINGER, Zur Stieltjesschen Kettenbruchtheorie, Math. Ann., 1922, Band 86.
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L’équation de Schrodinger.

Nous essayerons d’abord une deductlon de l’equatlon de Schrodmger
Considérons un point matériel de masse m se mouvant dans un champ
des forces ayant une fonction des forces U indépendante du temps.
En vertu du principe de moindre action les trajectoires correspondant
3 I’énergie F sont déterminées par la condition de rendre minimum
I'intégrale

P
ﬁ V2(U + E) Vdr® + dy® + dz,
0

P,, et¥P étant deux points quelconques de la trajectoire. Ecrivons,
pour abréger, 2(U 4+ E) = o, On obtient les équations différentielles :

d}( — dx) I ow

2w %
ad/ —dyy _ 1 ow
SV @) = e sy
a( —adz I ow
Vo) = =%

En introduisant les notations

—d S —d —d
\/wd’;—ﬁ, \/wd—jsl=q, \/wd—:=1’,

on en déduit le systéme

dx _dy _dz ap dq dn ds
(42) P g 7 T Iow Iow Lo o
29% 22y 2%

Or, on voit aisément que ces équations sont les équations différen-
tielles des bicaractéristiques (ou plutét la projection des bicaracté-
ristiques dans 'espace) d’'une certaine équation aux dérivées partielles
du second ordre et du type hyperbolique

2V 22V | 22V 22V

(43) Py% ] ayz -+ 222 — Cw (x’ Y, z) o2 =0,

ot C est une constante arbitraire. Les surfaces caractéristiques de
(43) sont définies par I'équation

[ ot 2 of 2 ot \2
(44) (o) + () + (55) —co=o.

Les bicaractéristiques sont les caractéristiques de cette équation

— 426 —
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du premier ordre (voir HADAMARD, Propagation des ondes). Les équa-
tions différentielles de ces caractéristiques sont les suivantes

4 B _d_dp _ g _ & @
BT T e T (T e T o T ot )
T ox oy az :
ot l'on a posé g =, :—; =g, %2 = r. Remplagons dans (45) p, ¢q. 7

par p\/ Cy, gV/C, n/C. On obtient le systéme :
de _dy _dz__ ap _ dq _ dr

P q r  Iow Idw Iow
2% 23y 202

En comparant avec les formules (42), on voit que les trajets des
bicaractéristiques dans Uespace coincident avec les trajectoives du mou-
vement dynamique. Les bicaractéristiques jouent le role de rayons
pour le mouvement ondulatoire régi par I’équation (43).

11 est remarquable que la vitesse 4 de propagation suivant la bicarac-
téristique est différente de la vitesse dynamique v et cela quelle que
soit la constante C. On déduit, en effet, de (45)

ds - ds _ dt”’
2P+ E A 2/Ca 2o
d’otl il suit
a = l* ’
VCo
tandis qu'on a
/e
"EVw

Or, il est possible de choisir C de maniére que v soit la vitesse de
groupe de certaines ondes de (43) correspondant i différentes valeurs
de E. Pour définir cette vitesse de groupe, il faut choisir, pour chaque
valeur de E, une certaine fréquence v, fonction de E. On peut aussi
considérer E comme fonction de v. Ceci posé, la vitesse de groupe
b est définie par I’équation

- ~ C C dE
%:%(2) =‘%(\;\/C-\/w)=\/md(vT—\£C) +V\LE:.°—'

Vo dv
— 427 —
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En écrivant b = v =\/ %, et en utilisant la relation w = 2(U + E),

on en déduit
(46) sz(—%Q + 2E‘£(—Vd‘/7@ + V‘/é% = /m.

Remarquons que E et C sont indépendants de x, y, 2, tandis que U
est une fonction de ces variables. Pour que (46) ait lieu il faut donc
que le coefficient de U soit égal  zéro, c’est-a-dire

d(vy/C)

(47) o ¢
L’équation (46) nous donne encore
~dE
(48) 'U\/C-['i; = \/m.
De (47) et (48) on déduit maintenant les relations suivantes
E=/h (Relation de PLANCK),
ol % est une constante, et
C= %
I’équation (43) peut donc s’écrire
U+ Ea#V __
(49) AV — 2m R op =
En posant
. V = ™y (x,y,2),
on obtient
(50) Ao + 2m(U + E) (Zh—ﬂ)?(p —o.

Le point fondamental dans la théorie de M. SCHRODINGER est hypo-
thése que les « niveaux d’énergie » qui correspondent aux « orbites
possibles » de la théorie de M. BoHr sont les valeurs caractéristiques
de Iéquation (50), E étant le paramétre, c’est-a-dire les valeurs de E,
pour lesquelles I’équation (50) admet une solution ¢ 4 carré intégrable,
le domaine d’intégration étant 1’espace entier.

Nous allons étudier de plus prés le cas ot le champ des forces U
est créé par l'attraction newtonienne d’un nombre fini de masses con-
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centrées en des points fixes dans I’espace. Nous montrerons que 1’équa-
tion (50) ne peut admettre de solution & carré intégrable que pour un
nombre dénombrable de valeurs réelles de E. En écrivant A = E(—ziz—: )2,
nous pouvons écrire I'équation (50) sous la forme
(51) Ag + (W + Mo =0,

ot
W(p) =27 + £,

les o, et (3 étant des constantes positives et les 7, désignant les dis-
tances du point variable p a certains points fixes. Nous chercherons
d’abord une fonction de GREEN G(p, ¢) de I’équation
Ap — 2% + We = o, :
ol x a une valeur que nous allons préciser plus loin. En adjoignant
I'équation
AH — «*H = o,

—— %¥pg

qui admet la solution H(p, q) = ¢

— (rp désignant la distance entre
Pq

les points p et g), et en appliquant une formule de GREEN, on démontre
que la fonction G(p, p,) peut s’obtenir par la résolution de I’équation
intégrale

(52) Gt p) — Hip p) — & J H(p, )U(Q)G(g, p1)dw, = o.

En introduisant les fonctions

(53) L(p, 9) = VW(p) G(p, 9V W(9),
nous pouvons écrire (52) sous la forme

-

j 2(p, Q)LAg, p1)dw, = 9(p, p1).

I
—
Pour résoudre cette équation, nous avons besoin du théoréme sui-
vant (E. S., p. 12) : §'il existe une fonction positive A(p) telle que

(54) L(#, p4)

{ IK(2, 9)|A(g)dw, < RA(P)
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(k = constante indépendante de p) K(p, ¢) est un noyau borné (au sens

de M. Hir,BERT) dont la borne ne dépasse pas 4. Prenons A(g) = \/W(g).
On a

. 7pq

t e Mg z M
jw, 9) Algdo, = A(p) | © (E : +@>dwq-

On peut prendre x suffisamment grand pour que lintégrale du
second membre soit inférieure 4 un nombre positif << 47 quel que
soit p. Q(p, ¢q) est donc un noyau borné et I'on peut résoudre I’équa-
tion (54) par la série de Neumann. La solution obtenue L(p, g) est, elle
aussi, un noyau borné. La fonction G(p, ¢) cherchée s’obtient mainte-
nant par la formule (53). En remarquant que \/W(p) <</ B on trouve
que G(p, ¢) est un noyau borné.

Ceci posé, on démontre (par une formule de GREEN) que chaque
solution a carré intégrable de I’équation différentielle (51) est en méme
temps solution de l’équation intégrale

f G(p, q) ¢(q)dw, = 0,
et inversement. Le noyau de cette équation étant un noyau borné
d’HILBERT, il s’ensuit que I’équation (50) ne peut admettre de solution

a carré intégrable que pour un nombre dénombrable de valeurs réelles
de A C. 0. F. D.

(1) Cf E. S., pp. 176-179.

(Conférences faites & I'Institut H. Poincaré entre le 30 Avril et
le 24 Mai 1930).
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