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RisuMmiE. — Nous présentons des systémes bi-orthogonaux sur [0, 1]
adaptés a I’étude des espaces H* ([0, 1]) et HY ([0, 1]) (ke Z) et engendrés
par translation et dilatation dyadiques a partir d’'un nombre fini de
fonctions de base. Ces bases permettent également I’étude des fonctions
vectorielles a divergence nulle sur [0, 1]

ABSTRACT. — We present bi-orthogonal systems on [0, 1], which are
well-adapted to the study of the Sobolev spaces H*([0, 1]) and
H¥ ([0, 1]) (ke Z) and are provided through dyadic translations and dilata-
tions from a finite number of basic functions. Those bases allow also the
study of divergence-free vector functions on [0, 1]".
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454 A. JOUINI ET P. G. LEMARIE-RIEUSSET

0. INTRODUCTION

La notion d’analyse multi-résolution introduite en 1986 par
S. Mallat [12] a permis I'introduction de transformations rapides en onde-
lettes pour les fonctions définies sur R (ou R"). En 1990, Y Meyer a
montré comment on pouvait restreindre les calculs a I'intervalle [0, 1],
pour étudier une fonction connue seulement sur un intervalle fini de
temps [13].

Par ailleurs, le formalisme de Mallat a été étendu au cadre des bases
bi-orthogonales d’ondelettes par A. Cohen, I. Daubechies et J. C.
Feauveau [2]. Ce cadre se préte bien a la dérivation, grace a une formule
de commutation entre projecteurs obliques sur de telles ondelettes et la
dérivation [8].

Le but de cet article est de construire des analyses multi-résolutions sur
[0, 1] avec un formalisme bi-orthogonal qui commute encore avec la
dérivation. Un exemple d’application est donné avec I’étude des fonctions
a divergence nulle sur le carré.

Notations

(i) On notera pour une fonction g définie sur Rg sa transformée de
Fourier définie par:

é(&)=jg(X)e‘“‘§dX-

(ii) Les notations A.M.R., AAM.R.O. et AM.R.B.O. désigneront des
analyses multi-résolutions, des A.M.R. orthogonales et des A.M.R. bi-
orthogonales; le sens de ces notations sera explicité dans I’article.

I. LA NOTION D’ANALYSE MULTI-RESOLUTION
(ORTHOGONALE)

Commengons par rappeler le formalisme de S. Mallat [12] et les
constructions d’I. Daubechies [3]. Suivant la définition de S. Mallat, une
analyse multi-résolution de L* (R) est la donnée d’une suite (V);.z de sous-
espaces fermés de L2 (R) telle que:

(1.1 V;= V., NV;={0}, U V;est dense dans L*(R)
jez jeZ

(1.2) fX)eV; < f2x)eV;.,

(1.3) V, a une base de Riesz de la forme g (x—k), keZ:
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A.M.R. BORTHOGONALE SUR L’INTERVALLE 455

Notations

(i) On notera A.M.R. pour analyse multi-résolution.

(i) Lorsqu’a une A.M.R. (V;) on associe le processus d’approximation
fel? = (P;f)jcz ou P; est le projecteur orthogonal de L? sur V;, on
parlera d’analyse multi-résolution orthogonale, ce qu’on notera A.M.R.O.

Pour une A.M.R.O., on a les propriétés suivantes:
PjeP;,1=Pj. °P;=P,
) lim ||P;f]],=0 et lim ||f/—P;f|,=0
j= - j= +o

pour toute feL?.

(J)) V, a une base orthonormée ¢ (x—k), keZ, et on a:
P;f= Z <f|(Pj,k>(Pj,k ou (Pj,k(x)=2j/2(P(2jx_k)-

keZ

(jij) Wo=V,; N V; a une base orthonormée y(x—k), keZ, et le pro-
jecteur Q;=P;,, —P; (projecteur orthogonal sur W;=V,,, N V;), s’écrit:
Qif= ¥, U ed Wyp 08 Vo () =22 (I x— k).

keZ

¢ est alors appelée fonction d’échelle de ’A.M.R. (V)) et \y ondelette de
FAM.R. (V). Un cas particulier extrémement important est lorsque ¢
(et ) peut étre choisie & support compact et réguliére. La compacité du
support de @ permet d’associer a 'A.M.R. (V;) une transformée en onde-
lettes rapide (F.W.T.) tandis que la régularité de ¢ permet en analyse de
décomposer les espaces de fonctions réguliéres et en traitement du signal
de séparer les basses fréquences (et en particulier les tendances polyndmia-
les) des hautes fréquences.

En 1987, I. Daubechies a construit, pour tout N=2, une A.M.R.O.
(V)7 telle que:
(2.1) V, a une base orthonormée ¢ (x—k), keZ, ou ¢ est a support
compact et a valeurs réelles.

2N-1
(2.2) (p<§)= Y. a9 (x—k) pour une suite @, de réels avec a,#0 et
k=0

a;n-17#0.
N 1+z\N
2.3) M, (z)=§ Y a.Z* est divisible par ( 5 > . [Mg(2) est relié a

k=0
@ par la relation ¢ (2&)=M,(e"*%) ¢ (£).] On montre alors les résultats
suivants :
(2.4) Supp ¢=[0, 2N —1] (Le support est l'intervalle tout entier d’aprés
un résultat dia a G. Malgouyres [11]).
(2.5) o est de classe C*N pour un o> 0 indépendant de N.
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456 A. JOUINI ET P. G. LEMARIE-RIEUSSET

(2.6) tout polynome de degré <N —1 s’écrit comme combinaison linéaire
(infinie) des @ (x —k).
De plus si ¥ est définie par:

(3.1 Y(2E)=e"EN"DEM (=9 p ()
alors on a:
(3.2) W, a pour base orthonormée les  (x—k), keZ.

(3.3) Pour tout polynéme P de degré <N—1, jP X))V (x)dx=0.
(3.4 Supp y=[02N~-1].

II. ANALYSE MULTI-RESOLUTION BI-ORTHOGONALE:
DERIVER UNE A.M.R.

Les analyses multi-résolutions bi-orthogonales ont été introduites par
J. C. Feauveau [5] et développées par A. Cohen, 1. Daubechies et J. C.
Feauveau [2]. Notre présentation sera ici légérement différente.

DEerFiniTION 1. — Soit H un espace de Hilbert et A, B deux sous-espaces
fermés de H. Nous dirons que A et B sont en dualité pour le produit
scalaire de H si H= A @ B! (somme directe topologique).

ProposITION 1. — Soit H un espace de Hilbert séparable et A et B deux
sous-espaces fermés de H. Alors les propriéiés suivantes sont équivalentes
(i) H=A ® B,
(i1) le projecteur orthogonal de H sur B est un isomorphisme de A sur B.
(iii) pour toute base de Riesz (b,) de B il existe une base de Riesz (a,)
de A telle que { a,|bgdy=38, ;.
(iv) il existe un projecteur continu P(Pe ¥ (H, H) et P°P=P) tel que

P(H)=A e P 1{0}=B.

La proposition est immédiate. En particulier, P (qui est unique) peut
étre défini par P(h)=) {(h|b,dya,. En considérant P* [donné par

P*(h)=Y).{h|a,yyb,), on voit que les conditions sont symétriques pour

A et B.

DerFmNiTION 2. — Une analyse multi-résolution bi-orthogonale (abrégee
en AM.R.B.0.) de L2(R) est la donnée d’un couple d’analyses multi-
résolutions (V), (V¥) de L*(R) tel que L2=V, @ (V§)".

Bien entendu on a alors pour tout jeZ, L2=Vj@(V;!‘)l. On dispose
donc du processus d’approximation feL? — (P; f);. ou P; est le projec-
teur oblique de L? sur V; parall¢lement a (V}‘)l et on a les propriétés
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suivantes :
‘ P;Pj,,=P;,,°P;=P;
G) lim ||P;f],=0 et  lim ||f—P;f],=0
ji= - jo +o
pour tout fe L

(jj) Vo, a une base de Riesz g(x—k), keZ, et V¥ une base de Riesz
g*(x—k), keZ, telles que (g(x—k)|g*(x—1))=8, , et on a alors:
P; f= Z <f|gzk>gj,k
keZ
ou
g x()=217g2x—k) et gf (x)=2"g*2'x—k).

(i) Wo=V,N(VH: a une base de Riesz y(x—k), keZ, et
Wk=V¥N\ Vs a une base de Riesz y*(x—k), keZ, telles que
(y(x=k)|y*(x—1))=3§, ;. De plus I'opérateur Q;=P;,, —P; est le pro-
jecteur oblique de L? sur W;=V,,; N\ (V)" parallélement & (W})* (ou
Wi=V¥, NVj) et Q; sécrit :

Qi f= Z <f|Y}':k>'Yj,k
keZ
ou Y, ()=22y (2 x—k) et v}, (x)=2"2y* (2 x—k).

Les fonctions g et g* sont alors appelées fonctions d’échelle conjuguées
pour FAM.R.B.O. (V)), (V}) et les fonctions y et y* sont les ondelettes
obliques associées. Comme dans le cas orthogonal, on cherchera a obtenir
g et g* (ainsi que y et y*) a support compact, pour pouvoir bénéficier
d’une transformée en ondelettes obliques rapide.

Le cas ou g et g* sont a support compact est trés proche du cas

orthogonal. On a les équations a deux échelles :
Ny

x
4.1 g<—>= Y, ag(x—k)
2 k=‘Nl
Ny
@.2) g*(f)= Y. atg* (x—k)
2 k=Ni
12
ou encore g(2&)=My(e'9)g() et Mo(2)= _Y @,z et de méme
Ny Ny

g*(2E)=M¥ (e7'%) g* (&) avec M¥ (2)= 3 Y af 7*. De plus:
A &

4.3) Suppg=[N;, N,] et  Suppg*=[Nf, Nj].
Enfin v et y* peuvent étre définies par:

4.4 YQY=eTME(—€DgE) et Y*QEY=e M (—¢Hg* ()

Vol. 10, n° 4-1993.



458 A. JOUINI ET P. G. LEMARIE-RIEUSSET

et alors

—N* _NI*
Suppyc[1 Nf+N; 14N, N,]

2 ’ 2
“4.5)9 et

Suppy* < [

>

2 2

Une des propriétés fondamentales des A.M.R.B.O. est leur compatibilité
avec la dérivation. Plus précisément si g, g* sont deux fonctions d’échelle
conjuguées et si g est dérivable (geH') alors il existe deux fonctions

d’échelle conjuguées g, g* telles que:
5.1 £ =g®-gx-1)
(5.2 gr(x)=g*(x+1)—g*(x)

et le projecteur oblique P; associé a (g, g*) vérifie la propriété de commuta-
tion suivante :

1-N,+N# 1+N;—N1]

d ~ d

(5.3) . P,=P; o
[Cela provient essentiellement du fait que (5.2) est en quelque sorte le
transposé de (5.1) par le crochet de dualité ( | d12]. La représentation
de g’ comme une différence finie est due 4 G. Malgouyres [10] et la formule
de commutation a ét¢ démontrée dans [8]. Par ailleurs les « polyndmes»
M,, M¥, les ondelettes obliques 7 et y* et le projecteur oblique Q;
vérifient :
G4 M@=—M@ o M= IMie)

1+z 2z
(5.5 Y=4y et  y¥=—4y*

d d
5.6 —eQ,=Q,-—.
(5.6) dx Y dx

II. ANALYSE MULTI-RESOLUTION ORTHOGONALE SUR
L’INTERVALLE : RESTREINDRE UNE A.M.R.

Nous partons de I'analyse multi-résolution (V;) d’I. Daubechies décrite
dans la section I (avec Supp ¢ =[0, 2 N—1]). Pour éviter tout risque de
confusion, on notera V;(R) et W;(R) les espaces correspondants i cette
AM.R.O. de L2 (R).

Il s’agit dans cette section de décrire un processus d’approximation (par
projections orthogonales) pour des fonctions f connues seulement sur
[0, 1]. Si f'est portée par [e, 1 —¢€] pour un £>0, alors on peut prolonger f
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par 0 en dehors de [0, 1], ce prolongement a la méme régularité que f. On
peut alors analyser f & I'aide du processus P; associé a V;(R); pourj

1 ), les seuls coefficients { f|®; ;)
£

non nuls ont lieu pour Supp @; , < [0, 1] et de méme pour les coefficients
{f]¥;, > (qui décrivent I'information nouvelle entre I'approximation a

suffisamment grand (tel que 27>

. .1 < . 1 . .
résolution 2’ P; f, et celle 4 résolution 2—};;) Les produits scalaires ont

alors lieu dans L2 ([0, 1]). On voit donc que le probléme de définir une
AM.R.O. sur [0, 1] est en fait un probléme de bord en 0 et en 1.

On notera, 4 la suite de Y. Meyer [13], V; ([0, 1]) Pespace des restrictions
a [0, 1] des fonctions de V;(R). Par ailleurs on notera v;([0, 1]) I'espace
engendré par les ¢; , telles que Suppo; , < [0, 1].

DeriNiTION 3. — Une suite (V) (définie pour j2j,, j, un entier fixé) de
sous-espaces de L2([0, 1]) forme une A.M.R. sur L?([0, 1]) associé¢e a
V;(R) si elle vérifie:

(@ Vjzjo, ;(0,1]) = V;= V;([0, 1))

®) Vjizjo, Vi<V

Notons A; le complémentaire orthogonal de v; ([0, 1]) dans V. Alors,

siBeA, et 224 N—4, ona Supp c [o, 21\;_2] U[l— 2—1%:—2 1]. On

Aj(0)=={GEAj/Supp6 = [0, 2N._2]}

note

27

2N-2
Aj(1)={OeAj/Supp9c:|:l— > ,1:]}.

DEeFNITION 3 (suite). — On dira qu'une A.M.R. (V;) sur L2 ([0, 1])
associée a V;(R):

— sépare les bords si pour un j, fixé, pour j=j; A;=A;(0) ® A;(1),

— est réguliére si elle sépare les bords et si pour

J2j e(x)eAj(O) < 0(2x I[o, 1]€Aj+1 )

et

et
B()eA;(1) < 02x—1)|o €A )

Nous allons maintenant établir la proposition fondamentale suivante.

PROPOSITION 1. — On note J, le plus petit entier j tel que 224N —4
et, pour j=J,, on note x;([0, 1]) l'espace engendré par les ;. avec
Supp Y, , < [0, 1] (c'est-d-dire 0Sk<2'—2N+1) et les fonctions Q. 34+1

Vol. 10, n° 4-1993.



460 A. JOUINI ET P. G. LEMARIE-RIEUSSET

avec 0SkSN—2et @;,; ,, avec 22—2N+2<k<2—N. Alors:
(i) dimx; ([0, 1)=2/ (le systéme générateur est linéairement indépen-
dant).
(i) si V; est une AMR sur L?([0, 1]) associée a V;(R), alors pour
JZ8Up G, Jo), x; (0, 1) = V., et x;((0, 1) NV, ={0}.
(iii) 11 existe un entier J tel que pour tout j=J on ait:

V;11=V;® x; ([0, 1]).
(iv) En particulier, pour tout j=J V;=v;([0, 1) ® A,.
Le point (iv) signifie essentiellement que les conditions de bord & rajouter

a I'analyse v;([0, 1]) pour définir V; sont indépendantes de I’échelle.

La proposition 1 se déduit presque immédiatement du résultat suivant
de Y. Meyer [13]:

LEMME. — Pour j2J, V;.,([0, 1]) admet pour base le systéme des
@ ko, 17 pour —2N+2=k<2/—1 (base de V;[0, 1])) et des \y; ; |0, 1 pour
~N+1Zk<2—N.

Notons maintenant le systeme générateur de x;([0, 1]) x;, pour
—N+1Zk<2-N avec X; ;=041 20+N- n+1 si —N+1Zkg -1,
X =V SI0SkZS2—2N+1et x; ,=@;,q 5, 81 2-2N+2Zk<2—N.
La matrice (m,, ) —N+1<p, g<2/-N des coefficients des x; , dans les V; |0, 1
modulo V; ([0, 1]) s’écrit alors

A | o

0 | B

ou A=(m, ;) _N+1spqgs2i-1-n €St triangulaire supérieure avec dFS termes
diagonaux tous non nuls et B=(m, ,)i-1_n+1<p 4<2/—n €St triangulaire
inférieure avec des termes diagonaux tous non nuls: pour p=< —1,

o(x— 2N+1)|\|I< >>;é0, pour O0<p<2/—2N+1,

J

) 1 X
m, ,=1etpour p=22’—2N+2, m, ,= ﬁ < (P(X)I‘I’(E) > #0.

On en conclut immédiatement que x; ([0, 1]) a pour dimension et que
x;([0, 1D N V;([0, 1D={0}. Comme x;([0, 1)) = v;,, ([0, 1]), on a immé-
dlatement que x;([0, 1)) = V;,, et que x;([0, 1) " V;={0}. De plus on a
;41 ([0, 1D =1; ([0, D] ® x; ([0 1) (pulsque les deux. espaces ont la méme
dimension), d’ou A; N ;44 ([0, 1)=0 pour j=J,; on en conclut que
dim V;—dim v;([0, 1]) est croissante; comme elle est majorée par
dim V, ([0, 1])—dim v;([0, 1)=4N—4, on en conclut qu’elle est station-
naire a partir d’'un rang J. Cela implique que pour j=J V;,;=V;® x;
([0, ID=A;® v+, ([0, 1D=A; @ v;., ([0, 1]).
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ProposITION 2. — Soit V;, j2j,, une A.M.R. réguliére de L2 ([0, 1]) (avec
J12Jo+ 1 vérifiant les conditions de la définition 3 (suite)) associée a V;(R).
Alors, si N,=dim A;(0) et Ny=dim A; (1), il existe:

e N, fonctions ¢} (1<i<N,) et Ny fonctions ¢f (1<i<Ny) dans Vo (R)
et a support dans [—2N+2,2N—2] telles que, pour j2j,, A;j(0) a pour
base orthonormée les fonctions 21> ¢ (2 x) |0, 1; et A;(1) a pour base ortho-
normée les fonctions 2/'* % (2 x —2%)| 0. 1, (de sorte que le projecteur ortho-
gonal P; de L* ([0, 1]) sur V, s’écrit:

Ne 2/-2N+1 Ng

Pif=3 {flet>ot,;+ Zo Ao ot X (flof ;> of;
i=1 k= i=1

avec @F ;= 2112 0y (2'x) I[o, et (P?, i= 202 (P? @x— zj) l[o, 11)~

o N—1 fonctions Y3(1Si<N—1) et N—1 fonctions YP(1Li<N-1)
dans V,(R) et a support dans [—3N+3, 3N 3] telles que, pour j, le
complémentaire orthogonal W; de V; dans V., ait pour base orthonormée
les fonctions

PN @) o n=V¥E;  (SisSN-D),

les fonctions \IIJ k (0Zk<2-2N+1) et les fonctions
2242 x=2) 0. 1= (1<i<N-1) (de sorte que le projecteur
Q;=P;,,—P; s%crit a lazde des i} ;, des ;. et des P ).

L’analyse V se décrit donc a l'aide de fonctions indépendantes de
I’échelle (la fonctlon ¢ et les termes de bord ¢f et ¢f) et de méme les
espaces d’ondelettes W; (avec la fonction ¥ et les termes de bord ¥ et
V).

Pour avoir une A.M.R. réguliére, il suffit qu’il existe des fonctions
0F(1ZisN)et 08 (1i< 2‘,) de V, (R) & support compact telles que, pour
J assez grand, les 0% ;=27 9"‘(2’x) lio, 17 €t les OF ;=27208 (27 x—2))| 0
complémentent les @; ;, 0Sk<2/—2N+1 [base de ;([0, 1])] en une base

1
de V;. Pour j assez grand, Supp 6 ; = I:O, 5 ] et Supp 68 ;< l:—; , 1]. Il est

alors immediat que ’A.M.R. V; sépare les bords et qu’elle est réguliére.
Pour obtenir les fonctions @2, ¢f, Y2 et V¥, il suffit alors d’orthonormaliser
la base de V;,, donnée dans I'ordre suivant: les @; ,, 0Sk<2/—2N+1, »
puis les 9‘: j» 1SiEN,, puis les 6F, 1<i<Ng, puis les ;
0<k<2'—2N+1, puis les Qi1 25410 0SKSN-2, puls les @41, 25
2—-2N+2<k=<2—N. Le procédé de Gram-Schmidt donne alors les
fonctions annoncées.

Les premicres constructions d’A.M.R. sur [0, 1] sont dues 4 Y. Meyer
(ondelettes périodiques [9), ondelettes sans traces [6), ondelettes a traces [13])
d’autres sont actuellement étudiées par I. Daubechies [4].

Vol. 10, n° 4-1993.



462 A. JOUINI ET P. G. LEMARIE-RIEUSSET

Exemple 1. — Ondelettes périodiques.
On note pour j=20, @; , le 1-périodisé de
(pj,k:(Bj,kz Z 0 (x—p)= Z @, k+p2i
peZ peZ
Alors V; est défini comme 'espace engendré par les ¢ .k |0, 1) On obtient
alors la théorie des ondelettes périodiques (adaptée a I’étude des fonctions
réguliéres périodiques). Cette A.M.R. ne sépare évidemment pas les bords.

Exemple 2. — Ondelettes sans traces.

V;=v;([0, 1]) est une A.M.R. réguli¢re, sans termes de bord. On obtient
des ondelettes adaptées a I’étude des fonctions réguliéres sur [0, 1], nulles
au bord (par exemple, les espaces de Sobolev H¥ ([0, 1])).

Exemple 3. — Ondelettes a traces.

V;=V,([0, 1]) est une A.M.R. régulicre. On obtient des ondelettes adap-
tées a I’étude des fonctions réguliéres sur [0, 1], et des opérateurs d’exten-
sion des fonctions de [0, 1] a R.

Exemple 4. — Ondelettes unilatérales.

L’espace V; engendré par les ¢; ;|0 1; avec Supp@; , = [0, co] est une
A.M.R. réguliére, adaptée 4 I’étude des fonctions réguliéres sur [0, 1] nulles
au bord 0. On peut de méme étudier les fonctions nulles en 1.

Exemple 5. — Ondelettes a raccords polynomiaux.
On considere les « demi-polyndmes »
Prx)= ) ko(x—k) et PP= Y [Kokx—k
k=-1 kz2—-2N+2

pour 0<i<N—1 (de sorte que P}|_, o est un polynéme unitaire de
degré i et de méme PP, ). Alors pour m<N—1, on peut considérer
PAM.R. V, formée de v;([0, 1]) complété par les 27> P} (2/x) o, 1 et les
202 P82 x—2))|;0, 1) avec 0<i<m. On obtient, pour m=aN (ou aN
correspond a la régularité de @) des ondelettes adaptées a 1’étude des

fonctions réguliéres sur [0, 1] et des opérateurs d’extension par des polyné-
mes en dehors de [0, 1].

IV. ANALYSE MULTI-RESOLUTION BI-ORTHOGONALE
SUR [0, 1]

Il devrait étre maintenant clair de savoir comment définir une analyse
multi-résolution bi-orthogonale sur [0, 1]. On part d’une A.M.R.B.O.
(V;(R)), V¥(R)) de L2 (R) telle qwon ait des fonctions d’échelle conjuguées
g, g* a support compact. On définit alors V,([0, 1]) comme I'espace des
restrictions a [0, 1] des fonctions de V;(R) et v;([0, 1]) comme l’espace
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engendré par les g; , avec Suppg;, < [0, 1], et de méme V7 ([0, 1]) et
%
of ([0, 1]).

DerFmNiTioN 4. — Une A.M.R.B.O. de L?([0, 1]) associ¢e a V;(R),
V#(R) est une suite de couples (V;, V¥), j2j,, de sous-espaces de L2 ([0, 1]
telle que:

(@ v;(0, 1) = V; = V,([0, 1] et v¥ ([0, 1]) = V¥ = V¥ ([0, 1])
b) VeV, et Vic Vi,

2(c) Pour tout j=j,, V; et V¥ sont en dualité pour le produit scalaire de
L* ([0, 1.

Exemple 6. — A.M.R.B.O. périodique.
Si (V;(R), V¥ (R)) est une AM.R.B.O. de L2 (R), alors on peut définir
une A.M.R.B.O. de L2([0, 1]) associée par:

Gj,k= Z 8, k+p2) G}':k: Z g_;’zk'l-ij

peZ pelZ
et
Vj=Vect{Gj,k o, 1/0Sk <27}
et
V¥=Vect { G¥ |0, 1,/0Sk<2}.

1
Il est immédiat que j G*,G; dx=3,  pour k, [e{0, ..., 2'—1} et que
0

donc V; et V¥ sont en dualitt. Comme dans le cas orthogonal, cette
AMRBO est adaptée a I’étude des fonctions périodiques. On notera cette
analyse V2 ([0, 1]), VP ([0, 1]). ‘

Supposons maintenant que V, (R) «contienne» les polynémes de degré
<d (c’est-d-dire que tout polynéme P de degré <=d sécrit
P(x)= ) p.g(x—k)). Cela est vérifie si et seulement si le polynome

keZ
trigonométrique M, (e~*%) associé a g par la formule

g22E=M,(e"9g(©)
+eit

. 1 a+1 e
est divisible par ( ) ; C’est le cas en particulier si g est de classe

C?[7]. On définit alors les demi-polyndmes Pi= 5  kig(x—k) et

) k<-Nj-1
Pf= Y  kig(x—k) pour 0<i<d. Alors P{ est un polynéme unitaire
kz-Ny+1
de degré i sur |— o0, 0]. En particulier, on a
Ny—2 N
o ipa X 3 X
Pi(x)=2 Pi<_>+ Z oy, ; P <_>+ Z By, i (x—k).
2 osi<i 2 k=—Nj;
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D’ou:

ProrosiTioN 3. — Si V, (R) contient les polynémes de degré <d et si
Vi, contient les demi-polynomes P?(2%0x) |0, 1, (0<i<d) pour un indice Jo
tel que 27022 N,—2N,, alors pour tout j2j,, V; contient les demi-polyné-
mes P} ;(x)=P%(2'x) |[0, 1 Un résultat analogue a lieu également pour les
demi-polyndmes P} ;(x)=PPF(2/ x~2))|, ..

Il est clair que si V; contient les demi-polyndmes P{ ; et les demi-

polynémes P? i U2Jjo) alors V; contient les polyndomes de degré <d.
L’importance de telle A.M.R.B.O. est illustrée par le théoréme suivant :

THEoREME 1. — Soit (V i(R), V¥(R)) une A.M.R.B.O. a fonctions
d’échelle conjuguées (g, g*) a support compact et (V;, V¥) une A.M.R.B.O.
de L? ([0, 1]) associde a (V;(R), V¥(R)). On suppose que: '

(i) g est dérivable, de dérivée

g=g(®)-gx-1)
[on notera (V;(R), V* (R)) 'A.M.R.B.O. associée a g, g*].

(ii) V; contient les demi-constantes P§ et P} ..

Alors, si on pose

Vi={fel2(0, 1)/3geV, f=g'}
et

Vr={feL2(0, 1)/f'eV: e  fO)=F(1)=0},
(V,, V*) est une A.M.R.B.O. de L ([0, 1]) associée a (V;(R), V¥ (R)).

De plus si P; désigne le projecteur oblique de 12 ([0, 1]) sur V; paraliéle-
ment a (V¥)* et 131. celui sur Vj parallélement a (V¥)*, alors on a:

d ~ d
6 —oP. =P —
©® dx 7 dx

Démonstration. — On suppose j2 j, avec 270 >2 N, —2 N,. Remarquons
tout d’abord que

V@0, )={ feL2(0, 1)/3geV,([0, 1]) f=g'}
et que
V{0, 1)={ feL? ([0, 1])/f'e V¥ (0, 1D }:
en effet il est clair que
§(x—k)=< > g(x—k*p))

p=0
et que

g (x—k)=g*(x—k+ 1)—g*(x—k).
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D’ou V c V ([0, 1]) et V* c V* ([0 1]). De plus puisque V; contient le

deml-polynome P§ ; on v01t que v;([0, 1) = V Enfin il est clair que
2*([0, 1]) = A%

Les mcluswns V,c Viep et Ve V*,, sont immédiates, Il reste a

- démontrer que V et V* sont en duallte Pour cela choisissons une base

de V;(g,=1, &, .. sN) avec N=dimV;—1 et une base duale des &,
dans V (Mo> N5 - - -» Nn)- Alors la derlvatlon est un isomorphisme de V*
sur Vect My oo e nN) (espace vectoriel engendré par les m,) et de
Vect(gy, - .., &) SUr V Le second point est évident; quant au premier,

si GEV}“ alors f 0'dx=0(1)—0(0)=0 d’ou 0 est orthogonale a g, et
0
0'eVect (1, ..., Ny); la bijectivité se vérifie par I’existence de I'inverse:

nevVect(n,, .- ,nN)»J n(9)de. Sig= ;8 et ;= j n; (9 dt, alors
V]

il est immédiat, par 1ntegrat10n par parties, que les bases (g;) et (m, sont
bi-orthogonales et donc que V et V* sont en dualité.

Enfin (6) est immédiat :

28, <flno>1+2<f|n> e—z<f|n.>e

tandis que

N N N
PJ(?>=Z<£|ﬁ1 Ei=2([fﬁi](l)+<f|ni>)§i=z<f|ni>zi-
X 1 dx 1 1

Le théoréme 1 est donc démontré.

Remarque. — Nous avons emprunté a Cieselski et Figiel [1] I'idée d’utili-
ser I'intégration par parties pour engendrer des bases bi-orthogonales dans
L2 ([0, 1)).

Exemple fondamental —~ Désignons par V;(R) une A.M.R.O.
d’I. Daubechies ou ¢ est d fois dérivable. On note V“”(IR) et V" (R) les
A M.R. obtenues par d dérivations et d intégrations. Alors le theoreme 1
nous indique que V4 ({0, 1]) et V{~9 ([0, 1]) N\ HG ([0, 1]) définissent une

AM.R.B.O. de L?([0, 1]) et qu'on a les formules dio. P§‘”=P§.‘””°;.
X X

L’étude de cette A.M.R.B.O. fait ’objet de la section suivante.
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V. ETUDE DE Vg.‘”([O, 1D

On note donc:

e V;(R) une A M.R.O. d’I. Daubechies avec ¢ d fois dérivable,

° V(‘)(IR) I’A.M.R. associ¢e a la dérivation itérée d fois sur V;(R) et g
la fonction de V& (R) définie par (1—e %)% g (&)= (i&)* ¢ (£),

e Vi (R) PA.M.R. associée 4 la primitivation itérée d fois sur V;(R)
et g* fa fonction de V{9 (R) définie par (i£)?g* (£)=(e's— l)"(p(&) (de
sorte que g et g* sont des fonctions d’échelles conjuguées),

o VW=vD (0, 1]) et V" D=V{9([0, 1) VHE ([0, 1) [de sorte que
Vi et V™9 forment une A M.R.B.O. de L?([0, 1])],
o W=Vl NVIDLet Wimd=vV(IIN VP4
d—1
G0
o (@1

On a alors le résultat suivant.

e enfin y=y@ et y*=(—1)?

THEOREME 2. — (i) I existe 2N —2 fonctions g2e V) (R) (1Si<2N-2),
2N—-2 fonctions greViP([R) (15i<2N-2), 2N-2 fonctions
gPeVOMR) (1Zi<2N-2) et 2N-2 fonctions g¥eV5?(R)
(1Zi<2N-2) telles que:

— Suppg® = [-2N+2+d,2N—2], Suppg® = [-2N+2—d, 2N+d—2},
SuppgP c [-2N+2,2N—-2—d] et Suppgl c[-2N+2-d, 2N+d-2)

— les fonctions

& =2 g (@x) |0,y (A=ZLiS2N-2),
g1 =2 g x—k)(dSk<2Y—2N+1)er gb ;=27 gl (2 x—2) o, 1) dune
part et les fonctions
g?,*jzzj/z & 2x) |[0, 1] (1=ig2N-2),

— 02 gx (VU x—K)(dSKSP—2N+1) et gF=202g8 2ix—2)|0. 4,
(1Li<2N=2) d'autre part forment un systéme de bases biorthogonales
dans VY et VU pour jzj, avec j, le plus petit entier tel que
20 >4 N—-4+2d.

(ii) Il existe N—1 fonctions y*e V¥ (R) (1<i<N—-1) N—1 fonctions
Y eVED(R) (1SiSN—-1), N—1 fonctions y$e VP (R) (1<Si<N—1) et
N—1 fonctions Y e Vi"?(R) (1<i<N—1) telles que:

* d
- Suppy;-‘c[—N+§+l,3N——3], Supp ¥y} c[—

— +1,3N—3],
2
B d o d
Suppy; < —3N+3,N—1-—5 et  Suppy; < —3N+3,N*1+5.

— les fonctions Y2 ;=22 y* (2 x) |0, 1y I SISN-1), v, =27y (2 x—k)
(0Sk<2Z-2N+1) et vF ;=248 (2 x—2)) |0, 1; 1 Si<N—1) d'une part
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et les fonctions ¥ ;=202 4% (2 x) | 1y I SIEN—1), v}, =272 y* (2 x—k)
(0<k=2—2-2N+1) et v¥; =272 y¥ (2 x—29) o, 1) d'autre part forment
un systéme de bases bi-orthogonales dans W' et W™ pour jZj,.

Démonstration. — Une base de V& est constituée par les g; |0, 1, pour
—2N+2+d<k<2'—1 (cf.[7] par exemple). On pose donc, pour
1<i<2N-2, g¥=g(x+2N—1—-d—i) et gd=g(x+i), de sorte que les
g5 les g; , (d<Sk<2—2N+1) et les gf ; forment bien une base de v,
Comme Suppg=[0, 2N —1—d], les supports des g; et des gP sont bien
localisés dans les intervalles annoncés.

Il reste 4 calculer le systéme dual dans V{~®. Pour d<k=<2'—2N+1,
on a Suppg}, < [0, 1] car Suppg*=[—d, 2N—1]; d’ou le vecteur dual de
g;, i est bien g¥, pour d<k<2'—2N+1 (puisque

&k Igj, Iio, 13 D2 o, 19 =< &5« |gj, 1212 ® = Ok, 1)

Le vecteur dual de g}

' » que nous noterons (g}, ))*, se décompose en:

2i+d-1

L= )T 185 1ho. 11
I==—2N+2

Nécessairement o; ; ;=0 si [e[d, 2i —2N+1] car alors

®j51= < (e j)* |gj,l L2 (10, 1)

D’ou
d-1 2j+da-1
* — %k t 3
E&E)*= Y Gaghlont X %o
1=—2N+2 1=2/-2N+2
d—1
Si 224N+2d—4,onaque Y o8 o, 1 st encore dans V§~
I=—-2N+2

et que ses produits scalaires avec les g; —2N+2+dgq<2i-1
&ialo. 11 17 q

coincident avec ceux de (gf )*; d’ou (g )*= Y &; ;8% |0, 1) Mais
I1=—2N+2
alors a; ; ; est déterminé par les conditions: pour 1<g<2N-2

o, d-1
j ( Yoo, (2jx—l)) 2022 x+2N—-1-d—q)dx=3, ,.

0 I=—2N+2

Ces conditions ne dépendent pas de j et donc (g¢ )*=2"2g¥ (2 x)|;0, 1
a-1 ’

avec g= Y o ,g*(x—1). La détermination de g’ est analogue.
—2N+2
La construction du systéme bi-orthogonal de W et W{~% est beaucoup
plus directe. En effet, si g, (1 <k=<2’) est une base orthonormée de W; |0 1,
(complémentaire orthogonal de V;([0, 1]) dans V;,, ([0, 1])) alors, comme
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le montre la preuve du théoréme 1, les o, =27 &l® et les

(o 1\inid x(x__)dl
Br=(—1)2 L yr=T g (1) dt

forment des bases bi-orthogonales de W' et W{~%). On considére alors la
base
t i/ (1<isN-1), Y (0Sk<2—2N+1)
et
VP, (1<isN-1)
décrite par la proposition 2. On obtient des bases bi-orthogonales de W'
et W% avec
T R S T R )
et
Ve =2 @ @ x=2)) |, 1y
d’une part
2ix(2jx_t)a—1
0 da-1n

=202 ( —1)drj’° @ x—k—rit
(d-1)

Yok =202 (— 1) Vi (O dto, 11,

—_—— () dt

x(x_ t)d—l
o (@—1!
x )d 1

(d 1)' (t) dt l[(), 1}

_1yinin r”‘ Y@ x-2-t
(@-1)!

Y; i= —1)?2# ‘I’?,(’) dtl[o, 1]

1)d2]d

=== Py, 4y
On a en particulier
Y ;=298 (2 x) |0,y  avec Suppyf < [-3N+33N-3],
¥8,=21248 (2 x—2) 0., avec Suppyf, c[-3N+33N-3],
Y& =22 48 (2 x) 0.1 avec Suppyf, < ]—oo, 3N-3]
[car j P (?) ¥ (¢) dt =0 pour tout polyndme de degré §d] et
0
Y, =202 48 (2 x—2)|;.,;  avec Suppyf) < [—3N+3, +oof.
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Comme seules les valeurs de %, et v5, sur [0, + oo et de v, et v&) sur
]— oo, 0] interviennent, on peut modifier v{;, en yf avec

s Suppy?cI:—N-i-l-i- g, +OO[
et V5 |0, + et =" 0, + el 2

et de méme pour 7%, v%, et v§,. Le théoréme 2 est alors démontré.
On dispose donc, pour une fonction f sur [0, 1], des approximations

2N-2 2J+2N-1 2N-2

P f= ¥ (fleydit L (ghogat T (lebal,
i=1 k=d i=1

et
2N-2 2J+2N-1 2N-2

Pﬁ-""f= Z <flg?,j>g?,‘j+ Z <f|gj,k>g;‘l:k+ Z <f|g?,j>g?,*j
k=d i=1

i=1

rojections de f sur V¢ parallélement 4 V{9 et sur V(™9 parallélement
proj i’ P j i, )
a V1), Les relations entre P/ et PY* 1, et entre P et PY¥* 1", sont
données par:

(7.1) si feH! ([0, 1), i(pgd)f)=l>§a+1)<ﬂ>
dx dx

(7.2) si feH} ([0, 1)), i(pg,dﬂ)*ﬂ:p;.d)‘(d_f)
dx dx

formules qui sont transposées I'une de l'autre, puisque si feH! et

ge Hy, alors
<ij|g>L2([0, 11)=<f|P}kg>

(Zy--(0

ximation des fonctions réguliéres sur [0, 1] et les P{" 4 celle des fonctions
réguliéres nulles au bord. (C’est le principe des constructions de Cieselski
et Figiel [1]).

dg
dx

>:| En particulier, les P serviront a Pappro-

THEOREME 3. — On suppose que ¢ est de classe CP*:, peN, p=d, e>0.
On note PV le projecteur sur V¥ parallélement a V™, P son adjoint,
QW=PW, —PW er QW'=PY),~PW. Enfin j, est fixe tel que
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20>4N—4+2p. Alors:
. © 1/2
(i) Pour feL*((0, 1)), Hfliﬁllﬂ'ﬁ,’fllﬁ( ) qu”(f)u%) et, pour
Jj=Jjo
deux constantes A, B>0 indépendantes de j=j,,
N-1
AN flhs( T 1K
i=1
2/-2N+1

G E AT

i=1

1

1/2
!<f|v:~%‘,->12) <B|Q¥ /]

© 1/2
) Pour 72120, 1. |79+ X 1@ (IR et pou
j=io
deux constantes A, B>0 indépendantes de j=j,,

N-1

AlQY s T 11 P
lzi—2N+1 N-1 12
FT IUOPY T KAIOF) s8I0

(iii) Pour ke N tel que 0Zk<p—don a:
feH ([0, 1)) <« P fel? et Y QW fli< +

izio
fEHG (0, 1) < PW fel? ot Y 47F|QM fl3< + .
izjo

(iv) Pour keN tel que 0<k<dona:

feH™ ([0, 1) <« PWfel? e Y 47*|QPf|i<+

jzjo
feHL([0, 1) <= P;‘(’))*feL2 et Z 4“"||Q§-‘”'f]|§< + 0.
izijo

(On aurait des résultats analogues sur les espaces de Besov).

La démonstration du théoréme 3 est tout ce qu’il y a de plus classique
dans la «technologie ondelettes ».

Une famille de vaguelettes est une famille de fonctions a; , de L% (R)
telles que, pour un M>0, un C>0 et un £€>0, on ait, pour tout jeZ et
tout keZ:

(8.1) Suppa; , = {xeR/2x—ke[-M, M]}
8.2) ||0Lj’k“oo§C2j/2
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8.3) sup 1278k D] 2
x#y |x—yl
8.9) f %, () d=0.

LEMME. — Si a; , est une famille de vaguelettes alors, pour une constante
D>0,0na:

v (}"j, K € 1*(z2%,

[X > )‘j,k“j.k”§§DZ,:c|7“j,k|2-
Js

jeZ keZ
En effet, observons d’abord que {o; ;| ;. , »=0si

k—M k+M K—M kK'+M
[ 2j > 2j ]ml: 2]" s 2j' ]‘Qs

27
ou encore k’—k;j

5
gM(l +27,~ ); le nombre d’indices k£’ pour lesquels

{a; | i > est non nul se majore donc par C si j'<j et par C2/' 7 i

j'2j ou C est indépendant de j, de j et de k. De plus
. p

[ty | oty o D SC271H7I 1€+ YD 4 j> 7 on écrit

f“j, () <°‘j', e (X)) =0 g (g)) dx

€

dx<C'2-U=iNE+1),

[<oyal o i D)=

X —

<C222i'2 2f"=J

[(e—M)/27, (k+My/27

On a alors:
Z 2G-7" 1/2|<°‘j,k'°‘j',k'>|
fra?

SC(Y 202 =G0 6+12)
i'<i
+ Y 20702600 6+ 17290 )
iz
<C' Y 27l =,

j'eZ
11 suffit alors d’écrire :
I Z;; Ay elr = z’:‘ Z;" I A [22900 12 o i | oy, 0 )| 1172
Js Js Js
AL X e P29 2 Koy oy g D] 22

ik Lk

pour conclure.
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Maintenant remarquons qu’on peut modifier v dans ]— oo, 0] et y? dans

i

[0, + oo[ de maniére 4 ce que J
R

~ 1 X
T=vr— tdx |-g| =+2N—-1—-d
ey (fy x)2g<2 )
~§=yf’— J'Yde lg f X
13 1 1 2 2

Pour fe L2 ([0, 1]), on a

Yidx= J v#dx=0: il suffit de poser
R

et de poser

[=PRf+ 2 QP et |If[L&x|P@ S+ T Q@ s
i=jo i=ijo 2
Or
© 2
> QM f =J 12 ij,kaj,,,(x)de
i=io 2 0,11 j k

avec o; , la famille de vaguelettes suivantes:
® pour j2j, et 0Sk<2—-2N+1, 05 , =7, ,

® pourjZj,et ~N+15k<s—1, o, =223, (27 x)
® pour j2j, et 2 —2N+2<k<2—N, o, , =228 _,; .\, (P x—2)

e dans les autres cas, a; , =0.

Y. QP SfIBECY ¥ |2 i[> On obtient de
k

i=Jo j

Le lemme donne alors que

méme que

S QW s

Jj=jo

2
=[ 1T Sanaparscy Sk
2 [0,11 j k& j k
Les inégalités inverses s’obtiennent alors par dualité puisque
J oM XA ey dx= Y A, A%,
{0, 1] G kel

ou I={(j, k)[jzj, et ~N+1=<k<2—N}. Les points (i) et (i) du
théoréme 3 sont alors démontrés.
Les points (iii) et (iv) en sont immédiats. Par exemple, si fe H* ([0, 1])

alors sa norme se calcule par || £, +] f®|,; or /=P f+ Y QW fet

j=Jjo
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17 L~ PO+ (z IIQi-"’fH%);

Jj=jo

» f(b:(i) <P(d)f+ Z Q(ﬂf) P%+k)f(k)+ § Q§d+k_)f(k)

dx ji=Jo i=ijo
et donc
ol lpgorla( X Qo e
J=Jo
de plus
el (£ epn| sciegn,
tandis que

||Q§d+k)f(k)”2= zzjklng.d)f”z
2

dk
(a>“

(puisque la dérivation k-fois d’une base de W' donne une base de
W@*H amplifiee d’un facteur 2%). La caractérisation de H* est alors
immédiate, et par dualité celle de Hy*. La caractérisation de HY et de
H~* est analogue. Le théoréme 3 est donc démontré.

VI. FONCTIONS VECTORIELLES A DIVERGENCE NULLE
SUR LE CARRE

Les A.M.R.B.O. que nous avons construites sur [0, 1], avec leurs pro-
priétés de dérivation, nous permettent alors de généraliser les constructions
de [8] pour construire des A.M.R. vectorielles sur le cube [0, 1]* adaptées
a I’étude des fonctions vectorielles a divergence nulle. Pour éviter des
notations trop compliquées, nous ne traiterons ici que le cas n=2; le cas
geénéral de R" est traité dans [8] et se transpose au cube de la méme fagon
que pour n=2.

On note K ={ feL? ([0, 1]2)2/6i fi+ aif2 = 0} (les dérivées étant pri-
X y
ses au sens de 2’ (10, 1[2). De plus on notera
H{,,=H'([0, 11%)?, H{,=Hj (0, 1]°)? et HE,=HE.. ([0, 11%)?

per

ou HZ  est I'espace de Sobolev des fonctions Z2-périodiques qui sont
localement dans H? (R2).

On considére alors une A.M.R.O. de L?(R) d’I. Daubechies avec ¢ de

classe C**1*¢ et on définit les A.M.R.B.O. de L2 ([0, 1]) de L2 ([0, 1]?) et
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de L% ([0, 1]%)? suivantes:
o VU=V ([0, 1]) et V{V"=V{=D ([0, 1)) N HE (0, 1]).
o VI=UW"=v (0, 1]).
o V2 =V{=9 (0, 1)) N HY ([0, 1]) et V"= V;‘”([O 1]).
V‘Z’—V( =110, 1])ﬂH"“([0 17) et V‘2’ —V“'“’([O 1.
V‘”—V‘”"“([O 1]) et V(3)' g Drer (10, 17).
V(3)_V(3) Vper ([0 1])
oV, . =VPRVY, VI =VO' @ VO® (de projecteur oblique associé
P _P(e) ® p(S))
P VJ E—(V(s) ® V(e) V(e) ® V(s)) V* _W(a)* ® V(e)* V(e)* ® V(e)*) [de
projecteur obllque associé¢ P; —(P‘*) ® P, P‘e’ ® P“))]
On a alors la relation fondamentale sulvante

Pour

(9) fEH(lt:)’ V(P] € D:P} e(V f)

De plus la relation (9) s etend a feL?([0, 1]%)? pour e=1 (puisque dans
ce cas VIeH ([0, 1)?)% or P, , utilise le produit scalaire avec des

fonctions de H} ([0, 1]?)?).
On en conclut donc:

(10.1) P, ,(K)=V,,NK.
Pour 15k<d,
(10‘2) ]e(KmH(s)) V mK

Les projecteurs P; . qui permettent d’approx1mer toutes les fonctions de
L2([0, 1]%)* sont adaptés & I’étude des fonctions & divergence nulle (.
fournit une approximation des fonctions quelconques a d1vergence nulle
P; , en fournit une de celles nulles sur le bord du carré et P; ; une de
celles périodiques).

On pose maintenant :

o QP=P{, — PV, projecteur sur W® parallélement a WL

o QP=p® —P“’ projecteur sur W% parallélement a W“’**

° Qj,s . (Q(a)® p(e) Q(6)® P(a)) et Q, - Q(e)®P(a)

° Qj .2 (p(e) ® Q(s) (a) ® Q(e)) et Q, . z_p(s) ® Q(e)
L4 Q_) €, 3= Q(e) ® QES)’ Q(s) ® Q(a)) et Q] €3 Q(E) ® Q(E)

de sorte que:

(11.1) Pj+1,£=Pj,a+Qj,s,1+Qj,s,2+Qj,s,3
(11.2) Qj,e,s(K)=Wj,e,SmK‘

Pour 1<k<d,

(11.3) Q. KNHL)=W, ;NK
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On sait déja que si fe H(g, (0Lk<d) alors

@© . 1/2
1€l ~ [P fnz+(z S4[Q. s f n%)

i Jo

Nous allons maintenant donner une description remarquable de W; . ; N K:

THEOREME 4. — On note W, , ,=WP VO, W, ,=VO@WP o
~ 6
W, .. 3= WP ® WY, Alors lopérateur : T ()= <— 5 f, o f) est, pour tout
iy ox

JZJjo, un isomorphisme de Wj, o5 sur W; . s MK et de plus
(T2 g0, 12222 || f 2 o, 117 pour feW,

(avec des constantes indépendantes de j).

La donnée de bases de W et de V' (par la proposition 2, I’exemple 6
et le théoréme 2) donne donc une base de W; . sNK. Cette base est
engendrée par translations-dilatations dyadiques a partir d’un nombre fini
de fonctions, dont 'une engendre les fonctions de base vivant a P'intérieur
du carré, et les autres engendrent des fonctions de bord. Par exemple,
pour e=1 et §=1, les fonctions de base sont obtenues & partir de ¥ ® ¢
(intérieur du carré), de ¥ ® @¥(1Li<2N-2) (bord inférieur du carré),
de Yy®¢? (1<i<2N-2) (bord supérieur), de W ¢(1<i<N-1)
(bord gauche), de VP®¢ (1ZiEN-1) (bord droit), de
VR VRV ®0of, of et VP ®P(1SiSN-1,15/<2N-2) (pour
les quatre coins).

Pour démontrer le théoréme, remarquons tout d’abord que

TW, .5 <W,,sNK (évident)
et que T]w s st injectif: si T(f)=0 alors f est une constante. Or les
constantes sont dans Vio.e=VE @ V®sie=1ou 3, et si £ =2 les constantes

ne sont pas dans H3*? ([0 l]) ’n etant pas nulles au bord, et a fortiori pas
dans W;

j. €, 6
Il suffit maintenant de montrer que T est surjectif. Soit feW; . ;MK
et supposons par exemple d=1. On a

f= Qj, e 1 H= (Qﬁ-" ® Pj D) Qﬁf’ ® rsj )
Mais il est clair que QY peut s’écrire Q= : <A® ou A® prend ses
Ix

valeurs dans W% [car la base de W provient par dérivation d’une
base de W, dou: f= TAY ® P, (fz))+R I est clair que ReW,, ; NK

0
et que R=(R,, 0). En particulier, 6—R1=O et donc R, (x, y)=R, ().
x

I reste 2 montrer que R, est nul. Or R, (»)e WP @ V¥; or on a 1e V*
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et donc: Vge W J g (x)dx=0; ce qui entraine

1

R, (x, »)=R, (y)=f R, (x, y)dx=0.

0
Le théoréme 4 est donc démontré.

CONCLUSION

Le théoréme 1 nous a autorisé a dériver des A.M.R.B.O. en conservant
une formule de commutation (6). Le théoréme 2 nous a permis de décrire
des bases engendrées par un nombre fini de fonctions de base par transla-
tion et dilatation, adaptées a I’étude des espaces de fonctions réguliéres
sur [0, 1] (théoréme 3) et a celle des fonctions vectorielles a divergence
nulle sur [0, 1]" (théoréme 4).
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