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Remarques sur des résultats d’existence

pour les équations de Hamilton-Jacobi
du premier ordre

G. BARLES

ENS, Saint-Cloud et Ceremade, Impasse du Docteur-Roux, 83150 Bandol

Ann. Inst. Henri Poincaré,

Vol. 2, n° 1 , 1985, p. 21-32. Analyse non linéaire

RESUME. - Nous completons certains resultats d’existence obtenus

antérieurement par P. L. Lions pour les equations de Hamilton Jacobi
du premier ordre. Ces resultats sont bases sur la notion de solution de
viscosite. 

’

Most-clés : Solution de viscosité, résultat d’existence, résultat de comparaison.

ABSTRACT. - We complement some existence results obtained pre-
viously by P. L. Lions for first-order Hamilton Jacobi Equations. These
results rely on the notion of viscosity solution.

Key-words : Viscosity solution, existence result, comparison result.

INTRODUCTION

On demontre ici des resultats d’existence pour les problemes suivants :

que l’on appelle probleme de Dirichlet pour les equations de Hamilton-
Jacobi et :
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22 G. BARLES

que l’on appelle probleme de Cauchy pour les equations de Hamilton-
Jacobi. Dans les deux cas, Q est un ouvert de qJ et uo sont des fonctions
donnees et H(x, r, p) (resp. H(x, t, r, p)) est une fonction donnee continue
sur Q x R x IRN (resp. Q x [0, T ]  R x que l’on appelle l’Hamil-
tonien. Si Q = IRN, on n’impose aucune condition de comportement de u
a l’infini : on demande seulement a u d’etre bornée.

Les resultats prouves ici reposent sur la notion de solution de viscosite
introduite par M. G. Crandall et P. L. Lions [3 ]. Pour une presentation
complete de la notion de solution de viscosite et des proprietes qui en
decoulent le lecteur pourra se référer a M. G. Crandall, L. C. Evans et
P. L. Lions [2 ], M. G. Crandall et P. L. Lions [3 ] et P. L. Lions [4 ].

Les resultats d’existence de solutions de viscosite pour les problemes (1)
et (2) deja connus sont obtenus essentiellement sous deux types d’hypo-
theses : les unes concernant la dependance de H par rapport a x (cf.
P. L. Lions [4 ] [5 ], P. E. Souganidis [6 ], G. Barles [1 ]), les autres concer-
nant la dependance de H par rapport à p (en particulier H -~ + oo si

, ~ p ~ [ --~ +00). Dans ce travail, on donne des resultats d’existence sous
ce dernier type d’hypotheses.
La premiere partie de cet article est consacree au probleme de Dirichlet :

on prouve sous des hypotheses convenables sur H et s’il existe une sous-
solution de viscosite u et une sur-solution de viscosite u toutes deux lipschit-
ziennes telles que qu’il existe une solution de viscosite u de (1).
La condition supplementaire _u  u est necessitee par Ie fait que l’on relâche
Fhypothese classique de monotonie de H(x, r, p) par rapport a r. On compa-
rera aussi ce resultat a ceux obtenus par P. L. Lions [3 ] et on indiquera
quand on a l’existence de u et u.
La deuxieme partie est consacree au probleme de Cauchy : on prouve

que sous des hypotheses convenables concernant le comportement de H
par rapport à t et p en particulier et s’il existe une sous-solution de viscosite u
lipschitzienne de (2) alors il existe une solution de viscosite de (2) dans
BUC (Q x ]0, T [) (*). On expliquera comment ce resultat etend celui

prouve par P. L. Lions [4 ] et quand on a l’existence de u.

I. RESULTATS D’EXISTENCE
POUR LE PROBLEME DE DIRICHLET

On utilisera les hypotheses suivantes :

(3) H est uniformement continue sur Q x (-R, R) x BR (VR  oo)

(*) BUC (0) = ensemble des fonctions bornees uniformement continues sur 0.

s.
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23EQUATIONS DE HAMILTON-JACOBI DU PREMIER ORDRE

(5) lim inf H(x, t, p) > 0 uniformément par rapport à x E t borne.
Ipl-oo

THEOREME 1.1. - Sous les hypotheses (3), (4), (5) et s’il existe u et u
dans respectivement sous et sur-solution de viscosite de :

avec qJ et il existe une solution de viscosite u de (1) dans 
Dans le cas ou Q = on peut donner le corollaire suivant :

COROLLAIRE 1.1. - Sous les hypotheses (3), (4), (5) et s’il existe M 1
tels que :

il existe une solution de viscosite u E de :

REMARQUE I.1. - Indiquons que dans le corollaire I. 1 l’existence
de Mi 1 et M2 peut etre assuree par une hypothese du type :

REMARQUE 1.2. - Dans le cas du theoreme I .1, l’existence de u a ete
étudiée en particulier par P. L. Lions : dans [4 ~, une condition nécessaire
et suffisante pour l’existence de u est donnee (cf. [4 ], partie B, section IV).

REMARQUE 1.3. - Par rapport au resultat d’existence prouve par
P. L. Lions dans [5 ], on a relâché Fhypothese de monotonie de H(x, t, p)
par rapport a t ce qui a impose des hypotheses supplementaires comme
l’existence de M et l’inégalité u x u. L’hypothese (5) n’est pas vraiment
plus generate que celle de [5 ] car si yR > 0 (VR  OCJ), on peut considerer
l’hamiltonien H défini par :

H et H out les mêmes sur et sous-solutions de viscosite. De plus, comme
7p > 0 (VR  oo), H verify (3), (4) et :

uniformement par rapport a x E Q, t borne.

Ici le fait que yR peut etre ncgatif(alors H ne vérifie plus (4)) va nous imposer
des manipulations supplementaires basees sur des estimations a priori.

REMARQUE 1.4. - Soit une sous-solution de viscosite de :
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telle que :

u vérifie :

C est fini d’apres (5). Ceci nous donne une estimation a priori de ~~ Du 
si u est une solution de viscosite de (1) verifiant u x u x u.

Demonstration du théorème I .1. - On cherche a priori une solution de
viscosite u de (1) verifiant :

On considere alors l’hamiltonien H défini par :

~~

H vérifie (3), (4), (5’) et dans (4) on peut prendre yp = y = inf (0, De

plus, M et M sont encore respectivement sous et sur-solution de viscosité de :

C’est evident pour u et pour u, c’est une consequence de la remarque 1.4.
On va prouver l’existence d’une solution de viscosite u dp (8) verifiant (7)
et u = q sur an; (7) impliquera que u est solution de viscosite de (1) vu
la forme de H. Pour cela, on considere le precede iteratif suivant :

On va prouver que la suite un est bien definie, qu’elle est croissante et
qu’elle converge uniformement sur tout compact de Q vers u solution de
viscosite de (8).
Comme l’hamiltonien H(x, t, p) + (1- y)t - {1- y)u{x) verifie (3), (4), (5’)

avec, dans (4), yR - 1 et comme u est sous-solution de viscosite de :
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25EQUATIONS DE HAMILTON-JACOBI DU PREMIER ORDRE

d’apres un résultat de P. L. Lions [5], il existe une unique solution de
viscosite de :

De plus, il est clair en utilisant le résultat de comparaison du a M. G. Cran-
dall et P. L. Lions [3 ] que l’on a :

En effet, u et u sont respectivement sous et sur-solution de viscosite de :

et

Enfin comme u, u 1 est sous-solution de viscosite de :

et donc de :

~~

vu la forme de H. D’apres la remarque 1.4, on a :

Par recurrence, on prouve facilement l’existence de un car u est toujours
sous-solution de viscosite de :

puisque, par hypothese de recurrence, u x De plus, un car

est sous-solution de viscosite de :

en effet, par hypothese de recurrence, un - 2  et Un - 1 est solution de
viscosite de :

Enfin, ~ Dun C, par le meme argument que pour ui puisque l’on a :

Soit alors K un compact de Q ; comme ~un ~w1,~(03A9) C (ou C est une
constante independante de n), il existe une sous-suite M" convergent uni-
formément sur K vers une fonction u E par le théorème d’Ascoli.
Mais la suite etant croissante, c’est toute la suite qui converge
vers u. Ainsi un converge uniformement sur tout compact de Q vers

Vol. 2, n° 1-1985.



26 G. BARLES

Par le resultat de stabilité des solutions de viscosite du a
M. G. Crandall et P. L. Lions [3 ], u est solution de viscosité de :

De plus, par convergence simple u = cp~ sur Enfin, comme chaque un
verifie (7), u verifie (7) et vu la forme de H, u est solution de viscosite de (1) ;
ce qui termine la demonstration.

II. RESULTATS D’EXISTENCE
POUR LE PROBLEME DE CAUCHY

On utilisera les hypotheses suivantes :

(11) H est borne uniformement continu sur Q x [o, T ] x ( - R, R) x BR
(b’R  c~ )

uniformement par rapport a x E Q t E [0, T ], u borne

pour x e Q, t e ]o, T [, h > 0 tel que t + h  T, f ~ ~  R et 

THÉORÈME II . l. 2014 Sous les hypotheses (11), (12), (13), (14) et s’il existed
dans W1,~(03A9 x ]o, T [) sous-solution de viscosité de :

alors il existe U e BUC (S~ x [0, T ]) solution de viscosite de (2).
Si Q == (~N on peut donner le resultat plus precis suivant :

COROLLAIRE II.1. - Sous les hypotheses (11), (12), (13), (14) et si uo est
dans il existe To (0  To  T) qui depend de H et de ~ u0~1,~
et U E BUC x [0, To ]) solution de viscosite de :

Annales de l’Institut Henri Poincaré-Analyse non linéaire



27EQUATIONS DE HAMILTON-JACOBI DU PREMIER ORDRE

REMARQUE II. 1. - On peut faire la meme remarque que dans la partie I
quant a l’existence de u. La encore, une condition nécessaire et suffisante

pour l’existence de u est donnee dans P. L. Lions [4] (cf. [4], partie C,
section III).

REMARQUE 11.2. - Ce resultat generalise un résultat de P. L. Lions [4]
ou (14) etait remplacée par :

H est lipschitzien en t pour x E Q, u E R, p E L~N
et

REMARQUE II.3. - Les hypotheses du theoreme 11.1 impliquent
l’existence d’une sur-solution de viscosite de (2) de maniere évidente. Soit

H verifie ( 11 ), ( 12), ( 13) et ne depend pas de t ; de plus, _u est sous-solution
de viscosité de :

donc d’apres le résultat de P. L. Lions [4 ] mentionné dans la remarque II. 2,
il existe u solution de viscosite de :

et

u est alors clairement sur-solution de viscosite de (2).

Demonstration du théorème II. 1 :

REMARQUE II. 4. - Par des resultats de comparaison dus a M. G. Crandall
et P. L. Lions [3 ], si u est solution de viscosité de (2) dans BUC (Q x ]0, T [),
on a :

(Rappelons que pour appliquer le resultat de comparaison que nous citons
il suffit que l’une des fonctions ~. comparer soit dans x ]0, T [).
On peut donc se ramener au cas ou yR et pR ne dependent pas de R en faisant
des manipulations sur H identiques a celles de la preuve du theoreme 1.1.
On les notera respectivement y et p. Enfin en faisant le changement d’incon-
nue v = on se ramene au cas ou y = 1 (cf. par ex. G. Barles [1 ]).

Étape 1 : I La premiere etape consiste a prouver le résultat lorsque
p(h) = C ~ h (C > 0). Toute la demonstration repose sur une estima-
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tion a priori de p ur qui donnera une estimation a priori de
~~ Du en utilisant (13) et 1’equation.

Soit donc x ~0, T [) la solution de viscosité supposee de
1’equation (2). On a, d’abord :

ou Ro = max u ~,!) I u I 1 ~ ). Ce minimum est fini grace a (11) et (13).
Minorons ui : soit w(x, t } = u(x, t } - f (h} = h max (C, II ~ut~~), il est
facile de voir que w est sous-solution de viscosité de :

De plus, w(x, 0) ~ u(x, h) et w(x, t) ~ + h) sur aSZ x ]0, T [. Soit

v(x, t) = u(x, t + h), vest sur-solution de viscosite de :

Par-un resultat de comparaison pour le problème de Cauchy, (cf. M. G. Cran-
dall et P. L. Lions [3 ]), on a :

et

On a donc une estimation a priori de ~ ut~~ et en utilisant ( 13) et 1’equation,
on obtient :

ou

M  oo grace a l’hypothèse (13).
A partir de ces estimations, on va prouver l’existence de u ; soit x :

~ + -~ [? + decroissante, x(x) = 1 si x  M + 1 et x(x) = 0 si ~- ~ 2(M + 1 ).
On définit H par :

Annales de l’Institut Henri Poincaré-Analyse non linéaire
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On prolonge H par H(x, T, r, p) pour t > T. On considere alors :

ou v est Ie module de continuité de ~ ~ H(;c, r, M, /?) uniforme pour x e Q,
Me R, p ~ RN. Hn vérifie (11), (12), (13), (14) avec = C.h. De plus Hn
est lipschitzien en t uniformément par rapport à x e Q, M e [R, p e RN ct H.,

/~

converge uniformément vers H lorsque n ~ + ~ grace a (11) et a la forme
~~ ~~ ~~

de H. Enfin, Hn  H et done M est sous-solution de viscosité de :

D’apres un resultat de P. L. Lions [4 ], il existe une unique solution de vis-
cosite x ]0, T [) de :

On remarque alors que :

et

On a donc les estimations suivantes :

et

ou

On note que M lorsque n -+ oo .

Comme Hn converge uniformement vers H quand n -+ + oo, on montre
facilement, en utilisant le resultat de comparaison pour le probleme de Cau-
chy du a M. G. Crandall et P. L. Lions [3 ], que u~ est une suite de Cauchy
dans x ]o, T [) qui converge uniformement vers x ]o, T [)
avec :

Vol. 2, n° 1-1985.
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u est solution de viscosite de :
,

par le resultat de stabilite des solutions de viscosite (cf. M. G. Crandall
et P. L. Lions [3 ]).

L’estimation :

et la forme de H impliquent que u est solution de viscosité de (2).

Étape 2 : Pour traiter le cas general on va approcher H uniformément
par des hamiltoniens Hn qui verifie (14) avec pn(h) = C’~ ~ h.

(a) Construction des H".

Comme on veut conserver la sous-solution u, on va imposer H,
ce qui motive un peu cette construction.
On prolonge H pour t ~ 0 par :

On pose alors :

H,~ verifie (11), (12), (13). De plus, H car :

Donc comme p est croissante, si w e (t - 1/n, t ) :

Interessons-nous maintenant au comportement de Hn par rapport 

Preuve du lemme II .1. Pour plus de dart£, on omettra la dependance
de H et Hn par rapport r et p. On va maj orer Hn(t + h) - Hn(t ) pour h  0.
Sans perdre de généralité, on peut supposer h  1/n.

Annales de l’Institut Henri Poincaré-Analyse non linéaire
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D’ou :

Le premier terme du membre de droite se majore par nhH(t + h), le
deuxième par zero et le troisieme par - nh [H(t } - p( 1/n} ] car si w E (t -1/n, t ) :

Par consequent :

Ce qui termine la demonstration du lemme II. 1.
D’après 1’etape 1, il existe une unique solution de viscosité un dans

x ]0, T[) de :

Comme H~ converge uniformement vers H sur Q x [o, T ] x (~ x on

montre facilement en utilisant les resultats de comparaison pour le pro-
blème de Cauchy (cf. M. G. Crandall et P. L. Lions [3 ]) que un est une suite
de Cauchy dans x ]0, T [) qui converge uniformement sur Q x [0, T]
vers u E BUC (Q x ]0, T [) qui est solution de viscosité de (2) par le resul-
tat de stabilite des solutions de viscosite (cf. [3 ]).

Preuve du corollaire II. 1. La preuve du corollaire II. 1 consiste a
montrer que l’on peut construire sur un intervalle de temps ]0, To [ (To > 0)
une sous-solution de viscosite u de

verifiant u(x, 0) = uo(x).
Soit C et To definis par :

Vol. 2, n° 1-1985.
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Alors u(x, t ) = - 2C + t + uo(x) est sous-solution de viscosite de

Prouvons cette affirmation : soit ~p E x ]0, T D et soit (xo, to)
dans IRN x ]0, To [ un point de maximum de u - qJ. D’apres une remarque
due a M. G. Crandall et P. L. Lions [3 ], on a :

et

Donc :

comme To on obtient le resultat :

REMARQUE II . 5. - On remarque que si 03B3R  0 (VR  oo) (ou si yR
est minoré auquel cas on se ramene au cas precedent) u existe sur [0, T).
De meme si C ~ 0, uo est sous-solution de viscosite sur [0, T ].
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