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ABSTRACT. – The empirical laws of the eigenvalues of Wigner’s and Wishart’s matrices
converge to deterministic laws when the size goes to infinity. Our purpose is to study the
fluctuations around these limits with the help of stochastic calculus. This allows us to deal with
the non-commutative case of two independent Wigner’s matrices. 2001 Éditions scientifiques
et médicales Elsevier SAS

AMS classification:15A52; 60F05

RÉSUMÉ. – La loi spectrale, aléatoire, des matrices de Wigner et de Wishart converge vers une
loi déterministe quand la dimension des matrices tend vers l’infini. Notre but est d’étudier les
fluctuations autour de cette limite. Nous faisons appel aux outils du calcul stochastique, ce qui
nous permet de traiter le cas non-commutatif de deux matrices de Wigner indépendantes. 2001
Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS

0. Introduction

Le propos de cet article est de caractériser les fluctuations des valeurs propres de ma-
trices aléatoires gaussiennes, à l’instar du théorème de limite centrale pour des variables
aléatoires indépendantes. Les premiers résultats sur le sujet, que l’on peut rapprocher
de la loi des grands nombres, remontent à Eugene P. Wigner. Considérant une matrice
hermitienne (ou symétrique) dont les entrées sont des gaussiennes complexes, centrées,
indépendantes (au-dessus de la diagonale), et de variance inversement proportionnelle à
la dimension, il a démontré en 1958 la convergence de la loi empirique de ses valeurs
propres vers la loi du demi-cercle, quand la dimension tend vers l’infini [16]. Ce théo-
rème fut ensuite approfondi et généralisé à des entrées non gaussiennes (voir par ex. [2]).
Citons aussi le résultat similaire obtenu à la fin des années 70 pour la matrice de Wishart
– grosso-modo le carré d’une matrice dont les entrées sont des gaussiennes toutes indé-
pendantes – dont la loi spectrale tend vers une loi dite de Pastur-Martchenko [15].

Plus récemment, deux articles [6,5] viennent d’apporter une réponse au problème resté
ouvert d’un analogue du théorème central limite. Leurs auteurs, Kurt Johannson et Alice
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Guionnet, ont montré que les fluctuations étaient d’ordre 1/N , et que dans cette échelle
elles suivaient asymptotiquement une loi gaussienne dont ils ont décrit le calcul de la
moyenne et de la variance. Leurs techniques demandent de connaître la densité de la loi
des valeurs propres(λ1, . . . , λN). Ce qu’on sait justement pour la matrice de Wigner où
elle vaut

Q(N)(d�λ)= 1

ZN

exp

(
2

∑
1�i<j�N

ln |λi − λj | − N

2

N∑
i=1

λ2
i

)
N∏
i=1

dλi

ZN étant une constante de normalisation. Bien entendu, leurs résultats s’étendent à
d’autres lois, mais reste la contrainte d’en avoir une expression explicite. En particulier,
quand on s’intéresse à la loi empirique de deux matrices indépendantes, qui n’est plus
une loi spectrale, les méthodes jusqu’ici élaborées demeurent muettes.

Cette difficulté nous a conduit à développer une stratégie alternative, s’appuyant
sur le calcul stochastique matriciel, et sur ses relations avec le calcul stochastique
libre. La justification d’une telle approche est à chercher dans la réinterprétation que
Dan Voiculescu fit du résultat de Wigner, en termes de probabilités libres ([13]) :
asymptotiquement, les matrices de Wigner sont libres, et la convergence de leur loi
spectrale vers la loi semi-circulaire devient la conséquence du théorème central limite
libre. Cette théorie “non-commutative” des probabilités libres date du milieu des
années 80, et si on peut l’aborder sous des angles très divers (combinatoire, groupes
symétriques, groupes libres,. . . ), ses liens avec les matrices aléatoires sont parmi les plus
fructueux. Ici, dans la mesure du possible, nous avons évité de faire appel aux techniques
fines de cette discipline, mais la plupart des calculs sont en réalité sous-tendus par le
calcul stochastique libre qui constitue une sorte de point limite du calcul stochastique
matriciel. Nous renvoyons en particulier à l’article de P. Biane et R. Speicher [4].

Notre méthode nous permet de retrouver les résultats de K. Johannson et d’A. Guion-
net dans le cas de la matrice de Wigner. Nous l’utilisons aussi pour décrire les fluctua-
tions asymptotiques de loi spectrale de la matrice de Wishart. Surtout, elle nous donne
une description des fluctuations de la loi empirique de deux matrices de Wigner indé-
pendantes. Ce qu’on entend ici par loi, est toute forme linéaire positive et de masse 1 sur
l’espaceP(X,Y ) des polynômes à deux variables non-commutatifs ; siP est élément
deP(X,Y ), etHN etKN sont les deux matrices indépendantes, on définit alors comme
µ̂(N)(P ) la variable aléatoire1

N
trP(HN,KN) ; µ̂(N) ainsi caractérisée est la dite loi empi-

rique des deux matrices de Wigner. Ce que nous apprennent les travaux de D. Voiculescu,
c’est queµ̂(N)(P ) tend presque sûrement versσ �σ (P ) avecσ la loi semi-circulaire cen-
trée réduite, et� le produit libre réduit (cf [11,12]). Ce que le théorème 3.2 nous précise,
c’est que les fluctuations autour de cette limite sont d’ordre 1/N , que dans cette échelle,
elles sont gaussiennes centrées, de variance explicite, et que ses directions orthogonales
sont données par le produit non-commutatif des polynômes de Tchebycheff.

Notre approche s’appuyant sur des considérations stochastiques, nous commence-
rons par remplacer les gaussiennes de la matrice de Wigner par autant de mouvements
browniens. Nous détaillerons alors l’étude des fluctuations de ce processus hermitien.
Après l’énoncé des résultats, nous expliciterons le calcul stochastique, puis décrirons
in extenso les démonstrations. Nous les adapterons ensuite aux matrices de Wishart.
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Enfin, nous montrerons l’efficacité de cette méthode pour déterminer les fluctuations
d’un couple de matrices.

1. Premiers résultats : la matrice de Wigner

DÉFINITION. – Le mouvement brownien hermitien, i.e. sur le sous-espaceHN des
matrices hermitiennes de dimensionN , est le processus matriciel(HN(t))t∈R+ dont les
entrées sont des mouvements browniens complexes vérifiant

E
[
H

i,j
N (t)H

k,l
N (s)

]= t ∧ s

N
δliδ

j
k .

En pratique, se donnant une famille de mouvements browniens réels indépendants
(βi,j , β

′
k,l)

1�k<l�n
1�i�j�n, on peut ainsi construire le mouvement brownien hermitien:

H
k,l
N = 1√

2N
(βk,l + iβ ′k,l) si k < l

= 1√
2N

(βk,l − iβ ′k,l) si k > l

= 1√
N
βl,l si k = l.

A l’instant 1, on retrouve la matrice de Wigner complexe.

Notons trN la trace normalisée1
N

tr, et µ̂(N)
t la mesure spectrale deHN(t) : si

(λ
(N)
1 (t), . . . , λ

(N)
N (t)) est la famille des valeurs propres deHN(t), alors on a

µ̂(N)
t =

N∑
i=1

δ
λ
(N)
i

(t)
.

On peut énoncer maintenant le théorème qui est l’enjeu de cette section, et dont une
démonstration a déjà été donnée dans [6] et [5] (pour les marginales temporelles) :

THÉORÈME 1.1. – Soient(Tn(x, t))n�0 les polynômes de degrén enx, définis par

∑
n�1

λnTn(x, t)= 1− λx
2

1+ tλ2− λx
+ λ2t

2
− 1. (1.1)

Alors le processus(
N trN(T1(HN(t), t)), . . . ,N trN(Tn(HN(t), t))

)
t�0

converge vers(1
2β1(t), . . . ,

√
n

2 βn(t
n))t�0 en loi, lesβi étant des mouvements browniens

indépendants.

On définit la loi du demi-cercle centrée de variancet par

σt(dx)= 1

2πt

√
4t − x21[−2

√
t, 2

√
t] dx.

C’est la loi limite de la loi spectralêµ(N)
t , d’après les résultats de E.P. Wigner et alius.
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COROLLAIRE 1.2. – Soit f une fonction polynôme centrée pour la loi du demi-
cercleσ1. AlorsNµ̂

(N)
1 (f ) converge en loi, quandN tend vers l’infini, vers une variable

gaussienne centrée de variance

1

4

∫ ∫ (
f (x)− f (y)

x − y

)2 4− xy

(4− x2)(4− y2)
σ1(dx) σ1(dy). (1.2)

SoitN l’opérateur de nombre surL2( dx

2π
√

4−x2
). La variance peut aussi être exprimée

sous la forme1
4

∫
f (x)(Nf )(x)σ1(dx)

4−x2 .

Par opérateur de nombre, on entend l’opérateur qui multiplie parn le nième polynôme
orthogonal associé à la mesure dx

2π
√

4−x2
– il s’agit en l’occurrence des polynômes de

Tchebycheff du premier ordre.
Le préalable à la démonstration de ces résultats est l’établissement de quelques

formules de calcul stochastique, et le rappel de quelques propriétés des polynômes de
Tchebycheff, qui interviennent ici de façon centrale.

1.1. Formule d’Itô

Le calcul stochastique sur les matrices se définit de façon naturelle à partir du calcul
stochastique classique. Remarquons simplement qu’à cause de la non-commutativité il
faut considérer des intégrales du type

∫
At dHN(t)Bt . C’est la raison pour laquelle nous

allons introduire la notion de bi-processus.
Précisément, si on noteF (N)

t la filtration naturelle de(HN(s), s � t), un bi-processus
est un processus aléatoire,F (N)

t adapté, à valeurs dansMN ⊗MN . Considérons alors
deux processus matricielsF (N)

t adaptés(P (s))s�0 et (Q(s))s�0 et le bi-processus
(Y (s)= P(s)⊗Q(s))s�0. L’intégrale deY contreHN est définie comme la matrice

t∫
0

Y (s) 'dHN(s)≡
(

N∑
k,l=1

t∫
0

pi,k(s)ql,j (s) dH
k,l
N (s)

)
1�i,j�N

.

Cette définition s’étend bien sûr par linéarité à des bi-processus plus généraux.
Pour A,B,C et D processus adaptés, un calcul élémentaire donne alors la formule
d’intégration par parties :

t∫
0

(As ⊗Bs) 'dHN(s)

t∫
0

(Cs ⊗Ds) 'dHN(s)

=
t∫

0

(
As ⊗

[
Bs

s∫
0

(Cu⊗Du) 'dHN(u)

])
'dHN(s)

+
t∫

0

([ s∫
0

(Au ⊗Bu) 'dHN(u)Cs

]
⊗Ds

)
'dHN(s)+

t∫
0

As trN(BsCs)Ds ds.

(1.3)
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En particulier,

E

[
trN

( t∫
0

(As ⊗Bs) 'dHN(s)

t∫
0

(Cs ⊗Ds) 'dHN(s)

)]

=
t∫

0

E
[
trN(AsDs) trN(BsCs)

]
ds.

Ce résultat permet d’étendre la définition de l’intégrale aux bi-processus vérifiant une
condition d’intégrabilité de typeL2. On note que le terme à variations bornées s’exprime
très simplement en fonction des processus de départA,B,C et D, et cela constitue la
bonne surprise de ce calcul. Il s’agit là d’un point essentiel pour notre travail.

Remarque. – Dans la suite de l’article, nous utiliserons aussi la notation naturelle∫
As dHN(s)Bs pour signifier

∫
(As⊗Bs) 'dHN(s). D’autre part, les expressions du type

dMt = dNt sont un résumé de
∫ t

0 dMs = ∫ t

0 dNs p.s.

Pour écrire la formule d’Itô qui suit, nous avons besoin de définir sur les fonctions,
ici restreintes aux polynômes, deux applications linéaires qui soient des analogues “non-
commutatifs” à la dérivation classique et au laplacien :

D0 :C[X] −→C[X] ⊗C[X],

Xn �−→
n−1∑
i=0

Xi ⊗Xn−1−i ,

L0 :C[X] −→C[X] ⊗C[X],

Xn �−→
n−1∑
i=1

iXi−1⊗Xn−1−i .

NotonsC1
b([0,1],C[X]) l’ensemble des polynômes dont les cœfficients sont bornés,

continûment dérivables et de dérivée bornée en temps. Nous pouvons maintenant
énoncer le

LEMME 1.4. – Formule d’Itô pour HN : pour toute fonction polynômialef ∈
C1
b([0,1],C[X])

f
(
HN(t), t

)= f
(
HN(0),0

)+
t∫

0

D0f (HN(s),HN(s); s) 'dHN(s)

+
t∫

0

∂sf (HN(s), s) ds +
t∫

0

(IdN ⊗ trN) ◦ (L0f )(HN(s),HN(s); s) ds.

(1.4)

Démonstration du lemme 1.4. – C’est une conséquence élémentaire de la formule
d’intégration par parties (1.3). Il suffit d’une récurrence sur le degré def pour démontrer
le résultat. ✷
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Remarques. –
(1) L0= (∂ ⊗ Id) ◦D0 où ∂ note la dérivation usuelle sur les polynômes.
(2) Soitf un polynôme considéré comme fonction complexe,C[X] ⊗C[X] comme

espace de fonctions à deux variablesx, y (une notation que nous pourrons
réutiliser par la suite). Alors

D0f (x, y)= f (x)− f (y)

x − y
,

L0f (x, y)= 1

x − y

(
∂f (x)− f (x)− f (y)

x − y

)
=

1∫
0

∂2f
(
ux + (1− u)y

)
udu.

On remarque queD0f (x, x)= ∂f (x) etL0f (x, x)= 1
2∂

2f (x).
(3) Le lecteur s’interrogera peut-être sur l’opportunité des calculs qui précèdent.

La formule d’Itô classique aurait pu être directement utilisée, en considérant
f comme une fonction deRN2

dans lui-même. Si nous avons choisi une
autre présentation, c’est qu’elle donne de la dérivation et du Laplacien non-
commutatifs une forme explicite simple. De plus cela fait apparaître le lien
existant avec le calcul stochastique libre qui en constitue en quelque sorte une
version asymptotique, et qui s’exprime avec les mêmes opérateurs (voir par
exemple [4] pour toutes précisions). Enfin, le fait de s’être limité aux fonctions
polynômiales n’est pas ici une véritable contrainte.

Il nous faut connaître aussi la valeur du crochet de la semi-martingale
(trN(f (HN(t), t)))t�0. Etant donnés des processusA etB adaptés, on établit facilement
la formule 〈

trN
(
AdHN(t)

)
, trN

(
B dHN(t)

)〉= 1

N2
trN(AB)dt.

Nous en déduisons le

LEMME 1.5. – Quelles que soientf et g polynômiales, le crochet des semi-martin-
galestrNf (HN(t), t) et trNg(HN(t), t) est égal à

〈
trNf (HN, .) trNg(HN, .)

〉
t
= 1

N2

t∫
0

trN
(
∂xf

(
HN(s), s

)
∂xg

(
HN(s), s

))
ds. (1.5)

1.2. Les polynômes de Tchebycheff

Les polynômes de Tchebycheff jouant un rôle très important dans cette étude, nous
allons rappeler et énoncer quelques résultats à leur sujet.

On peut définir les polynômes de Tchebycheff du deuxième ordre par leur série
génératrice :

v(x, t;λ)=
∞∑
n=0

λnSn(x, t)= 1

1+ λ2t − λx
.

Ces polynômes sont aussi caractérisés par :
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Sn(x, t)= tn/2Sn

(
x√
t
,1
)
,

Sn(2cosθ,1)= sin(n+ 1)θ

sinθ
.

Ce sont les polynômes orthogonaux associés aux mesuresσt . On déduit alors des égalités

∂tv(x, t;λ)=−λ2v2(x, t;λ),
L0v(x, y, t;λ)= λ2v2(x, t;λ)v(y, t;λ),
σt
(
v(., t;λ))= 1,

que pour tousx ∈R, n ∈N et t > 0 on a

∂tSn(x, t)+ σt(L0Sn)(x, .; t)= 0. (1.6)

En termes de probabilités libres, cette équation signifie que lesSn sont des polynômes
martingales pour le mouvement brownien libre. Voir par ex. [14] ou [3].

Les polynômes de Tchebycheff du premier ordre(Cn(x, t))n∈N sont définis par

+∞∑
0

λnCn(x, t)= 1− λx
2

1+ tλ2− λx
;

ils vérifient aussi

Cn(x, t)= tn/2Cn

(
x√
t
,1
)
,

Cn(2cosθ,1)= cos(nθ),

∂xCn(x, t)= n
√
tSn−1(x, t).

Ils forment la famille des polynômes orthogonaux pour la loi de l’arcsinus

dx

2π
√

4t − x2
1[−2

√
t, 2
√
t ] =

tσt (dx)

4t − x2
.

Ces polynômes sont centrés pour la mesure semi-circulaire, sauf pourn = 0 et n =
2. Après recentrage, on reconnaît les polynômes qui ont été appelésTn. Leur série
génératrice, qu’on noterau(x, t;λ), a été donnée :

u(x, t;λ)= 1− λx
2

1+ tλ2− λx
+ λ2t

2
− 1= 1− λ2t

2

(
v(x, t;λ)− v(0,0;λ)). (1.7)

Cette seconde écriture montre bien que les polynômesTn sont centrés pour la mesure
semi-circulaire.

LEMME 1.8. – Quels que soientn ∈N
∗ etx ∈R, on a l’égalité

σt
(
L0Tn(x, ., t)+L0Tn(., x, t)

)+ ∂tTn(x, t)= σt ⊗ σt
(
L0Tn(., ., t)

)
.
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Démonstration. – Montrons d’abord que le membre de droite de l’égalité est constant.
Remarquons que pour tout polynômef on a

∂x
(
L0f (x, y)+L0f (y, x)

)= L0(∂xf )(x, y).

Nous en déduisons que

∂x
(
σt
(
L0Tn(x, ., t)+L0Tn(., x, t)

)+ ∂tTn(x, t)
)

= σt
(
L0(∂xTn)(x, ., t)

)+ ∂t(∂xTn)(x, t)

= nσt
(
L0Sn−1(x, ., t)

)+ n∂tSn−1(x, t)= 0

en se servant finalement de (1.6). Le membre de droite étant constant, il faut encore
l’évaluer, par exemple en en prenant l’espérance. On se sert alors toujours de (1.6), et
du fait queTn(x, t) est égal à1

2(Sn(x, t)− tSn−2(x, t)), comme il ressort de (1.7), pour
montrer que cette constante vautσt ⊗ σt(L0Tn(., ., t)). ✷
1.3. Démonstration des résultats de fluctuations

Les premiers résultats de convergence en loi deHN remontent à E.P. Wigner [16].
Ils nous disent que pour toutt positif, l’espérance des moments de la loi empirique des
valeurs propres deHN(t), autrement dit la famille(E[trN(Hp

N)])p∈N, converge vers les
moments deσt . La convergence presque sûre a été démontrée peu après [2]. Dans l’étude
que nous ferons des fluctuations de cette loi empirique, nous aurons besoin d’un résultat
de convergence un peu renforcé. Nous en donnerons une preuve fondée sur la formule
d’Itô, qui s’étendra simplement aux autres processus que nous étudierons.

DÉFINITION. – Soit (MN) une suite de matrices aléatoires,µ une loi réelle. Il y a
convergence dansL∞− (≡⋂q∈N Lq ) si

∀n ∈N, trN
(
Mn

N

) L∞−−→
N→∞µ

(
xn
)
.

LEMME 1.9. – A t fixé, la variable aléatoireHN(t) converge dansL∞− versσt .

Démonstration. – Soientk et m deux entiers naturels, soitM(k)
N la partie martingale

nulle en 0 de trN(HN)
k.

〈
M

(k)
N

〉m
t
=
(

k2

N2

t∫
0

trN(HN)
2k−2(s) ds

)m

�
(
k2t

N2

)m t∫
0

(
trN(HN)

2k−2(s)
)m ds

t

�
(
k2t

N2

)m t∫
0

trN(HN)
m(2k−2)(s)

ds

t
.

Donc

E
[〈
M

(k)
N

〉m
t

]
�
(
k2t

N2

)m t∫
0

E
[
trN(HN)

m(2k−2)(s)
] ds
t
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�
(
k2t

N2

)m t∫
0

E
[
trN(HN)

m(2k−2)(1)
]
sm(k−1) ds

t

carHN(s) a même loi que
√
sHN(1).

Quand N tend vers l’infini, E[trN(HN)
m(2k−2)(1)] est bornée, et même conver-

gente ; ainsi〈M(k)
N 〉t tend-elle vers 0 dansLm, pour tousm et k ; en conséquence,

sup0�s�t M
(k)
N (s) converge vers 0 dansL∞−, grâce aux inégalités de Burkholder–Davis–

Gundy, ou B.D.G. (voir par exemple [10]). C’est par récurrence que l’on conclut grâce
à la formule d’Itô

trN
(
Hk

N(t)
)=M

(k)
N (t)+ k

2

k−2∑
i=0

t∫
0

trN
(
Hi

N(s)
)

trN
(
Hk−2−i

N (s)
)
ds + δ0,k. ✷

Remarque1.10. – Du calcul précédent, il ressort queN sup0�s�t M
(k)
N (s) est borné

dansL∞−.

Démonstration du théorème 1.1. – D’après la section 1.1 on a pour toutn ∈N
∗ :

NTn
(
HN(t), t

)=NTn(0,0)+
t∫

0

N trN
(
D0Tn(s)

(
HN(s),HN(s)

)
'dHN(s)

)

+
t∫

0

N trN ⊗ trN
(
L0Tn(s)

(
HN(s),HN(s)

))
ds

+
t∫

0

N trN
(
∂sTn

(
HN(s), s

))
ds.

Nous allons d’abord montrer que la partie à variations bornées est asymptotiquement
négligeable, puis que la partie martingale tend vers un processus gaussien.

La partie à variations bornées est déterminée par l’intégrale de

µ̂(N)
s ⊗ µ̂(N)

s (L0Tn)+ µ̂(N)
s (∂sTn).

Heuristiquement, on peut décomposerµ̂(N)
s enσs+ ε̂(N)

s avecε̂(N)
s une mesure ponctuelle

centrée, dont “l’ordre de grandeur” est 1/N , comme on peut le constater en calculant le
crochet

〈
µ̂(N)(f )

〉
t
= 〈ε̂(N)(f )

〉
t
= 1

N2

t∫
0

µ̂(N)
s

(
(∂xf )

2)ds
pour tout polynômef . On en déduit que

µ̂(N)
s ⊗ µ̂(N)

s (L0Tn)+ µ̂(N)(∂sTn)

= σs ⊗ σs(L0Tn)+ σs(∂sTn)

+ ε̂(N)
s ⊗ σs(L0Tn)+ σs ⊗ ε̂(N)

s (L0Tn)+ ε̂(N)
s (∂sTn)+ o(1/N).
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Il apparaît maintenant que la partie à variations bornées deN trNTn(HN(t), t) sera
asymptotiquement négligeable si et seulement si pour touts

{
σs ⊗ σs(L0Tn)+ σs(∂sTn)= 0,
Id⊗ σs(L0Tn)+ σs ⊗ Id(L0Tn)+ ∂sTn = cte.

Or c’est justement ce que dit le lemme 1.8. Donnons-en maintenant une démonstration
précise.

LEMME 1.11. – Quel que soitn, la partie à variations bornées de

(N trN)Tn
(
HN(t), t

)
tend vers0 dansL∞−.

Démonstration. – D’après le lemme 1.8, cette partie à variations bornées, qui vaut

t∫
0

N trN ⊗ trN
(
L0Tn(s)

(
HN(s),HN(s)

))
ds +

t∫
0

N trN
(
∂tTn

(
HN(s), s

))
ds,

se récrit comme

N

t∫
0

(
trN ⊗ trN

(
L0Tn(s)

(
HN(s),HN(s)

))− σs ⊗ trN
(
L0Tn(s)

(
.,HN(s)

))

− trN ⊗ σs
(
L0Tn(s)

(
HN(s), .

))+ σs ⊗ σs
(
L0Tn(s)

(
., .
)))

ds.

Considérons alors

N
(
L0Tn(t)(x, y)− σt

(
L0Tn(t)(., y)

)− σt
(
L0Tn(t)(x, .)

)+ σt ⊗ σt
(
L0Tn(t)(., .)

))
ce qui peut s’écrire comme somme de monômes du type

N
(
xl − σt(x

l)
)(
ym − σt(x

m)
)

avecl,m� n− 2. Soitm � n− 2 ; il existe des fonctions continuesαi,m(t) telles que

Xm − σt(x
m)=

m∑
1

αi,m(t)Ti(X, t)

car lesTi(X, t) forment à tout instant une base de polynômes centrés. De cela, on conclut
à l’existence de fonctions continuesβn

i,j (t), indépendantes deN , telles que :

N trNTn(HN(t), t)

=M
(n)
N (t)+ 1

N

n−2∑
i,j=0

t∫
0

βn
i,j (s)N trNTi

(
HN(s), s

)
N trNTj

(
HN(s), s

)
ds
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avecM(n)
N la partie martingale

M
(n)
N (t)=

t∫
0

N trN
(
D0Tn(s)

(
HN(s),HN(s)

)
'dHN(s)

)

=
t∫

0

N trN
(
∂xTn(HN(s), s) dHN(s)

)

=
t∫

0

N trN
(
nSn−1(HN(s), s) dHN(s)

)
.

Or nous avons vu à la remarque 1.10 que la partie martingale, nulle en 0, du processus
H

p
N , quel que soitp entier, reste bornée dansL∞− quandN croît vers l’infini. On en

déduit qu’il en est de même pour la partie martingale de(Tn(HN(t), t))t�0, quel que soit
n. Il est alors aisé d’établir une récurrence qui montre qu’il en est encore de même pour
N trNTn(HN(t), t). On conclut enfin que grâce au facteur1

N
la partie à variations finies

tend vers 0 dansL∞−. ✷
Nous nous intéressons désormais à la partie martingale, pour montrer qu’elle tend vers

un processus gaussien.

LEMME 1.12. – SoitM(n)
N (t) la partie martingale deN trNTn(HN(t), t). Alors

lim
N−→∞

〈
M

(n)
N ,M

(m)
N

〉
t
= δmn

ntn

4
.

Démonstration. – Nous allons évaluer le crochet à l’aide des séries formelles.
Montrons que :

〈
N trN

(
D0u(s;λ)(HN(s),HN(s)

)
'dHN(s)

)
,

N trN
(
D0u(s;µ)(HN(s),HN(s)

)
'dHN(s)

)〉
/ds

−→
N→∞ τ

(
∂xu
(
H(s), s;λ)∂xu(H(s), s;µ))= λµ(1+ λµs)

4(1− λµs)3
.

En effet
(i)

trN
(
∂xu
(
HN(s), s;λ)∂xu(HN(s), s;µ))

= 1

4
trN

(
λ(1− λ2s)

(1− λHN(s)+ λ2s)2

µ(1−µ2s)

(1−µHN(s)+µ2s)2

)

= 1

4(µ− λ)2(1−µλs)2

(
trN

λ2

(1− λHN(s)+ λ2s)2
+ trN

µ2

(1−µHN(s)+µ2s)2

)

− λµ

2(µ− λ)(1−µλs)

(
trN

µ

1−µHN(s)+µ2s
− trN

λ

1− λHN(s)+ λ2s

)
;
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(ii)

lim trN

(
1

1−µHN(s)+µ2s

)
=
+∞∑
n=0

µnσ
(
Sn(., s)

)= 1,

lim trN

(
1

(1−µHN(s)+µ2s)2

)
= 1

1−µ2s

(déjà calculé au lemme 1.8).
D’où le résultat. On en déduit que

lim
N→+∞

〈∑
n

λnM
(n)
N ,

∑
n

µnM
(n)
N

〉
t

= λµt

4(1− λµt)2
,

et donc que

lim
N→+∞

〈
M

(n)
N

〉
t
= ntn

4
,

lim
N→+∞

〈
M

(n)
N ,M

(m)
N

〉
t
= 0 sin �=m.

On peut encore s’assurer qu’il s’agit de limites dansL∞−. ✷
Fin de la démonstration du théorème 1.1. – On conclut à l’aide du théorème de Knight

asymptotique [10, p. 496] :

THÉORÈME. – Soient(Mn
j )

k
j=1 une suite de k-uplets de martingales locales continues

nulles en zéro telles que〈Mn
j 〉∞ =∞ pour tousn, j . Posons

τnj (t)= inf
{
s,
〈
Mn

j

〉
s
> t
}

etβn
j (t)=Mn

j (τ
n
j (t)) (qui sont des mouvements browniens).

Si pour toust, i �= j ,

lim
n→+∞

〈
Mn

i ,M
n
j

〉
τn
i
(t)
= lim

n→+∞
〈
Mn

i ,M
n
j

〉
τn
j
(t)
= 0

en probabilité, alors le processus(βn
j )

k
j=1 converge vers un mouvement brownien de

dimensionk.

Soit τ (n)N le changement de temps associé à〈M(n)
N 〉. Il faut montrer la convergence en

probabilité de〈M(n)
N ,M

(m)
N 〉

τ
(n)
N

(t)
vers 0 sin �=m. SoitT ∈ R

+ ;

E
[
1∧ 〈M(n)

N ,M
(m)
N

〉
τ
(n)
N

(t)

]
� P

(
τ
(n)
N (t) > Tt

)+E
[

sup
0�s�Tt

〈
M

(n)
N ,M

(m)
N

〉
s

]
.

Le deuxième terme tend vers zéro. Quant au premier, sachant que〈M(n)
N 〉t converge

dansL∞− vers une fonction déterministe croissante, on peut choisirT = Tt de sorte
que P(〈M(n)

N 〉T < t) tende vers 0. OrP(〈M(n)
N 〉T < t) = P(τ

(n)
N (t) > T ) ; d’où la

convergence en probabilité recherchée.
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Soient β(n)
N (t) les mouvements browniens associés aux martingalesM

(n)
N (t) par

changement de temps, i.e.β
(n)
N (t)=M

(n)
N (τ

(n)
N (t)) ; le théorème de Knight asymptotique

nous apprend que la famille(β(1)
N , . . . , β

(n)
N ) converge en loi vers un mouvement

brownien àn dimensions(β(1), . . . , β(n)).

Posonsh(n)
N (t)=

√
∂〈M(n)

N
〉t

∂t
; ces fonctions convergent vers les fonctions déterministes

h(n)(t)t→
√
n

2
tn/2.

Or

M
(n)
N (t)=

t∫
0

h
(n)
N (s) dβ

(n)
N (s)=

t∫
0

(
h
(n)
N (s)− h(n)(s)

)
dβ

(n)
N (s)+

t∫
0

h(n)(s) dβ
(n)
N (s).

Comme la première intégrale converge dansL∞− vers 0, d’après les inégalités de
B.D.G., on en déduit que(M(1)

N , . . . ,M
(n)
N ) converge en loi vers le processus

( .∫
0

h(1)(s) dβ(1)(s), . . . ,

.∫
0

h(n)(s) dβ(n)(s)

)
,

qui est égal en loi à (
1

2
β(1)(t), . . . ,

√
n

2
β(n)(tn)

)
t

.

D’où la conclusion du théorème.✷
Démonstration du corollaire 1.2. – Ne reste à établir la valeur de la variance. Comme

f est centrée, elle est somme de polynômesTn :

f (x)=
n∑
1

αpTp(x,1).

SoientCn(x) ≡ Cn(x,1) les polynômes de Tchebycheff du premier ordre, définis à la
section 2.2. En posantα0= α2/2, f se décompose en

∑n
0 αpCp. D’après la démonstra-

tion précédente, la variance cherchée est égale à1
4

∑n
1 pα

2
p, ce qui est bien égal

1
4

∫
f (x)(Nf )(x)2σ1(dx)

4−x2 . D’autre part,

V ≡ 1

4

n∑
0

pα2
p =

n∑
0

p

∫
f (x)Cp(x)

σ1(dx)

4− x2

∫
f (y)Cp(y)

σ1(dy)

4− y2

=
∫ ∫

f (x)f (y)

(
n∑
0

pCp(x)Cp(y)

)
σ1(dx)

4− x2

σ1(dy)

4− y2

=−1

2

∫ ∫ (
f (x)− f (y)

)2

(
n∑
0

pCp(x)Cp(y)

)
σ1(dx)

4− x2

σ1(dy)

4− y2
.



386 T. CABANAL-DUVILLARD / Ann. I. H. Poincaré – PR 37 (2001) 373–402

Nous allons calculer
∑+∞

0 pλpCp(x)Cp(y) et d’abord
∑+∞

0 λpCp(x)Cp(y). Soient
x = 2cosθ ety = 2cosη ;

+∞∑
0

λpCp(x)= 1

2

(
1

1− λeiθ
+ 1

1− λe−iθ

)
.

On en déduit
+∞∑

0

λpCp(x)Cp(y)

= 1

4

(
1

1− λei(θ+η)
+ 1

1− λe−i(θ+η)
+ 1

1− λei(θ−η)
+ 1

1− λe−i(θ−η)

)

et
+∞∑

0

pλpCp(x)Cp(y)= 1

2

(
1

|1− λei(θ+η)|2 +
1

|1− λei(θ−η)|2
)

=− 1+ λ2− λ
xy

2

(1− λ)2((1+ λ2)− λxy)+ λ2(x − y)2
=Kλ(x, y).

Reste à s’assurer que

V = lim
λ→1−

−1

2

∫ ∫ (
f (x)− f (y)

)2
Kλ(x, y)

σ1(dx)

4− x2

σ1(dy)

4− y2

=−1

2

∫ ∫ (
f (x)− f (y)

)2(
lim
λ→1−

Kλ(x, y)
) σ1(dx)

4− x2

σ1(dy)

4− y2

pour conclure. ✷
Remarque. – Les polynômes de Tchebycheff du premier ordre sont déjà apparus dans

un travail de M. Anshelevitch [1] pour décrire les directions propres de l’opérateur de
convolution libre au voisinage de la mesure semi-circulaire. Nous allons en suggérer
ici une nouvelle preuve où apparaîtra ce qui relie les deux problèmes. En le récrivant
légèrement, d’un point de vue plus dynamique, le résultat de M. Anshelevitch énonce
que

∀n ∈N
∗, ∀s, t ∈R

+, σt �
(
σs + εT ∗n (s)

)= σt+s + εT ∗n (s + t)+ o(ε) (1.8)

où l’on a noté(T ∗n (s))n∈N la base duale de(Tn(s))n∈N – avec en réalité une petite
modification pour le casn= 2. Pourt = 0, l’égalité précédente est vérifiée trivialement.
Nous allons montrer qu’elle est vraie pour des valeurs det non nulles en la dérivant par
rapport àt . Etant donnép ∈N, on a d’une part

∂t
(
σt+s

(
Tp(t + s)

)+ εT ∗n (s + t)
(
Tp(t + s)

)+ o(ε)
)= o(ε) (1.9)

en remarquant queT ∗n (s + t)(Tp(t + s)) est constant, et en rappelant que les polynômes
Tp sont centrés pour la mesure semi-circulaire. D’autre part :
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∂t
(
σt � (σs + εT ∗n (s))

)(
Tp(t + s)

)
= (σt � (σs + εT ∗n (s)

))⊗ (σt � (σs + εT ∗n (s)
))(

L0Tp(t + s)
)

+ (σt � (σs + εT ∗n (s)
))(

∂tTp(s + t)
)
.

Il s’agit là d’une simple extension du fait bien connu que∂tσt (f ) = σt ⊗ σt(L0f ).
C’est par exemple une conséquence immédiate de la formule d’Itô pour le mouvement
brownien libre. On s’intéresse ici seulement aux termes d’ordre 0 ou 1 enε. On
développe donc(σt � (σs + εT ∗n (s))) ⊗ (σt � (σs + εT ∗n (s))) pour le mettre sous la
forme (

σt �
(
σs + εT ∗n (s)

))⊗ (σt � σs)+ (σt � σs)⊗ (σt � (σs + εT ∗n (s)
))

− (σt � σs)⊗ (σt � σs)+ o(ε)

= µε ⊗ σt+s + σt+s ⊗µε − σt+s ⊗ σt+s + o(ε)

en posantµε = σt � (σs + εT ∗n (s)). D’où l’on déduit que

∂t
(
σt �

(
σs + εT ∗n (s)

)(
Tp(t + s)

))
= µε

((
Id⊗ σt+s + σt+s ⊗ Id

)(
L0Tp(t + s)

)+ ∂tTp(t + s)
)

− σt+s ⊗ σt+s
(
L0Tp(t + s)

)+ o(ε).

Or le lemme 1.8 a justement montré que

(Id⊗ σt+s + σt+s ⊗ Id)
(
L0Tp(t + s)

)+ ∂tTp(t + s)= σt+s ⊗ σt+s
(
L0Tp(t + s)

)
.

C’est d’ailleurs l’équation qui a conduit à utiliser les polynômes de Tchebycheff du
premier ordre dans notre travail. La conclusion est désormais toute proche, en utilisant
(1.9) :

∂t
(
σt �

(
σs + εT ∗n (s)

)(
Tp(t + s)

))= o(ε)

= ∂t
(
σt+s

(
Tp(t + s)

)+ εT ∗n (s + t)
(
Tp(t + s)

))+ o(ε).

Comme il y a égalité pourt = 0, on en déduit que pour toutt � 0 :

σt �
(
σs + εT ∗n (s)

)(
Tp(t + s)

)= σt+s
(
Tp(t + s)

)+ εT ∗n (s + t)
(
Tp(t + s)

)+ o(ε).

On retrouve ainsi le résultat de M. Anshelevich.

2. Le processus de Wishart

Voici un deuxième exemple d’utilisation de notre méthode de calcul des fluctuations,
appliquée cette fois au processus de Wishart. Les matrices de Wishart sont étudiées
depuis fort longtemps [17], mais les premiers résultats de convergence pour les
marginales de ce processus remontent aux années 70 [15,7]. Leur réinterprétation en
termes de probabilités libres datent de 1992 [13]. Sous certaines conditions, la loi limite
des mesures spectrales est la loi de Pastur–Marçenko [9], dite aussi loi de Poisson libre.

Nous allons détailler ce que nous appellons le processus de Wishart, autrement dit une
version stochastique de la matrice de Wishart. Puis nous donnerons quelques résultats
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sur la loi de Pastur–Marçenko. Nous introduirons alors les polynômes qui nous serviront
à décrire ensuite les fluctuations de la matrice de Wishart.

2.1. Le processus de Wishart

DÉFINITION. – (P
(M)
N (t))t∈R+ défini parP (M)

N = GN,MG∗N,M où (GN,M(t))t∈R+ est
le processus deMN,M(C) dont toutes les entrées sont des mouvements browniens
complexes indépendants, qui vérifient

E
[
G

i,j
N,M(t)G

k,l
N,M(s)

]= 0

et

E
[
G

i,j
N,M(t)Ḡ

k,l
N,M(s)

]= t ∧ s

M
δki δ

l
j

pour toutes valeurs dei, j, k et l.

Le calcul stochastique peut être décrit de façon similaire à celui qui a été détaillé pour
le mouvement brownien hermitien. Pour l’expliciter dans le lemme suivant, nous avons
besoin d’un nouvel opérateur sur les polynômes

Lαf = α(X⊗ 1+ 1⊗X)L0f.

LEMME 2.1. –
(1) dP(M)

N (t)= (GN,M dG∗N,M + dGN,MG∗N,M)(t)+ IdN dt ;
(2) pour toutes matricesA, B, C etD deMN(C), alors〈

AdP(M)
N (t)B,C dP(M)

N (t)D
〉

= N

M

(
AD trN

(
BCP

(M)
N (t)

)+AP
(M)
N (t)D trN(BC)

)
dt ;

(3) pour toute fonction polynômialef ∈ C1
b([0,1],C[X]), alors

f
(
P

(M)
N (t), t

)= f
(
P

(M)
N (0),0

)+
t∫

0

D0f
(
P

(M)
N (s),P

(M)
N (s); s)'(GN,M dG∗N,M

+ dGN,MG∗N,M)(s)

+
t∫

0

(
∂sf

(
P

(M)
N (s), s

)+ ∂xf
(
P

(M)
N (s), s

))
ds

+
t∫

0

IdN ⊗ trN
[
LN

M
f
(
P

(M)
N (s),P

(M)
N (s); s)]ds ;

(4) pour toutes matricesA etB deMN(C), alors

〈
trNAdGN,M(t), trNB dG∗N,M(t)

〉= trN(AB)
1

NM
dt ;
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(5) pour tous polynômesf,g, alors

d
〈
trNf

(
P

(M)
N (t)

)
, trNg

(
P

(M)
N (t)

)〉= 2

NM
trN
(
P

(M)
N ∂f

(
P

(M)
N

)
∂g
(
P

(M)
N

))
(t) dt.

Démonstration. – Il ne s’agit là que de calculs tout à fait semblables à ceux qui ont été
présentés dans la section 1.✷

On noteµ̂(M,N)
t la loi spectrale de la matriceP (M)

N (t) :

µ̂(M,N)
t = 1

N

N∑
i=1

δ
λ
N,M
i

(t)

avec(λN,M
i (t))Ni=1 la famille des valeurs propres deP (M)

N (t).

2.2. La loi de Pastur–Marçenko

DÉFINITION. – Soitα > 0 quelconque. On définit les loisπα
t , dites de Poisson libre,

ou de Pastur–Marçenko, par

πα
t =

{
ναt si α � 1,
ναt + α−1

α
δ0 si α � 1,

avec

ναt (dx)= 1[t (√α−1)2, t (
√
α+1)2](x)

√
4αt2− (x − t (α+ 1))2

2παtx
dx.

Des travaux qui datent de la fin des années 70 ont montré que si le rapportN/M

tend versα quand la dimension tend vers l’infini, alors la mesure spectraleµ̂
(M,N)
t tend

presque sûrement la loiπα
t [15,7]. Comme pour le cas précédent, nous nous servirons

des polynômes orthogonaux de ces lois pour en caractériser les fluctuations. La formule
de récurrence que vérifient ces polynômes peut être déduite de la formule générale qui
apparaît dans l’article de W. Młotkowski [8] : posons<α

0(x, t)= 1,<α
1(x, t)= x − t et

pour toutn� 1

x<α
n(x, t)=<α

n+1(x, t)− (α+ 1)t<α
n(x, t)+ α2t2<α

n−1(x, t).

Alors la famille de polynômes ainsi définie est une famille orthogonale pour la loiπα
t .

On déduit de la formule de récurrence la série génératriceφα de ces polynômes :

φα(x, t;λ)=
∑
n∈N

λn<α
n(x, t)=

1

1− λt + λx
1−αλt

.

En s’aidant de la décomposition

φα(x, t;λ)φα(x, t;µ)
= (λ−µ)(1− αλµt2)

(1− αλt)(1− αµt)

(
λ

1− αλt
φα(x, t;λ)− µ

1− αµt
φα(x, t;µ)

)
, (2.1)
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on montre sans difficulté queπα
t (<

α
n(., t)

2)= αnt2n, pour toutn ∈N, et de calculs aussi
simples et semblables à ceux qui ont été décrits pour les polynômes de Tchebycheff on
déduit la formule

∀t > 0, x ∈R, n ∈N, ∂t<
α
n(x, t)+ πα

t

(
Lα<

α
n

)
(x, .; t)+ ∂x<

α
n(x, t)= 0. (2.2)

Pour caractériser les fluctuations deµ̂
(M,N)
t , il nous faut définir une seconde famille de

polynômes dérivée de la précédente. On définit ainsi les polynômes(>α
n (x, t))n�0 par

ψα(x, t;λ)=
∑
n�1

λn>α
n (x, t)=

1− αλ2t2

1− αλt

(
φα(x, t;λ)− 1

)

= λ
1− αλ2t2

1− αλt

t (1− αλt)− x

(1− λt)(1− αλt)+ λx
. (2.3)

LEMME 2.4. – Quels que soientn ∈N
∗ etx ∈R, on a l’égalité

πα
t

(
Lα>

α
n (x, ., t)+Lα>

α
n (., x, t)

)+ ∂x>
α
n (x, t)+ ∂t>

α
n (x, t)

= πα
t ⊗ πα

t

(
Lα>

α
n (., ., t)

)
.

Démonstration. – On peut par exemple s’aider des séries génératrices. Ce résultat se
déduit de calculs sans mystère dont nous résumons les éléments :

πα
t

(
φα(., t;λ))= 1,

πα
t

(
φα(., t;λ)2)= 1

1− αλ2t2
,

πα
t

(
Lαφα(x, ., t;λ))+ ∂xφα(x, t;λ)+ ∂tφα(x, t;λ)= 0 d’après (2.2),

Lαφα(x, y, t;λ)= αλ

1− αλt

(
2(1− λt)φα(x, t;λ)2φα(y, t;λ)

− φα(x, t;λ)φ(y, t;λ)− φα(x, t;λ)2).
Il ne reste plus qu’à écrire le calcul en se rappelant la formule (2.3). On montre ainsi que

πα
t

(
Lαψα(x, ., t;λ)+Lαψα(., x, t;λ))+ (∂x + ∂t)ψα(x, t;λ)
= πα

t ⊗ πα
t

(
Lαψα(., ., t;λ)). ✷

2.3. Fluctuations

Nous avons déjà vu que sous l’hypothèse que le rapportN/M tende versα, une loi des
grands nombres a été établie pour la loi empirique des valeurs propres deP

(M)
N (t), qui

converge presque sûrement versπα
t . Le théorème suivant en détermine les fluctuations.

Notons qu’elles ont déjà été étudiées dans [7] :

THÉORÈME 2.5. – Si N
M
= α+ β

M
+o( 1

M
), alors, quel que soitm, la famille aléatoire

(
N trN>

α
1

(
P

(M)
N (t)

)
, . . . ,N trN>

α
m

(
P

(M)
N (t)

))
t�0
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converge vers une famille de processus gaussiens indépendants(Gα
1(t), . . . ,G

α
m(t))t�0.

Ils sont d’espérance

E
[
Gα

i (t)
]= β

ti

i
α[i/2]+1

et de covariance

Cov
(
Gα

i (t),G
α
j (s)

)= t2i ∧ s2iδi,j α
i.

Comme pour le cas de la matrice de Wigner, nous commençons par préciser la nature
de la convergence de la loi marginale :

LEMME 2.6. – Si limN→∞ N
M
= α, alorsP (M)

N (t) converge dansL∞− versπα
t .

Pour s’en convaincre, il suffit de reprendre pas à pas la démonstration du lemme 1.9.
Notons seulement, pour majorerE[〈M(k)

N 〉t ], queP (M)
N (s) a même loi quesP (M)

N (1). On
peut encore remarquer queN sup0�s�t M

(k)
N (s) est borné dansL∞−.

Démonstration du théorème 2.5. – Elle ne peut être exactement semblable à celle du
théorème 1.1, car en généralLN/M est différent deLα. Nous commençons également par
l’étude de la partie à variations finies deN trN(>α

m(P
(M)
N (t), t)). Le calcul d’Itô évalue

cette partie à

N

t∫
0

trN ⊗ trN
(
LN

M

(
>α
m(s)

)(
P

(M)
N (s),P

(M)
N (s)

))+ trN
(
∂s(>

α
m)
(
P

(M)
N (s), s

))
ds.

On montre alors comme au lemme 1.11, et en s’aidant du lemme 2.4, que

N

t∫
0

trN ⊗ trN
(
Lα

(
>α
m(s)

)(
P

(M)
N (s),P

(M)
N (s)

))

+ trN
(
(∂s + ∂x)

(
>α
m

)(
P

(M)
N (s), s

))
ds

L∞−−→
N→∞0.

CommeLN/M �= Lα, l’intégrale ci-dessus n’est pas exactement égale à la partie à
variations finies. Il y a un reste, qui vaut

(
αβ + o(1)

) t∫
0

trN ⊗ trNLα

(
>α
m(s)

)(
P

(M)
N (s),P

(M)
N (s)

)
ds

et qui converge dansL∞− versαβ
∫ t

0 π
α
s ⊗ πα

s (Lα>
α
m(., ., s)) ds.

On en vient maintenant à l’étude de la partie martingale deN trN(>α
m(P

(M)
N (t), t)) :

LEMME 2.7. – Quelque soitn, m, le crochet

〈
N trN>

α
n

(
P

(M)
N

)
,N trN>

α
m

(
P

(M)
N

)〉
t

converge dansL∞− vers0 si n �=m, versnαnt2n sinon.
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Démonstration. – On déduit du lemme 2.6 la limite〈
N trN>

α
n

(
P

(M)
N

)
,N trN>

α
m

(
P

(M)
N

)〉
t

=
t∫

0

2N

M
trN
(
P

(M)
N (s)∂x>

α
n

(
P

(M)
N (s), s

)
∂x>

α
m

(
P

(M)
N (s), s

))
ds

−→
N→+∞

t∫
0

2α
∫

x∂x>
α
n (x, s)∂x>

α
m(x, s)π

α
s (dx) ds.

Nous pouvons effectuer le calcul de cette intégrale à l’aide de la série génératrice
ψα =∑n λ

n>α
n (x, t), par exemple en remarquant que

−λ∂λ
(

λ

1− αλt
φα(x, t;λ)

)
= ∂xψα(x, t;λ).

On détermine ainsi que

lim
N→+∞

〈
ψα

(
P

(M)
N (t), t;λ),ψα

(
P

(M)
N (t), t;µ)〉= αλµt2

(1− αλµt2)2
,

autrement dit que

lim
N→+∞

〈
N trN>

α
n

(
P

(M)
N (t), t

)〉= nαnt2n

et

lim
N→+∞

〈
N trN>

α
n

(
P

(M)
N (t), t

)
,N trN>

α
m

(
P

(M)
N (t), t

)〉= {nαnt2n si n=m,
0 si n �=m. ✷

Fin de la démonstration du théorème 2.5. – Elle est identique à celle du théorème 1.1,
avec l’aide du théorème de Knight asymptotique.

Elle montre que la famille(N trN>α
1 (P

(M)
N (t)), . . . ,N trN>α

m(P
(M)
N (t)))t converge en

probabilité vers un processus gaussien(Gα
1, . . . ,G

α
m), dont la covariance vient d’être

calculée, mais qui cette fois n’est pas a priori centré. Sa moyenne peut se calculer aussi
avec la série génératriceψα(x, t;λ).

En se rappelant les formules utilisées au lemme 2.4, on établit facilement que

t∫
0

πα
s ⊗ πα

s

(
Lαψα(., ., s;λ))ds

=−1

2

(
ln
(
1− αλ2t2

)+ 1√
α

ln(1+√αλt)− 1√
α

ln(1−√αλt)

)

ce qui signifie : {
E[Gα

2p(t)] = β

2pα
p+1t2p,

E[Gα
2p+1(t)] = β

2p+1α
p+1t2p+1. ✷
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3. Fluctuations à deux matrices

La méthode qui a été développée peut aussi s’appliquer à l’analyse des fluctuations de
plusieurs matrices indépendantes. Pour la commodité des calculs et de l’écriture, nous
nous limiterons au cas de deux matrices.

Soit donc KN processus hermitien de dimensionN , de même loi queHN , et
indépendant (au sens où les tribus engendrées par leurs entrées sont indépendantes).
L’objet de la première partie a été l’étude des fluctuations de

trN
(
P
(
HN(t)

))
avec P un polynôme à une variable. Pour traiter des fluctuations deHN et KN

conjointement, dans la mesure où presque sûrement ces matrices ne commutent pas,
nous allons utiliser des polynômes à deux variables non-commutatives, dont nous notons
l’ensemble parP(X,Y ). Nous définissons alors comme la loi empirique associée à
(HN,KN) la forme linéaire positive aléatoirêµ(N), définie sur tout polynômeP ∈
P(X,Y ) par

µ̂(N)
t (P )= trN

(
P
(
HN(t),KN(t)

))
.

Dans cette situation, de quelle loi des grands nombres peut-on parler ? Elle fait intervenir
des notions de probabilités libres. Nous allons essayer de les présenter de la façon la plus
intuitive. Considérons deux familles de polynômes à une variable(P1(X), . . . , Pk(X))

et (Q1(Y ), . . . ,Qk(Y )) centrés pourσt . D. Voiculescu a montré alors que

lim
N→∞ µ̂(N)

t

(
P1(x)Q1(y) · · ·Pk(x)Qk(y)

)= 0 p.s.

Ce résultat permet de caractériser la loi limiteµ∞t de µ̂
(N)
t comme la forme linéaire

positive sur les polynômes non-commutatifs telle que
(1) Quel que soitP ∈C[X], µ∞t (P (x))= σt(P (.)).
(2) Quel que soitQ ∈C[Y ], µ∞t (Q(y))= σt(Q(.)).
(3) Quels que soientP1, . . . , Pk ∈C[X], quels que soientQ1, . . . ,Qk ∈C[Y ], alors

µ∞t
(
P1(x)Q1(y) · · ·Pk(x)Qk(y)

)= 0

si

σt
(
P1(.)

)= σt
(
Q1(.)

)= · · · = σt
(
Pk(.)

)= σt
(
Qk(.)

)= 0.

En termes de probabilités libres, cela signifie que les sous-algèbresC[X] et C[Y ] de
P(X,Y ) sont libres relativement àµ∞t . Cette notion de liberté apparaît donc comme une
forme d’indépendance non-commutative. Désormais, nous noterons plutôtσt � σt ≡ µ∞t ,
l’opérateur� se disant produit libre, et jouant ici pour la liberté le rôle que joue le
produit tensoriel pour l’indépendance classique. La loi des grands nombres s’écrit donc
finalement

∀t > 0, ∀P ∈P(X,Y ), lim
N→∞ µ̂(N)

t (P )= σt � σt(P ) p.s.
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Quelques remarques et définitions avant d’énoncer le théorème dont nous avons fait
l’objet de cette partie.

(1) On munit l’ensemble des polynômes non-commutatifsP(X,Y ) d’une involution
linéaire∗ :

a∗ = ā ∀a ∈C,

X∗ =X,

Y ∗ = Y,

(PQ)∗ =Q∗P ∗.

Tout élémentP deP(X,Y ) s’écrit P =Q+ iR, avecQ et R deux polynômes
non-commutatifs auto-adjoints. Nous nous limiterons désormais aux polynômes
auto-adjoints.

(2) Définissons l’ensemble d’indices

G = {(m,n)= (m1, . . . ,mp;n1, . . . , np), p � 1, ∀i mi ∈ N
∗ ni ∈N

∗},
puis les polynômes non-commutatifs pour tout(m,n) ∈ G ∪ {(m;0), (0;m),

m ∈N}

S(m,n)(X,Y ; t)= Sm1(X, t)Sn1(Y, t) · · ·Smp
(X, t)Snp (Y, t)

– on rappelle que les polynômesSk sont les polynômes de Tchebycheff de
deuxième ordre (cf partie 1) ; on définit aussiS∅,∅ = 1. On notera le degré de
S(m,n) par d(m,n) = ∑i(mi + ni) et sa longueur parl(m,n) = p. On définit
aussi(m1, . . . ,mp;n1, . . . , np)

∗ = (mp, . . . ,m1;np, . . . , n1). On a alorsS∗(m,n) =
S(m,n)∗ , et on posẽS(m,n) = (S(m,n) + S∗(m,n))/2.

(3) Soits l’application deG dansG telle que

s(a1, . . . , ar;b1, . . . , br)= (a2, . . . , ar , a1;b2, . . . , br , b1); (3.1)

on dira que deux éléments(m,n) et (m′, n′) deG sont équivalents si seulement
s’il existek ∈N tel que(m,n)= sk(m′, n′). On pose

γ
(m′,n′)
(m,n) = #

{
k/∀j mj =m′k+j , nj = n′i+j

}= #
{
k/(m,n)= sk(m′, n′)

}
.

(4) Pour décrire l’ensemble des fluctuations, nous pourrons nous restreindre à ceux
des polynômes deP(X,Y ) dont tous les termes débutent parX et finissent parY ,
ou qui sont composés d’une seule variableX ou Y . Car les formes linéaires que
nous considérons sont traciales :

trN
(
Ha

N(t)K
b
N(t) · · ·Hi

N(t)K
j
N(t)

)= trN
(
Kb

N(t) · · ·Hi
N(t)K

j
N(t)H

a
N(t)

)
.

Remarquons aussi que les momentsµ̂
(N)
t (S(m,n)(X,Y ; t)) etµ̂(N)

t (S(m′,n′)(X,Y ; t))
sont égaux si(m,n) est équivalent à(m′, n′).
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THÉORÈME 3.2. – Quel que soit l’entier naturelq, la famille des processus(
N trNTi(HN(t), t),N trNTj (Kn(t), t), i, j � q,

N trNS̃(m,n)(HN(t),KN(t), t) (m,n) ∈ G, d(m,n)� q
)
t∈R+

converge en loi vers une famille de processus gaussiens. Précisément:
(1) Le processus N trNS̃(m,n)(HN(t),KN(t), t) converge en loi vers

(C(m,n)β(t
d(m,n)))t�0 avec β un mouvement brownien, etC(m,n) = 1

2(γ
(m,n)
(m,n) +

γ
(m,n)∗
(m,n) ).

(2) Quels que soient(m,n), (m′, n′) ∈ G, si (m,n) ni (m,n)∗ ne sont équivalents à
(m′, n′) alors (N trNS̃(m,n)(HN(t),KN(t), t))t et (N trNS̃(m′,n′)(HN(t),KN(t), t))t

sont asymptotiquement indépendants; et on a le même résultat siS̃(m′,n′)(X,Y, t)

est remplacé parTi(X, t) ouTj (Y, t).

La première étape sera dans cette section comme dans les autres l’énoncé de formules
de calcul stochastique.

3.1. Formule d’Itô pour un processus hermitien double

LEMME 3.3. – Formule d’Itô étendue: SoitP un polynôme deP(X,Y ) ; alors

P
(
HN(t),KN(t)

)− P
(
HN(0),KN(0)

)

=
t∫

0

DXP
(
HN(s),KN(s)

)
'dHN(s)

+
t∫

0

DYP
(
HN(s),KN(s)

)
'dKN(s)

+
t∫

0

id⊗ trN(LXP )
((
HN(s),KN(s)

)
,
(
HN(s),KN(s)

))
ds

+
t∫

0

id⊗ trN(LYP )
((
HN(s),KN(s)

)
,
(
HN(s),KN(s)

))
ds

avec DX et LX les applications linéaires deP(X,Y ) dans P(X,Y ) ⊗ P(X,Y )

caractérisées par

DX

(
f1(X)g1(Y ) · · ·fk(X)gk(Y )

)
=

k∑
i=1

((
f1(X)g1(Y ) · · ·fi−1(X)gi−1(Y )

)⊗ I
)
D0fi(X,X)

(
I ⊗ (gi(Y )fi+1(X)gi+1(Y ) · · ·fk(X)gk(Y )

))
,

LX =L1
X +L2

X,
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L1
X

(
f1(X)g1(Y ) · · ·fk(X)gk(Y )

)
=

k∑
i=1

((
f1(X)g1(Y ) · · ·fi−1(X)gi−1(Y )

)⊗ I
)
L0fi(X,X)

((
gi(Y )fi+1(X)gi+1(Y ) · · ·fk(X)gk(Y )

)⊗ I
)
,

L2
X

(
f1(X)g1(Y ) · · ·fk(X)gk(Y )

)
= ∑

1�i<j�k

((
f1(X)g1(Y ) · · ·fi−1(X)gi−1(Y )

)⊗ I
)

D0fi(X,X)
(
I ⊗ (gi(Y )fi+1(X)gi+1(Y ) · · ·fj1(X)gj−1(Y )

))
D0fj (X,X)

((
gj (Y )fj+1(X)gj+1(Y ) · · ·fk(X)gk(Y )

)⊗ I
)

avecfi et gj deux familles de polynômes deC[X]. On définit pareillementDY etLY .

Démonstration. – Il s’agit là d’un “simple” calcul direct, en se servant de :
(1) pour tous processus matriciels adaptésA, B, C etD, on a〈 t∫

0

As ⊗Bs 'dHN(s),

t∫
0

Cs ⊗Ds 'dHN(s)

〉
=

t∫
0

AsDstrN(BsCs) ds,

〈 t∫
0

As ⊗Bs 'dHN(s),

t∫
0

Cs ⊗Ds 'dKN(s)

〉
= 0 ;

(2) pour tout polynômef , on a

f
(
HN(t)

)= f (0)+
t∫

0

D0f
(
HN(s),HN(s)

)
'dHN(s)

+
t∫

0

id⊗ trN
(
L0f

(
HN(s),HN(s)

))
ds. ✷

Nous aurons aussi besoin d’une formule pour le crochet de la semi-martingale
trNP (HN(t),KN(t)). Dans ce but, on définit les endomorphismes deP(X,Y ) :

DX

(
f1(X)g1(Y ) · · ·fk(X)gk(Y )

)
=

k∑
i=1

(
D0fi(X,X)

)
'
(
gi(Y )fi+1(X)gi+1(Y ) · · ·fk(X)gk(Y )f1(X)g1(Y )

· · ·fi−1(X)gi−1(Y )
)

(en notant(A⊗B)'C ≡ACB) ; DY est défini de la même façon.

LEMME 3.4. – SoientP etQ deux polynômes auto-adjoints deP(X,Y ) ; alors〈
trNP (HN,KN), trNQ(HN,KN)

〉
t

=
t∫

0

1

N2
trN(DXPDXQ)(HN,KN)(s)+ trN(DYPDYQ)(HN,KN)(s) ds.
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Démonstration. – Là encore, elle est immédiate, en se reportant à la formule d’Itô
étendue, et au calcul de base :

pour tous processus matriciels adaptésA etB, on a〈 t∫
0

trN
(
As dHN(s)

)
,

t∫
0

trN
(
Bs dHN(s)

)〉= 1

N2

t∫
0

trN(AsBs) ds,

〈 t∫
0

trN
(
As dHN(s)

)
,

t∫
0

trN
(
Bs dKN(s)

)〉= 0.

Remarquons que trNP (HN,KN) et trNQ(HN,KN) définissent bien des processus réels,
carP etQ sont auto-adjoints. ✷
3.2. Polynômes orthogonaux deσt � σt

LEMME 3.5. – Soientm1, . . . ,mp et n1, . . . , np, p � 0, deux suites finies d’entiers
non nuls, à l’exception éventuelle dem1 etnp. On rappelle qu’on a défini

S(m,n)(X,Y ; t)= Sm1(X, t)Sn1(Y, t) · · ·Smp
(X, t)Snp(Y, t).

Alors :
(1) pour tout(m,n) ∈ G et pour toutt > 0 on a l’égalité

id⊗ (σt � σt)(LX +LY )S(m,n)

(
(X,Y ), (., .); t)+ ∂tS(m,n)

(
(X,Y ); t)= 0 ;

(2)

(σt � σt)
(
S(m,n)

(
(., .); t)S∗(m,n)

(
(., .); t))= t

∑
i
mi+
∑

i
ni ;

(3) si (m,n) �= (m′, n′) alors

(σt � σt)
(
S(m,n)

(
(., .); t)S∗(m′,n′)((., .); t))= 0 ;

(4) Sim1 �= 0 et sinp �= 0 alors

(σt � σt)⊗ id(LX +LY )S(m,n)

(
(., .), (X,Y ); t)= 0.

Démonstration du lemme 3.5. – A la base de toutes ces preuves, il y a la définition
même de la liberté, qui donne une règle de calcul, et en particulier un cas d’annulation,
pour l’espérance d’un produit. Rappelons-en le sens dans la situation présente. Soient
P1, . . . , Pk etQ1, . . . ,Qk des polynômes deC[X], tels qu’on ait

σt
(
P1(.)

)= · · · = σt
(
Pk(.)

)= σt
(
Q1(.)

)= · · · = σt
(
Qk(.)

)= 0.

SoitR(X,Y )= P1(X)Q1(Y ) · · ·Pk(X)Qk(Y ) ∈ P(X,Y ). Alors

(σt � σt)
(
R(., .)

)= 0.



398 T. CABANAL-DUVILLARD / Ann. I. H. Poincaré – PR 37 (2001) 373–402

(1) Il faut montrer qu’à tout instantt on a

t∫
0

p∑
i=1

Sm1(X, s)Sn1(Y, s) · · ·Smi−1(X, s)Sni1 (Y, s)

(
∂sSmi

(X, s)Sni (Y, s)+ Smi
(X, s)∂sSni (Y, s)

)
Smi+1(X, s)Sni+1(Y, s) · · ·Smp

(X, s)Snp (Y, s) ds

+
t∫

0

id⊗ (σt � σt)(LX +LY )
(
S(m,n)

(
(X,Y ), (., .); s))ds = 0.

Or on sait déjà que

id⊗ σt
(
L0Sk(X, .; t))+ ∂tSn(X, t)= 0 cf (1.6)

et l’équation se réduit à

t∫
0

id⊗ (σt � σt)
(
L2
X +L2

Y

)(
S(m,n)

(
(X,Y ), (., .); s))ds = 0.

SousL2
X n’apparaissent sous(σt � σt) que des termes de la forme

XaSni (Y, s)Smi+1(X, s) · · ·Snj−1(Y, s)X
b.

Dans ce produit non-commutatifs de polynômes à une variable, deux seuls termes
ne sont pas centrés pourσt . Il s’agit deXa et Y b. Après les avoir récrits comme
(Xa − σt(x

a)1) + σt(x
a)1 et (Xb − σt(x

b)1) + σt(x
b)1, et avoir développé le

produit, il n’apparaît plus que des termes qui, en vertu des règles de calcul libre,
sont nuls. D’où le résultat.

(2) Soient(m,n)= (m1, . . . ,mp,n1, . . . , np) quelconques ; il faut calculer

(σt � σt)
(
Sm1(x, t)Sn1(y, t) · · ·Smp

(x, t)Snp (y, t)

Snp (y, t)Smp
(x, t) · · ·Sn1(y, t)Sm1(x, t)

)
.

En recentrantSnp(Y, t)Snp(Y, t) et en appliquant à nouveau les règles de calcul
libre, on montre aisément que c’est égal à

σt
(
Snp(., t)Snp(., t)

)
(σt � σt)

(
Sm1(x, t)Sn1(y, t) · · ·Smp

(x, t)

Smp
(x, t) · · ·Sn1(y, t)Sm1(x, t)

)
et par récurrence que cela vaut

p∏
i=1

σt
(
Smi

(., t)Smi
(., t)

)
σt
(
Sni (., t)Sni (., t)

)
.

En suit la conclusion carσt(Sm(., t)Sm(., t))= tm.
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(3) Si les deux suites(m,n) et (m′, n′) ont même longueur, la récurrence précédente
va faire apparaître un produit de termes comme

σt
(
Smi

(., t)Sm′
i
(., t)

)
σt
(
Sni (., t)Sn′i (., t)

)
Pour l’un d’entre eux au moins, les indices de polynômes seront différents, et
l’espérance sera nulle. Si les deux suites n’ont pas même longueur, alors la
récurrence laissera un reste, comme

(σt � σt)
(
Sm1(x, t)Sn1(y, t) · · ·Sml

(x, t)Snl (y, t)
)

de valeur zéro.
(4) Là encore, il suffit de regarder avec un peu d’attention les termes qui apparaissent

sous(σt � σt). Par exemple avecL1
X, viendront des termes du type

(σt � σt)
(
Sm1(x, t)Sn1(y, t) · · ·Smi

(x, t)Sni (y, t)x
aSni+1(y, t) · · ·

Smp
(x, t)Snp (y, t)

)
xb

dont le lecteur montrera rapidement, après recentrage deXa, qu’ils sont bien
nuls. ✷

3.3. Démonstration du théorème 3.2

Grâce aux travaux de D. Voiculescu, on sait déjà que les moments

E
[
trN(H

p1
N (t)K

q1
N (t) · · ·Hpr

N (t)K
qr
N (t))

]
convergent vers

(σt � σt)
(
xp1yq1 · · ·xpr yqr )

[13]. Un résultat en partie approfondi avec le

LEMME 3.6. – Quelque soitP ∈ P(X,Y ), quelque soitt � 0, la variable aléatoire
trN(P (HN(t),KN(t))) converge dansL∞− vers(σt � σt)(P (., .)).

Démonstration. – Elle suit les étapes de la démonstration du lemme 1.9. Nous les
rappelons :

(1) SoitMP
N (t) la partie martingale, nulle en 0, de trN(P (HN(t),KN(t))) ; à l’aide

des inégalités de B.D.G. majorantMP
N (t) par son crochet, on montre que

sup0<t<T |MP
N (t)| tend dansL∞− vers 0.

(2) La formule d’Itô permet de décomposer trN(P (HN(t),KN(t))) en son espéran-
ce, sa partie martingale nulle en 0, et une intégrale finie de polynômes de degré
inférieur. Cela permet d’établir la récurrence qui conduit à la conclusion du
lemme. ✷

Remarque. – La première étape fait apparaître queN sup0<t<T |MP
N (t)| reste borné

dansL∞−.
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Pour démontrer le théorème 3.2, nous allons suivre les mêmes étapes que celles
de la démonstration du théorème 1.1. Le résultat est déjà connu pourTn(HN(t), t) et
Tk(KN(t), t). Nous ne intéresserons qu’aux semi-martingalesS(m,n)(HN(t),KN(t); t).

LEMME 3.7. – La partie à variations bornées, nulle en zéro, de

N trNS̃(m,n)

(
HN(t),KN(t); t)

tend vers zéro dansL∞−.

Démonstration. – Grâce au lemme 3.5, nous savons que

(σt � σt)⊗ (σt � σt)
(
(LX +LY )(S(m,n))

(
(., .), (., .); t))

est nul, tout comme

(σt � σt)
(
(LX +LY )(S(m,n))

(
(., .), (X,Y ); t))

et

(σt � σt)
(
(LX +LY )Tm

(
(X,Y ), (., .); t))+ ∂tTm(X,Y ; t).

On peut donc récrire

N trN ⊗ trN(LX +LY )(S̃(m,n))
(
(HN(t),KN(t)), (HN(t),KN(t)); t)

+N trN∂t(S̃(m,n))
(
HN(t),KN(t); t)

qui est la dérivée de la partie à variations bornées, comme

N
(
trN ⊗ trN(LX +LY )(S̃(m,n))

(
(HN(t),KN(t)), (HN(t),KN(t)); t)

− trN ⊗ (σt � σt)(LX +LY )(S̃(m,n))
(
(HN(t),KN(t)), (., .); t)

− (σt � σt)⊗ trN(LX +LY )(S̃(m,n))
(
(., .), (HN(t),KN(t)); t)

+ (σt � σt)⊗ (σt � σt)(LX +LY)(S̃(m,n))
(
(., .), (., .); t)).

Suivant le même raisonnement qu’au lemme 1.11, cela peut être mis sous la forme

1

N

∑
(p,q),(u,v)∈G
|p|+|u|�|m|−2
|q|+|v|�|n|−2

β
(m,n)
(p,q),(u,v)(t)N trN

(
S̃(p,q)

(
HN(t),KN(t); t))

×N trN
(
S̃(u,v)

(
HN(t),KN(t); t)) (3.2)

avec des fonctionsβ indépendantes de la dimension. La semi-martingale
N trNS̃(m,n)(HN(t),KN(t); t) se décompose donc en une martingale bornée dansL∞−
(cf la remarque qui suit le lemme 3.6) et la somme de (3.2). Une récurrence montre que
cette semi-martingale elle-même est bornée dansL∞−, et donc que les termes de (3.2)
convergent vers 0 dansL∞− à cause du facteur1

N
. ✷

Le lemme suivant est consacré au calcul de la covariance.
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LEMME 3.9. – Soient(m,n) de longueurp et (m′, n′) de longueurq deux suites
deG. Alors

lim
N→+∞

〈
N trNS̃(m,n)(HN,KN),N trNS̃(m′,n′)(HN,KN)

〉
t
= 1

2
(γ

(m′,n′)
(m,n) + γ

(m′,n′)∗
(m,n) )td(m,n).

Démonstration. – Rappelons la formule du crochet au lemme 3.4 :〈
N trNS̃(m,n)(HN,KN),N trNS̃(m′,n′)(HN,KN)

〉
t

=
t∫

0

trN(DXS̃(m,n)DXS̃(m′,n′))(HN,KN)(s)

+ trN(DY S̃(m,n)DY S̃(m′,n′))(HN,KN)(s) ds.

Ce crochet converge dansL∞− (cf lemme 3.6) vers

t∫
0

(σt � σt)
(
(DXS̃(m,n)DXS̃(m′,n′))(., .)

)+ (σt � σt)
(
(DY S̃(m,n)DY S̃(m′,n′))(., .)

)
ds.

Les termes qui apparaissent sous l’intégrale avecDX sont de la forme

(σt � σt)
(
D0Smi

(x, x; t)'(Sni (y, t)Smi+1(x, t) · · ·Smi−1(x, t)Sni−1(y, t)
)

D0Sm′
j
(x, x; t)'(Sn′

j
(y, t)Sm′

j+1
(x, t) · · ·Sm′

j−1
(x, t)Sn′

j−1
(y, t)

))
. (3.3)

En utilisant par exemple leur série génératrice, on vérifie rapidement queD0Sk(X,X; t)'
P (X,Y ) = ∑k

l=1Sl−1(X, t)P (X,Y )Sk−l(X, t). Cela ramène (3.3) à une somme de
covariances qui ont déjà été calculées au lemme 3.5, (2) et (3).

En particulier, si(m,n) ni (m,n)∗ ne sont équivalents “à une rotation près” à(m′, n′),
c’est-à-dire si, quel que soitk ∈ N, (m,n) �= sk(m′, n′) �= (m,n)∗, alors toutes les
covariances précédentes sont nulles, et de ce fait la limite du crochet lui-même.

Si (m,n)= (m′, n′) et i = j , alors l’espérance en (3.3) sera égale àtEkmk+Eknk−1mi .
Si (m,n) = sk(m′, n′) et i = j + k, alors l’espérance en (3.3) sera encore égale à
tEkmk+Eknk−1mi . Ainsi, sommant sur lesi et toutes les valeursj , et traitant aussi des
cas où(m,n)∗ = sk(m′, n′), on trouve finalement que le crochet tend vers

1

2
(γ

(m′,n′)
(m,n) + γ

(m′,n′)∗
(m,n) )

t∫
0

(∑
i

mi +
∑
i

ni

)
sEimi+Eini−1 ds

= 1

2
(γ

(m′,n′)
(m,n) + γ

(m′,n′)∗
(m,n) )tEimi+Eini . ✷

Remarque. – Cette démonstration s’adapte sans aucune difficulté particulière au calcul
de la limite du crochet deN trNTp(HN) ou deN trNTq(KN) avec l’un ou l’autre des
processusS(m,n)(HN,KN).

Fin de la démonstration du théorème 3.2. – On finit comme pour la démonstration
du théorème 1.1. On montre d’abord que la limite en probabilité des crochets
〈N trNS(m,n)(HN,KN),N trNS(m′,n′)(HN,KN)〉t est nulle si(m,n) n’est pas équivalent à
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(m′, n′), autrement dit siγ (m′,n′)
(m,n) est égal à 0. On en déduit, à l’aide du théorème de Knight

asymptotique, que la famille des mouvements browniens associés par changement de
temps aux parties martingales deN trNS(m,n)(HN,KN) converge en loi vers une famille
de mouvements browniens. Sachant que la partie à variations bornées est nulle à l’infini
(cf lemme 3.7), il ne reste plus pour conclure qu’à faire le changement de temps inverse,
qui asymptotiquement est déterministe.✷
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