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ResuME. — Nous utilisons la méthode des inégalités de Sobolev faibles
de Bakry-Michel pour obtenir quand ¢ tend vers infini, une borne infé-
rieure et une borne supérieure de la densité du processus du recuit simulé.

Mots clés : Recuit simulé, inégalités de Sobolev faibles.

ABsTRACT. — We use the weak Sobolev inequalities Bakry-Michel’s
method to get lower bound as well as upper bound on the density of the
simulated annealing process when ¢ goes to infinity.

0. INTRODUCTION

L’algorithme du recuit simulé est une méthode d’optimisation probabi-
liste pour chercher les minima globaux d’une fonction U sur un espace E.
Ici, comme dans [HS], [Mi], [HKS], nous nous sommes intéressés a des
processus en temps continus, définis sur une variété riemannienne com-
pacte et connexe ou sur un espace fini.

La méthode que nous proposons, introduite par [HS], repose sur
Iutilisation d’inégalités de Sobolev logarithmiques. Plus précisément,
nous utilisons les inégalités de Sobolev faibles tendues de [BM] qui
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266 D. CONCORDET

permettent d’obtenir une minoration de la dérivée de Radon-Nykodym
de la loi du processus du recuit par rapport 4 sa mesure invariante instan-
tanée.

Lorsque I'espace E est fini, il est muni d’une probabilité p, chargeant
tous les points et d’une probabilité de transition g (.,.) réversible par
rapport a . On supposera de plus que g, est irréductible sur E.

Pour tout x, y éléments de E, on pose

exp(—BUMN-UMED)go(x, p), si x#y
qp (%, y)={ 1= Y g4(x, 2), si y=x

ou x, désigne la fonction max {x, 0}.

Les quantités g, (x, y) représentent les probabilités de transitions instan-
tanées d’un état x vers un état y.

Ces probabilités dépendent de la température 1/p qui prend la valeur
1/B(#) a l'instant z. On peut remarquer qu’il est possible que le processus
«saute» d’un état x vers un état y méme si U(x)<U(y). Ce sont ces
perturbations aléatoires qui permettent au processus de ne pas rester gelé
dans des minima locaux. Le processus ainsi défini n’est donc pas homogéne
dans le temps.

De méme, quand I’espace E est une variété riemannienne compacte
connexe, nous appelons p, la mesure riemannienne normalisée pour en
faire une probabilité. Pour B =0, on définit I'opérateur L, par

VfeC~ (E),
L, f=Af-BVU.Vf

ou A désigne I'opérateur de Laplace Beltrami et V 'opérateur gradient.

Ces opérateurs seront les générateurs infinitésimaux des diffusions consi-
dérées. Dans tous les cas ;) (dx)=Z;, 0 exp (=B (D) U () po (dx) est la
probabilité invariante instantanée, c’est-a-dire, la probabilité qui serait
invariante si le processus était homogéne dans le temps avec une tempéra-
ture constante égale a B~* (¢). L’intérét de cette probabilité réside dans le
fait qu’elle se concentre sur les points ou U atteint son minimum quand B
tend vers l'infini. Toute notre analyse est basée sur I’étude des variations
de la dérivée de Radon-Nikodym 4, de la loi du processus a Pinstant ¢
par rapport a sa mesure invariante instantanée pg; B varie au cours du
temps, et prend la valeur B, au temps ¢.

L’objectif est d’exhiber des conditions pour que la quantité s, tende
vers 1 et d’évaluer la vitesse de convergence.

Dans I’étude, deux nouvelles quantités apparaissent : I’énergie et I’entro-
pie du systeme. Ces deux quantités peuvent étre comparées a ’aide d’inéga-
lités construites a partir d’inégalités de Sobolev faibles tendues que nous
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DENSITE DU RECUIT SIMULE 267

obtenons en utilisant le fait que I'opérateur L, posséde deux propriétés
essentielles :

— il vérifie une inégalité¢ de Sobolev faible sous la mesure p;;

— il posséde un trou spectral dont nous connaissons des estimées
lorsque B tend vers linfini.

Dans une premiére partie, nous définissons le processus du recuit dans
les cas ou E est un espace fini ou une variété compacte, et, nous donnons
certaines propri€tés de 'operateur Ly et de la mesure p.

L’objet de la second partie est de constuire les inégalités énergie-entropie
dont nous avons besoin pour étudier le signe de f(1)=|| k||, o

X

Enfin, dans la troisiéme partie nous développons la méthode de [BM]
qui consiste 4 comparer la dérivée de | 4, || o aux inégalités précédentes

quand p (f) est une fonction réelle dérivable de ¢ qui tend vers + oo ou
— o0 en temps fini.

Cette méthode conduit a un systéme différentiel qui fournit un encadre-
ment uniforme de A, de la forme suivante:

Il existe une constante y (la hauteur du plus haut col de U) telle que, si

1
I'>1y et si B(¢) est de la forme Flog(l +1) alors:

— quand E est une variété riemannienne compacte, pour tout x, yeE,
quand t > o0 on a:

K [log (1)]°" Krlog®*"* (1)
exp{"w Shbo NP = gn

ou n représente la dimension de E,
— et quand E est un espace fini, pour tout x, yeE, quand ¢ — o

on a:
K log (1) K'log* (1)
exp{—m e NE0) Timem |

K et K’ sont des constantes ne dépendant que de E, U et de T".

1. PROPRIETES ELEMENTAIRES DU PROCESSUS DU RECUIT

A. Cas d’un ensemble fini

Soit E un ensemble fini, muni d’une probabilité p, chargeant tous les
points et d’une probabilité de transition ¢, (., .) avec

z qO(xa y)=1

yeE
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268 D. CONCORDET

Nous supposerons d’une part que g, est réversible par rapport a p,, en
d’autres termes:

Vx, yeE, a(x, )= (x)qo (x, )= (p, x),

et d’autre part irréductible sur E, c’est-a-dire, V x, y € E, il existe une famille
(x)o<i<n d’¢léments de E, telle que

x0=x, xn=y
et,
VO<isn—1,  qo(x; Xi41)>0.

Une telle famille d’éléments de E sera par la suite appelée chemin reliant
x a . Soit U la fonction dont on veut trouver les minima globaux.
L’algorithme du recuit reste inchangé si on ajoute une constante a la
fonction a optimiser U. On supposera donc par la suite que
min U (x)=0.
xeE
Définissons maintenant les générateurs infinitésimaux des processus que
nous allons utiliser pour localiser les minima de U.

Pour tout x, y éléments de E, on pose

exp(—BU-UX))go(x, p), si x#y
%(X,J’)={ 1= % g(x, 2), si y=x (1.1

avec x, =max {x, 0}.
Les quantités gy (x, y) représentent les probabilités de transitions instan-
tanées d’un état x vers un état y.

Ces probabilités dépendent de la température 1/B qui évolue au cours
du temps. Le processus ainsi défini n’est donc pas homogene dans le
temps.

Pour étre plus précis, le processus associé X, est un processus de
Markov sur E tel que pour tout x, yeE

b PIX=y/X,=x]=3

t—s t—s
t>s

% = qs (s (x, y).

A linstant ¢, le générateur infinitésimal du processus du recuit est défini
sur ’ensemble des fonctions numériques de E par

LB(,)(I)(x)= Z (CD(y)—(D(x))qB(,)(x, »)-

yeE
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DENSITE DU RECUIT SIMULE 269

Le processus X, est alors uniquement défini (2 la relation d’indistinguabilité
pres) a partir de L : pour tout x€E,
i ER (X)X, =X 0 ()

t—s t—s
t>s

=(Lp 9 @) (x)

ou ® est une fonction définie sur E.
N ’ S 2 .
L operate1’1r Ly est s‘ymet'rlque 'dans L (,u,,), Mg est la mesure que nous
avons appelée mesure invariante instantanée,

e PU B
= s >()’
Ug Z, Ko =
et Zg est le facteur de normalisation Z,= > e PUO o ().

xeE
Par analogie avec les mesures de Gibbs, la quantité B! représente la
température instantanée du systéme.
Comme la mesure pg est invariante, pour toute fonction ® on a:

Y, La®(x) pg (x)=0.

xeE
La mesure pg est de plus réversible :
Y ¥ L@y ()= T @ (0)Ly¥ (x) 1y ().

xeE xeE
La fonction de transition du processus du recuit définie par
P, ,(x, y)=P(X,=y/X,=x) est solution de

0
E[PS,I(D] ()=[P, Lg P (x), 125
Cette dernicre équation peut encore s’écrire :

d
E;Ps,t(x’ y)z[Lg(t)Ps,t(x9 )](y)a tgs,

Ps,s(x’ y)=8x,y;

ou L§ est opérateur agissant sur les mesures de probabilité définies sur E.
Nous noterons dorénavant, pour tout ®eL? (1p)s

(@, f O () dty ()= T (I p (%)

xeE

et, pour tout ®, ¥eL? (),

(D, %), = f O ()Y () dty ()= T ()P (x) pp (4).

xeE
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270 D. CONCORDET

Toute notre analyse est basée sur ’analyse de 1’opérateur carré du
champ, construit & partir de L, et défini par

2T (@, ¥) (x) =Ly (OF) (x) — D Ly (F) (x) = ¥ Ly () (x) (1.2)
=Y {0X)-0)} {YX)—F()}gp(x, )
yeE

En utilisant ’égalité précédente, on peut constater que 'opérateur I' est
positif: pour tout xeE et toute fonction @, I' (®, @) (x)=0.
La forme de Dirichlet associée a L; est:

& (¥, @)= f (@, '¥) (x) dg (x)

ou @ et ¥ sont des fonctions numériques définies sur E.

Comme la mesure p; est réversible, on a, pour toute fonction ®,
(L@ >pﬁ=0. Cette derniére égalité implique :

(DL, =(T(®,¥)), =& (®, ¥
Nous en déduisons que I'opérateur L; est négatif: pour toute fonction @,
(®, Lg®),,<0. Un des principaux outils sur lequel est basée toute la

méthode, est la connaissance d’estimation asymptotique du trou spectral
défini par

. —<fLBf>p.|3
TS rB)=inf ————""*F_
(T5) N Wy )

Rappelons les estimations obtenues par [HS].

Pour x, y éléments de E, on note 2, , I'ensemble des chemins reliant x
a y et pour pe?, ,, on définit son élévation par:

E(p)= max U(x).

0<izn

La plus petite élévation possible sur tous les chemins reliant x a y est
donnée par:

H(x, y)=min { E(p); pe 2, , }.

Posons

y=max {H(x, »)-Ux)-U()}.

x,yeE
Il existe deux constantes ¢>0 et C>0 telles que pour tout =0

ce P<A(B)ZSCe ™
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DENSITE DU RECUIT SIMULE 271

B. Cas d’une variété riemannienne compacte

Soit E une variété riemannienne compacte, connexe, de classe C*.
Nous appelerons p, la mesure riemannienne normalisée pour en faire une
probabilité. On se donne sur E une fonction U de classe C* dont on veut

trouver les minima globaux. On supposera que minU(x)=0, et que
xeE
e BU

| IVU|?||l,=1. Pour tout BeR,, nous noterons: p,= Ko la mesure

de Gibbs associée & U et 4 la température p~'; la quantité Z; est la
constante de normalisation qui fait de p; une probabilité, pour tout

feL'(w), <f>pB=deup et pour tout f, ge L% (p), { f, g>,.;;=ffgdug-
E E

A Tinstant ¢, le générateur infinitésimal Ly que I'on considére s’exprime
sur C® par

Ly f=A—B(OVU.VS

ou A est I'opérateur de Laplace Beltrami, V est 'opérateur gradient, et
est une fonction croissante dérivable de ¢. Le processus X, est donc défini
a partir de la famille (L ), > o comme le processus de Markov inhomogéne
vérifiant pour toutes les fonctions fe C* (E)

tim EV XX, =X~/ ()

t—s t—s
t>s

=L ) (x)-

Nous savons d’aprés [SV] que le processus ainsi défini est unique (a la
relation d’indistinguabilité prés). Ly est un opérateur symétrique (et méme
autoadjoint) sous la mesure pg d’ou le nom de mesure invariante instanta-
née. Comme dans le cas fini, la fonction de transition du processus est
définie pour tout B borélien de E par P(X,eB/X,=x)=P,,(x, B). La
propriété de Markov nous montre que P, , satisfait I'’équation de Chapman
Kolmogorov : pour tout B borélien de E on a:

P, (x, B)=j P, ,(x,dy)P, .(y, B), 0ss<u<t.
E
En notant
[P, A1(x)= J JOPg (x, dy),
E

Vol. 30, n° 2-1994.



272 D. CONCORDET

nous en déduisons que pour toute fonction fe C* (E), P, , est solution de
I’équation:

;%[Ps,,ﬂ(x)=[Ps,,LB(,)ﬂ<x), iz,
P, (v, /) =1 ().

Comme L; est elliptique, nous savons que P, ,(x, dy) admet une densité

par rapport a p, que nous noterons p,(x, y). L’équation précédente peut
alors s’écrire:

0
apz (x, )’)=[L§(:)Pt(X, W), 125,

ou L} est ladjoint de lopérateur L, sous p,. Il est donné par
L} f=Af+BVU.V f+B fAU.

Tout comme dans le cas fini, toute notre analyse est basée sur 'opérateur
carré du champ I" défini par

2T (f, g)=Lp(fg)_fL|sg_ngf-

[ (f, f) s'interpréte comme |V f]?, c’est-a-dire la longueur au carré du
gradient de f. La forme de Dirichlet associée a L est:

Es(f, 8)=XT (1, &) Dy
La mesure p, étant réversible, on a pour toutes fonctions f, geC™®:
~(f Ly Yy ={T(fs ) D= (f: 8-

Tout comme dans le cas fini, nous pouvons constater que ’opérateur I"
est positif et que 'opérateur Ly est négatif. Avec la définition de I', on
peut maintenant définir une distance sur E:

d(x, y)= sup {6)—0(»}

$eC®®, T} Pllos1

Comme E est une variété C® compacte et Ly un opérateur différentiel
dont le terme du second ordre est le laplacien, cette distance coincide avec
la distance riemannienne. Nous utiliserons par la suite le diamétre d de E
défini par: d= sup {d(x, »)}.
(x,y)e E2
Une hypothése importante pour la suite de I'étude, est la connaissance
d’une estimation asymptotique du trou spectral de L défini par

. _<fLBf>pg
TS A(B)=inf—" 8/ 7us_
(1) O =

Nous utiliserons par la suite le résultat suivant di a [HKS]:
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DENSITE DU RECUIT SIMULE 273

on appelle chemin un élément g de C ([0, 1]; E), et on définit son éléva-

tion par E(g)= max U(g(#)). On pose, pour x, y €léments de E,
te[0, 1]

H(x, y)=inf { E(g); g C ([0, 1]; E), g(0)=x, g(1)=y}
puis,
y=max H(x, y))—U(x)—U(y).

x,yeE

Il existe ¢y et Cg deux constantes ne dépendant que de E, vérifiant
0<cg=Cg< oo telles que

ceBv D)2 SAB)SCe(B v )T

Une différence importante entre le cas ou E est fini et le cas ou E est
une variété riemannienne compacte est, en dehors des estimations du trou
spectral, la formule du changement de variables. Comme Ly est un opéra-
teur de diffusion, on a pour toute fonction ®:R" - R de classe C*® et
toutes fonctions f, . .., f,eC* (E),

?o

Ly®(f1, .. - f)= Z (fp-- f)Lu(f)JfZa 6,(f1,-~~,f,.)1"(ﬁ,13)-

Plus simplement, la propriété de diffusion peut ici se résumer au fait que:
L(¥ef, =¥ fT(f g).
En particulier on a pour tout feC®(E) et p#1:

21— )<f" "L Dup=Eg (M2 ST =T (72, f72) ) e

2. INEGALITES DE SOBOLEV FAIBLES

Dans ce paragraphe, 2 (E) désigne I’ensemble des fonctions non nulles
de classe C®(E) quand E est une variété compacte, et ’ensemble des
fonctions numériques non nulles définies sur E quand E est un ensemble
fini.

DEFINITION 2.1. — On dira que 'opérateur Ly vérifie une inégalité de
Sobolev faible d’exposant p de dimension n et de constantes ¢, >0 et c,>0

pour la mesure g si, pour toute fonction fe 9 (E), l'inégalité suivante est

Vol. 30, n° 2-1994.



274 D. CONCORDET

veérifiée :
SF(p, g, cl,c2, u>.
<fp10gf‘p >p5_<fp>pplog<fp>up
n <fp— 1’ Lﬂf>
< <fp>uplog<c1—cr—,,—"“).
2 CI g
Quand ¢, =1, on dit que L vérifie une inégalité de Sobolev tendue.
Notre objectif dans ce paragraphe est donc de montrer que dans les cas
ou E est fini, et ou E est une variété compacte et connexe, 'opérateur L,

vérifie pour tout p#1 une inégalité SF(p, m, 1, C(p, B), py) en d’autres
termes : pour tout fe 2 (E), (SF1)

(P18 S Dy =S D108 ST Dy
PR
S Yyplon(1-Cln 0 )
* AP
La constante m et la fonction C(p, B) seront définies ultérieurement.
Remarque. — La constante ¢, joue un réle important dans la minoration
de la densité du semi-groupe (cf. [BM]). En effet, prenons I'inégalité de
Sobolev tendue; si 'on fait & (f, f)=0, on obtient alors
(fPlogf?y<(f?)log{ f*)
ce qui n'est réalis¢ que lorsque f est une constante. Ceci implique une
sorte d’ergodicité sur le processus.

Montrons tout d’abord (SF1) quand E est un espace fini.

A. Cas ou E est un espace fini

Pour montrer (SF1), nous utilisons le résultat suivant di a [HS].

ProrosiTioN 2.2. — Pour tout €>0 et tout B=0 fixé, 'opérateur L;
vérifie sur 'ensemble des fonctions ¢ € 2 (E) vérifiant <¢>u5=0 linégalité
de Sobolev:

2+ \2/(2+¢ B Me/(2 +e
CLOP > ’é—me‘” D Ch Ly,

ou M=max U (x) et B est une constante strictement positive.
xeE

Comme nous savons que A (B)=ce™ P, Popérateur L, vérifie sur 'ensem-
ble des fonctions ¢ € Z (E) telles que <¢>u13=0 I'inégalité suivante :

(S) < | ‘MZ +e >5,/3(2 +£)§ — A’ BOtMe/(2+e) < (1,, Lﬁ‘i’ >ug

ou A’ est une constante strictement positive.
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DENSITE DU RECUIT SIMULE 275

Nous pouvons maintenant énoncer la proposition suivante :

PRroPOSITION 2.3. — Pour tout m21 I'opérateur Ly vérifie I'inégalité de
Sobolev faible suivante : pour tout fe 9 (E),

(f*1ogf2 =S g log{ f? Dy

Ew (S, 1)
=m{ f? >u310g<1+c(2, B)<Bf—2>p;>’

avec C(2, B)=AeP*Mm or A est une constante strictement positive.
Preuve. — Posons n=2+4/g et c=A’eP **Me/2*+e) Un argument classi-

que [SC], permet de passer de I'inégalité (S), a I'inégalité suivante :

sur I’ensemble des fonctions f telles que { f >pB=O

S§  {(Flogf ), =< )ulog{ ), S g<ﬁ>ualogcw

P

Soit fe 2 (E) (E), posons f=f—{ f )uﬁ et rappelons I'inégalité de Deu-
schel-Stroock

(DS)  {S2108/? Dy = { S Dy 108 f? Dy <{ Plogf? by
P uplog{ PP 2 P
en reportant (DS) dans (S ¢) nous obtenons alors I'inégalité suivante :

(S210gf2 =2 Dy log { f? ),

g<ﬁ>pﬂ<glog<0%)+z>

g (ﬁf))

2.
o @9

§<f2>upglog<] +etle

. a .
Pour tout a>0, la fonction x — xlog| 1+ — | est croissante sur R, et
X

on peut majorer { f2 >HB par { f? >w3 dans I’expression précédente. Nous
obtenons alors:

& (S,
(S*log f >ﬂn_<f2 >u|310g<f2 >p3§<f2 >uﬂglog<1+e4/"cﬂ@>'

VAP
2.5)

La quantit¢ d’intérét est e*"c, on peut constater que, comme,
m=n/221, e*"c=A"e*mP MM A POMm [ guffit de poser
C(2, B)=AeP*™Mm pour avoir le résultat. [

Vol. 30, n° 2-1994.



276 D. CONCORDET

Pour passer a une inégalit¢ de Sobolev faible pour p#1 nous utilisons
le résultat suivant:

PROPOSITION 2.7. — Pour tout p#1 et pour toute fonction numérique
strictement positive sur E, on a:

( D o/ ugZ 8 (72, f72).

Preuve. — Par définition de Lgona:

2L = o T P )~ ()]

ZBx,yeE

X[f()—f(y)]e PUD Y UGN g (x, y),
et

zéal} (f"/z,f"/z)= ZL Z [fp/z (x) _fp/2 (y)]Ze-IHU (x) v U(y))a(x, y).

Bpx,yecE

Soient deux réels X, Y tels que Y<X on a alors:

(e Y PR
X-Y 41 X-YJy
2

X 2 p—1_vypr-1
p_ LJ\ tp_ldtz p X Y .
4 Y 4(p—1) X-Y

I\

X-Y
D’ou I’on tire:
2
X2 -yrrRs P xrmi-yrt (X -Y),
4(p—1)

en remplagant dans la derniére inégalité X par f(x) et Y par f(y) on
obtient le résultat. [

COROLLAIRE 2.8. — Pour tout peR, tout B0, tout he 9 (E) l'opérateur
L, vérifie:
(SF1)
ChPlogh? 3y = (h? ), Jog ChP Y <mChP )
ChP~ ' Lgh >uﬂ>

x1 1-C(p,
og< LT

avec m=1 et

2
p
C(p, py=APO+Mm __Z___
4(p—1)
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DENSITE DU RECUIT SIMULE 277

Preuve. — En faisant le changement de variable f— 4”? dans
I'inégalité (2.5) et en appliquant la proposition (2.7), nous obtenons une
inégalité (SF1).

B. Cas ou E est une variété compacte

Nous savons d’aprés [BM] que 'opérateur L,=A vérifie sous p, une
inégalité de Sobolev faible tendue: il existe ¢ >0, tel que V fe 2 (E),

)]
TR Dy 0815 2Tl (1+¢ 522220
¥ Do
ou n représente la dimension de E. L’objet de la proposition suivante est
d’effectuer un changement de mesure pour obtenir une inégalité sous p,.
Posons Y= —BU—logZ,.

PROPOSITION 2.9. — Pour tout b>1, Ly=L,—BVU.V vérifie I'inégalité
suivante:

VgeD (E), (g*logg? ),,—(8* Dy,log(g” Dy, (2.10)
e ¢ b (TS, &6
VT 3lo (1+4 b=1 (g, < 2>,,,,>< & m
Preuve. — On suppose que Vfe 2 (E) on a:
P08 = S 108 S 5o )

En effectuant le changement de variable f— gexp (//2), nous avons:
(g*exp (V) log (g2 exp (V) )., — { g2 exp (V) >,‘0 log (g% exp (V) ),
Eo(gexp (V/2), gexp (V/2))
(g exp (V) Dyo )

=

<g?exp(V) ), log(l +e

NS

Or,

tu(sso( L) sesn(2))

= (T 9 (T E DDt 3 (T DE

et pour tout b>1,
(T & (T & et 3T VD,

SO<T@ Dt 1o (T Vg,

4(b
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en effet,
[< BT (8, )+ 9T (4 V&
2(T(2, 8 )y t<eT (g V), + %<g21"(\lf, \l!)>pﬁ]

- [<(b—1>r<g,g)—gr<g,¢)+<m—§)g2r(¢,¢)>u[,;o].

L’opérateur I" étant positif, nous avons donc

[T (g W[<T (g, "> (¥, ¥)*.
L’expression que nous intégrons est positive dés que la forme quadra-

_ 1 o
tique (b—1)X? ~XY+<(p— :‘>Y2 le sera, ce qui est réalisé dés que b> 1

1
eto= 2 —b—; d’ou le résultat. 0O

o, n
Un changement de mesure dans une inégalité SF (2, E’ 1, ¢, u0> pour
'opérateur L, de mesure invariante p, ne permet donc pas d’obtenir une
inégalite SF <2,5 , 1, ¢, H;;) pour l'opérateur L; de mesure invariante g

De plus, on peut remarquer que le changement de mesure ne préserve pas
la «tension» de I'inégalité. L’objet de la proposition suivante (voir [B])
est de passer d’une inégalité énergie-entropie non tendue a une inégalité
tendue. Nous utilisons pour cela une propriété supplémentaire : Ly admet
un trou spectral A (B) dont nous connaissons un encadrement.

ProposiTION 2.11. — Soit =0 fixé. Si
Ve DE), {f? Ypy=1=( f2logf?),, SO &, (f: ),
ou @ est une fonction concave croissante dérivable sur [0, oo, alors, N fe 2 (E),
(S Yug=1= (S 1ogf2),, <® (&, (f, 1),
avee  (x)=inf(® (x), Ky), et K, = ST L *B) (;((;‘)(ﬁ))) .

COROLLAIRE 2.12. — Pour tout peR—{1}, tout B=0, tout fe 2 (E),
lopérateur Ly vérifie:
(SF1)

CIP10817 Dy = {7 Vg log {f7 Dy

p-lL
§m<f">pﬂlog(1 ~C(p, B)U—“Qﬁ>,

\AD
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avec m= " , et
2
p? 1
- AP

A, A, A, sont des constantes ne dépendant que de E et de U, et

N (B)=cp (B v 1)ST2eO

Preuve. — Montrons tout d’abord que L; vérifie I'inégalité: V fe & (E)
(fPogf? )= f? Duglog { f? )y,
L
§m<f2>uﬁlog<1—0(2, ﬁ)ﬁf—ﬁi@-) (2.13)
T g

Comme || |VU|?||,, =1, nous pouvons utiliser dans (2. 10) la majoration
suivante [|| V. V(| B2 = ([ 2V D, [ SBAC £ )] ot d est le diamétre
de la variété. Nous obtenons ainsi la relation

(210817 Yy = S Dyglog (2D,

s n ¢ b p 68N\ 2
<Bd{f >uB+2log(1+4 b_lﬁ <J,2>%><f D

ou b est une constante arbitraire strictement supérieure a 1.

Clp. B)_ Ay eZdB/m(1+A2 B+A; BZ)"/ZMQ

Si nous posons K, =8d, K,=1 +—2 —bl B% et K,=ch, nous obtenons

pour tout fe 2 (E)
[Kf2Du= 1]=>[<f210gf2 D =Kyt _1og(Kz+K3@@g(f,f))]- (2.14)

Soit ®(x)=K, +~'21 log (K,+K;x). ® est concave croissante dérivable

donc d’apreés la proposition précédente,

K2 == flog f2),,<inf(@(E4(f, /), Ky &3 (f; )]

avec Kg= 2+_(I)Qi@
A (B)
Soit C, (2, B)= °Xp ((I;B(/ ;’;}MB)) , montrons que si mg;’ alors pour
tout x=0 et tout > 1, on a I'inégalité suivante:
inf(® (x), Kz x)<mlog(l1+C,(2, B)x)=g(x). 2.15)

Soit x; le point tel que @ (x,)=Kj x,.
D’apreés la définition de x,, on a pour tout x <x,, min (® (x), Kgx)=K;x,
et pour tout x = x;, min (® (x), Kgx) = (x).
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Remarquons tout d’abord que x,; <A ().
En effet, [® (x,) =Kpx,] = [@ (x,)/x; =2+ DA (B)/A (B)].
La fonction ® étant concave et ®(0)=0, on en déduit que ®(x)/x est
décroissante ; or @ (x,)/x; =@ (A (B))/A (B), donc x, <A (B).
Montrons maintenant que pour tout x<x;,, g (x)>Kgx.
Comme g (x)/x est décroissante, on a pour tout x<x,,

g B) _g(x) _g()
AP T ox, T ox

On sait de plus que par définition de C, (2, B), K, <§%%. On en déduit

X . o
que KB< g_)’ ce qui est précisément ce que nous voulons montrer.
X
Il faut maintenant montrer que pour tout x=x,, g (x)=® (x).

Pour cela, il suffit de remarquer que d’une part, si mg% la fonction
h(x) définie par h(x)= exp (B (x)/m) est décroissante, et d’autre part,
x
[g(x1)2Kgx,]=[C,\ (2, B)2h(x,)]
On a donc

Co2. B)2h(x)2h(x)z SP@DIM T
X

d’ou le résultat annonceé.

Nous avons donc montré I'inégalité (2.13) avec C, (2, B). Cette inégalité
étant vraie pour tout b> 1, elle est vraie pour

b0=argljr>1t;Cb(2, B=1+ 5 E»(B).

Nous obtenons alors

= (L n by m®)
Gy 2, B)= x(ﬁ)exp<m<2+ Bd+ 2log<1+c<2 +\/X(B)> )))
Rappelons que
cg(Bv D)2 PIAB)SCe(B v 1) T2

ou ¢g et Cg sont des constantes ne dépendant que de E.

Pour tout B=0, /A(B) est donc borné supérieurement par une
constante A] (si Y>0, ce qui est le cas intéressant) ne dépendant que de
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E et de U. Nous sommes alors conduit a

1 1 n B ——\2
G, 2, B)= (B)exp<;<2+ﬁd+Elog(1+c(5+\/k(ﬁ)> )))

< ¥m2dBim (1 4+ A2+ cB2/4+c A B)/2m
=70 ( T tep?/ 1P
1 2
= e2m 1+A12 n/2me2dﬁ/m 1+A +A 2n/2m‘
7 ®) ( 1) ( 2Bt A;B%)

Nous utilisons I'inégalité mgz, pour majorer la quantité

e?™(14+A?)"2™ par une constante A,. En posant

C@2 p=

A2 ®m(1+A,B+A,B2H)M2m,
» (B) ’

nous obtenons I'inégalité (2.13). Pour passer de (2.13) a SF1, il suffit
d’effectuer le changement de variable f — 4”2, Nous obtenons alors

{h?log h* Dup— AP D log (AP D

pr (WTiLgh
<m{hy, log(l—C(Z B)4(p—l)< <hp>n >uﬁ>.
Mg

En posant C(p, B)=C(2, B)4( 0’ , nous en déduisons (SF2). O

Nous disposons maintenant d’une inégalité de Sobolev faible tendue
sous la mesure p,, dans les cas ou E est une variété compacte et un
ensemble fini. A partir de cette inégalité, nous déduisons dans la proposi-
tion suivante des inégalités énergie-entropie (tendues) qui nous serviront
pour la majoration et la minoration.

PropoSITION 2.16. — Dans les cas ou E est une variété compacte ou un
espace fini 'opérateur Ly vérifie:
(i) pour tout peR, tout x=0 et toute fonction fe 2 (E),

(S {SfP1ogf? = fPDpplog { fP )< —m C(p’ B)<f" "Lgf g

+m<log(1+x)— —)(f”)u .
1+x #
(ii) Pour tout pe R, tout x=0, tout =0 et toute fonction fe 2 (E),
(82) < SPlogf? )y =S Duglog{ f? Dy,
+ A PO SPI08SP Yy = Sy 108 (P D12
S @)= x @' (x)=C(p, BYSP7 LS )y @ ().
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avec @ (x)=mlog(l +x)+oc\/m log(1+x), et, quand E est une variété
compacte, m=n/2

- P’ __1_ 2 dp/m 2ynj2 m
C(p, B) 1-1) X'(ﬁ)Ale (1+ A, B+A; B,

quand E est un espace fini, m=1

B P’
C(p, B=Achoiim .
4(p—1

Preuve. — L’inégalité (S1) (de Sobolev logarithmique tendue) s’obtient
a partir de (SF1) en utilisant la concavité de la fonction log. L’inégalité (S2)
est obtenue en utilisant la croissance de H(x)=x+a \/? et la concavité
de la fonction ® (x)=H (mlog(1+x)). O

Soit By =1, et supposons que B=P,, et que m= B, alors dans le cas ou
E est une variété compacte, la quantité

e2 dﬂ/m(l + A2 B + A3 BZ)n/z m

est alors bornée par une constante K, qui ne dépend que de E et de U.
De méme, quand E est un espace fini, la quantité e*™™ est bornée par
une constante K; qui ne dépend que de E et de U. Comme pour tout
.

4(p—1
satisfaites avec C(p, B), elles le sont a fortiori avec tout majorant de
C(p, B).

Nous nous placerons dans les paragraphes suivants dans le cas ou B<B,
et m=,, nous pouvons donc prendre comme définition de C(p, B) quand
E est une variété compacte la quantité:

K p?
ORI
avec K=K, A,. Pour simplifier les notations, nous noterons A(B) la
quantité X' (B)=cg(B v 1) 3727 P,

Quand E est un espace fini, nous pouvons prendre comme définition
de C(p, B) la quantite

PER, {(fP71Lg f )20, et comme les inégalités (S1) et (S2) sont

C(p, B)=

K7
AB) 4(p— 1)

C(p, B)=

3. ENCADREMENT DE LA DERIVEE DE RADON-NIKODYM

Ce paragraphe comporte trois parties. Tour d’abord, nous utilisons la
méthode de Bakry-Michel qui nous conduit a4 deux systémes différentiels:
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un pour la majoration, et un pour la minoration. La seconde et la troisiéme
partie sont respectivement consacrées a la minoration et a la majoration
des solutions de ces systémes. Dans toute la suite, E sera indifféremment
un ensemble fini ou une variété compacte.

A. La méthode de Bakry-Michel

Pour mesurer la vitesse de convergence du recuit, on s’intéresse a la
dérivée de Radon-Nikodym A, de la loi de X, par rapport & la mesure
invariante instantanée pg . Soit ho€ L (o) avec { kg ), =1, dmy=hydp,
et posons

b= d(myPy )
=
dg )

L’étude de I’évolution de 4,, se fera a I'aide de la technique de Bakry-
Michel ([BM], [G], [D]); en d’autres termes en considérant I’évolution de
la fonction

— it 1
f=eT O (RO

ou p, et m () sont des fonctions de ¢. La fonction f mesure en quelque
sorte la «distance» qui sépare a chaque instant la loi du processus de sa
mesure invariante instantanée pg,. Quand il n’y aura pas d’ambiguité,

nous noterons pour alléger les notations ()= jhduB ap hP=h, p=p,.

Nous allons montrer les deux propositions suivantes :

ProposITION 3.1. — Fixons t,>0 et posons Byo=P(,). Si
1 -
B()= r log(1+1¢) avec I'>vy, s’il existe des fonctions p(B), x(p), m(B)

définies respectivement sur [0, Bol, 1— 0, 1], [0, Bo] vérifiant p(0)=1,
p(Bo)=— o0, m(By) <o telles que:

p2
S P =C(p, B®.(x (p)

p; (3.2
/ 2= (x (p) = % () @, (x (7))

t

avec

K 2
CoP= 10 4(1’)’_ 5 ©CI=Bolog(1+x) +a /B Tog(T+3)
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et,

dp
a=2_/2d -1)—,
V2 ‘p(p ) dp‘
alors la dérivée de Radon-Nikodym h, de la loi du processus par rapport a

sa mesure invariante instantanée pg  est minorée:
VyeE,  h,(y)zer.

ProposITION 3.3. — Sous les mémes hypothéses que dans la proposition
(3.1), s'il existe des fonctions p (B), x(p), m(B) déﬁ!lies respectivement sur
[0, Bol, [1, o[, [0, Bo] vérifiant p(0)=1, p(Bo)= 0, m(Bo)> — co telles que:

P’ _BoC(p, B)

gt ® a Y
- x
—m= log(1+x ——— |+d(p—)p—
P Bo< g(1+x(p) l+x(p)> (p )pdp
K 2
avec C(p, B)= — , alors la dérivée de Radon-Nikodym h, de la
A (B) 4(p

loi .du' processus par rapport a sa mesure invariante instantanée g, est
majorée

VyeE,  h,(y)Se™to.

Remarque. — La fonction A, dépend de la mesure initiale m,. L’opérateur
Ly étant elliptique, cette fonction est réguliére, en faisant converger m,
vers une masse de dirac en x, nous obtenons alors une minoration et une
majoration de la dérivée de Radon-Nikodym de la loi du processus issu
de x, h,(x, y) par rapport a sa mesure invariante instantanée.

Nous savons (c¢f. [HS]) que:

dp_ _Jopi [<mogh»>_<h»>log<hp>

di't PR
pz

—p[ (R Ly~ B,( 2 SUICES <U>>>+<h">m]]

t

Posons

A={hPlogh?)—{h? )log{ )
—”—[~<h" ‘Lyhy— B,( - )<,,p(U <U>)>+<hﬂ>m]

t
Pour étudier le signe de A, nous utilisons les inégalités (S1) et (S2) de la
proposition (2. 16).
Les inégalités (S1) et (S2) ne permettent pas de contrdler directement le
signe de A, de par la présence dans A du terme (A”*(U—(U))).
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Deux types de majorations de ce terme ont été utilisés (c¢f. [HKS], [HS],
M]):
D KA (U—-CU)H=(hP)d

2) [ U-(UYIs2 2aC iy [HIRID = lon )

Ch?)
ou d est le maximum de U.
Ces majorations conduisent aux deux inégalités suivantes:

As(hPlogh? y—hP ) log{h* )+ p?

3;d1’;“<,,p>
p

_p—f[_<h"_ll~nh>+<h">"3£]~ (3-5)
P
A= (hlogh? ) —Ch?ylog (A7)

+a<,,p>/<h"loghp><—h<pf;">log<h">

P’ -
== [=C(HPT Lgh Y+ Yym] (3.6)

t

avec oc=|B;,(p—1)p|2\/§d.

La majoration (3.5), ne permet pas d’exploiter le fait que la quantité
{h?"(U—-({U))) s’annule en p=0. Les équations différentielles que nous
obtenons présente une singularité en p=0. Nous I'utilisons donc pour les
p=1 en d’autres termes, pour la majoration de la dérivée de Radon-
Nikodym de la loi du processus.

Preuve de la proposition 3.1. — En comparant le membre de droite de
'inégalité (3.6) et (S2), nous voyons que si le systéme (3.2) admet une
solution, alors A est une quantité négative. Nous en déduisons que pour
to fixé assez grand, si pour tout #,>¢20, p, <0, alors f est une fonction
croissante de ¢. Or la premiére eéquation de (3.2) nous montre que p; est
du signe de p— 1. Donc, si p(0)=1, m(0)=0, et p (B,)= — co pour B, < o0,
on obtient une minoration de la dérivée de Radon-Nikodym de la loi du
processus par rapport a la mesure pg . En d’autres termes:

SO =S (to) <> exp (m (1) < | g [ - o, s, = essinf, { A (1) }. O

Preuve de la proposition 3.3. — En comparant le membre de droite de
I'inégalité (3.5) et (S1), nous voyons que si le systéme (3.4) admet une
solution, alors A est une quantité négative. Donc, si ¢, est fixé assez grand,
et si pour tout £,=¢20, p, =0, alors f est une fonction décroissante de .
Or la premlere equatlon de (3.4) nous montre que p, est du signe de p—1.
Donc, si p(0)=1, m(0)=0, B (t,)= B, et, p(t5) = 00 pour B, < o0, on obtient
une majoration de la dérivée de Radon-Nikodym de la loi du processus
par rapport a la mesure pg, .

Vol. 30, n® 2-1994.



286 D. CONCORDET

En d’autres termes:

JOzf(to)=exp(m(to) 2 || hug |luo, y, =5uP 1y (). O

Remarque. — Les propositions précédentes restent vraies quelque soit
la forme de la fonction B (¢): il suffit qu’elle soit croissante et issue de 0.

B. Minoration

L’objet de ce paragraphe est de montrer le résultat suivant:

THEOREME 3.7. — Soit Ly le générateur du processus du recuit, si
1
B()= Flog(l +1t) et si I'>v, alors la dérivée de Radon Nikodym h,(x, y)

de la loi du processus issu de x par rapport a sa mesure invariante instantanée
W, est en temps grand minorée par:

h(x, y)2 e
avec, si E est une variété compacte,

S5n
s~ O 1 ro),

et, si E est un espace fini,

K log (¢)?
=D (I+o(1))

mOS ——=
ou K est une constante ne dépendant que de E, U et T si E est une variété
compacte et de E, U, T et q, si E est un ensemble fini.

Pour montrer ce théoréme, nous utilisons le systéme (3.2). Le calcul
optimal consiste & chercher une fonction x(p)=0 définie sur I'intervalle
]—o0, 1] qui & B,=PB(t,) fixé réalise le supremum de —m dans le
systéme (3.2). Le calcul de variations auquel nous aboutissons est difficile
a résoudre, aussi nous contenterons nous de chercher une fonction x (p)=0
qui donne a m une valeur convenable.

Pour un choix x(p) que nous ferons plus tard, B étant une fonction
monotone de ¢, nous choisirons B comme paramétre. Le systéme (3.2)
devient alors

\‘ re™ dap_ By <1+ J2dlp(p-1)| d_BD
C2, B dp 4(p—D(1+x(p) /Bolog(1+x(p))|dp (3.8)

=[@(x(p)— x(p) D, (x (P))] 1%
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avec <I)(x)=Bolog(1+x)+cx\/Bolog(l+x), oc=2\/2_d|p(p—1)d[3/dp|.

K
Rappelons que C(p, B)=C(2, B) (p 0’ et que C(2, p)= m-) avec
AB)=cg(Bv 1)™°"*2e7B 5i E est une variété compacte, A (B)=K'e P
si E est un ensemble fini.
La premiére équation de ce systéme

AT ™ dp _ Bo <1 J2d|p(p—1)| dBD 5.9

CZPBd (@-DA+x(EN\ /Bolog(1+x(p))|dp

dp .
nous montre que o est du signe de p—1, et comme p<1 nous en
/4

dap

déduisons que o <0. L’équation (3.9) peut se réécrire de la fagon
/4

suivante :

ar;3<41"efla - J2d|p| ) Bo
dp\C(2, B) (1+x(p) Jlog(1+x(p))) (P-D(1+x(p)
(3.10)

D’aprés la remarque précédente, la quantité

( 4T /B J24|p| )

czp (I+x(p)) flog(1+x(p))

est strictement positive dés que B est solution de 3.9 et tant que (p—1)

(1+x(p)) reste fini (ce qui sera toujours satisfait, méme en p=1, car on

ne consideérera que des fonctions x telles que lim (p—1)(1+x(p)) existe
p—1"

dans R).

Si la fonction x(p) est choisie de telle fagon que pour tout p<1, la
quantité X >0, I'équation (3.10) s’écrit comme une équation différentielle
de la forme

ap

= =V(p, B, x(») (3.10 bis)
dp

avec

Bo
4(p—1)(1+x)

1
(AT HAC Q. B~ /Bo (/24| p /(1 +x) [log(T+x))

Nous allons choisir une fonction x(p, t) dépendant d’un paramétre t de
telle fagon que la solution B (p, t) de I'équation (3. 10 bis) vérifie B, t)=0

V(p, B, x)=

(3.11)
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et B(— o, ©)=P,. Nous établirons de plus un encadrement de la forme

BOH(r)gG(ﬁo)§BO<1 v ;>H<r)

1-S/B,
ou S est une constante ne dépendant que de E et de U, et les fonctions H
et G sont des fonctions continues croissantes. Cet encadrement nous
permettra de donner une estimation asymptotique de la fonction
Bo = T (Bo)-

Pour alléger les notations K désignera dorénavant une constante géné-
rique ne dépendant que de E, U et I (et de g, si E est un ensemble fini).
Définissons dés maintenant les fonctions qui interviendront dans le calcul.
Soit

B
G(B)=J 4T M B<Bo.

) C@u’

Si E est une variété compacte, on a

G([3)=4K1"(:EJB

B
A RV 1)_5"+2du=KJ T v 1)73" 2 gy,
0

0
Quand B, tend vers I'infini,

G(Bo)=KeT VPog3"*2(1+0(1)).
De méme, quand E est un espace fini, on a
B

G(B)=KJ T gy,

0
Pour tout p<1, on définit:

_ 1 du
Hp, T)—L d—w)(1+x@ 1)

Le lemme suivant établit I’existence et l'unicité d’une solution de
I’équation (3.10). ’

LeMME 3.12. — Soit x(p, t) une fonction telle que

= |p| }

o K est une constante ne dépendant que de E et de U, si B, est assez
grand, il existe une unique solution a I'équation (3.10) vérifiant B(1, 1) =0.
De plus, il existe une constante S ne dépendant que de E et de U telle que:

GBI
Bo  1-S./Bo
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Preuve. — Etablissons tout d’abord I'inégalité (3. 14). Reprenons I'équa-
tion (3.9) avec nos nouvelles notations

dG _ Bo ( J2dp (=B, ) By
dp (p—-D(1+x(p, 1) \/ﬁolog(”x(l’ 0/ e-DU+x(@, V)

Comme p<1, nous en déduisons que G (B)=B,H (p, ). Pour établir la
majoration de G (B) réécrivons 1’équation (3.10):

@(1 dB\/IT J24d|p| ) Bo
dp (1+x(p, v) Slog(1+x(p, 7) P-D(+x(p, 1)

~ Nous savons qu’il existe une constante K, ne dépendant que de E et de
U telle que

B 1
dG~ K,G(B)’
En utilisant cette inégalité et sachant que G () =B, H (p, 1), nous obtenons
dG(ﬁ)<1_ Ks|p| )2 Bo
JBoH®@) (I +x(p, ) Jlog(1+x(p, 7))/~ (p—D(1+x(p, 1)’

avec K;=K, \/? d.
Par hypothése, nous savons que pour tout p<1

|p|

H(p, 91 +x(p, 1) /log(1+x(p, 7)

ou K est une constante ne dépendant que de E et de U. En choisissant
Bo>(KK3)?, nous obtenons I'inégalité suivante

K, IP I KK3 S

fH(p,r)(l+x(p,r)) Nlog(1+x(p, 1) _\/— \/—

Nous en déduisons

H T
ap\ /B (p-D+x(p,v)

et donc que

BoH(p, =G (B(p, )= BoH (p, 7).

1
1-5/_/Bo
L’existence et I'unicité de la solution, découle du fait que la fonction
V(p, B, x) définie par (3.11) est localement lipschitzienne en . [
Il faut maintenant vérifier qu’il existe T tel que la solution B(p, 1) de
I’équation (3.9) vérifie B (— oo, T)=P,.
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LEMME 3.15. — Avec les mémes hypothéses que dans le lemme (3.12), si
pour tout p, la fonction x(p,u) est décroissante en u, pour u appartenant a
un intervalle de R, et si en la borne supérieure de cet intervalle on a
limH (— o0, 1)=+00, alors il existe t telle que la solution de I'équa-

tion (3.9) vérifie B(— oo, 1) =By, avec B, assez grand.
Preuve. — Remarquons tout d’abord que la fonction V(p, B, x) est
strictement croissante en x. Comme par hypothése, la fonction x (p, u) est

décroissante en u, nous en déduisons que la solution B(p, 1) est une
fonction croissante de .

Nous disposons d’autre part de ’encadrement suivant :

1
BoH(p, =G PB(p, 1)= W\/B:OBOH(A T)

qui nous conduit a ’encadrement

1
H(—0, 1)SGP(— 0, 1)) —— =B, H(— 0, 1).

Bo H( )=G(B( ))_I—S/\/BT,BO ( )
Comme les fonctions G(.) et H(— oo, .) sont continues croissantes, nous
avons montré I'existence pour B, assez grand d’une unique valeur 7 telle
que B(— o0, 1)=Po. O

Avant de prouver le théoréme (3.7), il faut exhiber une fonction x (p, 1)
qui satisfait les conditions des lemmes (3.12) et (3.15), et donner une
estimation de T quand B, — co.

LeEMME 3.16. — Soient t>1 et

exp(—1)

pour l—exp(—1)Zp=1
1=p

x(p, )= —%log(l—p) pour 0=p<l-exp(—1) (3.17)

. pour p=0
T

alors il existe S ne dépendant que de E et de U tel si By=p(— o0, 1)>8?,
ona

BoH(P,T)éG(B(P,f))<I_S/\/B—Oﬁo @ v,

et quand T — +

log2Q)t(1+0(1)< (BO) ! log(2)t(1+0(1)). (3.18)

Bo  1-S//Bo

Annales de I'Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



DENSITE DU RECUIT SIMULE 291

Preuve. — Pour montrer ce lemme, il suffit de vérifier qu'avec le choix
(3.17) de la fonction x (p, 1), la quantité

|p|

H(p, ) (1+x(p, 1) /log(1+x(p, 1))

est majorée par une constante ne dépendant que de E et de U. Dans un
premier temps calculons H (p, 7).

(! du
Hip, T)—L (A —u)(1+x(u, 1)
\r+log(l+exp(—-r)—p) si 1—exp(—1)<pl

(t+l)log2—tlog<1—llog(l—p)> si 0=Sp=<l—exp(—7)
T

S(p, =

— -1
(t+1)log2— ! log1 Ll si p=<0
t—1 1-p

(3.19)
Notons que H(— o0, t)=In(2)(t+ 1)+t (t—1)"!In(x), ainsi

lim H(- o0, 1)=+ o0,

r—- +ow

donc d’aprés le lemme 3.15, pour B, assez grand, il existe t>1 tel que
Bo=B(— 0, ). Montrons maintenant que sur chacun des intervalles
J1—e™", 1],]10,1—e77], ]— 00, 0] S(p, 7) est universellement borné.

- Soit 1—e *<p<1, posons p=1—e"% avec §=>1

H(-e% 1)=log(1+¢7?),

en posant u=08—12=0, nous obtenons:

S(l—e ®*9 1)<

1 1
< .
(1+e) Jlog(1+e)log(1+e ") ~ 2log(2)%?

Soit 0=p<1-—e7" avec les mémes notations que précédemment on obtient :
H(l1-e7% 1)=log(2)+ ‘r(log (2)—log(1 + §>)
T

Soit, en posant u= §(5[0, 1]
T

1—e™"

YT ) e T oe @) D=wlog(141)

La fonction
u—(1 —e""‘)—Z\/log(l +u)(log(2) (t+1)—tlog (1+u))
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étant négative sur l'intervalle [0, 1], on en déduit que

S(p, =2
Pour p<0, posons u= —p=0:
S(—u, 1)< LA .

(1+ujt) \/log (1+u/v)H(O, 7)

Or, le maximum de la fonction u — d est atteint en
(1+u/7) \/log (1+uj7)

un point %, de la forme K t. On en déduit que

S(p, 1)< .

#2509
Or comme H (0, t)=(1+1) log(2), on a
S(p.9s ——t g K

~ (t+1)log(2) " log(2)
Au bout du compte, la fonction S(p, 1) est universellement bornée.
On peut de plus constater que pour tout p, la fonction x est décroissante
en 7. La fonction x définie par (3.17) vérifie donc les hypothéses des
lemmes (3.12) et (3.15). La vérification de (3. 18) est immédiate. [
Passons maintenant a la preuve du théoréme.

Preuve du théoréme 3.7. — Pour prouver le théoréme, il suffit de
montrer que la relation entre p et B que nous avons obtenue en choisissant
la fonction x dans la premiére équation du systéme (3.8) est telle que la
quantité —m tend vers 0 avec la vitesse annoncée, quand Bo tend vers
I'infini (ou de fagon équivalente, quand t tend vers I'infini).

Rappelons que

—rﬁ=f [ﬁo[log(1+x(p,r))~%]

A T 1
B A AN e | S A TT e ] o

(3.20)

Il apparait dans (3.20) la quantité (p— 1) B, que nous majorons en utilisant
le lemme (3.12). Notons tout d’abord que

d dG d
=P (-1 &,
dp dp dG
nous savons d’autre part qu’il existe une constante K’ telle que
B K
dG ~ BoH(p, 1)
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et enfin que pour B,>S?,

(r-1 ) Po

= U=5] /) 1+ 57, 9)

Nous en déduisons donc que pour B,>2S?, on a

_ [3 K’ K

P = =Sl A G, 90 +x( )~ (+ 5, DHG. D)

Nous sommes alors conduit & la majoration

—rﬁgf [Bo(log<1+x(p, r))—M>

1+x(p, ©)
N pl/Bo
(1+x(p, 1) Slog(1+x(p, ))H(p, 7)

Posons

_[! _ x(pv) \dp
M J-m(log(lﬂ(pﬂ)) 1+x(p,*r))p2

et

- K|
2
-w (1 +x(p, 7)) /log(1+x(p, 1) H(p, 1)

<10g(1 +x(P’ T))'— M) d_p_
2(1+x(p, 1)
Avant de passer a la majoration de —m rappelons la définition de x (p, 1).
\ ?—Xf(—_r) pour l—exp(—1)=<p=1
-D

1
x(p, )= —_log(l=p)  pour 0=p=l-exp(~7)

— pour p=<0
T

Majoration de M, :

1
og(14x(p, ) X2 >d_p
fl—cxp(—r)(og( X(p T)) l+x(p’ t) p2

(2) exp(—1) exp(—1)

—e 2" 1+exp(—t)log(1_exP(_T»
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__exp(—1) _ _ _ exp(—1)(1+exp(—1)
__(1+exp(—r))2(log(2) log(1—exp(—1))+ —exp(—1) >

1—-exp(—7) 3 x(p, ’C) d_p
L <log(l+x(P’ R 1+x(p, T)>p2

1—-exp(—1)
gj (log<1+ P )— 14 )d—f
0 d-p/ +p(1-v)/)p

. x .
En effet la fonction x — log(1+x)— Tox est croissante et pour tout
x

p .
t(1-p)

. 1 .
p€(0, 1) la fonction — —log (1 —p) est majorée par
T

1—-exp(—17)
j log<1+ P )— p d—f
0 t(l=p)) t+p(-1)p

=[(1 —1>log——1 7 ]l—exp(_ﬂ
p 1=(1=1/D)p Jo

_1_ exp(-7 log<l+eXp(T)—l>.

T 1—exp(—1) T T

Il reste maintenant a calculer
° x(p,v) dp 0 p dp 1
log(1+x(p, D)~ =22 D= | log(1—pry+ L P =",
— 1 + X (pa T) p — 00 T

Finalement

e’ " e’
M, =L2log(2 - log(l—e™"
1S2l0g Q) 5, — T —log(1-¢™)

-1

_ e e
(1+e™)?

<1og(2)—1og(1—e-f)+ _T_>
1—e™"

1

T

+1— ¢ log<l+e——1>+ §g(1+0(1))-
T 1—e7" T T T

Majoration de M, : rappelons que

- Ko
-0 (1+x(p, 1)) Jlog(1+x(p, 1)) H(p,7)

x(log(1+x@, r))—z(%(i”(ﬁt_))x)—’z’.
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Tout d’abord,

f‘ K|p|
1-e-*(1+x(p, 1)) /log(1+x(p, 1)) H(p, 1)

d
" (l"g(l X m)- 2(11(?(;) r») e

1
gsf log (14 x(p, )~ LD __ &
1-e 2(0+x(p, V) p
e e
=S| 2log(2 - log(l—e™"
[ g( )l_e_z, Tre=— g( )

- —log(1—e-+ ¢ dte )
2(1+e“)2<log(2) log(1—e™ )+ — >]

-1 -1

On peut remarquer que cette derniére expression est majorée par un terme
de la forme K e~ " pour t>1.
Passons maintenant au calcul de

J=r—e—t K|p|
o (I+x(p, 1) Jlog(1+x(p, 1))H(p, 1)

X (log(l +x(p, 1)~ _x(p_,t)_)dp

2(1+x(p, ) ) p*

Pour calculer cette intégrale, on ne peut pas utiliser la majoration de
S(p, 1) utilisée ci-dessus, car le majorant ainsi obtenu n’est pas intégrable
en p=0.

En faisant le changement de variable u=—llog(1—p), et en
T

remarquant que pour tout ue(0, 1)

1 u
RE /10g(1+u_)<log(l+u)_ 2(l+u)> =

nous obtenons:

! K
_L (I1+w) /log(1+u)(log(2)(t+1)—tlog(l+u))

(log(1+u)— “ e *"du
2(0+u) ) 1—e7

éKtjl \/1; e "du

o log(Q)(xr+1)—tlog(1+u) 1—e "
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Il reste & majorer cette derniére intégrale: pour cela supposons 1 assez
grand et considérons les quantités suivantes:

1-1/Ve u —-tu
J1=TKJ \/7 e "du

— et J2=J_Jl.
0 log(2)(t+1)—tlog(1+u) 1—e"*
On a alors:
1- 1/«/: -tu
I < K J' du
log(2)(r+1)—1:log(2—1/\/') -
K @ —ll ’
f Jus d“—5(1+o(1)),
\/_(log(2)(1:+1) tlog(2—1/\/_)) —e
de méme,
K (! e ""du

< - <K"e “THY (140 (1))
? log(2) 1-1/v l—e

Il reste maintenant a évaluer la quantité:

f" K|p|
- (I+x(p, 1)) /log(1+x(p, Y H(p, 7)

g <l°g (xtp )= 2(1):(?(;) T))>§’;—

] e ) )
H(O 1) _w(‘c+|p|) log(1+]pl/x T 2(t+|p) /) P?

- J (log(1+u)—7u )ﬁ
H@O, 1)), (1+tw) /log(1+u) 2(1+uw) /) u

KI KII

Finalement, quand t — oo,
M, < 52(14+0(1)
T

Un petit développement limité quand t — oo nous donne:

G(Bo)/Bo=H(~ 00, (1 +o(1)=In@)t(1+0(1)), et
—m<BoM, + /BoMa)(1+0(1)
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avec
K K
M, et M,=23,
T T
d’ou le résultat. O
Remarque. — La meilleure solution que nous pouvons espérer avec ce

systéme, dans le cas ou E est une variété compacte, est obtenue en utilisant
I'inégalité

G@B)=p f —

° u—)u+m

et, en remarquant que

_ t I “\/[To X du
M_ﬁ°,[ (log(Hx) T+x /log(1+x)<log(l+x) 2(1+x))25

1
éf O%u+n—li>@,
—® l+x/p

nous retrouvons alors le probléme de variations obtenu par [BM] pour la
minoration du semi-groupe de la chaleur. Avec ce probléme de variation
la meilleure solution que nous pouvons espérer est donc pour B, assez

grand:
<4me_4<cwo)/"c)>(l +o(1))
c

— a0

ou ¢ est la constante qui intervient dans I'inégalité de Sobolev initiale
SOus o.

C. Majoration

L’objet de ce paragraphe est de montrer le résultat suivant:
TutorEME 3.17. — Soit Ly le générateur du processus du recuit si

B= %log(l +1t) et si I'>v, alors la dérivée de Radon Nikodym h,(x, y) de
la loi du processus issu de x par rapport a sa mesure invariante instantanée
Hp o) St en temps grand, majorée par :

h(x, p)<e™®,
avec, si E est une variété compacte,

S5n+1
s E O+,
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et, si E est un espace fini,

Klog? ()

(S =22 (o (1)

Avant de passer a la preuve, rappelons le systéme a résoudre pour la
majoration :

g P’ _BoC(p, B)
p (1+x(p)

| 2 ) i (3.18)
P o= _x@ 4B
?p;m, |30<10g(1+x(p)) 1+x(p)>+d(p l)pdp
P
avec C(p, p)= Py 1)C(2, B), et
Kleﬂv

C@2, p= (B—vl)—_s‘m,

=K, ¢?, si E est un ensemble fini.

si E est une variété compacte

Notons comme dans le paragraphe précédent :

du
CQ,u

G(P)= J 4T F

Preuve. — Comme plus haut, nous allons prendre f comme paramétre
et choisir une fonction x (p) dépendant de B, de telle fagon que la solution
m(B,) de (3.18) admette une majoration conduisant au résultat.

Nous allons choisir pour cela une fonction x(p, 1) dépendant d’un
parametre T qui sera telle que la solution B (p, t) de la premiére équation de
(3.18) vérifie: B(1, 1)=0, et B (o0, T)=P,. La derniére équation donnant la
dépendance de t en fonction de B,. Nous prendrons

—(p—p)(P—p,) _
pip2(p—1)

x(p, 9=

avec py=1—e™", p,=1—r1, et t>1, on a alors le résultat annoncé. Pour
simplifier les notations, nous posons p= —1/p, p,.
Calcul de G(B,):

Bodu Bo 1-p,
G = 1
Bo) 1 R@—py)(u— Pz) n(py—ps) o8 1-p,
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et, pour tout B =B,

G (@)= j P Bodu  _ Bo . (1=p)(p—p)
L R@=p)@=p;) wpi=p) (1=p)(p—p2)
=GB+ — 0 _log? 1

w(pi—p) PPy

En posant a=p(p, —p,)/Bs, nous obtenons
p, e*CBI-G®B)_p

(G Bo)-G(B) _ | (3.19
Nous passons maintenant a la majoration de m:
posons
M= ["(ogaen- ) - [TEEDg,
1 1+x /) u? . "

Un calcul montre que:

— -1 1
M, =log Po S 6 W o By (1— )log(l—pl)
P17 P2 Boap,ps P1 0P

+”2_1(1+ ! >log(1-—p2).
P2 0 %P,
Calcul de M, :

M2=Jwﬁ:‘(u_l)du=rop(ﬁ)—ldB.
1 u o PP

D’apres I’égalité (3.19), nous avons

p—l(B)sz_l (l_e_flG(B))

avec 8= — P16 (o) >0, d’ou

P2
—1 (B0 |—e-2C®
M, =22 f 1—e dB.
Py Jo 1+3e726®

si on fait le changement de variable: u= E, on obtient
0

— ,—a G (uBg)
p—1 ! 1—e
M,=8 du.
e D L1+8e_°‘0("”0)
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En remarquant que

1) Puisque la fonction G (B) est convexe et G(0)=0, on a, pour tout
ue(0, 1), G(uB)<uG(B)

2) la fonction x —-> Y — est croissante sur les x>0, on obtient:
— ,—a G uBg)
P2 tl-e
M2 J
1 1__ —auG (By)
— D1 —1
log(1—py)+ 22— log(1-p )]‘
aG(Bo)[ Yop ’

On en déduit donc que

m(BO)<ﬁo[Iog( Boc )—1— Pip2 +”"‘(1— ! >log(1—pl)
D17 D2 Boop, P2 D1 Boap,

+”2_1<1+ ! >10g(1—p2):|
D3 Boap,

B0[1”111 +211—]
2G (By) og(1—py) o og(1—p,) |

En remplagant dans cette derniére inégalité p,=1—1, p;=1—e"", nous
obtenons le résultat annoncé en faisant tendre t vers l'infini. O

Remarque. — En remarquant, comme pour la minoration, que

rﬁ(Bo)=r [loga +x)— Tf‘— +dB, (p- l)p]d—’z’
1 +Xx D

® x |dp
2 10g(1+X)——~]—,
L [ 1+x |p?

nous sommes conduits au calcul de variations résolu par [BM] pour le
semi-groupe de la chaleur. Nous obtenons alors la meilleure solution que
nous pouvons espeérer :

4G (Bo)e*© P <m (Bo)

ol c est la constante qui intervient dans I'inégalité de Sobolev initiale
sous K.

Ces encadrements permettent de donner quelques précisions sur le com-
portement des trajectoires du processus. Ainsi, par exemple, une consé-
quence immédiate est la suivante: considérons le cas d’une variété rieman-

nienne compacte connexe, soit A une partie de E et notons 8= inf U (x)
xeA
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alors

KIn"¢
AT

P(X,eA)=

Supposons que A est une partie de E telle que
inf U(x)>T,

xedA
soit B un voisinage de A vérifiant
inf Ux)>T et inf U(x)>0

xeB\A xeB

enfin soit ¢ une fonction C* telle que Vx€A, ¢ (x)=1et VxeB", ¢(x)=0,
alors <|>(X,) est une semi martingale dont la partie a variation finie s’écrit

t
[[Guts avee 16,]2BO1AK)
0

Gréce a la majoration précédente ¢ (X,) est uniformément intégrable, et
donc ¢ (X,) = 0 quand 7 — oo. Ceci montre que T=sup { #/X, €A } <o ps.

La minoration montre que E(t)=00. Soit A; = { xeA/U(x)<d'<I’ } et
soit T’ le temps de sé¢jour dans A;. Par construction t' <7t et

IE(TI)zIE(f°°XA§! (Xs)ds>gKJ'®1—nn‘/‘wdS= + o0

0 o I+

Il est certainement possible en utilisant ces encadrements d’obtenir des
renseignements beaucoup plus précis.
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