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Calcul de Malliavin et régularité de la densité d’une
probabilité invariante d’une chaîne de Markov

A. COQUIO

J. B. GRAVEREAUX

Université de Genoble-I, Institut Fourier

I.R.M.A.R., Rennes

Ann. Inst. Henri Poincaré,

Vol. 28, n° 4, 1992, p. -478. Probabilités et Statistiques

RÉSUMÉ. - On considère, comme dans [4], une chaîne de Markov d-
dimensionnelle admettant une probabilité invariante 11 et on donne, par
le calcul de Malliavin, des conditions impliquant que ~ a une densité de
classe CP par rapport à la mesure de Lebesgue de !R~.

Mots clés : Calcul de Malliavin, Chaîne de Markov, processus markoviens de sauts,
équations aux différences aléatoires.

ABSTRACT. - We consider a Markov Chain with state space /Rd and
with an invariant probability Tl and we give, by the Malliavin calculus,
sufficient conditions of class CP for the density of r~

1. INTRODUCTION

1. Notations et résultats généraux

Soit (Q, IF, P) un espace de probabilité. On considère sur cet espace,
une suite 1 de variables aléatoires indépendantes à valeurs dans E,
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432 A. COQUIO ET J. B. GRAVEREAUX

ouvert borné de [R13, de même loi uniforme sur E. On note À la mesure de
Lebesgue sur E et on suppose que À (E) = 1 .

Soit (p : IRd x mesurable. On considère la chaîne de Markov
0 à valeurs dans U~d définie par :

On suppose que cette chaîne de Markov admet une probabilité inva-
riante r~ .
On va donner, au moyen du calcul de Malliavin et par des passages à

la limite en loi, des conditions impliquant que ~ a une densité de classe
CP par rapport à la mesure de Lebesgue de ~.
On considère les hypothèses suivantes :

(r entier >_ 1 ).
(Hi (oo)) : on a (H 1 (r)) pour tout entier r >_ 1.

(Hi ( oo )) : On a (H ~ (r)) pour tout r >_ 1.
(H2) La chaîne de Markov admet (au moins) une probabilité invariante
Tl et de plus, pour la valeur e = e2 [de (H 1 (2)) ou (H ~ (2))] on a, si 8 > 0 :

. Annales de l’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



433CALCUL DE MALLIAVIN ET CHAÎNE DE MARKOV

Remarquons que (H;) entraîne (H3 (q)) (pour tout q> 1), que (H;) et
(H 1 (1)) entraînent (H 2) et que de plus ~ est unique et à support compact.
[ Voir l’appendice pour ce dernier résultat et aussi pour le fait que (Hi ( 1 ))
et (H3 (q)) pour q suffisamment grand suffisent à entraîner (H2)].
(C) D~ p est inversible sur [Rd x E.

Dx p est inversible sur [Rd x E et on a sup Il (Dx (p (x, z)) -1 ~ ~  + 00

Si (H 1 (1)) est vérifiée ainsi que (C), on pose :

(AT : transposée de A).

Remarques. - 1. Il suffit, pour que (B) soit vérifiée qu’il existe un
ouvert D’ de [Rd tel et tel que, pour tout xeD’ et tout

~e~-{0}, il existe un zeE pour lequel Ci(~,z)(~)~0 [car (B) est

équivalente à la condition (B) de [4] : voir [4], V (a), p. 178 et car

{ z : Ci (x, z) (~) ~0 } est un ouvert].
2. La condition (B’) sera vraie par exemple s’il existe un compact K

inclus dans [Rd tel que Ti (K) > 0 et tel que

On prendra alors D = K.
3. La condition (B’) sera vraie également si

et si À ({z : yT . Ci (x, z). y  8 ~ ~ }) converge uniformément en (x, y) vers
ex quand s tend vers 0.

On note S le support de Tl.

(BF) entraîne (B) de manière évidente et, sous (H 1 (1)) et (H;), il suffit

pour qu’on ait (BF) que, pour tout x~S et tout (sphère unité de
[Rd centrée en 0), on ait z)(~)=0})l. [Car on a montré

Vol. 28, n° 4-1992.



434 A. COQUIO ET J. B. GRAVEREAUX

dans [4] que est semi-continue inférieu-
rement et car S est compact.] (BF) entraîne aussi (B’).

Sous (B) et (GD) on pose :

[a est défini dans (B).]

Remarque. - Si on a (BF), alors A = (Xp.

Exemples. - 1. Comme dans [13] et [14], on dit qu’une chaîne de
Markov X vérifie les grandes déviations uniformes pour la propriété de la
borne supérieure s’il existe une fonction 1 de ~1 (mesures de probabili-
tés sur IRd) convexe et semi-continue inférieurement pour la convergence
vague à valeurs dans U {+ ~} telle que :
V F fermé de u1(Rd), on a

1 
n

où Qn, x est la loi de - ~ bxr sous P.

Donc si X vérifie cette propriété, on aura (GD) avec
Fa = ~ ~c E ~ ~ ( (~d) : ~, (D) >_ a ~ qui est bien un fermé de et

Da = 

Soit fi la probabilité de transition associée à X, on a :

D’après [13], si rI vérifie la propriété :

alors X vérifie la propriété des grandes déviations uniformes avec

De plus 1 = 0 si et seulement si Jl II = p.

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



435CALCUL DE MALLIAVIN ET CHAÎNE DE MARKOV

On a de plus que, si X est une chaîne de Markov qui vérifie la propriété
des grandes déviations uniformes, alors la’ fonction 1 est la même que

précédemment.
2. Supposons maintenant que ~ soit à support compact S [ce qui est le

cas par exemple si on a (H~)]. On a alors : il existe A E B (Rd) avec 11 (A) = 1
tel que

où

En effet, on montre dans [ 13] que : VC compact c u1

Or dans notre exempte, si G est un ouvert indus dans S~ on a

S)(-E 8x,)(G))=~(G)=0, donc avec n(A)=l tel queLB~=i 1 / J 
pour tout x dans A, P - ~ §x~ est à support dans K = 1. De p!usL" r=i ’ J
C~ est compact car S est compact [c’est un fermé et de plus
tim sup~(~~>A)=0].

A -~ + 00 ~ ~ C~

3. Supposons que X vérifie la condition suivante :

X est récurrente-Doeblin apériodique c’est-à-dire :

où n est le noyau de transition de la chaîne :

On remarque que (D) implique (H2).

Vol. 28, n° 4-1992.



436 A. COQUIO ET J. B. GRAVEREAUX

Donnons l’énoncé d’un théorème dû à N. Maigret dans [6] sur les
chaînes de Markov Doeblin-récurrentes apériodiques :
- Soit une chaîne de Markov vérifiant (D), on a alors la

propriété suivante :
On note ~ 8> II la mesure sur I~d x (~d définie par

- Si g est une fonction bornée sur I~d X on note 

et on note h la transformée de
Cramer de g (pour la mesure définie sur [g, g]).

( 1. 3) THÉORÈME. - a :

Si a E ]m, g[le terme ci-dessus est majoré par le nombre négatif :

où Õ et c sont définis dans (D).

( 1. 4) LEMME. - Supposons que X vérifie (Hi (1)), (D) et (B), on a alors :

où

et

Démonstration. - Appliquons le résultat précédent à g(x, y) _ -1 D (x).

On alors et ~=-1, m = - et

h (a) = sup (ta - Log )) (t))
t

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



437CALCUL DE MALLIAVIN ET CHAÎNE DE MARKOV

où

On a donc

h est croissante et strictement positive sur ] - ~ (D), 0[

On a donc le lemme en changeant a en - a..
On a montré dans [4] que, sous (H~(2)), H 3 (1 (d )), (B) et (C), 11 a une

densité, par rapport à la mesure de Lebesgue de IRd (et est la seule

probabilité invariante).
La méthode pour obtenir ce résultat consiste à associer à la suite 

un « opérateur de Malliavin » au sens de [3] (voir aussi [1]). Pour l’étude
de la régularité de q on sera amené à utiliser éventuellement plusieurs
opérateurs de Malliavin.

Plus précisément on note, pour i >_ 1 et n >_ 1, Ri (n) la classe des variables
aléatoires réelles 03A6=F (Zi, ... , Zn) avec de classe Q. On
définit également Ri par R~ = U Ri (n).

R~ (n) (Resp. Ri) est stable par C~ (ensemble des fonctions de classe Ci
à croissance polynômiale ainsi que leurs dérivées partielles jusqu’à
l’ordre i).

Sous (Hi (2)) ( = (H ~ (2))), X§1, j-ième composante de X:, est un élément
de R2 (n) (et de R2) (pour tout j = 1, ..., d).

Soit m un entier ~1. On pose Il (1)= N* et, pour m >_ 2 et j =1, 2, ... , m,
on désigne par l’ensemble des éléments de N * qui sont congrus à j
modulo m.

On fixe une fois pour toutes une fonction p telle que :

(1 . 5) { p : E - ]0, + oo[ de classe Cf
( 1. 5) 

( avec p (z) -~ 0 quand z tend vers la frontière de E.

Vol. 28, n° 4-1992.



438 A. COQUIO ET J. B. GRAVEREAUX

On définit alors sur R2 (n) si a > 1 (resp. sur R2 tout entier si a = 1) les
opérateurs n) par la formule :

... , Zn)
F désigne le laplacien de l’application zi - F {zl, ..., zl) et AT la

transposée de A).
On définit de même sur si a > 1 (resp. sur R1 x RI si

a =1 ) les opérateurs bilinéaires associés par la formule :

n) est l’« opérateur carré du champ » associé à n).
On a alors, si L est l’un quelconque des opérateurs linéaires introduits

dans ( 1. 6) [sur R2 et si r est son opérateur carré du champ, la formule
d’intégration par parties suivante :

(Extension immédiate de [4], proposition 2. ~ 2) qui concernait le cas où
a = 1 etm=1.)

Notant, pour ~ _ E R2 (n), U (~) _ (r (I>i, = r (1>, 1», on
obtient alors le résultat suivant :

(1 .9) PROPOSITION. - = E (R2 e ~ R1(n) et f E C1P (Rd),
on a,

pour i=1, ..., d et l entier ~ 0:

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



439CALCUL DE MALLIAVIN ET CHAÎNE DE MARKOV

[det (M) désigne le déterminant de la matrice carré M et 

l’ensemble des tableaux à trois indices désigne
l’ensemble des matrices d x d à coefficients réels.]

Preuve de ( 1. 9). - Soient g : M (d) - R l’application qui à une matrice
d x d associe son déterminant et h : M (d) - M (d) l’application qui à une
matrice d x d associe la transposée de sa matrice des cofacteurs.
On pose = g (U (W)’ + 1 . (U (4Y)) . e . D’après l’hypothèse faite sur

~ on a : Ri (n) pour tous k, j car Ri (n) est stable par C; et car g
et sont des fonctions polynômiales. Or :

On applique alors ( 1. 8) avec ~=~~ et on somme sur j entre 1 et d.

On obtient alors :

Hk est bien une fonction de U (~), L (~), r (U (~), ~) et r (0, ~) car r
est un opérateur bilinéaire vérifiant, si F E Cp (~n) et si

D’où la proposition (1.9). N
On pose, pour m ~ I , a réel >_ 1 et j =1, 2, ..., m :

Lorsque m =1 on note, pour simplifier Un (a) au lieu de 1, 1).

Vol. 28, n° 4-1992.
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Les processus (U: (a, m, vérifient des équations aux différences
aléatoires du même type que celle qui a été étudiée dans [4] (cas où a =1
et m =1 ).

Ils sont à valeurs dans l’espace M (d)s des matrices d x d réelles symétri-
ques de type positif et on a plus précisément :

(extension immédiate du cas où a =1 étudié dans la proposition (2. 22)
de [4]) et, avec les notations :

on obtient, pour a >_ 1, m >_ 2 et j =1, 2, ... , m

[par la méthode de la proposition (2.22) de [4] : voir l’appendice.]

Les résultats de [14], IV, entraînent aisément sous (Hl (1» et (H;)

que, pour m, j fixés et a ? 1 fixé tel que a1 03B4 (Rappel :

Õ = z)~), (Xn, On (a, m, j )) converge en loi lorsque n tend
def x, z

vers +00. Notant Û~ (a, ~,7)) la loi limite, on peut passer à la
limite dans la formule d’intégration par parties ( 1.10) avec ~n = Xn _ m (et
avec e convenable et qui sera explicité au II).

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques
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Pour obtenir des conditions de régularité pour la densité de ~ il

faut d’une part itérer la formule d’intégration par parties (1.10) après
être passé sur l’espace ~ , P) (partie II) et appliquer un lemme
classique de régularité [le lemme (4.1 ) de [ 1 ], chapitre II, que l’on réénon-
cera au II]; il faut d’autre part donner des conditions entraînant que

m, j)) -1 E L9 (P). ( l~oir la partie III.)
En réunissant tous ces résultats on obtient les théorèmes suivants :

L rappelons que S, ~ a . (resp. ex.’) et y== - ~ ont été introduits respectivement
dans les conditions (H~), (B) [resp. (B’)] et (CF) et que, A [resp. A’] ont

été introduits juste après la condition (GD) .

(1.17) THÉORÈME. - (a) Sous les conditions (Hl (r)) avec r = p + d+ 2 (resp.
avec r = p + 2), (H;), (B), (CF) et si

la probabilité invariante ~ a une densité de classe CP.

(b) Sous les conditions (H ~ (r)) avec r = p + d + 2 (resp. avec r = p + 2),

(H;), (B), et si A  Y 2 dq pour q = (p + d + 1)2 (p + d + 2) (resp. pour
q = d (p + 1 )2 (p + 2)), la probabilité invariante ~ a une densité de classe CP.

(c) Lorsque l’on a (B) avec A = 0 ainsi que (H 1 (00)) [ou (00))], (H 3)
et (CF), 11 a une densité de classe C°°.

( 1.18) THÉORÈME. - Sous les conditions (H 1 (r)) avec r = p + d + 2 et avec

8r = 0, (B’), (GD), et (H3 (q)) avec

alors ~ a une densité de classe CP.

Remarques. - 1. Le théorème ( 1.17) peut s’appliquer en supposant (BF)
au lieu de (B) et en remplacant A par [ Voir les applications données
dans les corollaires (1.24) et (1.25).] .

2. L’utilisation de (resp. des m, j)] pour a > 1 ~on verra
plus loin qu’il faudra que ~2014~) à la place de [resp. des

Un (1, m, j)] permet d’améliorer la condition imposée sur ce, y et 03B4 dans

Vol. 28, n° 4-1992.
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(1.17). (Avec a= 1 on obtient seulement avec les mêmes valeurs
de q dans chaque cas.)

3. Toujours concernant le théorème (1.17), dans le cas particulier où p
est de la forme : (et sous BF), on a S=y et on est
ramené à la condition (on obtiendrait si on prenait a =1 ).
Il semble qu’on ne peut pas améliorer plus ce type de condition. (Voir
l’exemple considéré dans l’appendice en dimension 1.)

2. Applications

1. Application à certains processus markoviens de sauts .

Comme dans [4], on peut appliquer directement les résultats précédents
à la probabilité invariante 11 d’un processus markovien de sauts 
à valeurs dans Rd, solution d’une équation stochastique de la forme :

avec c : IRd x E - (Rd, où E est un ouvert borné de ~ et avec y mesure
de Poisson sur de compensateur [et avec

En posant

on associe par (1.1) à une chaîne de Markov de répartition
invariante 11 et on a une transcription immédiate du théorème (1.17) pour
l’étude de la densité de 11.

2. Équations aux différences aléatoires (cas indépendant)
On considère le cas particulier de (1.1) où (p est de la forme :

( 1.1 ) s’écrit :

C’est une équation aux différences aléatoires [cas indépendant : la suite
(A (Zn), est formée de variables aléatoires indépendantes de
même loi]. ( Voir [5] ou [ 10] . )

Introduisons alors l’hypothèse (Hl’ (r)) suivante (avec r entier >_ 2).

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques
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(r)) A et B sont de classe C~ avec dérivées partielles jusqu’à l’ordre
r bornées.
E étant borné, entraîne que A et B sont bornées.
D’autre part la condition s’écrit dans le cas considéré :

(H~) S = sup JI A {z) ~~  1 (norme opérateur).
def ZEE

Remarque. - (H~) entraîne, de manière classique l’existence et l’unicité
de la probabilité invariante et aussi que ~ est à support borné (Voir [5]
ou p. 166 de [4]).

Les conditions (C) et (Cp) deviennent ici :
(C’) A (z) est inversible quelque soit z e E.
(Cp) A (z) est inversible pour tout zEE et sup ~ A -1 (z)~ = b  + oo .

On pose aussi

Ci s’écrit ici :

On a alors le corollaire suivant du théorème ( 1.17).

~ 1. 2~.j COROLLAIRE. - Si cp vérifie (1 . 2 1) on a :
(a) Sous les conditions (H~’(r) avec r=p+d+2 (resp. avec r = p + 2),

(H"3), (BF) et et SZ de plus OCF  Y 2 dq pour que

la probabilité invariante ~ a une densité de classe CP.
(b) Sous les conditions ~2)), (H~), et et si de plus

[resp. pour q = d (p + 1)~ (p + 2)], la probabilité, invariante 11 a une densité de
classe CP.

(c) Lorsque l’on a avec a~ = 0 ainsi que les conditions (2), (H~)
et (C~), 11 a une densité de classe 

Remarques. - ~ . On a 2 (p + d + 1)  2 d (p + 1) lorsque d >_ 2. Si on

impose au (a) du corollaire précédent plus de régularité sur cp on demande

moins sur q dans la condition ce  Y 2 dq et inversement.ô

Vol. 28, n° 4-1992.
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2. Au (b) du corollaire ( 1. 24) les valeurs de q à comparer, pour la
même condition de régularité sur p, sont (~+~+1)~.(/?+~+2) et

d(p+ 1)2 (p+2). Pour d>_2 on a (/?+J+1)~.(~+~+2)J(~+1)~+2)
pour p suffisamment grand. On utilisera donc l’une ou l’autre des condi-
tions de [(1.24), (b)] en fonction des valeurs de d et p considérées (ainsi
que celles de a, y et 8).
Dans le cas particulier où A ne dépend pas de z, (BF) s’écrit sous la

forme suivante :

et on a le corollaire suivant de ( 1.17).

( 1. 25) COROLLAIRE. - Si (p vérifie ( 1.16) avec A matrice constante

inversible telle gue 8 = !! A !!  1 pose y = -2014~2014,
def ~A ~

plus B classe Cb avec r=~+~+2 (. avec r = p + 2) et
/ y2 B~

SZ (Bp) et ap  (1 03B4) pour
B S /

alors 11 a une densité de classe CP.

(b) de plus B est de classe Cb, si on a (BF) et 
/ y2B 

pour
. B8/

q = (p + d + 1 )2 . (p + d + 2) (resp. pour q = d (p + 1 )2 . (p + 2), alors ~ a une

densité de classe CP.

(c) Si de plus B est de classe Cb et si on ~a avec alors 11 a

une densité de classe C 00 .

Remarques. - 3. L’hypothèse [] A ]]  1 signifie que les valeurs propres
À de A (réelles ou complexes) sont telles que 1 À  1.

4. Lorsque A = À . 1 avec À réel non nul et tel que 1 Â  1 et avec 1

matrice identité d’ordre d, on a 03B4=03B3=03BB et la condition ce  se

réduit à ce  

5. Lorsque A a toutes ses valeurs propres réelles et est inversible, on

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques
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II. LES ITÉRATIONS ET LES CONDITIONS GÉNÉRALES
DE RÉGULARITÉ CORRESPONDANTES

1. Le schéma d’itération et la famille de processus associés

Rappelons tout d’abord les deux résultats classiques qui sont à la base
de l’étude de la régularité de la densité des lois étudiées par le calcul de
Malliavin [Voir [1]; (a), (ii) s’obtient au moyen de la transformation de
Fourier, (b) et (a), (i ) par la théorie des distributions].

(2 . 1) PROPOSITION. - Soit 03A6= (03A6i)i~d une variable aléatoire d-dimension-
nelle. On a d’une part :

(a) si n >__ 1 et s’il existe Cn > 0 tel que, pour toute f E C~ tout multi-
indice ce tel que |03B1|~ n, on ait :

alors :

(i) si n = 1 , la loi de 03A6 a une densité par rapport à la mesure de Lebesgue
de (~d,

(ii) si n >_ d + 1, la loi de 03A6 a une densité de classe 
D’autre part on a :

(b) si n >__ 1 et si, pour tout multi-indice ce tel que 1 03B1| ~ n, il existe une
variable aléatoire réelle pour un E > 0, telle que, pour toute

f E C~ on ait : 
’-

alors la loi de 03A6 a une densité de classe C" -1.
On utilisera la proposition (2.1) au II.3 sur l’espace de probabilité

(0, ~ , P) introduit en (1.16).
On va présenter les itérations de la même manière qu’en [ 1 ], II. 4-b et

utiliser les même notations que [2].
Soient m entier ~ 1 et n entier >_ m fixés. On se donne m opérateurs de

Malliavin Ll, ..., Lm sur R2 (n) de la forme ( 1. 6) n) pour
un 1 et pour j =1, 2, ..., m] et les opérateurs carré du champ corres-
pondants ri, ..., rm sur Ri (n) x R 1 (n).

Soit 1> = E (R2 
On pose, lorsque m = 1 , ri = r et LI = L et :

Vol. 28, n° 4-1992.
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Si on a ~2~2, on définit tout d’abord :

(2.5) Pour n >__ m et j = 1 , 2, ..., m, R i (n) _ ~ F (Z 1, ..., Zn): avec F
de En dans R telle que, pour tout l’application partielle
zl --~ F(ZI’ ..., zn) soit de classe C~ pour tous ..., ... , zn
fixés } .
On pose alors, pour m >_ ~

Si Cr (4Y) est bien définie, on note Wr la variable multidimensionnelle
dont les composantes sont toutes les variables aléatoires réelles qui consti-
tuent Cr (1». Soit l’espace dans lequel Wr prend ses valeurs.
On a alors, en appliquent ( 1.10) avec 0=F(Wr) et avec /=0 et en

posant :

Le résultat suivant :

(2 . 8) PROPOSITION. - E (R2 (n))d et si pour r entier _>_ 0,
on a Cr (1» ~ Ri (n) lorsque m = 1 (resp. si Cr (1» ~ R i+ 1 (1» avec r _ n~ -1
lorsque m > 2), il existe, pour toute F E C~ et tout i = 1 , 2, ..., d, une
application ~F E C~ (Er + 1) telle que, pour toute fe c~ (I~~), on ait :

[lorsque r = 0 on a Co (D) ~ Rl (n) puisque ~ ~ (R2 

(2 .10) PROPOSITION [ Itérations de ( 1.10) lorsque rn =1 ]. - Si

03A6=(03A6i)i~d~(R2(n))d et si, pour k entier _>_ 1 et r entier ~0, on a

(~) S Rl (n), alors il existe, pour toute F E et pour tout entier
une application ~, ~ dont les composantes sont dans C~, (E~+k) telle

que, pour toute f E C; ((~d) on ait :

Preuve. - On a (2.11) pour k= 1 en appliquant la proposition (1.9)
avec 0=F(Wr). Lorsque l’on a k ~ 2 on commence par appliquer ( 1.10)
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à 0 = F (W,) et /’ = 2 (~ -1) + /. Cela donne :

= E (det (U (1»))’ + 2 (k -1 ) A~, 1, l + 2 (k -1 )] ~
En posant on obtient,

par récurrence que : 
’ ’ ’ ’

E (det (U (~)))l + 2 k . F (Wr)] = E (det (U (~)))~ Fk 
D’où la proposition (2 .10). .
Pour pouvoir appliquer (2. 9) ou (2 .11 ) et faire tendre n

vers + oo, on pose tout d’abord :

(2 .12) Cr (n) = Cr (X:) lorsque cette classe est bien définie et on note :
Wi (a, r, m) la v. a. multidimensionnelle Wr associée 

Remarquons tout de suite que :

(2.13) si ~1, la condition (Hi (r+ 1)) lorsque m =1 [resp. (H~ (r+ 1»
lorsque ~~2] entraîne que, pour tout ~~, la classe Cr (n) est bien définie
(resp. : bien définie si de plus Y _ m).

[C’est immédiat à partir des définitions (2 . 4) et (2 . 6) des Cr (n) et de
(2 . 5).]
On va maintenant étudier les suites de v. a. (W: (a, r, 

cas : m =1.

Soit a > _ 1 fixé. On notera (Wi (a, r)) au lieu de (Wi (a, r, m)). Supposant
que (H 1 (r + 1 )) est vérifiée, notant L (a, n) l’opérateur de Malliavin

Li, i (a, n) et r (a, n) son opérateur carré du champ h 1, 1 (a, n), on pose,
comme dans [2] (qui traite le cas où a =1 ) :

Co (n) est formé des composantes de Y (0): [et 0) = Un (a)],
C 1 (n) de celles de Y (1): et Y (2): [et l)=r(Y(l)~Y(2)~
Cr (n) est formé de celles de Y (0):, y (1):, ..., Y (2 r -1 )n et Y (2 r)n,

[avec W: (a, r) = (Y (0):, Y (1):, ..., Y (2 r -1)n, Y (2 r)~)].
On a alors le résultat suivant :

(2.15) PROPOSITION. - Si est les processus Y {q)n,
pour q = l, ..., 2 r, sont solutions d’équations aux différences aléatoires du
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type suivant :

[Bq (Xn _ 1, Zn) lorsque q = 0; voir aussi dans (2 .17) le sens de Aq . Y.]
avec .

et avec

Preuve de (2 . 15). - Le rèsultat a été montré dans [4] pour q = 0, 1 , 2
lorsque a =1.
On a :

Supposons le résultat vrai jusqu’au rang q + 1.
On pose ..., Zn) et ..., ZJ.
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Par l’hypothèse de récurrence on a :

Or

Si l _ n -1, on a alors :

De plus,

D’où

avec :
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Montrons par récurrence que, si 6~+~=0, on a, pour q = 2 p ou 2 p + 1
entre 1 et 2r:

et

La propriété est vraie pour ~=0.
Supposons la vraie jusqu’au rang p-l où 
Par (2 . 20) et (2 . 21 ), lorsque x et z sont fixés, les B~ sont des polynômes

en les composantes des y (q’), donc en dérivant B~ par rapport à y (q’), on
diminue de 1 la puissance des termes en y (q’).
Or par (2 . 2 1 ) :

On voit donc que pour q = 2 ( p -1 ), le i va

augmenter de 1 la puissance du polynôme de B2p-2’ et si q = 2 (p - 1) + 1 ,
le terme ~(2p)~~D,~(p-i))B2(~-i)+i(~~(0),...~(2;7-l)~)~ ] va

être majoré à une constante près par car par l’hypothèse de
récurrence y (2 ( p - 1 )) apparaît à l’ordre 1 dans 

Lorsque 8r + i > o on obtient (2.18) à partir de (2.21) de manière
immédiate. []

2e cas : m >__ 2.
On suppose que (H[ (m+ 1)) est vérifiée. On pose pour a > 1 fixé et

pour j =1, 2, ..., m :

Cm (n) est formée de toutes les composantes des processus définis en (2 . 22)
[et m) est égal à (Y (~7))~, de (2 . 22)] .
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On a alors le résultat suivant :

(2 . 23) PROPOSITION. - Si (H’1(m+1)) est vérifiée les processus

(Y (q, j)~),~ > a, où q ~ 1, définis en (2 . 22) sont solutions d’équations aux
différences aléatoires du type suivant

(m), Zn (m)) lorsque q = 0]
avec

et avec

[L’extension à q = 0 et 1 du résultat pour m =1 s’obtient très facilement
en considérant cpm au lieu de (p. Le passage aux autres valeurs de q se fait
par récurrence sur q sans difficulté par la méthode de la preuve de (2.13)
avec cpm au lieu de (p.]
On notera dans ce qui suit :

(2.28) PROPOSITION. - Supposons que les hypothèses (H 1 (r + 1)) avec

et (H3 (r + 1) ! 1)) avec l > 0 soient vérifiées, alors, pour tout q tel que
2 q (resp. 2 q + 1) soit inférieur ou égal à 2 r, on a, si a =1 :

[r~.supE[~(2~+t)J!~""~~’’]+oo.]
n ~ N

et en particulier, sup É y (2  + 00.
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Montrons d’abord que l’hypothèse (H3 (p)) implique que :

On a :

Or

D’où

De même,

Donc pour ou 1.
n ~ N

Supposons maintenant (H3 ((r+ 1) ! 1)) vérifiée.
Le calcul précédent montre que r y  + oo pour q = 1

ou 0.

Supposons le résultat de la proposition (2 . 28) vrai jusqu’au rang q -1,
avec 0~-1~-1
On a :
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On a utilisé dans te calcul précédent les inégalités de Hôlder et la

proposition (2.15).

Posons /’ = l(r+1)! on a donc (q + 1) /’ = (r+1)!, donc par l’hypothèse
(?+1)! ~!

de récurrence, sup[~(q’)n~(+1)l’)]+~, ~q’~2q-1.
.

Donc déduit que :

On montre le résultat de la même façon pour Y (2 q + 1 )n, le terme en

Y (2 q)n n’intervenant qu’à l’ordre 1 dans 

En faisant q = r, on a donc

(2 . 29) PROPOSITION. - Si (Hi (r + 1») (resp. H[ (r + 1) et r = m) est véri-

fiée ainsi que (H%) et si [(avec 8= z)II), alors onÎ Jô Î x, z

a :

Preuve de (2 . 29). - Il suffit de montrer que sup Il Il (resp. :

appartient Loo(P) pour ~=0,1, ... , 2 r [resp. : pour

j =1, 2, ..., m et ~2(~-/+1) et j  m lorsque ~~3]. Or, d’après

(H;) et comme a103B4, on obtient, par récurrence sur q, que

sup Il Aq (x, z(m))~1 pour tout q. Comme d’autre part 11 est à support
x, z (m)

borné [conséquence de (H 3) et Hi ( 1 )) : voir l’appendice], on obtient

facilement, par récurrence sur q, que sup ~ Y (q)n Il e L~ (P) [resp. :

on utilise (2.18) [resp. (2 . 26)] et le fait que

x, z (m) 
,

Vol. 28, n° 4-1992.



454 A. COQUIO ET J. B. GRAVEREAUX

2. Comportement quand n - + oo des Wn (a, r, m)
On étudie directement le cas général m >_ 1. On a le résultat suivant :

(2 . 30) PROPOSITION. - Si (H i (r + 1 )) (resp. : (H~(r+1») et r = m) est

vérifiée ainsi que (H;) et si a E 1 1 alors :

(Xn (m), Wn (a, r, m)) converge en loi lorsque n ~ + 00.
Preuve de (2.30). - Comme dans la partie IV de [4], on associe à la

chaîne de Markov stationnaire (Xn, Zn + l)n ~ 0 sur (0, ~ P) une chaîne
indexée par Z, à valeurs dans E, définie sur un espace auxiliaire
(Q*, ~*, P*), stationnaire de même probabilité de transition que

(avec 11 x À comme probabilité invariante).
Notant cette nouvelle chaîne de Markov on aura

pour p entier >__ 0, nEZ et m entier _>_ 1, avec la notation

Zi (m) = (Z~1 _ 1 ~ m + 1, ... , le résultat suivant :

[2 (U) désigne la loi de U.] .

On a la première égalité car les deux chaînes de Markov ont la même
probabilité de transition et la seconde par stationnarité de la chaîne
(X~, 

Soit m == 1 et q entier 0 et 2 r. On considère sur (Q*, ~ *, P*) le processus
défini par :

est une série de v. a. et a, pour tout n, même loi que 9 (q)"
[par (2 . 31 ) et en itérant (2 .16)]. Comme (Y (q)n )n >_ 0 converge dans Loo (P*)
[c’est immédiat à partir de la preuve de (2. 39)], on aura aussi convergence
dans L-(P*) de défini par : Wn (a, r) = (Y (q),*)q ~ 0,1, ... , ~ r~
Notant W~ (a, r) la limite de cette suite, (a, converge dans
L~ (P*) vers (XS, W*~ (a, r)) lorsque n~+~.

-

Comme on a : r))=F(n,n(a, r)) [par (2 . 31 )] on en
déduit la proposition (2. 30) dans le cas où m = 1. Le cas général se fait
exactement de la même manière à partir de (2 . 31 ) en considérant
X,* (m) = X~ ~ au lieu de X,* et en utilisant (2.24). N
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3. Résultats généraux sur la régularité de 11

Soit aell, 1 03B4 [. La proposition (2 . 30) nous permet d’intégrer par

rapport à q la formule (2. 9) considérée avec 03A6= X§ m. On obtient en
posant l~~ (a, -"!, 1) = det (Ù~ (a, m, 1)) : -

Les propositions (2. 29) et (2. 30) nous permettent de faire tendre n vers
+ 00 dans (2 . 33). On prendra f~C1b (Rd) et F ~ C~P(El); on obtient si

(a, m, 1) = det (U 00 (a, m, ~) :

En utilisant (2. 34), le fait que Xoo ait pour loi 11 et la proposition (2.1)
on va prouver que l’on a les résultats suivants :

(2 . 35) THÉORÈME. - (a) Si on a (Hi 1 (r)) avec r = p + d + 2 (resp. avec

r = + 2 (H %) et s’il existe a E 1 
i 

tel que ~(a)-q~L1 (fi) pour

q = 2 (p + d+ 1) (resp. un q > 2 d (p + 1), alors ~ a une densité de classe CP.
(b) Si on a (H[ (r)) avec r = p + d + 2 (resp. r = p + ~), (H;) et s’il existe

a e 1, 
1 

tel que, pour tout j =1, ... , m, on ai t (a, L 1 (P)

pour [resp. q~>d(p+ 1)(p+3-j)~, alors r~ a
une densité de classe CP.

(c) Si on a (Hl (00)) (resp. (H~ (00 »), (H;) et si, pour tout q >_ 1, il existe

a E [l, ~~ [ tel que Qoo {a) ~q E L~ (fi) (resp. si, pour tout m >_ 2 et tout

=1 ... m, il existe a E 1 1 [ tel que ~ (a, (1)) pour
.

qj=m(m+2-j) alors ~ a une densité de classe C°°.

Preuve. - 1. Démonstration du (a) (cas où m = ~ ). - (i ) De (2 . 34) et
de l’expression explicite de H1 donnée en ( 1.11 ) on déduit, en prenant

l )) . Qoo(a»)-13-2 à la place de F,
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avec telle que T(M)=0 si et si

1 M 1 ~ 1 et en faisant tendre r vers + 00 que:

pour et F~C~P (El), avec (EI + 1 ).
[La preuve est identique à celle du lemme (4.14) de [1] ] qui ne repose

que sur la formule (2. 34).]

(ii) Les itérations.
Soit f E Cr (/Rd) et soit ce un multi-indice d’ordre 1 = n avec a = i, i )

où 1 = ~ - 1. On applique (2. 36) avec F = 1. On obtient donc

Les hypothèses du (a) de (2 . 35) entraînent que si n = p + d + 1 (resp.
n = p + 1), on peut appliquer (2. 36) n -1 autres fois. Ce qui donne :

avec Ha E Cp~ (E~). D’où le (a) du théorème (2 . 35) à partir de la proposition
(2 .1 ) [et en utilisant le fait que Ü 00 (a, 1) E L~ (P) pour 1= 0, 1, ..., n].

2. Démonstration du (b) (cas où m >_ 2). - (i) Par la même méthode de
troncation que la preuve de (2.36), on obtient à partir de (2.34), pour

(2.38) avec Ki fonction de classe CP pour laquelle, pour tout w fixé,
..., ..., si+ 1~ w) est une fonction polynôme en

sl, ... , sl + 1 ne contenant que des monômes de degré total

j+3
... + 03B2l+1 ou si l >_ 1 (resp. si 1= 0) le degré en de

+2
chaque monôme étant 2. ( Voir l’appendice.)

(ii) Les itérations.
On prend m=p+d+ 1 (resp. p + 1).
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Une première application de (2 . 38) avec 1= 0 et [qui correspond
à (2 . 29) avec 0~ (a, m, 1) au lieu de 0~ (a)] donne si F = 1, pour a multi-
indice tel que 1 cx 1 = m et cx = i) et f~ Cr 

En appliquant à nouveau (2.38) m -1 fois (avec Pi = 2 et fi~ = 0 la
première fois) on obtient :

avec La de classe Cp~ pour laquelle (si, ..., sm) ~ La (sl, ..., sm, w) est
pour tout w fixé une fonction polynôme en si, ..., sm de degré total
3 m -1, le degré en S j de chaque monôme étant compris entre 2 et m - j + 2.
D’où le (b) du théorème (2. 35) en utilisant la proposition (2.1), le fait

que W ~ (a, l, m) E L~ (P) pour tout 1 = 0, 1, ..., m et l’inégalité de Hôlder.
[Suivant qu’on utilise (a) ou (b) de (2.1) il est nécessaire que

(~ ~ 1 (a, (resp. Lq (P) pour un et il y a

m «matrices de Malliavin» Qoo (a, m, j).] D’où la condition suffisante :

Q i ~ a, m, j> e L"’ "’ - 1 + ~> fi> . 
-

3. (c) se déduit facilement de (a) et (b)..
Voici maintenant le résultat général de régularité de ~ qui sera utilisé

pour prouver le théorème (1.18).

(2 . 40) THÉORÈME. - Si on a avec r = p + d + 2 et avec s’il

existe E > 0 tel que l’on ait (H3 (qo)) avec :

et si (1)-ql ~L1 1 (i» avec ql = 2 (p + d+ 1) + E, alors ~ a une densité de
classe CP .

Preuve. - Soit ll~ ~ f~ définie par

On a donc si (H 1 (r -1 )) est vérifiée, on peut appliquer (2.10)
YI = U: (1). D’où l’on obtient :
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où (Yr-l) est définie par :

(2.42) LEMME. - On a :

où Gk,r-1 a des composantes qui sont des polynômes vérifiant :

[ Voir [2], lemme (2 .13) pour la démonstration de ce résultat.] 

~ 

On déduit du lemme (2.42) grâce au théorème de Fubini appliqué à P
.:: 

que l’on a, avec m = r - 1 :

d’où

Par le lemme (2.42),
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On a aussi :

Supposons que (H3 soit vérifiée pour

On a alors par la proposition (2. 28) :

On en déduit que :

indépendante de q.
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Les conditions (H3 (a)) et (Hi(m+2)) impliquent d’après [4] que
(Xn, On) converge en loi vers 0~), on en déduit que :
Il E (det 000 (1»2 m (det 000 (1»] Il

m

Donc si (det Ù 00 (1) -1 appartient à L2mpl, on en déduit par passage à
la limite quand q tend vers +00 que  K ~ ( f ( ~ ~, d’où le
résultat par le lemme (2. 42).
On obtient le théorème en posant

Remarque. - En posant E = 2 m, on obtient l’énoncé plus simple suivant :
s’il existe m ? d + 1 tel que

soient vérifiées et tel que (det ~ ( 1 )) -1 EL 4 m,
alors 11 admet une densité de classe CP avec p = m - d -1.

III. ÉTUDE DE L’INTÉGRABILITÉ 
ET APPLICATION

1. Introduction et résultat général

Quelque soit (a, m, j), avec m entier ~ 1 et j entier entre 1 et m, la suite

m, est à valeurs dans M (d)s et vérifie, d’après ( 1.13) et

( 1.15) une équation aux différences aléatoire de la forme suivante :

Posons ..., zmEEm et :
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On a alors, pour tout n > 1 :

On pose également :

(avec 
et on considère si d> 1 les conditions (I), (IIq), (III) et (IVq) suivantes.

(IIq) Si m =1 :
~ il existe un ouvert D inclus dans [Rd tel que (D) > 0 et tel que

Vae]0, q (D)[, 3 D~ > 0 tel que

~ il existe c appartenant à ]0, 1 [ et il existe pour 11 presque tout x de D
et pour tout y de Sd - 1 un ensemble ouvert E (x, y) de E contenu dans

tels que :

et

(ii) À (E (x, y)) >_ c.
Si m > 1 :
~ il existe ce]0, 1[ [ et il existe, pour ~-presque tout et pour

tout un ensemble ouvert E (x, y) de Em contenu dans

{ z : C (x, z(~))(~)~0} tels que :
(i ) ~, (E (x, y)) >_ c

et

(s désigne la répartition uniforme sur la sphère unité centrée en 0 notée
Sd _ 1.~
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(III) il existe ~ E ]0, 1 [ telle que, pour q-presque tout x E pour tout

y E S~ - {0} et pour À-presque tout z (m) E Em on ait :

(IVq) On pose

si m =1 et A =1- c si m > 1. Les constantes de (I), (IIq) et (III) sont telles

que : 2dR  1 et A -  1.
ç

On a alors, lorsque d > 1, le résultat général suivant :

(3 . 5) THÉORÈME. - (a) (I) entraîne que (~n (m), Un) converge en loi

lorsque n - + 00. On note (Xoo (m), U (0) la loi limite [:Roo (m) a pour loi T)].
(b) Si on suppose, en plus de (I), que (IIq), (III) et (IVq) sont vérifiées,

alors 

Le (a) est un cas particulier de l’étude faite en II.2 de la convergence
en loi de l, m)) quand (cas où l = o) dans le cas
où 8 1 et sinon c’est la même démonstration que dans [4].
Le paragraphe 2 sera consacré à la démonstration du (b) de (3 . 5). Au

paragraphe 3 on appliquera le résultat général (3 . 5) aux suites

(Un ((a, m, et à leurs lois limites.

Remarques. - 1. (a) Si d =1, on peut utiliser B au lieu de C et l’étude

est plus facile. E (x) remplace les E(x, y) et (IIq) (ii) devient

E E (x) 03BB(dz)(B(x, z))dq~(dx)+~; (III) devient pour

11 x À-presque tout couple (x, z(m)).)
(b) De même si d > 1 et si on considère det (B (x, z (m))) au lieu de C et

des ensembles E (x) tels que z (~))) ~0}, on a une
étude plus facile avec des conditions plus fortes que (IIq) et (III).

2. La condition (III) entraîne que, pour q x À-presque tout (x, z (m)),
on a det (D (x, z (m))) >_- ~d.

[Considérer (D (x, z {m)))T . D (x, z {m)) et utiliser le fit que, pour une
matrice symétrique réelle U, pour tout y de !R2 entraîne

que ]
3. L’étude faite dans la partie V (a) de [4] dans le cas où m =1 et où

D (x, z) = Dx (p (x, z) s’étend et montre que, sous les hypothèses du théo-
rème (3.5), U 00 est P-ps inversible.
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2. Preuve de (b) du théorème 3.5.

A. compléments

On étudie le cas où m = 1 pour alléger les notations et car le cas général
s’en déduit immédiatement :
On a tout d’abord :

1

[Par (3.3) et (3.4) Ùn = A ° lÙn - 1 ~‘ C pour

n >__ ~ , d’où le résultat par récurrence sur n.j
Posons, pour n > ~ , k=O, 1, ..., n -1 et 

On a alors par (3.2),
tout n~1 et tout y~Rd :

et aussi

[pour obtenir (3 . 9) appliquer k fois l’égalité

On considère les applications T~ de fi x [Rd dans fi suivantes; on pose :

[Les membres E (x, y) ont été introduits dans la condition (IIq). Quitte à
remplacer E (x, y) par un plus grand ouvert on supposera lorsque m> 1

que c’est le plus grand ouvert sur lequel la condition (ii) de (IIq) est

vérifiée.]
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Posons :

On a alors pour r >_ 1 :

Si y E on pose :

Rappelons maintenant un résultat classique (lemme 7.29, p. 92 de [ 1 ]).

(3 .14) PROPOSITION. - Si U est une matrice d X d symétrique définie
positive, alors on a :

(11.11 I est la norme euclidienne sur IRd et r désigne la fonction gamma
usuelle.)
On va utiliser la proposition (3.14) et les fonctions cpu suivantes pour

obtenir l’intégrabilité de 
Pour u > 0 et pour ensemble des matrices symétriques de

type positif (non nécessairement inversibles) on pose :
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Pour chaque M>0, cpu est continue et bornée ( par

On aura donc convergence de É (Û")] vers E lorsque ~~+00.

B. Étude des É 

On cherche à majorer uniformément en les quantités positives
É (Ûn)]. Pour cela on commence par poser, pour u > 0 :

On a alors, pour tout u > 0 et pour toute U E (M (d))S :

Il suffit donc de considérer les quantités positives É [Bf u (Ûn)].
Notant :

on a l’inclusion évidente suivante pour tout n >_ 1 :

En utilisant (3 .19) et (3 .17)

On va étudier les termes de droite de (3 . 21 ) dans la proposition suivante
en précisant certains éléments liés à la valeur de m.

(3.22) PROPOSITION. - (a) L’application

est, pour tout n >__ 1 et tout k = 0,1, ..., n - 1 , fi x A-intégrable (A désigne
la mesure de Lebesgue sur et on a : 3 no E N tel que, V k >_ no, d n >_ no :
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avec

(b) 3 n0 ~ N tel que ‘d n >_ no, ~ u > 0 on ait :

Preuve de (3. 22). - (a) Posons

1. Montrons d’abord le (a) pour 10’

Par suite, en faisant le changement de variable y - o ( y) pour
co fixé dans un ensemble de probabilité 1 (y ---~ est une transformation
linéaire bijective de f~~ sur IRd pour tout (co), on obtient, par la
condition (III) et la remarque 2. et après intégration par rapport 

[car Zn) a pour loi x À]
d’où

d’où le (a) pour 
2. Montrons (a) pour ~ ? 1.
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En utilisant (3 .11 ) et (3 .12), on a : .

et

Or par (3 . 7) 0 yn, s’
On a de plus par (3 . 8)

On fait le changement de variable y -+ pour M fixé donc

On voit que l’expression ne dépend que de Zp) avec 
Donc par la propriété de Markov, on a la même chose en rempla-

çant avec n - s _ p  n par où 1 ~ p ~ s + 1 d’où

devient en posant [par
(3 .13)]

d’où

Soit et n (D)[ et q = [(s + 1 ) . r] ~ partie entière).
On définit la suite de temps d’arrêt Sp par :
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On a alors :

or

d’où par la propriété de Markov et car À (E (x, y)) > c, on a :

De plus,

Or par no (r) tel que V s >_ no

On a donc

Or, Dr décroît avec r et ( - r Log ( 1 - c)) croît avec r, donc
sup ( - r Log ( 1- c) A Dr) est atteint en en ro E ]o, r~ (D)] donc 3 no E N

a e (D)[
k

tel que P ]~KAk+1 où A est donnée dans (IVq).

On a

par (3 . 1 2), de plus yT On y >__ u ~ 2 Il y 112 par (3 .19) si (00, y) E Hn (u) donc

en faisant le changement de variable w = Yn, (y) et en utilisant le
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fait que det
(I), on a :

or Y-1n,n-1 (o) ( y)) E R7 est équivalent à E (y)
donc

et par le même calcul que dans le (a) :
3 no tel que ont ait :

On déduit immédiatement de (3.18), (3.21) et de la proposition (3.22)
que l’on a :

on ait :

(c) Passages à la limite (en n --~ + oo puis en u -~ 0). On a déjà vu que :
lim 

n -’+(0)

Sous la condition (IVq) on obtient, en faisant tendre n vers + oo :
É [cpu (Û~)j _ K où K est indépendante de u.
On a donc si :

Orona:
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En utilisant l’inégalité de gauche de (3. 15) on obtient donc, avec la
remarque 3 que :

[(det (~))- q]= [(det (~))- q).1{det(~~0}]~
1 0393 (q)d

[03C6 (~)] +~.

D’où le (b) du théorème (3.5)..
3. Applications du théorème (3.5)
A. Cas où m = 1.
On va montrer le corollaire suivant de (3.5) :

(3.25) COROLLAIRE. - (a) Sous les hypothèses (Hi 1 ( 1 )), (H3), (B) et

r i r
plus A 2014 , , alors il existe a E 1,1 03B4 [ tel que

(Ù plus A 8 ’ 
alors il existe Î Jô Î tel que

(det (~(a)))-q~L1().
(b) Sous les hypothèses ( 1 )) avec o = 0, (H3 ( 1 )), (B’) et (GD), si

A’(03B3 03B4) 2dq alors (det (~))-q~L1 (P).

par (CF).

où Da est donné par (GD) dans le (b) et si on a (H;), Da = inf 1 (Jl) où

Preuve. - On pose

et

Dans les 2 cas (a) et (b) on a (I).
D’autre part on a (III) dans le cas (a) et ~ = y dans le cas

(b) [car (Cp) est équivalente à : pour tous (x, z) E IRd x E et tout y E fR~- {0},
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Sous les conditions du corollaire on a :

(3 . 26) est clair sous l’hypothèse (B’) en notant cx pour simplifier le terme
a’ intervenant dans (B’). On notera de même A au lieu de A’ [sous (B’)].
Quant à l’hypothèse

[respectivement l’hypothèse (BF) où D est remplacé par S le support
compact de r~), elle implique que : .

(voir le 4) de l’appendice] et (3 . 27) entraîne d’une manière évidente (3.26).
(3.27) entraîne (II) avec

pour sous l’hypothèse (BF)].

2022 Si A  il existe alors oe’ E oc 1 [, 3 a E [ 1 , 1 03B4[ tels que A’  

avec ç = a y et avec A’ = exp { - sup ( - a Log a’ A Da)]} ce qui prouve
a e ]0, ~ (D)[

le (a).

~ Si il existe alors ce’ E ]ce, 1 [ tel que A’  Y ô avec 1; = y

et A’ donné comme précédemment, ce qui nous donne (IVq), d’où le (b).
B. Cas où ~2.
On va prouver qu’on a le corollaire suivant du théorème (3.5) :

(3.28) COROLLAIRE. - Sous les hypothèses (H 1 ( 1 )), (H3), (BF) et (CF) et
si de plus

alors il existe

tel que (det (Û 00 (a, m, j ))) - q E L 1 (P) pour tout j =1, ..., m .

Vol. 28, n° 4-1992.



472 A. COQUIO ET J. B. GRAVEREAUX

(pour un j entier entre -1 et m) et

On obtient facilement que Cm, j ne dépend que de x, zl, ..., z~ et s’écrit :

On obtient facilement les conditions (I), (III) et (IVq) à partir des
hypothèses de (3. 36) ainsi que (IIq) pour j =1.
Pour prouver (IIq) pour j = 2, ..., m on utilise (3.30) et on pose, pour

1 [ : 1

On a alors tout d’abord (IIq) (i) avec et c=l-cx’.

[car

et car

pour tout (x, z(/2014 1)) fixé].
Pour obtenir (IIq) (ii) pour ~~2, on fait le changement de variable en

direction

pour (x, z (/’)) fixé. Comme on a :
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et

on obtient, par définition de Cm, j et de y) :

avec x’ = (x, z (/-1)).
Par suite, en intégrant les deux termes de (3.32) par rapport à la

mesure 11 (dx) x ~ (~b (/)) et en utilisant la stationnarité de la chaîne

(la mesure image de par l’application
(x, z(/2014 1)) -~ (p~-i (~ est rt, on obtient que :

Des théorèmes (2.35) et (2.40) et des corollaires (3.25) et (3.28) on déduit
les théorèmes ( 1.17) et ( 1.18).

APPENDICE

1. (H1 (1)) et (H;) entraînent léxistence et l’unicité de ~ et que de plus
r~ est à .support compact.

On a déjà vu dans [4] que (H3 (q)), pour q entier >_ 1 , entraîne l’unicité
de la probabilité invariante. [Voir le début de V (a) de [4].)

D’autre part H 1 ( 1 )) entraîne que l’on a M = sup ~ cp (0,  + 00 (car
def z ~ E

Il P (0, z) Il P (0, + Z - et car E est borné).
Si 03B4 = sup Il Dx cp (x, z) Il (norme opérateur), on a Ô  1 ( par (H;)) et de

def x. z

Donc si K est la boule fermée de centre 0 et de rayon 20142014, la chaîne
1-8

partant d’un point quelconque du compact K reste dans K à tout instant.
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Par suite et de manière classique on en déduit l’existence d’une probabilité

invariante 11 ( on considère la suite

avec xo point de K, n désignant la probabilité de transition de la chaîne

et on utilise la compacité de K .
2. (Hl (1)) et (H3 ( 1 )) suffisent à entraîner l’existence de r~ .
D’après le théorème 2 de [9], si la chaîne est « faiblement fellérienne »

(c’est-à-dire si entraîne et si on a les « conditions de
Foster » et (F 3) suivantes, avec A compact, alors la chaîne admet au
moins une probabilité invariante.

Il existe un ensemble mesurable A de une fonction mesu-
rable positive g et un E>0 tels que : pour tout x E AC on ait

(H i ( 1 )) et la condition ô i = sup ( r Il D~ q> (x, z) [ [ . À (dz)  1 [plus
def x ~ oed JE 

faible que (H~ (1))] entraînent (Fi) et (F~) avec g (y) = )[ y [[ et avec A la
boule fermée de centre 0 et de rayon a si a>.

l - ô~

Remarque. - Les résultats de [9] permettent également de montrer que

(Hi (1)) et (H3 (q)) entraînent que l’on a :  + 00.

Autre méthode [sous les hypothèses (1» et (H3 (1»)].
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On note, pour # >0,

où

est un espace de Banach.

On pose également, pour fi > 0,

où

On pose, pour f E L, f ~~p+m ( f). I . (p) est un espace de

Banach.

Prenant P= 1, on voit facilement que, si f~B1, comme

que avec

D’autre part, on obtient 03A0 f~L1 et

On en déduit facilement qu’on peut appliquer le théorème de Ionescu-
Tulcea-Marinescu (voir [12]) à B1, Li et FI; Voir [11] pour une approche
plus détaillée avec des conditions similaires). On obtient par cette méthode
de décomposition spectrale de l’opérateur II sur LI l’existence et l’unicité
de la probabilité invariante ~ ainsi que l’existence de p E ]0, 1[ et de K>0
tels que ( f ) K. p" pour tout n et de tout f E Li.

On obtient simultanément que En considérant

pour q > 2, et à la place de Bi et Li on obtient que (Hl (1))

et (H3 (q)) entraînent que Rd~x~2q~ (dx)  + 00, 
. 

..
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3. Exemple de chaîne stationnaire en dimension 1 et étude de la régularité
de 11 correspondante.

Soient E ]0, 1 [, E = ]0, ce[ U ]ce, 1 [. On considère le cas particulier de
( 1.1 ) où d=l et où cp (x, z)=ôx+B(z) avec B:E--+[O, 1] définie par :

/

On note v la loi uniforme sur E et Z une v. a. de loi v. B (Z) a alors la .:
loi p = ce, (80 désigne la masse de Dirac en 0). Le corollaire
( 1.20) (a) s’applique ici. On peut retrouver aussi directement en quoi
intervient la condition a  ~p + 1 de ( 1.17) (a) (on a ici y =8).
En effet, notant f une densité pour ~, comme Tts désignant

la mesure image de ~ par x ~ 03B4. x, on en déduit, en décomposant , que

/==/i + gi avec f1 (x) = a f x et avec gl continue (c’est la densité de la8 B8/
mesure ( 1- a) . ~03B4* v). En redécomposant la mesure a . ~03B4, on obtient que

/= f2 + g2 ./(2014 ) et avec g2 continue et g2 >-_ gl . Au
bout de n étapes on obtient que f = avec fn(x)=().f() etB8/ 
avec gn continue et gn >_ gn -1. Comme ~ a pour support [0, 1 ], on voit
facilement que (gn) converge uniformément vers f sur tout compact de
!R-{0}, d’où la continuité de f sur !R-{0}. Si f est bornée et si on

a convergence uniforme de (gn) vers f sur tout compact de R et continuité
de f sur R tout entier. Réciproquement si f est continue, elle est bornée
(car à support compact) et on a a  8 par le théorème de Dini.
B étant de classe C °°, on voit facilement que f est de classe C °° sur

/ a n
!R-{0} et que f(k)n(x)=( a . .f(k)(x) pour tout Par suite est

bornée sur !R-{0} et si 03B103B4k+1, (f(k)n) converge uniformément 
sur ]0, ~[, d a > 0 et on obtient directement que f est de classe C~ sur R
tout entier et on ne peut dire plus.

4. Preuve de (3 . 27).
(a) Pour obtenir (3 . 27) on pose, pour b > c et (x, y) E ~ x S~_ i :

(B) [resp. (BF)] entraîne que g~. (x, y) > 0 si x E D et y E [resp. : si x E S
support compact de ~ avec (H;)].
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. De plus on a, pour xED et et
. (resp. S)

Or ge’ est semi-continue inférieurement sur (~a X [voir le (b) qui
suit] et D(resp.S) est un compact donc on a inf ge’ (x, y)>0.

1 
‘

(b) Preuve du caractère s. c. i. de g~,.
On remarque tout d’abord que (x, y) - c~ (x, y) [définie au (a) comme

gj est s. c. i. sur f~a x C’est la même preuve que celle du caractère

s. c. i. de (x, y) - c (x, y) = À ({z e E : Ci (x, z) (y)~0}) faite dans l’appen-
def

dice de [4].
On en déduit, pour fixé, que si b  g~, (x, y), on a

c’  cb (x, y) _ lim inf cb (xn, ceci pour toute suite yn) tendent vers
n

(x, y). On a donc, par définition de ge’ (xn, (xn, yn) pour tous les
n sauf un nombre fini. Par suite g~, (x, y) = lim inf cb (xn, yn), ce qui donne

n

le caractère s. c. i. de ge’ en (x, y).
5. Preuve de (2. 38).
On utilise ( 1.10) avec 1= 0 et la formule ( 1.11 ) avec, au lieu de S,

fl Qk H Q-03B2l+1-2l+1, où Qk = det (Uk (1») [notationB k = 1 /B~=1 1 / def

Uk (1» du début du II], r > 0 et où ( f~) est telle que 0 _ ~r _ 1,
Bj/(M)=0 si si 

On obtient alors en calculant rj + 1 (Or, l>j) [on décompose ce terme en
une somme de termes car r1+ 1 (F (~), I>i) est égal à F’ (~r) . 1 (~, 
pour F de classe C;] et en notant Ak, r l’expression de Ak dans ( 1.11 )
obtenue avec Or au lieu de 0, U1+ 1 (0) remplaçant U (C), Ll+ 1 (C) rempla-
çant et remplaçant r :
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On prend ensuite 1> = X:, 0==F(W~ /, ~)) avec F de classe C;, on
passe à l’espace produit (, F, P), on fait tendre d’abord n vers + ~ et
ensuite r vers + 00 et on obtient le résultat à cause des propriétés de B(/.
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