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ReésuME. — Considérons le couple « signal-observation »
(2%, Yo)eR"x R,

solution de

r 1
d%i=¢ Yy, S— o, (XD dBi+ Y. S—o, () dY!*+b(X?)dt
i=1 ji=1

dYi=h(X%)dt+dB,; X5=x°, Y3=0

oue>0,0,,...,0, Oy, ...,0;, et b sont des champs de vecteurs réguliers
sur R", h est une application réguliere de R" dans R!, B=(B!,...,B"),
B=(B!,...,B" sont deux mouvements browniens indépendants. Quand
€]0 et x* > x, on démontre, sous certaines conditions, un principe de
grandes déviations pour la loi conditionnelle M®(.,dw) du processus
«signal » Z*=(Z?), 10, 1y Sachant « I'observation » Y*=(Y}), (0, 1}-

Classification A.M.S. : 60 F 10, 60 G 35, 60 H 10.

Annales de I’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques - 0246-0203
Vol. 27/91/03/407/17/$ 3,70/© Gauthier-Villars



408 H. DOSS

ABsTRACT. — Consider the couple ‘“‘signal-observation”
@5 YDeR" xR,

solution of
1

d%i=¢ Y S—o,(XDdBi+ Y S—o,(X)dY]+b(X7)dt
i=1 j=1

dYe=h(X)dt+dB,; Xy=x", Yu=0
where £€>0, 6,,...,0,, G,,...,0; and b are regular vector fields on R",
h is a regular map from R" to R, B=(B!,...,B"), B=B!,...,B) are
two independent brownian motions. When ¢ |0 and x*— x, we prove,
under some conditions, a large deviations principle for the conditional
probability distribution M®(.,dw) of the “signal” process 2°=(27),c10.1
given the “observation” Y*=(Y3), .0, -

Pour tout >0, considérons la solution X*=(X}) de 1’équation :

r t ! t t
) X§=xe+8§ S—j 0,-(X§)dB;+.Z S—f Gj(Xﬁ)dB§+J b (X%) ds,
i=1 0 ji=1 0 0
0<t<T,

oux*eR" les o, 6;(ie{l,...,r},je{l,...,I})etbsontr+/+1champs
de vecteurs sur R" assez réguliers, B=(B}),_, ., B=(B),_, , sont
deux mouvements browniens indépendants, issus de zéro, a valeurs R" et R!
respectivement, définis sur un espace de probabilité filtré (@, F, (F), P),
vérifiant les conditions habituelles.

[La lettre S désigne I'intégrale (ou la différentielle) de Stratonovitch.]

Nous montrons, sous certaines hypotheses, I’existence d’une version
réguliére de la loi conditionnelle N°(., dw) du processus X°*=(X}), 0.1
sachant B=(B)), (0.1 telle que, pour tout fe%, ([0, T], R'), la famille de
mesures de probabilité (N?(f, do)),., vérifie, quand € |0, un principe de
grandes déviations, avec un calcul explicite de la fonctionnelle d’action
associée.

Nous établissons ensuite, grace a ces résultats, un nouveau principe de
grandes déviations en théorie du filtrage non linéaire (¢f. le théoréme 4).

Notons que ce travail est une suite naturelle de I’article écrit en [4] ou
on étudie la dépendance du processus X° relativement au mouvement
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GRANDES DEVIATIONS EN THEORIE DU FILTRAGE NON LINEAIRE 409

brownien € B au lieu de considérer, comme nous le faisons ici, le comporte-
ment de X® sachant B.

Plusieurs théorémes établis dans ces deux articles sont cependant des
extensions des estimations de Freidlin et Wentzell, [S], comme on le voit
dans les énoncés, en posant &, =0,=...=0,=0.

HyproTHESE I :
On supposera, dans la suite, que :
1° il existe une constante C>0 telle que, pour tout (x, y)e R*"x R" :

!b(x)fb()”)|+ZlGi(x)“o'i(J’)|+Z|5j(x)_8j(J’)I§C|X_J’l-

(-
2° o, et c~$j(i= 1,...,r;j=1,...,0) sont de classe C? (indice b signifie
que les dérivées, lorsqu’elles existent, sont bornées).

3° les champs de vecteurs G, ...,0, commutent deux a deux, i. e.
Vji#j'(,j'e{1,...,1}), le crochet de Lie [5, 6], est nul. [

Soit T>0 fixé. On posera W=%, ([0, T], R), W=%, ([0, T], RY),
Q=% ([0, T], R"); ces espaces sont munis de la norme uniforme (notée a
chaque fois || . ||) et de leurs tribus boréliennes, I'indice 0 signifie que I'on
se restreint aux fonctions continues nulles en zéro.

Considérons Iensemble H (resp. H) des applications fe W (resp. fe W)
absolument continues, a dérivée f de carré intégrable sur [0, T]; H (resp.

désigne la norme euclidienne).

T
H), muni du produit scalaire (f, g)= J f..g.ds, est un espace de Hilbert
(0]

(espace de Caméron-Martin).

Soient xe R” et @, I'application de H x H dans Q, donnée par: @_(f, 1)
=(¢,) ou (@,) est solution de :

r t 1 t t
@ o=x+7Yy j o (@) dfi+ Y J Sj(cps)dfﬁjb((ps)ds,
i=1J0

ji=1Jo 0
0<t<T,
pour tousf:(fi)i=1 ..... rEHetf—;(jz)j=1 ..... leﬁ-
LEMME 1. — La fonctionnelle ®.(., .), donnée par la formule (2), admet

un prolongement unique, noté encore ®,, défini sur H x W a valeurs dans Q
tel que, pour tout f e H, l'application :

TeWo>d (f,Heq

soit continue pour la norme uniforme.

Vol. 27, n® 3-1991.



410 H. DOSS

Le prolongement ®, est donné par la formule explicite :
(3 . (£, NO=AC,J). e[0T, (f)HeHxW,
ou A est 'application de R"x R! dans R", déterminée par la résolution du
systéme différentiel :
0A

@ 0B;
A(a,0)=a, pour tout (o, f)eR"x R

(. B)=c;(A(@B), Jj=1,....1

Cette solution existe, en vertu de I’hypothése I, 3°, cf. [1].
C=(C,) est solution de I'équation intégrale :

(5) C,=x+ftm(];,Cs)dfs+fn(];,Cs)ds, tel0, T,

0

ou les coefficients m et n sont donnés par :

| m(B.0)= 22 A (o, B). — B]. {0 (A (@ B))
©) o
n(B,o)=——[A(B), —Bl.{6(A(x,B)}

G (.) désigne ici la matrice n X r formée des vecteurs colonnes (o4, . . .,0,);
noter que m(f,, C,) est aussi une matrice nx r.

Démonstration. — Cf. [1]. Si (f, f)eH x H, la démonstration consiste a
vérifier, grace a la formule du changement de variables, que A (C,, /), (0.1,
est solution de I’équation (2). La propriété de continuité énoncée dans le
lemme se lit ensuite sur les formules explicites donnant A (C,, f}) qui est
bien défini pour tout (f, f)eHxW. O

Pour tout 7 € H, considérons le processus Y* 7= (Y® /), solution de :

- " t -
Yo T=x4e ¥ S—f o, (Y? 7) dB
i=1 0
@) Lol PP =
+ 3 | o;(Y% f)aﬂ«f—j b(Y> /) ds,
j=1Jo 0
0=<:<T.
On supposera toujours que lim x*=x.
e—>0
Notons N¢(7, dw) la loi du processus Y*7 : c’est un élément de I’espace
M | (©) des mesures de probabilité sur Q muni, dans toute la suite, de la
topologie de la convergence étroite.
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GRANDES DEVIATIONS EN THEORIE DU FILTRAGE NON LINEAIRE 411

THEOREME 2. — Sous I'hypothése I :

(i) L’application qui a f €H fait correspondre N*(f,dw)e M, (Q) admet
un prolongement unique, noté encore N¢ (., dw), défini sur W a valeurs dans
M, (Q), continu pour la topologie de la convergence uniforme sur W;
Ne(.,dw) est une version réguliére de la loi conditionnelle du processus
X =(X{) e 0, 1 sachant B=(B)), o, 1

(i) Pour tout f €W et tout y € B, (borélien de Q), on a :

Eli—ln_%sz LogN*(7,x)< —Inf{Af(0),0ey }

8 o
® lim €2 Log N*(f, )= — Inf { A7 (w), o€ }
£l 0

ou vy, et y désignent respectivement l'intérieur et 'adhérence de y, dans Q,

o) { Ar(@)=Inf{p(f), feH t.q. ©.(f, [)=w),
(0eQ,Inf{ &} =+ )

1 (7,
w(f)= EJ | £:|? ds et ®,.(f, T) est défini par la formule (3), lemme 1.
0

De plus, pour tout L20, {w:A7(0)<L} est compact dans Q.
A7 est donnée par la formule explicite (59).

Démonstration :
(i) Soient X°=(X}), 10,1y la solution de (1) et, pour tout feH,

Y® /=(Y? /), 10,1 la solution de (7). On a les représentations suivantes :
(10) Xi=AX; ]?z)

(11 Yi f=AYr 7, )

ou les processus (X¢) et (Y* /) sont solutions de :

t t

m(B,, X2 dB,+ f n(B, X2 ds

0

(12) )—(§=x‘+sS—J
tO t

(13) & f=x"'+es—f m(f, Y5 f)stJrjn(];,Yi’ 7y ds
0 0

les fonctions A, m et n étant données par les formules (4) et (6).

11 suffit, en effet, d’utiliser la formule d’Itd, pour vérifier que les proces-
sus (A (XL B)),cro. 1y €t (A(YS7, 7))icro.m (00 f eH) sont bien solutions
des équations (1) et (7) respectivement, cf. [1].

Remarquons que le processus (A (Y 7, ];)),6[0, 1) est bien défini pour
tout / eW. Notons, provisoirement, N*(f, do) la loi de ce processus.

On sait, d’aprés ce qui précéde, que si feH, N°(f, do)=N¢(7,do)
et on vérifie facilement que I'application feW — N¢ (7, dw)e . #, (Q) est
continue pour la topologie de la convergence uniforme sur W.

Vol. 27, n® 3-1991.



412 H. DOSS

De plus, les formules (10) et (12), montrent, compte tenu de I'indépen-
dance des mouvements browniens B et B, que la famille (N*(f, do))7.w
est une version (trés) réguliére de la loi conditionnelle du processus X°
sachant B. L’assertion (i) du théoréme est donc démontrée.

Pour démontrer (i), on a besoin du lemme suivant :

LemME 3. — Soit f eW. On posera (par extension)
Yo I= (A (Yf g, f;))t [0, TI*
Pour tous R>0, >0, a>0, il existe &' >0 tel que :
e f , R
(14 sup P{[|[Y*/—@ (£, /)23 [eB-f[<8 }éeXp<—§>,

f eH
n(f)=sa

pour tout €>0 assez petit, D, (f, ) étant donné par la formule (3).

Démonstration. — Posons M= sup | f(#)|. Commengons par remar-
te[0, T]
quer que :
0A 02
(15) sup — (@, B)|+| 5 A B)| p=Ky<oo.
aecR"” ad 6“2
peRL|BISM

of. [1].
On a, pour tout (f; ) eHxW :

Yo -0 (L (0=AF: T, J)-AC.T). 1[0, T].

Donc . _
Y= T, (f, H)||<Ky || T T—C||

et
P{Y"T—0. (£, ])][28,||eB—f||<8}
<p{I v T-cllz . o755 .
Ky
11 suffit d’estimer || Y 7 —C/|| sur {lleB—f]<8}.

Nous nous inspirons des idées développées en [3].
En considérant les équations (5) et (13), on a :

(16) Y= f-c,=(x£~x)+fm(};?§- 7 [e dB, - df)]
0
+J m (7, Y f)—m(fs,Cs)]dfd-Jt[n(f;,Yﬁ’ H—n(F,C)lds
0 0

82 o _ -
+—Jm(f;,Y§' 7y ds
2 Jo
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GRANDES DEVIATIONS EN THEORIE DU FILTRAGE NON LINEAIRE 413
ou

1N AG0=Y TGOl PR xR,
i=1
sim(B, ©)=(m; (B, o), . ..,m, (B, ), matrice n X r.

On peut supposer dans la suite, vu le caractére local de lestimation
cherchée, que les coefficients m et n ainsi que leurs dérivées (lorsqu’elles
existent) sont uniformément bornés.

L’équation (16) entraine, grace au lemme de Gronwall, qu’il existe une
constante K >0 (ne dépendant essentiellement que de a et T) telle que :

~ 2
(18) ||wf—c||§{|xa-x|+%1<+nwu}.K,
ou
t o~
(19) Nf=j m (7. Y% HedB,—df],  1e[0,T].
0

Pour démontrer le lemme, on voit qu’il suffit d’estimer, quand € — 0 :
N[ sur {|[eB—f <8}

Soit p>0. On a, grace a la formule de Caméron-Martin :

SB“f“éB'}:E{1<s||ﬁ‘u;p,uea||§a'>
1 T | 1 T | )
xexp| —— | f.dB—— | [fl*ds)¢,
€Jo 2¢% Jo

@1 Nf=f!m(7; Z)dB,,  t€[0,T],

0

0) P{[IN*[[zp,

ou

Z°=(Z;) étant solution de I’équation :

(22) Zf=x"'+sS—ftm(ﬂ,Zﬁ)st+Jt[m(fs,Zi)fs+n(];,Z§)]ds.

0 0
On déduit de (20), en utilisant I'inégalité de Schwarz, que

@3) P{|IN[|zp, [eB—/ <5}
K 4
<(P{|leN*||zp, 1|sB||§5'})1/2exp<8_f)

. 1T .
81u(f)=§ | fi|?ds<a.
0

Vol. 27, n° 3-1991.



414 H. DOSS

On voit maintenant qu’il suffit de démontrer la propriété suivante
(24) Pour tous R>0, p>0, a>0, il existe 8'>0 tel que

&~ R
sup P (][R 2p, ||eB||§8'}§exp(——2),
f eH €
p(f)=a

pour tout £>0 assez petit.

T
Soient ke N* et ti=l—, i=0,1,...,k.

Posons Zi*=7; et fi=F, si te[t;, t;,4[.
On a {”8N5”>P, EEIEEAVEAVENE

Fo={||z=—z=*||+ || T-7*I1=v},
~{lz-zr e 7Pl
gf'[m(f;,zz)—m(fs’: :
0

|22
-2
y3={ e ["m(7 2o a8, 2 2 ||eBn<8'}

Notons, grace a la majoration exponentielle, qu’il existe deux constantes
K, et K,>0 telles que :

2
P{ 5@}§Klexp(— K,p )

vy paramétre >0

0

e2y2T
On peut donc choisir le paramétre y> 0 assez petit, pour que
K, p? 1 R
P{Z,}=K -2 < - -
ey |PL7als 1””( 8272T>—z°”‘p( 82)’
si €€]0, 1].

y étant fixé de cette fagon, on voit que, pour tout k assez grand

| 7= <Y

5 et donc, avec des notations évidentes
(26) P{91}§P{HZS—Z£"‘||g%}
k—1
<3 p{jz-zpz ]
i=0 ' 2
k-1
ol [l 1)
i=0 t; 4
+ z P{IU h, (5, Z5) ds 1_%}

Annales de I'Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques

"m(F,Z5)dB,

]

ti

v




GRANDES DEVIATIONS EN THEORIE DU FILTRAGE NON LINEAIRE 415

2
Oﬁ hs(s,ot)=m(];,oc).fs+n(f;,oc)+i2m(];,o(), SE[O, T], GER", n:z étant

donné par (17).
On voit facilement que, si ke N* est assez grand, alors

tit1
P{ + gz}zo,
4

ti
pour tous ie{0,1,...,k—1},e€]0,1] et tout f eH tel que p(f)<a.
Donc on peut trouver k,e N* assez grand et deux constante K} >0 et
K’ >0 telles que :

J' h. (s, Z5) ds
.

i

’ 2
@7 P{9’1}éKa.koexp(—%ﬁ%exp(—;)
pour tout £€]0, 1].
kq étant ainsi choisi, il s’agit d’estimer ;.
Pour tout ¢€[0, T], on a, en posant ¢#;=Min (z,, ?) :
. ko—1
€. J m(fi,Z3 ) dB,=¢. Y m(f,,Z). (B, , —B,)
0 i=0

et donc

e.fm(ffO,Z*;”‘O)stH§2k0.K"5' sur {||eB||<&'} ou
0

K"=sup|m(B,o)|.
(B, )

On en déduit que P{ &, }=0si &'<— P
4k, K"

La propriété (24) est donc démontrée. [

Fin de la démonstration du théoréme 2 :

Soient fe W et Aj(.) la fonctionnelle définie par la formule (9).

Commengons par vérifier, que pour tout L=0, {A7<L} est compact
dans Q.

Soit 4, ={ feW t. q. p(f)=L}. On sait que %, est compact dans W,
[5]. 11 suffit donc de montrer que ’application :

(28) [ebL> 0. (f, ])eQ

est continue pour la topologie de la convergence uniforme sur €, puisque,
dans ce cas, {A;SL}={®.(f, 7). f€%,} est compact dans Q. La conti-
nuité de 'application @, (., f), ¢, lorsque /e =W est facile a démontrer
car, alors, pour tout f € €., D, (f, 7) est solution de ’équation (2), ¢f. [3].

Vol. 27, n® 3-1991.



416 H. DOSS

Par contre, lorsque '€ W\, on utilise le fait que :
Pour tout £>0, il existe a>0 tel que :

29 geH et ||f-gl|se = fSUgIIQX(ﬁﬂ—Qx(ﬂ§)II§8.

La propriété (29) est, grace au lemme de Gronwall, une conséquence
des représentations (3) et (5). Il est facile de montrer qu’elle entraine,
compte tenu de ce qui précéde, la continuité de ’application donnée par
(28) lorsque f e W\ H.

Grace au lemme 3, la suite de la démonstration ne pose pas de difficultés
(cf- [3]). Nous la donnons pour étre complets.

Soit F un fermé de Q tel que A7(F)=Inf{A7(®), ®eF }>0.

Si Le[0, AF(F)[, il existe >0 tel que, pour tout fe %,

(30)  {Y*TeF}ec{|Y*T-@.(£,/)]| =8} a causede (28).

L’ensemble %, étant compact dans W, pour tout a>0, on peut trouver

Jio oo In€GL telsque G S U V(f, 1)=U, ou V(f}, o) désigne la boule
i=1
ouverte de centre f; et de rayon o dans W.
Donc

P{Y“TeF} <P{cB¢U}+P{cBeU, Y~'eF}
N(!
<P{eB¢U}+ Y P{||eB—f| <o,
i=1
[Y*/—, (£, D] 28}

Soit R>L. On peut trouver, d’aprés le lemme 3, a>0 tel que, pour
tout £>0 assez petit :

82

@31) P{YB’TGF}§P{SB¢U}+Naexp< R).

On déduit de I'inégalité (31) que
lim e2LogP{Y*"eF}<-L

e~ 0
puisque lim e? LogP {eB¢ U} < —L (¢f. [5]).
e—>0

Soient 0 un ouvert de Q et we 0 tel que A7 (o)< co.

Si a>M\j(w), il existe feH t.q. Ap(@)=p(f)<a et @, (f, /)=, a cause
de (28).

Soit 6>0 tel V(w, 8) = 0.

Pour tout >0, on a :

(32) P{Y*Te0}2P{Y"TeV(a,d),|cB—f]| <a}
zP{|[eB—flla}-P{[Y"/~0 (£, D] 23, [[eB~f] =]

Annales de I'Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques
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pour tout £>0 assez petit (lemme 3).

R
<a} §e><p(— —2),
€
L’inégalité (32) entraine alors que :
lim szLogP{Ys'feO} >—a
€l 0

puisque lim e LogP {||[eB—f|| Sa} = —a, ¢/ [5]. O
€] 0

Théorie du filtrage non linéaire. — Sous les hypothéses précédentes, pour
tout £>0, considérons maintenant le couple « signal-observation »,
(%59 Yf)l e[0, TP donné par :

r t
Ti=x+ey S—J o, (%?) dB!
(4]

i=1

(33) + Z S— f G (X% [dBI+h; (X9 ds+jtb(3€§) ds

j=1 0

\ Y§=J h(Z?)ds+ B,
0

ou h est une application réguliére de R" dans R".

On se propose d’établir, en utilisant le théoréme 2, un principe de
grandes déviations, quand €| 0, pour la loi conditionnelle M*(., do) du
processus « signal » °=(%7); <0, 1) Sachant « ’'observation »

Y= (Y}, [0, TI°

Notons que, dans la situation trés différente ou les bruits, dans le signal
et Pobservation, sont de la forme B, ¢ B et lorsque G,=0,= =0,=0,
cas non corrélé, O. Hijab, [7], a étudié un principe de grandes deviations
pour la loi conditionnelle de Z* sachant Y*, quand €| 0. C’est un modéle
moins naturel, du point de vue des applications, que celui que nous

considérons ici et les résultats qu’il obtient sont, évidemment, tout a fait
différents des notres.

Hypornise II. — Outre I'hypothése I, on supposera que :
1° Les coefficients o, ..., o, sont bornés; I'application 4 de R" dans
R, figurant en (33), est bornée, de classe C2.

2° Considérons les champs de vecteurs A, ..., A, définis sur R**?
par :

(34) Aj(xls LR ] xm Xn+ 1)

o~ G G
= 2 o5 (xy, - -1, xn)a—+hj(x1, Ces X,)

b
1 X a'xn+ 1

Vol. 27, n® 3-1991.



418 H. DOSS

ou 81':(&;)0::1 ..... n h:(hj)j=1 b (X s Xy Xpiq)E R**! alors,
pour tous j #;'(j, j'e{1, ..., I}), le crochet de Lie :

[A, Ap]l estnul. O

Remarque. — Les conditions de commutativité, Hypothéses I, 3° et II, 2°
sont automatiquement satisfaites dans les deux cas importants suivants :
1° /=1 (observation scalaire);
2° [ quelconque et 6,=6,=...=05,=0. g
(Les bruits dans le signal et ’observation sont non corrélés.)

.....

THEOREME 4. — Sous I'hypothése 11, pour tout £>0, considérons le cou-
ple (2%, YO)=(Z7, YD:cro, 1)p donné par (33), comme une variable aléatoire
a valeurs dans l'espace Qx W, alors :

(1) la loi conditionnelle du processus X*® sachant Y® admet une version
réguliere, notée M*® (., dw), telle que I'application :

feW - M:(f, do)e M, (Q)

soit continue pour la topologie de la convergence uniforme sur W.
(ii) Pour tout fe W et tout y € Bq (borélien de Q), on a :

Sli@) e2LogM* (7, ) £ —Inf{ A7 (w), ey}

35) .
lim e? LogM®(f, x) 2 —Inf{A7(0), ey}
€] 0

o y et ¥ désignent respectivement l'intérieur et 'adhérence de vy dans Q,
A7 (o), ®€Q, est donné par les formules (9) et (59).

Démonstration. — Soient X¢=(X}), 0, 1) 12 solution de I’équation (1),
et J deux applications mesurables et bornées de Q dans R et de W dans
R respectivement; on a, d’aprés le théoréme de Girsanov :

(36) E{¥ (2. ¥ (Y")} =E{\|;(X*).¢(B)

T - 1 T
xequ h(X9). dB, - EJ lhlz(xsds)}.
0 0

On en déduit évidemment que les lois de Y* et de B sont équivalentes
ainsi que la formule bien connue :
pour presque tout fe W (relativement a la mesure de Wiener sur W)

37 E{v@)/Y=T}
T T
E{wxaexp(j h(xz)dfss(l/z)f |h12(xz)ds)/f3=f}

0
E{exp<rh(Xi)dﬁs—(lﬁ)flhlz(Xi)dS)/l~3=]}
1] 0o
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Introduisons le couple

t
5”=<X§,j h(X5) st) =(=5p?1), v L2, Dero, T
te [0, T1

0

L*=(FDiero,1y €St un processus de diffusion a valeurs dans
R**1=R"x R, solution de ’équation suivante :

(38) y:=(’(‘;)+a Y S—JIGi(Vg)dBi

i=1 [

! t t
+y S~J A,.(y§)d}"3g+J b(¥%)ds
ji=1 0

o]
ouA,, ..., A;sont les champs de vecteurs sur R"*! définis par (34),
E\)-i(xh MR X", xn+1)=(ci(x17 st e Xn), O)a

. +1
i=1, ...,r, (15 -5 Xy X4 ) ER"

39 Ll
b(xy, ..., X, xn+1)=<b(x1, e X)), ~3 Y 6,k (xq, ..o, x,,))
j=1

sont considérés comme des champs de vecteurs sur R** 1.

L’hypothése 11, 2° entraine qu’on a, pour le processus &, une représen-
tation analogue a celle que nous avons obtenue, sous I’hypothése I, 3°
pour le processus X¢ [formules (10) et (12)].

(40) Si=A(ZLB).  tel0, T
ou A est 'application de R**! x R' dans R"** définie par :

2—&(% B=A,A@ ), =1, ...,

A(o, 0)=a, pour tout (o, B)e R** ! x R;
le processus (#%) est solution de :
_ X t o t__
Fe= +eS— | m(B, fﬁ)st+J n(B,, ¥%)ds,
w  7(5) e i@ 79
tel0, T],

les coefficients m et n étant donnés par :

(B, o) = Z—‘z[A(a, B), —Bl{5(A (s B))}

42 ~ A - A
“ n(B, a)= %[A(% B, —BI{L(A(x B)},

(o, PeR™™ xR
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G désigne la matrice (n+1)xr formée des vecteurs colonnes
(819 . 6)

Pour tout fe W, soit &= 7= (ym , ,Sf’f’z)f ) le processus a valeurs R"x R
défini par :

(43) Fel=ruf , sl )=AF=7.7),  tel0,T]

ot (%) est solution de

(1]

~ t ~ t~ — S~
(44) ?f’f=<)(;£>+aS—Jn~1(fs, yﬁ’f)st+Jn(ﬂ, Fo ) ds.
0

La loi conditionnelle du processus %° sachant que B=7 est la loi du
processus &> 7. Elle dépend continliment, pour la topologie de la conver-
gence uniforme sur W, de la trajectoire 7. Soit  une application mesurable
et bornée de Q dans R. La formule (37) montre que :

(45) E{y@/Y:=7F}
{\l’(y(1))eXp<yf2{T (1/2)J |h'2 yu) s)d5>}

E{exp( (2)T (1/2)J ’hlz(yu)s)dS)}

= J V(@) M* (7, do).

11 est facile d’en déduire I’assertion (i) du théoréme 4.
On voit, compte tenu de la définition de & et &/, que ¥ est égal
au processus Y7, introduit dans I’énoncé du lemme 3.

(46) Soit Us—e:xp(y’a,T J VARERT s)ds)

On peut montrer, compte tenu des hypothéses et des formules (43), (44)
que la famille de variables aléatoires (U®),., est bornée dans L?, pour

tout p>1 et que lim U*=U°>0 existe p.s.
el 0

Soit F un fermé de Q. On a, d’aprés (45), pour tout pe]l, oof -

e E{lp(ym) U°} o F 1 [E(UA)H]'
M: (7, F)= 59 <P{Y>'eF}) ——E{Us}

47) ’

4+ =1
P 9
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donc, grace au théoréme 2, on voit que, pour tout pell, oof :
(48) Iim e LogM* (7, F)
el O
o 82 f’ 1
< lim —LogP{Y*/eF} < — ~Inf{A7(0), oeF}

elop p

ou A7 est donné par la formule (9).

Soient 0 un ouvert de Q et w0 tel que A7 ()< oo.

Il existe feH tel que =@, (f, He0 et u(f)=rz(®) ou @,(.,.) est
donné par la formule (3).

On a, grace a la formule de Caméron-Martin :

(49) E{lo(YE’f).Ue}=E{10(?‘).I~J€
1(7, 1 (T,
xexp<——j fsst—__zj \fs|2ds>}
€Jo 2e% J,
ou

(50) Vo= (A (T3, j;))t [0, T

A étant donné par (4), T¢ est la solution de :

t t
Ti=x+S— | m(J, TY[edB,+df]+ | n(f, T)ds,
(51) o 0
0=¢<T.
(52) U¢ est la variable aléatoire qui s’obtient, par translation, & partir de
U® en remplagant [dans I’équation (44)] le mouvement brownien ¢ B par
eB+f.
On déduit de (49), que pour toute constante K>0 :

(53) EB{1o(Y=T). U} 2 E{1,(¥?).0¢.1

([ amee)
Xexp(_ u(zf)
S

Jon(-5)

donc

(54) lim e2 Log { E { 1,(Y> 7). U} } = —p(f)
£e]0

car

lim E {14(¥®). 0.1

[ 70
o () JEELO

([ e} 17
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puisque Yo*—— @_(f, A p.s., D, (f, Ne0et U*—— T°>0p.s. (en utilisant

>0 e—>0
les propriétés de dépendance des solutions d’équations stochastiques par
rapport a un paramétre).
On en déduit que
E{1,(Y"%).U"
EtL (D .U }} 2-u()

55) lim e?2LogM?(f, 0)=Ilim e?Lo >
(55) L gM:(f, 0) o g{ E{U°)

puisque lim E{U*} =E{U°}€]0, ool.
el 0

La démonstration du théoréme 4 est donc achevée. L[]

On se propose, maintenant, de calculer, pour tous fe W, 0eQ et xeR",
la fonctionnelle A7(w)=AX, 7(») donnée par la formule (9).

Soit fe H telle que @, (f, = .

Donc A (C, f,)=w,, pour tout &[0, T].

(C,) étant la solution de ’équation (5).

D’apreés les propriétés de la fonction A, on a

(56) C=A(w, —7), o 1]

d’ou I’égalité, pour ds presque tout se[0, T] :

(57) m(fo Aoy, =) .J,:=A (0, —f)—n(f, Ao, 7))
Pour tout (s, v) [0, T] X R", soit
(58) 47 (s ©)=Sup {2<y, v) =y, m.m*(f,, Aoy, —J)).y)}
yeR"
ou ¢ .,.» est le produit scalaire habituel sur R", m*(.,.) désigne la
transposée de la matrice n Xr, m(.,.).

PROPOSITION 5. — Pour tous fe W et xeR", la fonctionnelle A=A, 7
[définie par (9)] est donnée par :

1 (T —
—ij 7.0 (5 A0y, —f)—n(f, Ao, —7))ds
[

(59) A, fl@)= —_—
si la dérivée : A(o,, —f.) existe p.p. sur [0, T] et ®(0)=x,
+ oo sinon
97 (5. ) A(.,.), m(.,.) et n(.,.) sont déterminés par les formules (58),
(4) et (6) respectivement.

En  particulier, si la matrice nxn, o.c*(.) est inversible [ou
6=(0y, ..., 6,)), alors m.m*(.,.) est inversible et, lorsque X, 7(w)<x,

Annales de I'Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



GRANDES DEVIATIONS EN THEORIE DU FILTRAGE NON LINEAIRE 423

ona:
1 (T ——=
(61) )"x, f(m) = Ef “ A ((Ds’ _.;‘s) —n (]sa A (mm _.7;)) ”(Zs, o, f) dS
0
oi || v[[2, o, 7= { vs (mm*) ™ (F, A0y —F))-[0]) (weR™.
Démonstration. — 11 suffit d’utiliser la définition (9) de A, 7 légalité

(57) ainsi que les propri€tés de la forme quadratique conjuguée g7 , (s, .)
donnée par (58) (c¢f. [3]). O
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