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Une explication du théorème de Ciesielski-Taylor
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Vol. 27, n° 2, 1991, p. -G 13. Probabilités et Statistiques

RÉSUMÉ. - Pour tout entier d>__ 1, Ciesielski et Taylor ont montré, par
un calcul de transformées de Laplace, l’identité en loi du temps passé par
un mouvement brownien de dimension d+ 2 dans la boule unité de ~~ + 2
et du premier temps d’atteinte par le mouvement brownien dans [Rd de la
sphère unité de (~d.
En représentant ces deux quantités comme intégrales des temps locaux

des parties radiales de ces deux mouvements browniens, et en s’appuyant
sur les théorèmes de Ray-Knight qui explicitent les lois de ces deux

processus de temps locaux, on obtient une explication de l’identité de

Ciesielski-Taylor comme cas particulier de certaines identités en loi entre
deux fonctionnelles quadratiques du mouvement brownien réel, lesquelles
découlent d’un théorème de Fubini élémentaire pour les intégrales de
Wiener doubles.

ABSTRACT. - For any integer d> 1, Ciesielski and Taylor have shown,
via the computation of Laplace transforms, the identity in law between
the total time spent by a (d+ 2)-dimensional Brownian motion in the unit
ball of and the first hitting time of the unit sphere of by a
d-dimensional Brownian motion.
These two quantities may be represented as integrals of the local times

of the radial parts of the two Brownian motions. With the help of the
Ray-Knight theorems which describe the laws of the two processes of
radial local times, a simple explanation of the Ciesielski-Taylor identity in
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202 M.YOR

law is presented, as a particular case of a large class of identities in law
between two quadratic functionals of linear Brownian motion, which
are consequences of an elementary Fubini theorem for double Wiener
integrals.

Key words : Local times, Bessel processes, Fubini theorem, Wiener integrals.

1. PRÉLIMINAIRES

Dans cette Note, on considère, pour tout réel le processus de
Bessel de dimension d (Rd (t), t> 0), issu de 0, c’est-à-dire la diffusion à
valeurs dans R +, dont le générateur infinitésimal Ld satisfait :

111 ~

pour tout x > 0, oo).
On spécifie de plus que, pour 0  d c 2, le point 0 est une barrière

instantanément réfléchissante [pour d? 2, 0 n’est pas visité par

Par souci de clarté, nous noterons H (Rd) la quantité H associée à Rd;
ainsi : TB(R~)==inf{~0:R~)=l}, et (La (Rd); a > 0, t > 0) désigne la
famille bicontinue des temps locaux de Rd, définis comme densités de

temps d’occupation, c’est-à-dire :
pour toute fonction (p : R + - R +, borélienne,

/’t t 

( 1 . 1 ) Notre but dans ce travail est de donner une explication aussi

simple que possible, et ne reposant pas sur le calcul explicite de trans-
formées de Laplace, de l’identité en loi (1 a) ci-dessous.

THÉORÈME 1 (Ciesielski-Taylor [5]) :
Pour tout l’identité en loi :
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203IDENTITÉ EN LOI DE CIESIELSKI-TAYLOR

Remarque. - La transformée de Laplace, en ~r , de la loi de chacune
2

des deux variables figurant en (1 a), est :

où Iv désigne la fonction de Bessel modifiée, dont l’indice v est lié à la
« dimension » d par la formule : d = 2 (v+ 1).
Nous n ’utiliserons pas ce résultat.
Pour être tout à fait précis, indiquons que Ciesielski et Taylor [5] ont

obtenu le théorème 1 pour les dimensions entières d= 1, 2, ..., puis que
Getoor-Sharpe [10] l’ont étendu à toute dimension d>O (voir également
Pitman-Yor [13] pour de nombreux calculs sur les lois de certaines fonc-
tionnelles des processus de Bessel qui complètent les résultats de Getoor-
Sharpe).

D’autre part, Biane [2] a étendu l’identité en loi (1 a) à des couples de
diffusions plus généraux que (Rd+2’ Rd). Bien que notre méthode de
démonstration de (1 a) s’applique également à la démonstration de la

plupart des résultats de Biane, il nous a paru préférable ici, par souci de
clarté, de présenter uniquement la démonstration de (1 a).

( 1. 2) Nous réécrivons maintenant chacun des deux membres de ( 1 a)
comme intégrale de temps locaux; nous obtenons ainsi l’identité suivante,
équivalente à (1 a) :

rl ,.., r i

De façon à donner une démonstration directe de (1 c), nous commençons
par représenter les processus (Lfl (Rd}, a > 0) lorsque d > 2 (auquel cas Rd
est transient), et (Rd); en termes de la norme euclidienne du
mouvement brownien (Bt, t >_ 0), ou du pont brownien (Bt, 0 _ t _ 1 }, à
valeurs dans 1R2, et tels que 
THÉORÈME 2. - 1. Soit a>0. Alors :.’

Vol. 27, n° 2-1991.
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L’essentiel des assertions énoncées dans ce théorème 2 est connu; en

particulier, l’assertion 3 dans le cas particulier a= 1 se ramène au théorème
de Ray-Knight classique :

(où p désigne le mouvement brownien réel issu de u) en représentant
(R1 (t), t > o) comme :

l’assertion 1 dans le cas particulier u =1 a été déduite du résultat précédent
par D. Williams [15] par retournement du temps de (~3t, (~)) en
T 1 (~3); d’autre part, l’assertion 2 a été obtenue par Le Gall [11]. Enfin,
pour obtenir les assertions 1 et 3 dans toute leur généralité, il suffit de

procéder par changement de temps à partir de R3 et de R1 respectivement,
à l’aide du

LEMME 1 (Biane-Yor [3]). - Soit oc > O. On note, pour simplifier l’écriture,
h (x) = Rd désigne toujours un processus de Bessel de dimension d.

1. Si d> 2 ( 1- a), il existe un processus de Bessel Rda, avec

tel que :

2. ô’i u>V, il existe un processus de Bessel de dimension 3, soit R3,
tel que:

1 ~. ~

3. Si 0  ex  2, il existe un mouvement brownien réfléchi, soit R1, tel que
/ /’f+ "

Reprenons la discussion des assertions du théorème 2 :
la première partie de l’assertion 1 du théorème a été démontrée de

cette façon par J. F. Le Gall [ 11 ], et Biane-Yor [4] qui donnent une autre
représentation du membre de droite; cette assertion, ainsi que l’assertion 2
ont également été utilisées de façon essentielle dans Pitman-Yor [14].

( 1 . 3) Grâce au théorème 2, la démonstration de l’identité en loi (1 c)
est ramenée, selon les valeurs de d, à la démonstration des trois égalités
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205IDENTITÉ EN LOI DE CIESIELSKI-TAYLOR

en loi suivantes :

A l’évidence, il est suffisant de démontrer les égalités en loi (1 d) avec B,
mouvement brownien réel, resp : B pont brownien réel, ce que nous

supposerons toujours à partir de maintenant; dans la suite, nous supprime-
rons donc la notation de la norme euclidienne . dans les deux membres
de (1 d), ou des identités en loi dérivées de (1 d).

D’autre part, compte tenu des calculs menés dans le paragraphe 2, il
nous a paru plus commode de transformer les deux membres de (1 d)
après y avoir effectué le changement de variables (voir toutefois la
remarque qui termine le paragraphe 2); nous obtenons ainsi :

et des formules semblables pour les expressions qui figurent dans le
membre de droite de ( 1 d). L’identité en loi (1 ~) équivaut donc, en posant
- 1 

,

oci-,a:
a

C’est cette dernière identité en loi (1 e) que nous allons démontrer au
paragraphe suivant.

Vol. 27, n° 2-1991.
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2. THÉORÈME DE FUBINI POUR LES INTÉGRALES
DE WIENER DOUBLES, ET APPLICATIONS

(2.1) La clé de notre preuve de (1 e) est la

PROPOSITION 1. - 1. Soient B et C deux mouvements browniens réels
issus de 0, indépendants, et cp : [0, 1]2 -+ (1~ fonction borélienne telle que :

Alors, on a :

En conséquence, on a :

2. En particulier, pour tout 0  1 , on a :

ez, en consequence .-

La première partie de la proposition, dont la démonstration est d’ailleurs
immédiate, est reprise de Donati-Martin - Yor [7]; la seconde partie est

une application de la précédente pour (p(M, s)=1 u03B2
(2 . 2) Nous remarquons maintenant que le membre de gauche de ( 1 e)

n’est autre, à la constante multiplicative 1 près, que le membre de gauche
de (2 b), dans lequel on prend p =1- ex.
De façon à rapprocher les expressions qui figurent dans le membre de

droite de (1 e) de celle qui figure dans le membre de droite de (2 b), nous
donnons une autre représentation des processus gaussiens qui figurent
en (2 b).

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques
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LEMME 2. - ~S"oit (3 E] ] 0, 1 [. Les identités en loi suivantes ont lieu entre
les différents processus gaussiens ci-dessous, indexés par a ~ ] 0, 1] :

En fait, il nous a paru intéressant de présenter ces identités en loi dans
un cadre plus général (qui permettrait d’ailleurs d’obtenir la démonstration
de certains des résultats de Biane [2]).

PROPOSITION 2 1

1. Soit (p:]0, 1] fonction borélienne telle que : pour tout 0  a  1,

10 ds 03C62 (s)~.
Alors, on a :

2. Soit 03C6 : ] 0, oo [ ~ R, fonction borélienne telle que : pour tout a > 0,

0  ~a ds (s)  ~.

Supposons en outre que : ~1 ds tp2 (s) =1, et posohs :

Alors, on a :

Démonstration: 1. La première assertion découle immédiatement au
calcul de la covariance de chacun des deux processus qui figurent en (i).

Vol. 27, n° 2-1991.
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2. On commence par remarquer que :
~ - a

lU, 41i1,r~11B.r, 1.11rJ 

On écrit ensuite, pour 0~ 1 :

et l’identité en loi (ii) découle alors de (iii) et de la représentation (en loi)
de comme : 

(2.3) Finalement, l’identité en loi (1 e) découle des identités en loi (2 b)
et (2 c), dans lesquelles on a pris p =1- a.
Remarque. - Il apparaît maintenant clairement, à la suite de cette

démonstration, que le changement de variables effectué au cours
du paragraphe 1 n’a rien d’essentiel, et qu’une légère modification de la
démonstration ci-dessus permettrait de démontrer directement ( 1 d) au lieu
de (1 e).

3. IDENTITÉ DE HARDY ET APPLICATIONS

(3 .1 ) Comme nous l’avons signalé en ( 1 . 2), Biane-Yor [4] ont présenté
une partie des résultats du théorème 2 de manière un peu différente, en

introduisant, pour tout z? > 2014 -, les processus gaussiens suivants :

(de façon à ne pas créer de confusion de notations entre ce travail et [4],
nous supposons à nouveau ici, dans un premier temps, que B est un

mouvement brownien à valeurs dans [Fg2, issu de 0).
Remarquons que, par application de la formule d’Itô, on a les formules :

i ~f

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques
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~en ~~~ une 

La raison pour laquelle les processus Vp sont particulièrement bien
adaptés à l’énoncé des théorèmes de Ray-Knight pour les temps locaux
des processus de Bessel (théorème 2 ci-dessus) est que l’on déduit de (3 a),
par changement de temps, les relations suivantes :

/ ~ B

Introduisons également le processus (V p (t), t 1) détini comme étant

(V p (t), t _ 1 ) conditionné par 
On déduit immédiatement de (3 b) la relation :

Nous pouvons maintenant réécrire partiellement ie théorème 2 sous la
forme des identités en loi suivantes:

1

En conséquence, le théorème de Ciesielski-Taylor, sous la torme de l’iden-
tité (1 c) :

peut être réécrit, tout au moins lorsque p > , sous la forme :
2

D’après la remarque qui suit le théorème 1, la transformée de Laplace,

en 2014, de la loi de chacune de ces variables est donnée par la formule (1 ~),
dans laquelle on prend v==/?2014 -, ce qui donne :

’" 2014 _ ~ 1 /1

Vol. 27, n° 2-1991.
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cessus t v p1 t ~~ ~0) en ramenant l’étude de la loi de 2014 
s pour

m2, à celle de Vp (s)|2, pour un nouvel indice 2014201420142014. .
.0 

~ 4-2m

En effet, à l’aide de l’identité en loi (3 b), on obtient :
,. ,  _

(3.2) Nous réécrivons maintenant (vP (t), t _ 1) à l’aide de la formule
(3 a’), sous la forme :

"1 /*~

vans la suite, nous noterons simplement au ueu ae 

Remarquons que G - G 1 n’est autre que le barycentre de la trajectoire
brownienne (Bt, t __ 1 ); plus généralement, Gp est le barycentre de (Bt, t __ 1)
relativement à la ds sur [0, 1].

L’identité de Hardy (3 h) ci-dessous, que nous appliquerons par la suite
à f (t) = Bt, et nous fournira une identité presque sûre qui
complète les identités en loi déjà obtenues dans ce travail.

THÉORÈME 3. - ,Soit ~ (dt) probabilité diff use sur [0, 1] telle que, pour
tout t E ] 0, 1], on ait : Jl ([0, t] ) > o.
A toute fonction f E L2 (y), on associe sa transformée de Hardy :

1 rt r 1

Un a alors l’identité de Hardy :
~ ~

ri est un operateur continu ae L( ) aans lui-meme, tet que : .-

Plus généralement, pour tout p ~ 1 , H définit un opérateur continu de LP 

dans lui-même tel Hf  f 
p-1

Ce théorème est tout à fait classique, surtout en ce qui concerne les
inégalités dans LP (voir par exemple, Hardy-Littlewood-Polya [12], qui
contient en outre de nombreuses références).

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques
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L’identité (3 h) est peut-être un peu moins connue; en voici une

démonstration : on peut supposer, sans perte de généralité, que f= 0. Il
est alors équivalent de démontrer :

Or, on montre aisément cette identité en utilisant l’expression de (H f )2 (t)
donnée par la formule :

hn tait, Il est beaucoup plus mstructit a interpréter les inégalités ou

théorème 3 comme des cas particuliers de l’inégalité de Doob dans LP
pour les martingales (Dubins-Gilat [9], Azéma-Yor [1]) et l’identité (3 h)
comme un cas particulier de l’identité :

pour les martmgales de carré mtégrable; cette dernière interprétation est
faite par Dellacherie-Meyer-Yor [6], p. 112-113 .

(Pour d’autres relations entre la transformation de Hardy et le mouve-
ment brownien, voir, par exemple, C. Donati-Martin et M. Yor [8].)

Voici maintenant l’application au mouvement brownien que nous avions
en vue ici.

COROLLAIRE. - ,S‘oit p>0, et (Bt, t~0) mouvement brownien plan issu
de 0. alors : .’

/  / i

De plus, la loi de la variable ci-dessus est identique à celle de

La transformée de Laplace, en 03BB2 2, de la loi de ces deux dernières variables
est:

Vot. 27, n° 2-1991.
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Nous terminons ce paragraphe par le commentaire suivant, concernant
le cas p = 1 du corollaire : l’identité en loi suivante

~1 9 ~1 1

qui est un cas très particulier des résultats de ce corollaire, a déjà été
obtenue en [7] au moyen d’une application du théorème de Fubini
ci-dessus [plus précisément, de la formule (2 a)], différente de celle dévelop-
pée dans le présent travail pour :

ri ri

Kemarquons a’autre part que, d’apres (3 c)m la variable :

~1 i ~1 i

est aussi égale, en loi, à : IX> ds1(R5 (s)1)’
Ce sont ces considérations qui nous ont amené à envisager plus générale-

ment une démonstration de l’identité (1 a) due à Ciesielski et Taylor à
l’aide du théorème de Fubini ( proposition 1 ) pour les intégrales de Wiener
doubles.
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