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REsuME. — On obtient une expression explicite de la dérivée stochasti-
que de la solution d’une équation différentielle stochastique uni-dimension-
nelle avec zéro, une ou deux barrieres réfléchissantes lorsque le coefficient
de diffusion est lipschitzien et le coefficient de dérive assez irrégulier.

ABsTRACT. — This paper gives an explicit expression of the stochastic
derivative of a unidimensional stochastic differential equation with zero,
one or two reflecting barriers, when the diffusion coefficient is Lipschitz
and the drift coefficient somewhat irregular.

INTRODUCTION
Le calcul des variations stochastiques développé récemment fait jouer
un role central a la dérivation sur I’espace de Wiener, mais il n’est pas
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284 D. LEPINGLE, D. NUALART ET M. SANZ

toujours facile d’obtenir une expression pour la dérivée des variables
aléatoires. Dans [4], les auteurs, utilisant partiellement un résultat de
Bouleau et Hirsch [1], ont donné un systéme d’équations vérifiées par les
dérivées de la solution d’une équation différentielle stochastique multi-
dimensionnelle a coefficients lipschitziens; en dimension un, cela conduit
a une expression explicite.

Nous allons ici nous intéresser au calcul de la dérivée pour les équations
différentielles multivoques uni-dimensionnelles présentées dans [3], qui
modélisent des situations ou le coefficient de dérive peut présenter des
discontinuités et méme tendre vers I'infini au voisinage d’'une ou de deux
barriéres réfléchissantes.

La premiére partie est consacrée a quelques rappels sur la dérivation
dans I’espace de Wiener. La seconde présente les équations sur lesquelles
nous allons travailler, et aprés quelques rappels des résultats de [3], aboutit
a la dérivabilité de la solution. La troisiéme partie contient le résultat
essentiel, a savoir ’expression de la dérivée, dont on vérifie que, conformé-
ment a l'intuition, elle s’annule s’il y a passage au bord du domaine.
Enfin, la quatriéme partie conclut a I’existence d’une densité pour la loi
de la solution, non sans avoir observé qu'une méthode directe due a
Cattiaux [2] donnerait le méme résultat.

1. RAPPELS SUR LA DERIVATION DANS I’ESPACE DE WIENER

Soit { W,, 0=<t<T} un processus de Wiener standard de dimension un,
défini sur ’espace canonique Q=% ([0, T]; R) muni de la mesure de Wiener
Py. On note H I'espace hilbertien L2 ([0, T]; R).

Si F est une fonction suffisamment réguliére de Q dans un espace
hilbertien réel séparable E, on sait associer a F sa dérivée de Fréchet DF;
c’est un processus a valeurs dans E tel que pour tout o dans H, on ait,
dans L2(Q; E),

JTD,F(m)a,drzlim 1|:F(0)+8f cx,dr)—F(co)]
0 £e->0 € 0

et pour p=2, on note D, , (E) la complétion de I'ensemble des fonctions
F réguliéres par rapport a la norme

T pl27|1/p
wcFlre e o, ar) ]
0o

Si E=R, on note simplement D, , cet espace.

Cette notion peut s’étendre au cas ot I’on se donne un espace auxiliaire
(Qy, &4, Py) et ot I'on pose

Q=0Q,x%([0, T]; R)
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DERIVATION DE DIFFUSIONS REFLECHIES 285

muni de la complétion habituelle { #,; 0<t<T} des tribus produit par
rapport a la probabilité produit P,®Py,. La dérivation s’effectue encore
par rapport a € ([0, T]; R).

En utilisant les résultats de [6], on peut montrer comme dans [4] les
propositions suivantes.

ProposiTioN 1.1. — Soit {F,, n=1} une suite d’éléments de D, , (E)
qui converge dans L?(Q; E) vers une variable ¥. Supposons que la suite
{DF,, n21} soit bornée dans L?(Q; H®E), c’est-a-dire que

T p/2
supE(j ||D,F,,||%dr> < 0.
n 0

Alors FeD, , (E), et il existe une sous-suite de { DF,, n>1} qui converge
vers DF dans la topologie faible de L7 (Q; H®E).

ProrosiTiON 1.2. — Soit Y un processus réel adapté appartenant a
D, (H). Si o et b sont deux fonctions lipschitziennes de R dans R, de

t t
coefficient de Lipschitz a, les variables j o(Y)dW; et J b(Y,) ds appar-
(1] 0
tiennent a D, , et il existe deux processus prévisibles A et B bornés par a
tels que

t t
D,J G(Ys)dWszc(Y,)+j A,D,Y,dW, si r<t (1)

(] r

=0 si r>t

tandis que

t t
D,j b(Ys)ds=j B,D,Y,ds si r<t )

0 r

=0 si r>t.

Si de plus, pour tout borélien C de R dont la mesure de Lebesgue |C| est
nulle, on a p.s. |{s€[0, T]: Y,eC}|=0, alors on peut choisir A;=0"(Y,)
et B,=b'(Y,), ou o’ et b’ sont des versions quelconques des dérivées respecti-
ves de G et b.

ProposITION 1.3. — Soient M dans LP(Q, #,) avec p=2, © et b des
fonctions lipschitziennes de R dans R. Alors la solution X de

dX, =0 (X,)dW,+b(X,)dt

3
Xo=m
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286 D. LEPINGLE, D. NUALART ET M. SANZ

appartient a D, | (H); pour tout t dans [0, T], X, appartient a D, ,,
presque partout en (r, ®), on a

D, X,=0o(X,) exp { Jt [0 (X)) dW,— —; o’ (X)?ds+b'(X,)ds] } Ay (4

Preuve. — La premiére partie de ce résultat est démontrée dans [1]. La
proposition précédente montre 1’existence de processus prévisibles A et B
bornés tels que

t
D,X,=c(x,>+j

=0 si r>t.

13
ASD,Xdes+JBSD,XSds sir<t (5

r

Il en résulte
! 1
D, X,=c(X,)exp { f |:As dW,— EASZ ds+B, ds] } Ay (@) 6)

Sur I'ensemble, G={(r, ®): o (X, (0))=0}, D,X,=0. D’autre part, pour
presque tout (r, ®) e G, on a I’égalité (4). En effet, en considérant pour r
fixé la section G¢ et en supposant P(G{)>0, on a d’aprés le théoréme 19
de [1] que pour tout s>r, la variable aléatoire X, posséde sur Gj une
densité par rapport a la mesure de Lebesgue. Par suite, les intégrales

t t t
f o’ (X)) dW,, J o’ (X)*ds et J b’ (X,)ds sont bien définies p.s. sur G{

t
et sont égales respectivement a j A dW,, A2 ds et f B, ds, étant donné

que A, et B, sont des limites faibles dans L2(Q) des suites o, (X,) et
b, (X,), ou o, et b, sont des régularisations de o et b (voir [4]). [

2. DERIVABILITE DE DIFFUSIONS REFLECHIES

Notre cadre de travail sera celui des équations différentielles stochasti-
ques multivoques unidimensionnelles étudiées en [3], qui permettent de
traiter des situations trés variées comme le cas d’une réflexion simple ou
double, ou encore la présence de discontinuités dans le coefficient de
dérive. Rappelons donc les notations et le résultat principal de [3].

On dit qu’une fonction h convexe, semi-continue inférieurement, définie
sur R et a valeurs dans ] — o0, + 0], est propre si

Domh={xeR:h(x)<+ o0}

a un intérieur I non vide. On lui associe 'opérateur multivoque oh par la
définition suivante : un point (x, y) dans R? est dans le graphe de Jh, noté
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DERIVATION DE DIFFUSIONS REFLECHIES 287

Gr (0h), si pour tout z réel,
h(z)zh(x)+y(z—x).

Le résultat suivant est démontré dans [3].

ProposiTION 2.1. — On se donne :
o unréel T>0;
e une fonction h convexe, propre, semi-continue inférieurement;

e. deux applications lipschitziennes ¢ et g de R dans R, de coefficient de
Lipschitz a;

e un mouvement brownien réel W défini sur un espace
Q=Q,x%([0, T}; R);

e une variable aléatoire n F ,-mesurable, a valeurs dans 1, ou 1 désigne
Pintérieur de Dom h.

Il existe alors un unique couple (Y, K) de processus réels sur [0, T],
continus, adaptés, tels que, pour 0<t<T,

e Y, ait ses valeurs dans 1, avec Y ,=m;

e la variation de K soit p.s. finie sur [0, T], avec K,=0;

o dY,=c(Y)dW,+g(Y)dt—dK, |

® pour tout couple (o, B) de processus optionnels tels que (a,, B,) appar-
tienne a Gr(0h), la mesure (Y,—o,) (dK,— B, dt) soit p. s. positive.

On dit alors que ce couple (Y, K) est solution sur [0, T] du probléme
(h, o, g, m). Ce modele général permet par exemple par exemple de traiter
les cas suivants (ou I'on a pris c=1 et g=0) :

— (brownien réfléchi en 0) h(x)= + co pour x<0,
=0pourx=0
— (brownien réfléchi en a et b) h(x)= + co pour x<a et x>b,
=0poura<x=<bh
— (processus « bang-bang ») h(x)=|x]|
— (Bessel d’ordre aa>1) h(x)= + oo pour x=<0

= 1;alogx pour x>0.

Voici un résultat essentiel de la démonstration de [3].

PROPOSITION 2.2. — Si h est décroissante, il existe une suite {k,, n=1}
de fonctions numériques sur R, négatives, croissantes, lipschitziennes de
rapport n, telles que si Pon note W, (x) la dérivée a droite de h(x) définie
sur Dom h, on ait

— pour xeDom dh, lim k,(x)=h, (x);

— pour x¢ Dom 0h, lim k, (x)= — 0.

n— oo
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La solution Y du probléme (h, 6, g, n) est alors obtenue comme limite

croissante des solutions Y" des équations différentielles stochastiques
dY!=c(Y})dW,+g (Y} dt—k,(Y})dt } ™
Y3=n.

Rappelons également quatre autres résultats obtenus dans [3] :

e p.s., dans tout intervalle en ¢ tel que Y reste dans I, le processus K
admet en ¢ une densité par rapport a la mesure de Lebesgue dont la valeur
est comprise entre b (Y,) et k', (Y,), ou h_ et h’y sont respectivement les
dérivées a gauche et a droite de h;

e pour tout x dans I tel que o (x)#0, on a

|{sel0, T]: Y,=x}|=0;

® si d est frontiére a gauche, si L* désigne le temps local continu a
droite de Y en x et si o(d)#0, on a

t
1
j Liy,=aydK = — EL?;

0

e pour tout x dans Dom#h tel que o(x)=0 et h’ (x)<g (x)<H, (x),
alors Y reste en x dés qu’il atteint ce point.

Les propositions suivantes donnent des informations supplémentaires
qui seront nécessaires a notre étude.

ProrosITION 2.3. — Supposons | dans LF (Q, % ) pour un p=2. 1l existe
alors, pour tout b dans 1, un réel o> 0 tel que pour 0Lt <T, on ait
E[1+|Y,—b[1<e”E[1+|n—b[]. ®)
De plus, si h est décroissante,

E[ sup |Y,]7l<+00

0<I=T
et

lim E[ sup |Y,—Y"["]=0,

n - 0=t=T
ou les Y" vérifient la relation (7).
Preuve. — (a) La formule de changement de variables donne

t
e—a'[1+|Yt—b|v]=1+|n—b|"—af e™*(1+|Y,—b")ds
0
t
+pj e ™ sgn (Ys—b)‘Ys—b |P—1 [O' (Ys) dWs+g(Ys) dS—sz]

0

1 [t
+p———'(p2 ) j e | Y,—b[P 2o (Y,) ds.
0
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On utilise ensuite les majorations

Ig(Ys)Jélg(b)|+a|Ys—b|
o(Y)) §20‘2(b)+2a2(Y5—b)2
—(Y,—b)dK, = —(Y,—b)I, (b)ds
xPi<1+]|x|r
x[PT2< 14+ x|?

et il suffit enfin de choisir
azp|g(b)|+pa—phy (b)+p(p—1)c>(bB)+p(p—1)a’
pour obtenir I'inégalité voulue.
(b) On déduit de (a) que
sup E[|Y,["1< + oo,

0=t=T
et cela entraine aisément que K; est dans L? (Q). Mais alors
p

sup |Y,[P<4*" 1 (|n|P+ sup

0=tsT O0=<t=T

Jt o (Y,)dW,

0o

+(J |g(Ys)lds>p+|KTl"),
0

donc le membre de gauche est intégrable et ce raisonnement vaut aussi
pour chacun des Y”". Par convergence monotone d’une suite de fonctions
continues vers une limite continue on obtient

lim sup |Y,—Y?[P=0p.s.

n—>o 0=t=T
et on conclut par convergence dominée. []

Un second résultat va se révéler fort utile. Il porte cette fois sur la

comparaison de deux équations.

ProrosITION 2.4, — Soient h et | deux fonctions convexes, propres, semi-
continues inférieurement, telles que pour tout couple x <y avec xe Domh et
yeDoml, on ait

h(y)—h(x)=1()—1(x).

Soient M une variable aléatoire & ,-mesurable a valeurs dans Domh, et 0
une variable aléatoire F ,-mesurable a valeurs dans Dom|, telles que <m
p.s. Si (Y, K) est la solution de (h, 6,8 n) et (Z, L) la solution de
(, o, g 0), alors Z, <Y, p.s. pour tout t dans [0, T].

Preuve. — 11 n’y a quelque chose & démontrer que s’il existe un point b
dans l'intérieur de Dom h (N Dom l. On pose

Y. +Z,
2

& Liz>vytbliz,cv,

Vol. 25, n° 3-1989.



290 D. LEPINGLE, D. NUALART ET M. SANZ

et si i, et I, sont les dérivées a droite respectives de h et I, les inégalités
(Y,—o) (dK,— ', (o) dt) =0
(Z,—o,) (dL, -1, (o) dt) =0
montrent par addition que
1z,5v,,(Z,—Y,) (dL,—dK,) 20.
Mais

(Z—Y)* =2 j (Z,-2)" (6(Z)—o (Y)W,
0

+2 jt (Z,—Y )" [(g(Z)—g(Y)) ds—(dL,—dK)]
0

+ J Vg, (6(Z) 0 (YD) ds

0

<2 jt(zs—-Ys)+ (6(Z)—o(Y))dW;

+Q2a+a? Jr (Z,—Y) ) ds
(V]
et par conséquent
E[(Z,~Y)")1=Qa+ad?) Jl E{(Z,~Y,)")*]ds,
0
ce qui prouve que Z, <Y, p.s. O
COROLLAIRE 2.5. — Pour tout point frontiére d de Dom h tel que o (d)#0

et tout 0<t<T, on a P(Y,=d)=0.

Preuve. — Supposons par exemple d frontiére a gauche et considérons
les solutions Y de (h, 0, g, M) et Z de (h, o, g, d). Pour t>0, comme
|{sel0, :Z;=d}|=0, on a

t
J P(Z,=d)ds=0,
0

et il existe donc un se]0, ¢[ tel que P(Z,=d)=0. Si 'on compare sur
I'intervalle de temps [t —s, ] la solution Y de (h, o, g, Y,_,) et la solution
U de (h, o, g, d), on vérifie que Y =U d’aprés la proposition précédente,
et par conséquent

P(Y,=d)<P(U,=d)=P(Z,=d)=0. [

Notre prochaine étape est la mise en évidence d’une suite d’approxima-
tions convenables du processus Y dans le cas général, en étendant ainsi le
résultat de la proposition 2.2 démontré lorsque h était décroissante.
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ProrosiTION 2.6. — Soit (Y, K) la solution du probléme (h, o, g, ), ou
1 est dans un espace L? (Q, & ,) avec p 2 2. Il existe alors une suite (b,, n=1)
de fonctions lipschitziennes vérifiant b,<ap.p. telle que la solution X" de
Péquation.

dXi=0c(X})dW,+b,(X})dt
‘ ©)
Xo=n
vérifie
lim E[ sup |Y,—X!|”]=0 (10)
n oo 0=<t=T
Preuve. — (a) Si h est décroissante, on pose X"=Y", b,=g—k,, et la

proposition 2.3 donne le résultat. En effet,

g —k,=g'<ap.p
Par symétrie sur R, le résultat est encore valable lorsque s est croissante.
Remarquons maintenant que le couple (Y, K) est solution de (h, ©, g, 1)

si et seulement si le couple (Y, K'), avec K!=K,—ct, est solution de
(h!, o, g, M), ou, b et ¢ étant des réels arbitraires, on a posé

h(x)=h(x)—c(x—b)
gl ()=g(x)—c.
Ainsi, la conclusion est encore valable lorsque le graphe de dh est simple-

ment majoré (ou minore).

(b) Supposons donc que le graphe de dh ne soit ni majoré ni minore. Il
existe alors e dans Dom 0k tel que (e, 0) e Gr (0h). En utilisant la remarque
faite en (a) et une constante ¢ bien choisie, on peut supposer que e est
dans I et que h_ (e)=h", (¢)=0. Notons d et d’ les frontiéres & gauche et a
droite, finies ou infinies, et soit (x,, m=1) une suite de points de I,
supérieure a e, qui converge en croissant vers d’. On pose pour m=1

hy,(x)=h(x) si x=x,,
=h(x,)+(x—x,) ', (x,,) si x,<x=d,
=h(x)+ (@ —x,) I, (x,)+(x—d)max (m, I, (x,)) si d'=x

et on note (Y™, K™) la solution de (h,, o, g, n). En choisissant o,=e,
B, =0, on observe que

(Y7 —e)dKI" 20, (11)

donc le processus

t
F;":J. 1 ym_,,dKY
0

Vol. 25, n® 3-1989.



292 D. LEPINGLE, D. NUALART ET M. SANZ

est continu décroissant. Puis, en choisissant

_Yr4yYrtt
2

B,=H, (o),

aprés avoir remarqué que d’aprés la proposition 2.4 Y'2Yr*'2>Y, il
vient facilement

: La<yp<eyteliype, o

Lycypeey(YP=YP ") (K —dKT* 1) 20

et méme
Liypeoy (YP =Y 1) (dKP —dK 1) 20,
car si Y"=d, on a aussi Y"*!=d. De méme,
Liypee) (YP—Y ) (dKP— dK,) 20.
En posant pour tout rationnel s de [0, T]
T,(=inf{tels, T: Y'=Y"'<eout=T}
S, (s)=inf{t€e[T,(s), T:Y"=e ou t=T},

la formule de changement de variables et I'inégalité de Gronwall montrent
que

m+1 2 —
El(Y0r, 0+0r5n ™ Yn @+0a5n @) LTpe<1]=0;

donc Y™=Y™*"! sur lintervalle [T,(s), S, (s)], et par conséquent
dK™=dK,,,, sur ce méme intervalle. Comme ’ensemble

D={te[0, T]: Y'<eetY"=Y"*'}

est réunion d’intervalles et que son intérieur est inclus dans la réunion
dénombrable des intervalles [T,, (s), S,,(s)] lorsque s varie, on peut consta-
ter que dK™=dK™"! sur D. On a un résultat analogue pour (Y™, K™) et
(Y, K). Il en résulte que les processus F™ forment une suite décroissante
de processus décroissants continus, qui vérifient

dF7zdFy* i 21y ., dK,,
et cela prouve que

F= lim F"

m —
est un processus décroissant continu. Posons maintenant
Z=1lim Y">Y.

m — oo

Annales de I'Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



DERIVATION DE DIFFUSIONS REFLECHIES 293

C’est un processus prévisible, localement borné, semi-continu supérieure-
ment. Le processus

t t
L=—Z+n +J c(Zs)dWs+f g(Zyds
] 0
est donc semi-continu inférieurement. En probabilité, on a
L,= lim K"

Le processus
t
GI'= K?—F?zf 1 yms . dKT
0

est aussi égal a

t
J Lyms .y dKY
0

d’aprés 'hypothése h’, (e)=h"_ (e)=0 et il est croissant d’aprés I'inégalité
(11). Ainsi les G™ sont des processus croissants qui tendent en probabilité
vers G=L—F, processus croissant semi-continu inférieurement. Donc F
et G sont continus a gauche, pourvus de limites a droite, et il en va de
méme pour L et Z. On a méme vu que F est continu, et comme le passage
a la limite en m donne

t
Ft=f l{Zs<e)dLs’
o

il en résulte que L est continu en tout point ¢ tel que Z,<e. En utilisant
la remarque du (@) et en choisissant e arbitrairement proche de d’, on
peut montrer qu’en fait L est continu en tout point ¢ tel que Z,<d’. On
montre ensuite exactement comme en [3] que Z ne sort pas de [d, d'], que
Z est continu a droite en d’ et que (Z, L) est solution du probléme
(h, 0, g, M), C’est-a-dire Z=Y et L=K.

(c¢) Toujours d’aprés la remarque du (a), le remplacement de g par
g—max(m, h’, (x,,)) permet d’appliquer la proposition 2.3 a Y™, d’ou pour
tout m

E[ sup |Y"|P]< + 0.
0=t=T
Par symétrie sur R, il existe une suite (U croissant vers Y, et telle que
pour tout m,
E[ sup |Ur|"l< + o0,

0=<t=T

Vol. 25, n°® 3-1989.



294 D. LEPINGLE, D. NUALART ET M. SANZ

et il en résulte par convergence dominée que

lim E[ sup |Y,{—Y;"|"]=0.

m — 0=<t<T

Mais, toujours d’aprés la proposition 2.3, il existe pour tout m une appro-
ximation X™ de Y™ qui vérifie

1
E[ sup |XP—Y7r[l<—
O0=<t=T m
et qui posséde les propriétés de I'énoncé. []
Il est maintenant possible d’obtenir la dérivabilité de Y sur I'espace de
Wiener.

ProposiTiON 2.7. — Soit (Y, K) la solution du probléme (h, o, g, m), ou
n est dans LP(Q, &) avec p22. Alors Y €D, | (H); pour tout t dans [0, T],
Y.eD, ,, K,eD, ,, et on a la formule

p, 1 p, 1’

t
Dr Yt: 1[r, T] (t) { (o (Yr) + \[ 0-, (Ys) Dr Ys dws

r

t
+f g (Y)D,Y,ds—D,K,}. (12)

~ Preuve. — Considérons les approximations X" de la proposition 2.6.
D’aprés la proposition 1.3, p.p. sur [0, t]x €, on a

D, X!=c (X" exp { J [0’ (X®)dW,— % o' (XH*ds+b,(XD) dsjl }

Les inégalités maximales pour les martingales entrainent que

telr, T]

T
E[ sup |D,X;'|"]§CPE|:|0(Xf)|”exp{pj o’ (X") dW,

T
_g J- o’ (X:)Z ds}] e T < CP E [ | o (X:l) Ip] P w2-p)2 T+apT

Le caractére lipschitzien de o joint a la convergence de X" vers Y uniforme
dans L?(Q) entraine que
sup sup E[ sup |D,X"|"]<+ 0.
n rel0,T] te[r, T]
Les hypothéses de la proposition 1.1 sont donc vérifiées, cela entraine que
YeD, ;(H) et Y,eD, ; pour tout ¢, et par suite K,eD, , également. En

utilisant la proposition 1.2 et les arguments de la preuve de la
proposition 1.3 on obtient la formule de I’énoncé. []

Annales de I'Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



DERIVATION DE DIFFUSIONS REFLECHIES 295

3. EXPRESSION DE LA DERIVEE STOCHASTIQUE

La proposition 1.3 nous a donné la valeur de la dérivée stochastique
pour une diffusion a coefficients lipschitziens. Nous allons maintenant
obtenir cette valeur pour les équations rencontrées dans la partie préce-
dente. Pour cela, nous aurons besoin de la mesure positive o-finie p
associée a h de la manicre suivante :

w(b, c)=hn, (c)—F, (b) pour b<c, betcdansI
r(I)=0.
Notons d et d’ les frontiéres a gauche et a droite de I, a distance finie ou
infinie. Traitons d’abord un cas particulier, sans frontiére.

LemME 3.1. — Soit (Y, K) la solution du probléme (h, o, g, M), ou M est
dans L*(Q, F ;). On suppose qu’il existe un intervalle compact [b, c] tel que

h soit une fonction affine sur 1— oo, b] et [c, + oo, et qu’il existe a>0 tel
que o (x)Za pour tout x réel. Alors on a

D,Y,=c(Y,)exp { Jt [c’ (Y)dW,— % o’ (Y)?ds+g'(Yy) ds:|

r

- j Lf*qu(dx)}.l[,,n ®. (13)
R

o?(x)
Preuve. — Comme il n’y a pas de bord ici et que
|{sel0, T:h\ (Y)>h_(Y)}|=0
parce que o ne s’annule pas, on a simplement

t
K,= f W, (Y,)ds.

0

D’aprés la proposition 2.7, on sait que K,eD, ; et on va montrer que

pour r=t
D,K,= f ( f 'D,YSL*(ds)>”(d") (14)
R

r o?(x)

Mais le second membre de (14) est égal a
t x
[ov( [ 5 %)
r R 02 (X)

L* (ds)
L o2 (o) M)

ou
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est une mesure dont la fonction de répartition est égale a

LX
f(S)=J °— p (dx).
x 02 (x)
Par conséquent, d’aprés la proposition 2.7, ’égalité (14) entraine qu’a r
fixé, (D,Y, r=t) vérifie une équation différentielle stochastique linéaire
dont la solution est donnée par (13). Il suffit donc de montrer I’égalité (14).
Le remplacement de g par g—h’, (¢) permet de rendre h décroissante et

d’utiliser les approximations k, et Y" fournies par la proposition 2.2.
t

Considérons alors les intégrales f k,(Y,)ds qui convergent en décroissant,

0
et aussi dans L*(Q) uniformément en ¢, vers K,. D’aprés la proposition 1.2,

t t
D, f k,(Yyds =J k,(Yy)D,Y,ds,

0
et

E|: JT< ft k., (Yy)D,Y, ds)2 dr]
(V] r

T 4 1/2
<T. sup (E[ sup |D,Y,[*D"? (E[( j k;(Ys)ds) ]) )
rel0, T] selr, Tl 0

D’aprés la formule (4), les approximations Y" de (7) vérifient D, Y} =0.
En comparant terme a terme, on vérifie que dans L*(Q),

n — o

t
K,= lim I k,(YDds,

0
puis que
T t 2
supEj (f k;(Y;’)D,Y;’ds> dr < + o0,
n 0 r
et il s’ensuit que D, K, est la limite faible d’'une sous-suite de

t
j K,(Y") D, Yds,

qui pour r fixé est un processus croissant. Ainsi, D, K, est également
croissant, et D,Y, donné par (12) est somme d’un processus continu et
d’un processus décroissant. Si, pour t=r, on pose

U,=0o(Y,)exp f [c’ (Y)dW,— % o’ (Y)?ds+g'(Yy) ds],

r

le calcul stochastique montre que
0<D,Y,=U,
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ce qui permet d’obtenir

sup E( sup |D,Y,[*)< + 0.
ref0, T] selr, T]

D’autre part,

r ki (Y)dssa™? r kn(Y)o?(Y,)ds.

0 0

Alors,

% J U l(Y,) 02 (Y,) ds=hy (Yo)— h, (n)

0

T
—J ka(Y)[o (Y)dW,+g(Y)ds—H, (Yy)ds], (15)

0
ou h, est une primitive de k,. Comme h est a croissance linéaire, on a
|y (Y1) —h, (M) | S| A (Y1) —h(n)| e L*(Q),

et d’autre part, comme Ik,,|§|h’_ b) |, les intégrales du membre de
droite de (15) sont bornées dans L*(Q). Il en résulte qu’une sous-suite

t
de la suite {f k,(Y,)D,Y.ds, n_>_=l} converge faiblement vers D,, K,.
Remarquons maintenant que
t ’ t
j k. (Y)D,Y,ds= J k;(")( j D,YSL"(ds)>dx.
r Rc (x) r

Comme D,Y, est somme d’un processus continu et d’un processus
décroissant, la continuité étroite en x des mesures continues L* (ds) assure
la continuité de ’application

t
x - j D, Y,L*(ds).

r

Il en résulte que presque partout sur [0, ] xQ, on a

A VA . [ R@ [y s
b j o? (x)(J, DXL (ds)> dx"L o2 (x)(J, P-Y.L (ds))'

Cette suite étant bornée dans L2([0, T]xQ; R) converge dans
L1([0, T] x ©; R) pour tout g <2, et cela prouve ’égalité (14). O
Voici maintenant le résultat essentiel de cette étude.

THEOREME 3.2. — Soit (Y, K) la solution du probléme (h, ©, g, M), ou N
est dans L*(Q, F,) et o(x)>0 pour tout x dans lintérieur I de Dom h.
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Pour t>0, on définit
B={(r, ®€l0, ]xQ:d< inf Y (0)< sup Y,(0)<d’}

selr, 1] sefr, 1]
et pour r<t
B,={weQ:(r, ®)eB}.
Alors, presque partout dans [0, t] x Q,

D,Y,=c(Y,)exp { Jt [0’ (Y)dW,— % o’ (Y)?ds+g (Y ds]
' Li— L
- L o (dx) } 15, (16)

Preuve. — (A) Pour commencer, démontrons (16) sur I'’ensemble B. On
peut remarquer que pour ®€B,,

L¥—L;
~p(dx)< + oo.
J‘R o® (%)

Notons &(r, t) le second membre de (16) et fixons re[0, T]. Soient b et c
des réels tels que d<b<c<d’. L’ensemble
G, . ={w:b< inf Y,(@)= sup Y,(w)<c},
selr, t] selr, t]
est évidemment contenu dans B,. Soient
h(b)+h, (b)(x—b) si x<b
h(x)= h(x) si b<x=<c
h(c)+h_(c)(x—c¢) si c<x
~ o (b) si x<b
c(x)= o(x) si b=x=c
o (o) si c<x.
Considérons la solution (Y, Z,), s€[r, t]) du probléme (4, o, g, Y,) dans
I'intervalle [r, £]. On peut alors écrire pour selr, ]

YS=Y,+J G(Y“)qu+J g(Y)du—(K,—K,)

r

?S=Y,+J 8(?u)qu+I g(Y)du—K,,

r r

et les processus { Y, se[r, ]} et {Y,, se[r, t]} coincident p.s. sur G, .
D’apres le lemme 3.1, nous avons pour sefr, t]

t
D,Y,=c(Y)exp { J [6" (Y, )dW, — % o' (Y)du+g (Y,) du]

Lr—Lx-
N L () " (dx)}’
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ou L" est le temps local en x du processus Y, égal 4 L*p. p. sur [r, {]x G, ,,
et 1 est la mesure associée a la fonction convexe A, ¢’est-a-dire la restriction
de p 4 ]b, c[. Dans cette expression, D, Y, est une dérivée par rapport au
mouvement brownien { W,—W,, se[r, T]}, mais elle coincide avec la déri-

vée par rapport a { W, se[r, T]} parce que les accroissements des deux
browniens sont €gaux dans l'intervalle [r, T].

Par conséquent, p. p. sur [r, t] x G, ., nous avons
D,Y,=&(s, 1).

D’aprés la propriéte de localit¢ de I'opérateur D démontrée dans [5],
égalit¢ Y,=Y,p.s. sur G, , entraine que p.p. sur [r, ] x G, ,,

D,Y,=D,¥,=&(, 0). a7
En faisant décroitre b vers d et croitre ¢ vers d’, on obtient (17) p. p. sur
[r, ] x B,. Comme B est la réunion dénombrable des ensembles [r, t] x B,,
ou r est un rationnel de [0, t], la formule (16) est prouvée sur B.

(B) Nous allons maintenant démontrer en différentes étapes la formule
(16) sur B°. Pour fixer les idées, nous supposerons d > — c0.

(i) Supposons que h soit décroissante avec d e Dom dh et o (d)>0. Soit
(h,, n=1) la suite de fonctions convexes définie par

{ h(x) si x=d
h, (x)= . :
h(d)+min(—n, k', (d)) (x—d) si x<d.

On prolonge o par o(d) sur ]— oo, d[ et on note (Y", K”) la solution du
probléme (h,, o, g, ). En suivant les arguments de la démonstration de
la proposition 2.6, on montrerait que

lim E[ sup |Y,—Y?|*=0

n—w sel0,1]

et Yi<Y, pour tout s<t p.s. D’aprées la partie (A) appliquée a Y",

. t
D,Y'=c(Y"exp { J [o' (Y")dW,— %c' (Y")?ds+g (Y") ds}

Lxn_— L,’." n
- f e (dx)}
R 0 (%
pour r=t, et D,Y;}=0 pour r>t. Ici, le processus L*" est le temps local
de Y" et p, est la mesure associée a h,, c’est-a-dire
B =H |1, + o+ + 1, (@) 8,

On remarque que pour n assez grand, n+h’, (d)>0. 1l est facile de vérifier
que

sup sup E[|D,Yr[*]< + co.

n rel0,t]
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Par conséquent, d’aprés la proposition 1.1, il existe une sous-suite de
D, Y" qui converge dans la topologie faible de L2 ([0, £] x Q) vers D,Y,.
Par la formule de Tanaka on a

%(L;""—L:‘~")=(Y,"—d)+—(Y:—d)+

t
—j Livesay [0 (Y) AW, +g(Y)ds—h” (Y{)ds]. (18)

En utilisant le fait que h” est continue a gauche et que Y; converge en
croissant vers Y, on obtient la convergence en probabilité du membre de
droite de (18) vers le membre de droite de

%(L:‘—L:‘)=(Y,—d)+—(Y,—d)+

—f Liy,>a,[0(Y)dW,+g(Y,)ds—h_ (Y,)ds]

Remarquons que pour tout re[0, t], on a p.s. I'inclusion

Bic{L{>LZ}. » (19)
En effet, on peut supposer Y,>d puisque d’aprés le corollaire 2.5,
P(Y,=d)=0. Soit alors pour se[r, t]

V,=Y,—d- @i-1y
2
~Y,—d+ j [6(Y,)dW,+g(Y,) du—H, (Y,)du};

pour tout entier M plus grand que d, on pose
Ty=inf{se[r, ]: Y,=Mous=t}.

Comme h’, est borné et que g(Y,,1,) est borné dans I'intervalle [r, f] sur
I'ensemble { Ty, >r}, le changement de probabilité de densité

i Ty Ty
exp{ j (h;(Ys)—g(Ys))dws—% f (h;(Ys)—g(Ys))st}

r

fait de V,,r, une martingale locale qui, sur B:N\ {Ty=t} N {L!=L¢},
resterait positive tout en s’annulant sur Iintervalle [r, ¢ : on aurait alors
Y,=d, ce qu’on a précisément exclu. Comme P(T,,=t) tend vers 1 quand
M tend vers I'infini, on obtient I'inclusion (19). Pour finir, posons

Z"(r, t)=exp { Jt [67 (YD) dW,— % o’ (Y2 ds+g (Y")ds] }
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On a alors
n ny\ 7n L:" "— Lf’ "
D, Y{1p=0(Y)Z"(r, t)exp< — - P (dx) ¢ 1ge
R O°(x)
n n ’ L;i, n - L;‘-’ "
<o(YDZ"(r, )exp{ —(n+Hh, (d))——— } 15
0,2 (d) r

Cette expression converge en probabilité vers zéro quand n tend vers
linfini : en effet, la suite o(Y?)Z"(r, t) est uniformément intégrable,
L#"—L%" converge en probabilité vers L—L% etL!—L¢>0 sur BS. En
conclusion,

D,Y,15=0.

(ii) Supposons encore h décroissante, mais d ¢ Dom dh. Soit (x,, n=1)
une suite strictement décroissante qui converge vers d. On considére deux
types d’approximations pour la fonction h :

+ 00 si x<d
hy ()= h(x)+(x—x)h, (x,) si dsx=x,
h(x) si x,<Xx
n2 (x)= B (@) +(x—d)ymin(—n, b, (x,)) si x<d
" ht(x) si xzd
On désigne par (Y™!, K™1) et (Y™2, K™?2) les solutions respectives des
problémes (hl, o, g, ) et (h2, o, g, m). La proposition 2.4 nous dit que
Y*»2<Y™"1<Y. D’aprés la preuve de la proposition 2.6, nous avons
lim E[ sup |Y,—Y>?|*]=0,
n = o sel0, 1]
d’ou aussi
lim E[ sup |Y,—Y»![*]=0.
n— o se[0, t]

En utilisant les résultats obtenus en (A) et en (B) (i), on obtient que
t
1
D, Y !'=0(Yy!)exp { f [o"(Ys ) dW,— 2 o’ (Y5 ') ds

sn_X%n
r

iy [ L
+g/ (Y1) ds] j —res

(@) {1z
ou
— L*" est le temps local en x de Y™ 1;
— , est la mesure associée & h,, c’est-a-dire p |1xm + ool
— Br'={w:d<inf,_, ,Y>'}. '
Comme dans la démonstration de la proposition 2.7, on a
sup sup E[|D,Y"!|*]< + o0,

n rel0,1]
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donc il existe une sous-suite de D, Y} qui converge dans la topologie
faible de LZ2([0, {]xQ) vers D,Y, D’autre part, puisque B!cB, de
D,Y} '=0 sur (B})* on déduit que D, Y*!=0 sur B, et par conséquent
D, Y,=0 sur B;.

(iii) On suppose encore h décroissante, mais o (d)=0. En considérant
les approximations k, et Y" de la proposition 2.2, on peut montrer que
si h(d)=+ o ou —oo<h, (d)<g(d), pour n assez grand la probabilité
que Y" rencontre d en un temps t€]0, T] est nulle; il en va donc de méme

pour Y puisque Y"<XY. Il reste a traiter le cas g(d)<h’, (d)<0. On sait
qu’alors, si

S=inf{tel0, T]: Y,=d},
ona Y,=d pour t=S. D’apres la propriété de localité de [5], ona D,Y,=0
p. p. sur
[0, f1x{t=S}=B"

(iv) On suppose maintenant que h n’est pas décroissante. Comme on
I’a vu dans la partie (@) de la preuve de la proposition 2.6, le cas ou le
graphe de 0h est majoré se raméne facilement au cas ou h est décroissante.

Soient ¢ un rationnel strictement plus petit que d’ (que d’ soit fini ou
infini), b un rationnel strictement plus grand que d (qui est fini), s, s, et
s5 des rationnels qui vérifient 0<s, <s, <s; <t, ou ¢t est fixé >0. On pose

Al ss—i0:d= inf Y,et sup Y,<c}

uelsa, s3] uelsy, s3]
2 — . 4 —_
A} o ss={o:b< inf Y,et sup Y,=d}.
uelsy, s3] ue[sz, s3]

Il est aisé¢ de vérifier que p. p. sur [0, T] xQ,

Bf= U {[Sl’ sZ] X(Acl,sl,sz,s;; UAL%, $1,82, s3)}-

b,c, 51,82, 83
11 suffit alors de voir que D, Y,=0 p. p. dans [s,, 5,]xA} | .. Montrons
d’abord que sur cet ensemble, D, Y, =0. R

Sur [s;, 551 XAl s, s Y coincide avec le processus Y solution de

(h, o, 8, Y,), ou

hx)= h(x) si x§c'

h(x)+(x—c)h_(c) si x>c.

Comme le graphe de 0k est majoré, les résultats obtenus en (i), (ii) et (iii)
montrent que

D,Y,,=0 p.p. sur [s;, s,] x A}

¢, 81, 82, 53"

D’apres le méme argument de localité [S] qu’en (A),

D,Y,,=0 p.p.sur [s,, s;] XA}

c, 81, 82, 53"
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Dans l'intervalle [s,, #], le couple (Y, K—K,,) est encore solution du
probléme (h, o, g, Y,). Soit alors (X", n=1) la suite des approximations
a coefficients lipschitziens o et b, qui, d’aprés la proposition 2.6, converge

vers Y dans L*(Q) uniformément sur [s5, t], avec pour condition initiale
Y,, De

X;’=Ysa+j [o(X})dW,+b, (X% dv] pour s§;Ss=<t
53

on déduit comme dans la proposition 1.3 que pour 0<u<s,

t
D,Xr=D,Y,, exp { j |:0" (X" dW,— % o’ (XM?*ds+b,(X") ds] }

S3
et pour s;Sust

t 1
D, X!=0c (X" exp { J [o"(XD)dW,— > o’ (XM?ds+b,(X") ds] }
Ainsi,
sup sup E|D,X!|*< +o0
n uel0, 1]

et comme

D,X!=0 p.p.sur[s;, s,]x A}

C, 81, 82, 853°

on a bien par passage a la limite faible

D,Y,=0 p.p.sur[s;, s,] % A}’sl,szyss. O
Remarque. — En fait, la formule (16) est valable dés que >0 sur un

intervalle 1b, c[ et que Y ne peut pas sortir de Uintervalle [b, c]; c’est le
cas par exemple si c(b)=0c(c)=0, h_(b)<g () et g(c)<h, (¢).

4. EXISTENCE D’UNE DENSITE
Nous allons pour conclure montrer qu'on peut déduire de la formule
(16) que Y, admet une densité, grice a un résultat de Bouleau et Hirsch.

ProrosiTiON 4.1. — Soit (Y, K) la solution du probléme (h, o, g, 1), ou
>0 sur Dom h. Pour tout t>0, la loi de Y, admet une densité.

Preuve. — Supposons d’abord n dans L*(Q, #,). Comme Y,eD, ,, il
suffit d’aprés [1] de prouver que p.s.

t
J (D, Y,)?dr>0.
(4]
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Le corollaire 2.5 nous assure que p.s. d<Y,<d’. De ce fait, d’aprés la
formule (16), p.s. le processus {D,Y,, [0, t]} est strictement positif et
continu pour r suffisamment proche de t, ce qui donne la condition
cherchée. Si maintenant n n’est plus dans L*, on vérifie que pour tout
entier k=1, la solution Y, coincide sur {|n|<k} avec la solution Y}
obtenue avec pour donnée initiale max (min(n, k), —k), et ainsi, si |N | =0,
ona

P(Y,eN)=P(U({Y,eN}N{|n|<k}))
= lim P({YfeN}N{|n|<k})

k=00

=0. O
Remarques. — (1) Si o s’annule en d ou d’, on a encore
P({Y,eN}N{c(Y)>0})=0

pour tout borélien N vérifiant | N|=0.

(2) L’existence d’'une densité peut aussi étre obtenue directement par le
procéde indiqué par Cattiaux (théoréme 1.15 de [2]). Voici une rapide
esquisse de cette méthode. On se place sous les conditions de la
proposition 4.1 et d’apres le corollaire 2.5, il suffit de montrer I’existence
d’une densité dans I. On fixe des réels b, ¢ et € tels que

d<b—-2g<b<c<c+2e<d

et on définit par récurrence les temps d’arrét

Ey,=inf{s>0:Y e[b—¢, c+¢]}
S,=inf {s=E,: Y ,¢1b—2¢, c+2¢[}
E . =inf{s=S,:Ye[b—s, c+¢]}.

Grace a la propriété de Markov, il suffit de faire I’étude dans chaque
intervalle [E,, S,], ce qui permet de supposer que h vérifie les conditions
du lemme 3.1. Ensuite, une simple transformation de Girsanov €limine h
en nous ramenant au cas des équations différentielles stochastiques a
coefficients lipschitziens, pour lesquelles Bouleau et Hirsch [1] ont donné
le résultat.
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