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Propriétés du spectre évolutif
d’un processus non stationnaire
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Guy MELARD

Institut de Statistique, Université Libre de Bruxelles,
C. P. 210, Campus de la Plaine, Boulevard du Triomphe,
B-1050 Bruxelles

RESUME. — Nous ¢étudions les propriétés du spectre évolutif, c’est-a-dire
un spectre variant dans le temps, qu'on peut dériver de la représentation
canonique d’un processus non stationnaire purement indéterminable a
parametre discret.

SumMaRrY. — This paper is concerned with the properties of the evolutive,
i. e. time-dependent, spectrum that can be derived from the canonical
representation of a non-stationary purely non-deterministic discrete-time
stochastic process.

0. INTRODUCTION

Un spectre fonction du temps a été calculé et utilisé (Granger et Hata-
naka [5]) avant qu’une définition précise n’en soit donnée (Priestley [/3]).
Nous justifierons dans un prochain article [/0] nos réserves a I'égard de
la théorie de Priestley. Quand on sort du cadre des processus stationnaires,
I'imagination peut se libérer. Il est donc possible de définir un spectre
variant dans le temps de bien des maniéres et le choix d’une définition
présente un certain arbitraire. De plus, d’autres approches ont donné
naissance a des spectres qui ne dépendent pas du temps.

L'auteur [9] et Tjgsheim [/4] ont indépendamment défini un spectre
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412 G. MELARD

que nous appellerons spectre évolutif qui présente I'avantage d’étre dérivé
d’une fagon rationnelle de la décomposition canonique, laquelle est unique.
Le spectre évolutif incorpore a chaque instant linformation nouvelle
mais le futur du processus n’y joue aucun role. La classe des processus
stochastiques considérés est celle des processus & paramétre discret pure-
ment indéterminables. Tjpsheim a aussi étudié les processus a paramétre
continu. De plus, il a montré que le spectre mérite ce nom au sens de la
théorie des opérateurs d’un espace de Hilbert.

Cet article a pour but d’établir des propriétés que posséde le spectre
evolutif (section 2). Loynes [8] a dressé un inventaire des propriétés souhai-
tables pour un concept de spectre variant dans le temps. Nous nous y
référerons. Auparavant nous introduisons les notations et les définitions
(section 1). Nous terminons l'article par une discussion sur l'utilit¢ du
spectre évolutif en dépit de ses défauts (section 3).

1. NOTATIONS ET DEFINITIONS

Soit X ={X,te€Z} un processus stochastique du second ordre, a
valeurs complexes (a* représente le nombre complexe conjugué du nombre
complexe a). On considére I'espace de Hilbert #2(X) sous-tendu par les X,
dont la covariance est le produit scalaire. Notons &2 { . } le sous-espace
de £*(X) sous-tendu par la famille de variables aléatoires { . }. Les sous-
espaces L3(X, t) = #?{X,;u < t}, teZ, sont emboités les uns dans les
autres. Supposons que £*X, — o) = 0; on dit alors que le processus
est purement indéterminable. L’innovation #, est définie par n,= X, — X,_ (1)
ot X,_,(1) est la projection orthogonale de X, dans £2(X,t — 1). Les
innovations sont orthogonales deux & deux. Nous utilisons les innovations
normées définies par & =n,/||n|| si ||n||>0et & =0si||n| =0, la
norme étant 'écart-type. La décomposition de Wold-Cramér, aussi appelée
la représentation canonique du processus (Cramér [2]), exprime le déve-
loppement de X, dans la base orthonormée de #*(X, ) constituée par
les & #0:

X, = Z hlu s (1a)

Ou S
Xr :Zl//rjét—j- (lb)

Jj=0
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PROPRIETES DU SPECTRE EVOLUTIF D’UN PROCESSUS NON STATIONNAIRE 413

Nous utiliserons I'une ou l'autre de ces expressions selon la commodité,
sachant que ¥,; =h,,_;, j=0,1,.... Moyennant la convention que
h,, = 0 pour tout ¢t lorsque &, = 0, la décomposition (1) est uniquement
déterminée. Pour que les séries convergent en moyenne quadratique, il

faut que E |¥,;1> < o0. Si le processus est stationnaire au sens large, on
j

substitue /; a y,; dans (1b) et y,_, a h,, dans (1a). La fonction de covariance
du processus, Iy, = cov (X, X,), est donnée par I'expression

min (s.t)

Ly = Z hohi - @

u= -

Pour remplacer la représentation spectrale des processus stationnaires,
on envisage une représentation de Karhunen [7] sur I'espace de Lebes-
gue (Q, 8, y) ou Q = [— =, n]. Elle a la forme d’une intégrale stochastique

X, = J'Q d{w)(dw), &)

ou ¢(.)eL? = L3(Q, 4, ), I'espace des fonctions de carré sommable,
et {(dw) est une mesure aléatoire a valeurs orthogonales, c’est-a-dire telle
que

V By, B,e % : E[{(B,){*(B,)] = u(B; N B,).

La fonction de covariance du processus se représente par

L= L dw)pf(w)dw . )

Parzen [I2] a montré I'existence d’une multitude de représentations de
Karhunen. Le théoréme suivant met en évidence une représentation de
Karhunen particuliere induite par la décomposition de Wold-Cramér.
Nous l'appellerons la représentation évolutive.

THEOREME. — Un processus stochastique a paramétre discret purement
indéterminable, dont (1a) est la décomposition de Wold-Cramér en son
processus innovation normé, admet une représentation de Karhunen sur
I'espace de Lebesgue (Q, 4, p), avec Q = [— =, 7], la fonction ¢,(w) étant

définie par
t

Plw) = 2m)~ 12 Z hye " . (5a)

u=—oo
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414 G. MELARD

Démonstration. — En vertu du théoréme de Riesz-Fischer, il existe une
fonction ¢,(w) e L? définie par (5a). Si on lintroduit dans le second mem-
bre de (4), on retrouve (2) par le théoréme de Parseval.

De cette fagon, on fait correspondre I'innovation normée ¢, a la fonc-
tion (2m)~'/? exp (iwt) e L% pour tout ¢ tel que ¢ # 0, ce qui définit un
isomorphisme entre #?(X) et un sous-espace L?(¢) = L2. Grice a I'unicité
de la décomposition de Wold-Cramér et la particularité de I'isomorphisme
choisi, la représentation évolutive peut étre considérée comme privilégiée.
Une autre expression de (5a), dérivée de (1b), est la suivante :

Plw) = 2m)~ Y ZZ et (5b)
=0

Nous utiliserons aussi la fonction A/ (w) définie par
Afw) = ¢(w)e™ ™" (6)

qui ne dépend pas de ¢ dans le cas d’un processus stationnaire.
Il nous est maintenant possible de définir le spectre évolutif, f(w), de
la fagon suivante :

g
filw) = |dw)|* = P ‘ Z hye " (7a)
NP
- El/,,je io) (7h)
=0

Dans la suite de cet article, les symboles seront surmontés d’indices ()
ou ® lorsque deux processus { X{V} et { X!®'} seront considérés.

2. PROPRIETES DU SPECTRE EVOLUTIF

Loynes [8] a établi une liste des propriétés souhaitables pour un concept
idéal de spectre évolutif. Il a considéré quelques définitions existantes,
dont celle de Priestley, et il a étudié si elles satisfont & ces propriétés. Il
n’a pas pu aller trés loin dans cette étude car les définitions envisagées ne
se prétent pas aisément aux investigations. Nous présentons maintenant
les propriétés du spectre évolutif tel que défini a la section 1, en faisant
suivre chacune de sa référence dans la classification de Loynes.

Annales de I’Institut Henri Poincaré - Section B



PROPRIETES DU SPECTRE EVOLUTIF D’UN PROCESSUS NON STATIONNAIRE 415

PROPRIETE A. — La variance du processus en t Sécrit, en vertu de (4):

var (X,) = L | p) Pdo> = L flw)dw, ®)

d’ou f(w)dw est la contribution de l'intervalle (w, w + dw) a la variance
du processus en t (Loynes : A2).

PROPRIETE B. — Si le processus est stationnaire, la définition de f(w)
coincide avec celle de la fonction de densité spectrale (Loynes : AS5).

PropRIETE C. — Une estimation biaisée du spectre évolutif lissé a la fois
dans le domaine temporel et dans le domaine fréquentiel peut étre obtenue
a partir d’une réalisation finie unique, comme on le montrera par ailleurs [/]]
(Loynes : A7).

PROPRIETE D. — Le spectre évolutif est une fonction réelle et non néga-
tive de t et de w (Loynes: Al, BS).

PropPRIETE E. — Si { X, } est un processus réel, alors f(w) = f(— w).
Dans le cas réel, il sera donc suffisant d’étudier I'intervalle de fréquences [0, 7]
(Loynes : Bllc).

PROPRIETE F. — Le spectre évolutif est la transformée de Fourier d’une
« quantité apparemment sensée » (Loynes : A8). En effet f,(w) est la fonction

s

de densité spectrale du processus {XY;seZ} ou XV = ) y,;&;.
j=0

C’est donc la transformée de Fourier de la fonction d’autocovariance de

ce processus stationnaire. Notons qu’il n’y a pas de relation simple entre

le spectre évolutif et la fonction de covariance de X.

PROPRIETE G. — Si X2 = XD exp (— iwot), alors fP(w) = f M0 + w,),
ou I’argument est exprimé modulo 2n (Loynes : B9). Ceci demande une
démonstration. Remarquons d’abord que Z*(X?,t) = #*(X"), t). Un
isomorphisme est défini dans Z2(XV) par &2 = &V exp (— iwgt). La
décomposition de Wold-Cramér de { X"}, sous la forme (la), fournit
pour { X{?}:

t—-1

(2 1) 2(2 § 1) i —1)z(2
X ) — h( )5 ) h#u )piwo(u )ff, ).
u=— o0
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416 G. MELARD

Or, si &Ve L2(XW, 1), alors &2 e #4(X?), 1), donc les &2 sont les innova-
tions normées. Il en résulte que

t
2
ﬁ(Z)(w) — i ‘ Z hs;)eiwg(u—t)eiwu
2n
u=-—x
t
2
2 h:i)ei(w+w0)u

= 0 + ).
PROPRIETE H. — Si X{? = X{,, alors f®(w) = f})(w) (Loynes : B10).

PROPRIETE . — Si X{?) = X{V*, alors f\*(w) = £~ w) (Loynes : B11b).

Les démonstrations, semblables a celle de la propriété G, sont laissées
au lecteur.

1

PROPRIETE J. — Si X{? = Z g XV, m fini, alors f'*(w) peut, sous cer-
k=—-m
taines conditions, s’exprimer approximativement en fonction de f"(w)
(Loynes : A3). Le processus { X{*} est donc le processus { X!} passé¢ au
travers d’un filtre linéaire { g, }. En vertu de la propriété H, il suffit de
considérer le cas ou m = 0. Supposons que la série

x

X = ngxv_u o)

k=0

converge en moyenne. Nous avons alors

x:2>=zgkz B, AV
Z (ngh‘i’ku>;s,“, (10)

k=0

Il

ou la série converge également en moyenne. Ceci montre que
FLAHXD, 1) < LHEWD, 1) = LHXWD, 1),

L’inclusion en sens inverse n’est pas nécessairement vraie, ce qui équivaut
a dire que les innovations normées du processus { X!} ne sont pas néces-
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PROPRIETES DU SPECTRE EVOLUTIF D'UN PROCESSUS NON STATIONNAIRE 417

sairement go,&M/ | g, | . Par exemple, si X! = &Y est un bruit blanc station-
naire et X2 = X1 — 2X{D | = &1 — 2D es &Y ne sont pas les inno-
vations du processus stationnaire { X{* } car la condition (Doob [4], p. 577)
que le polyndome 1 — 2z ait ses zéros extérieurs au disque unité du plan de
Gauss n’est pas remplie. Les innovations &? peuvent étre obtenues dans
certains cas particuliers, notamment dans I'exemple cité. Dans certains
cas encore plus particuliers, tel celui ou le processus a un passé nul, X1 = 0
pour t < t, avec t, fixé, les &' sont aussi les innovations de { X!*' }, a un
facteur pres. En vertu de (7a), on a alors

t—u

1 .
pro=2| 3 (S
u=-x k=0

2

(11)

Sous certaines conditions, il est possible de poursuivre de fagon approchée.
Supposons d’abord que le filtre linéaire { g, } soit fini, c’est-a-dire g, = 0
pour k > K (K fini). Définissons '

K
M=Z|k||gk|a (12)
=0
K
G(w) = nge_i“”‘. (13)
k=0

Supposons qu’il existe une fonction non négative B(w), définie et bornée
sur Q, telle qu’on ait pour A')(w) définie par (6):

| A (@) — AiPW@) | < | k| B(w) (14)

quand 0 < k < K et ¢ appartient a un ensemble fini S de Z ou la propriété
est étudiée. Remplagons X{, dans (10) par sa représentation évolutive (3);
il vient

K
X — Zg j (D)o
k=0 ¢ )
_ | 8o { j‘ (ngAgl_)k(CO)ei(Uk)eiw'C(dw)- (15)
8o e k=0

Si les innovations de { X{*)} sont proportionnelles aux innovations de

Vol. XIV, n° 4-1978.



418 G. MELARD

{ XM}, la représentation (15) est la représentation évolutive de { X!},
par conséquent

K
1 . 2
P (w) = g ’ ngAil-’k(w)e_""" (16)
k=0
Nous pouvons écrire
APo) = A(0) + ryl), (17)
ou
[ raw) | < [k |Blew) (18)
grace a (14). Définissons
K
R(w) = ngrtk(w)e“"”" : (19)
k=0
I résulte de (17), (19) et (13) que
K
Z&M Dw)e™* = Aiw)G(w) + Rw) (20)
k=0

puis, de (18) et (12), que

K K
IR(w)| éEngl | (@) | <(Zlkl ng|>B(w)= MB(w). (21)
k=0 k=0

L’insertion de (20) dans (16) conduit a

2/ w) = | Gl@)AM(@) [ + G@)A(@)RF (o)
+ G*w)A ()R (@) + [R(@) >, (22)
Nous obtenons donc
fP() = | Glo) M) + Qlw), (23)
ou, en vertu de (21) et (22),
21| Q)| < 2| G(w)| | AiY(w) | MB(w) + M?B*(«). 24
Si le processus est stationnaire au sens large, B(w) peut étre choisie
identiquement nulle et on retrouve dans (23) la propriété bien connue :
) = | G(w) " w). Si le processus est non stationnaire et si les

conditions énoncées ci-dessus sont remplies, on peut remplacer (11) par
I'approximation suivante

() x| Go) | f M (w), (25)

Annales de I’Institut Henri Poincaré - Section B



PROPRIETES DU SPECTRE EVOLUTIF D’UN PROCESSUS NON STATIONNAIRE 419

qui, lorsque t €S, sera d’autant plus valable que le processus est proche
d’un processus stationnaire dans le sens que la fonction B(w) rend le second
terme de (23) négligeable par rapport au premier.

Le développement précédent peut étre étendu au cas ou les g, dépendent
du temps (on n’a donc plus un filtre linéaire). Soit

K

X{? = Zg,kX}l_’k. (26)

k=0

Si on introduit M, et G,(w) comme dans (12) et (13) en remplagant g, par g,,
il vient aisément, au lieu de (25),

fP() =1 Gw) * i) + Q(w), @7
ou l'inégalité en (24) est remplacée par la suivante
21| Q@) | < 2| Glw) | |A(@) | MB(w) + M?B*(w). (28)

L’approximation (25) devient
[P0) = | Glo) I* () (29)

sous la condition supplémentaire que M, ne devienne pas trop grand pour
certains t € S.

PROPRIETE K. — Soient { X("} et { X®'} deux processus purement indé-
terminables stationnaires au sens large. Considérons

Xlz{x;“ si t<0

30
X2 si t>0. (30

Excepté dans des cas triviaux, { X, } n’est pas stationnaire. On se demande si

JAR()] si t<0

P w) si t>0. 1)

s = {

Par définition de f(w) c’est une évidence quand ¢t < 0. Afin de pouvoir
répondre a la question quand ¢ > 0 il nous faut d’abord définir la relation
entre { X{"} et { X{?) }. Supposons d’abord que ces deux processus aient
des innovations proportionnelles, 7*) = kn‘!), ou k est un nombre réel
positif. On a alors ¢ = &V = &2 pour tout t. Les coefficients y,; de la
décomposition de Wold-Cramér (1b) de { X, } sont égaux a y{") si t <0
eta yPsit>0(j=0,1,...), ce qui prouve la véracit¢ de (31) dans le
cas €tudie. La propriété ne subsiste pas si k est un nombre complexe quel-
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420 G. MELARD

conque car alors &2 = k&V/| k| = ké/| k| quand t < 0 et la décomposi-
tion de Wold-Cramér de { X, } s’exprime, pour t > 0, par
t 0

X, = 2) (2)_
2 “Z Tk

u=1 u=—

Supposons maintenant que les processus | X{"} et [ X®'! sont non
corrélés, cov (X{", X{*) = 0 pour tout couple (z, s), et que { X'>'} peut
s’écrire sous forme autorégressive, comme suit :

(2) (2) (2) _ (2) — 5(2)
Xt _¢1X1—1 _¢2Xt—2 T e ¢pX(—p_y’t

ou les 7{? constituent une suite de variables aléatoires non corrélées, de
variances égales. Les n{® sont clairement les innovations du pro-
cessus { X{¥ } . Intéressons-nous maintenant & { X, } quand ¢ > 0. La pro-
jection orthogonale de X, = X!? dans

LKt — 1) = LAXD, 0@ F2{XP s=1,...,1)

se réduit 4 la projection orthogonale de X{¥ dans 2 { X® ;s =1, ..., t}.
Quand t > p, elle vaut ¢, X{2, + ... + ¢, X2, d’ou il resulte que n, = n‘z’
et que les coefficients h,, de la décomposmon de Wold-Cramér (1a) de { X, }
sont égaux a y{¥, des que ¢t > p et u > p. Considérons maintenant la
différence entre fi(w) et f®(w) quand t > p:

t
2 2
(2) iou
- ‘ é l//t—-ue
— } E h euuu % l//(a)"ew)u
u= p+1

— E ‘//(2) elwu % l/lil_)“eiam

u= p+1
DZ | Y e
+ zlzh el(l)u

z wi%} elwu

Y2 elov]
Annales de I’Institut Henri Poincaré - Section B
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PROPRIETES DU SPECTRE EVOLUTIF D’UN PROCESSUS NON STATIONNAIRE 421

Le processus purement indéterminable { X!*} est autorégressif d’ou on

X
tire que la série E Y$¥z7 (z complexe) converge absolument et uniformé-
=0

ment quand |z| < 1 et donc que 2 Y| < co. Il en découle que la
quantité =

!
E (2) ol
’ lpt_uelwu
u=p+1

t—p—1 t—p—1

i p

0
x
2
< > [y |
Jj=0
est uniformément bornée en t et aussi que

P v
(2) jiowu| __ (2),—iwj
' z lpt_ue, l - ‘ 2 ‘pj e
u=—ov Jj=t—p

tend vers 0 quand t — oo. D’autre part, montrons que la quantité

P p
1/2
‘E " <(p§ |hm|2>
u=1 u=1

tend vers 0 quand t — oo. En effet, la variance de X, peut se décomposer
en deux termes

t—p—1

p
var (X,) = Z | By I + z Ly 12
u=1

i=0

et le second tend, quand ¢ — oo, vers var (X{?) = var (X,). Il résulte de
ce qui précéde que f(w) —» fNw) quand t - oo.

3. DISCUSSION ET CONCLUSION

Certaines des propriétés souhaitables pour un spectre évolutif, énoncées
par Loynes, ne sont pas vérifiées outre que le spectre évolutif n’est pas
déterminé directement par la fonction de covariance.

Il n’y a pas de bijection entre la classe des spectres évolutifs et celle des

Vol. XIV, n° 4-1978.



422 G. MELARD

fonctions de covariance (Loynes : A4). Le contre-exemple suivant le montre.
Soit { ¢ } un processus constitué de variables aléatoires non corrélées, de
variance 1. Définissons le processus { X{*)} comme suit :

X2 _ & — 0,5¢,_ t#1
' 0,5¢; — & =1.

D’autre part, considérons le processus stationnaire { X"} défini par
XM = ¢ — 0,5¢,_;. On peut vérifier que f*w) = fMw) pour tout ¢
et tout w.

Drautres propriétés énoncées par Loynes ne sont aucunement satisfaites,
a savoir :

sio XP=XY  alors  fPw)= f(—w)  (Loynes: Blla)
sio X = X% alors [ P(w) = [w) (Loynes : B11).

En effet, I'inversion du sens du temps ne conserve pas le processus innova-
tion. Ces propriétés ne sont d’ailleurs pas souhaitables car en contradiction
avec la propriété H ou propriété de translation.

Il est évident que linterprétation physique de la fréquence n’est pas
conservée mais se retrouve a peu pres dans un intervalle de temps S si
une condition du type de (14) exprime que I’écart par rapport a la stationna-
rité n’est pas trop important.

L’intérét du spectre évolutif dans le domaine des séries chronologiques
est évident. En effet, le spectre évolutif décrit comment varie dans le temps
le carré de I'amplitude des composantes du processus correspondant a
chaque bande de fréquence. Plusieurs études économiques qui l'utilisent
ont été publiées mais I'absence jusqu’ici d’'un concept théorique satis-
faisant a nui évidemment a4 une poursuite des recherches. Des travaux de
l'auteur indiquent que de nombreuses séries chronologiques économiques
qui possédent une tendance en dispersion peuvent étre représentées par
des modéles ARIMAG qui sont des modéles ARIMA (Box et Jenkins [/])
mais portant sur un bruit blanc non stationnaire, c’est-a-dire une suite de
variables aléatoires non corrélées dont les variances dépendent du temps.
Considérons le cas simple que voici

X, =(1 - OB)y,, (32)
ou B est 'opérateur de retard, tel que BX, = X,_,.Si||n,|| = g, (32) s’écrit

X, = (1 - OB)gL,. (33)
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PROPRIETES DU SPECTRE EVOLUTIF D'UN PROCESSUS NON STATIONNAIRE 423

On peut vérifier ([9], [6] pour une étude plus générale) que si lim @7g,_;=0
j=©

on est assuré que (33) est la décomposition de Wold-Cramér du processus.
11 en résulte que le spectre évolutif est donné par

1 s
Hw) =18 — Ogi—e”[". (34)
T

Si on choisit ® et la fonction g il devient possible d’engendrer des séries
chronologiques artificielles a I'aide de (33), ce qui permet de compléter
I'étude des propriétés statistiques des méthodes d’estimation du spectre
évolutif.

Nous pouvons finalement conclure que le spectre évolutif présente un
intérét pratique et posséde des propriétés attrayantes méme si certaines
des propriétés essentielles de la fonction de“densité spectrale stationnaire
sont valables par approximation ou bien sont perdues. Ce qui nous parait
important, c’est que ’étude ait été possible ce qui prouve que le concept
est maniable. A. De Schutter-Herteleer [3] a d’ailleurs pu étendre ces
résultats aux processus multivariés.
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