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Liens entre équations différentielles
stochastiques et ordinaires
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Ann. Inst. Henri Poincaré,
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Section B :

Calcul des Probabilités et Statistique.

SUMMARY. One shows that the intégration of a stochastic differential
equation in R can be reduced to the intégration of an ordinary differential
equation parametrized by a variable in the base probability space. We
study some properties of the solution. This result remains true, under
some conditions, in a finite or infinité dimensional case.

INTRODUCTION

On montre dans cet article que la résolution d’une équation différentielle
stochastique dans R n . 

peut toujours se ramener à la résolution d’une équation différentielle ordi-
naire paramétrée par un élément w variant dans l’espace de probabilité
de base. Cette méthode s’applique aussi bien aux équations différentielles
stochastiques par rapport à une semi-martingale continue quelconque.
On prouve l’existence et l’unicité d’un processus solution.
En dimension finie ou infinie cette méthode reste valable à condition

de supposer que l’équation aux différentielles totales :

admet toujours une solution.
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100 H. DOSS

On obtient aisément des résultats précis concernant le comportement
des trajectoires de la solution : des théorèmes d’approximation et de com-
paraison et une généralisation d’un résultat de Stroock et Varadhan sur
le support des processus de diffusion.

I. Équations différentielles stochastiques
Soit e = (Q, ~ , (~t)~ > o, P) un espace de probabilité complet (i. e. la

famille croissante de sous-tribus contient les ensembles négligeables
de ~ et est continue à droite). Mr. N. Kazamaki a démontré [5] que l’équa-
tion différentielle stochastique

où N = (Nt), No = 0 est une martingale locale et U = (Ut) est un processus
continu croissant, admet, sous l’hypothèse que la famille (~t) est quasi
continue à gauche et lorsque les coefficients f et g sont lipschitziens de
classe une solution unique. Il démontre cela grâce à un changement
de temps et en utilisant la méthode classique de résolution des équations
stochastiques d’Ito. Nous montrons d’une manière différente l’existence
et l’unicité d’une solution à l’équation différentielle stochastique (I) ci-

dessous par rapport à une semi-martingale continue quelconque. De plus
nous verrons qu’on obtient simplement de cette façon des résultats précis
concernant le comportement des trajectoires de la solution. La méthode
habituelle de résolution des équations stochastiques ne permet pas de
mettre ces résultats en évidence.

Soit M = une semi-martingale continue définie sur CJ telle que
Mo = 0 p. s. On note ( M > l’unique processus croissant continu associé
à la martingale locale N figurant dans la décomposition canonique de la
semi-martingale M. Soient a et b (~ vérifiant

1) cr et b sont lipschitziennes.
On définit l’application h : [R x R - f~ comme solution des équations

différentielles ordinaires

h existe puisque a est lipschitzienne.

THÉORÈME 1. - Soient a et b vérifiant la condition (1). Supposons de
plus que a soit de classe C~.

Soit Yo une v. a. r. (variable aléatoire réelle) ~a mesurable p. s. finie.

Il existe un processus continu, Ft-adapté, unique à une indis-
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101LIENS ENTRE ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES STOCHASTIQUES ET ORDINAIRES

tinguabilité près qui est solution de l’équation différentielle stochastique.

La résolution de l’équation (I) est équivalente à la résolution pour pres-
que tout 03C9 E Q des équations différentielles ordinaires :

Le processus obtenu comme solution des équations (II) est adapté
et vérifie les équations équivalentes suivantes

Ces équations caractérisent de manière unique (à une indistinguabilité
près) le processus (Dt)t > o.
Commençons par énumérer quelques propriétés de la fonction h définie

par (2).
LEMME 2. - On a

d) Lorsque 6 est de plus de classe C~ (resp. C 1) l’application h est de
classe C~ (resp. C~~2) et pour tout (ce, /~) E f~2 on a :

Vol. XIII, n° 2 - 1977.



102 H. DOSS

Preuve. On démontre les propriétés a) et b) grâce à l’unicité de la solu-
tion de l’équation différentielle

c) est une conséquence de b)
Les propriétés d) se prouvent par différenciation et en utilisant l’identité b)

PREUVE DU THÉORÈME 1

Existence. Pour tout cv E Q considérons l’application fw : I1~2 --~ f~

définie par

Compte tenu des hypothèses faites sur a, b et M, on vérifie facilement
que x) est continue et localement lipschitzienne en x. Donc il existe
une solution maximale de l’équation différentielle :

Cette solution est, en fait, définie pour tout t > 0. En effet, puisque a
est lipschitzienne, ?’ est bornée donc pour tout T > 0 on vérifie qu’il existe
deux constantes positives et qui ne dépendent que de a, b, M
et T telles que

donc

d’après le lemme de Cronwall :

Lorsque t tend vers une limite finie ) est toujours borné ; la solu-
tion maximale est donc définie sur tout entier.

Cette solution étant unique, on voit, de plus, que le processus 
ainsi construit est adapté à la famille de sous-tribus !Ft où !Ft est
engendrée par MS, 0  s  t.

Considérons maintenant le processus défini par :

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Section B
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En utilisant la formule d’Ito et le lemme 2 on trouve que :

Le processus est donc une solution de l’équation (I) continue,

Unicité. - Soit (Yt)~ ~ o une solution de l’équation (I). Posons

Dt = Mt).
On va montrer que o est, pour presque tout cv E Q, une solution

de l’équation (II).
D’après l’unicité des solutions de cette équation on aura montré que

= 1~t > 0 p. s.

D’après le lemme 2-b). On a :

Utilisons à nouveau la formule d’Ito. On a :

Vol. XIII, n° 2 - 1977.



104 H. DOSS

D’après le lemme 2 (2), (3), @ on a :

puisque

On en déduit bien que est pour presque tout W solution de

l’équation (II).

II. Cas des processus de diffusion

On considère toujours l’espace de probabilité e = (Q, o, P).
Soit (Bt)t>o un mouvement brownien réel défini sur 0. Soient a et b

vérifiant la condition (1) et h vérifiant la condition (2).
Pour tout E > 0, on considère les fonctions (JE : f~ --~ (F~ définies par :

où les fonctions pE sont à support dans B(o, E) _ ~ x E ~ : j x ~  E ~, de

classe C°°, positives et telles que : = l.

On a ~E est de classe C°°, de plus

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Section B
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(K étant une constante de Lipschitz pour a). Donc

D’autre part

Soit Xo une v. a. r. ffo mesurable de carré intégrable. On considère le
processus de diffusion solution de :

Pour tout s > 0, soit la solution de

THÉORÈME 3. 2014 f) Soient 6 et b vérifiant la condition (1) et h vérifiant
la condition (2) :

Il existe un processus continu Ft-adapté, presque sûrement
localement lipschitzien en t, unique à une indistinguabilité près tel que :

Lorsque, de plus, a est de classe (i. e. de classe Cl et a’ bornée),
est, pour presque tout cv, dérivable en t et solution de l’équation

différentielle ordinaire :

ii) Soit 6E la fonction définie par (5) et h£ la solution de

Soit le processus vérifiant l’équation

Vol. XIII, n° 2 - 1977.



106 H. DOSS

Il existe une suite ~n ,~ 0 telle que --~ Xt et que Dr unifor-
mément p. s. sur tout compact.

Preuve. Lorsque 6 est lipschitzienne de classe C2 on montre exacte-
ment de la même façon que dans la première partie de la preuve du théo-
rème 1 que p. s. il existe une solution de l’équation (V), que le

processus (Dt)t > o ainsi construit est Ft-adapté et que h(Dt, Bt) est la solu-
tion de l’équation (III). On peut d’ailleurs supposer dans ce cas que la v. a. r.
Xo est seulement p. s. finie.

Soit la solution de (IV). Il existe un processus tel que
- Bt).

On suppose que 6 est uniquement lipschitzienne. Soit la solution

de l’équation (III). On a :-

Donc :

d’après l’inégalité de Doob.
En utilisant les lemmes de Cronwall et de Borel-Cantelli, on en déduit

qu’il existe une suite ~n ~ 0 telle que :
-~ Xt uniformément p. s. sur tout compact. D’autre part Va, f3 E [R

on a :

D’après le lemme de Cronwall, on a si ( (~ (  B

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Section B
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On définit maintenant par :

d’après le lemme 2b). On a :

d’après (9), en notant Il XEn -x et !! B IIT= Sup ! " 

Montrons que (De) est presque sûrement localement lipschitzien en t.

Pour tout 8 > 0, o est déterminé par l’équation différentielle

Soit M = Sup ~ or,(0) ! I

Puisque pour tout (ce, [R2 on a :

d’après le lemme de Cronwall :

Donc

En utilisant le fait que

on a d’après (10)

donc

Vol. XIII, n° 2 - 1977.



108 H. DOSS

et

Donc, p. s.

Puisque les convergent uniformément p. s. vers (Dt)t> o sur tout
compact on en déduit que :

D’après la formule Dt = h(Xt, - Bt) on voit que le processus (Dt) est
évidemment unique à une indistinguabilité près.

Lorsque 6 est, de plus, de classe la fonction h est de classe et

puisque :

et que est adapté, à variations bornées, il suffit d’appliquer la for-
mule d’Ito à h(Dt, Bt) pour montrer que est p. s. dérivable en t
et solution de l’équation différentielle ordinaire (V).

C. Q. F. D.

III. Applications

Soient a et b deux applications vérifiant la condition (1) et soit h la solu-
tion de l’équation (2).

Supposons que (5 soit, de plus, de classe C2. Soit T > 0. On considère
et ~~ : f~ x C~( [o, T] ) -~ T]) définies = D 1 et

D~(x, u) = D2 avec

si (x, x C~( [0, T]).
On considère aussi les applications

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Section B
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définies par : 

D’après les théorèmes 1 et 3 si et (Xt)t>o sont respectivement
solutions des équations différentielles stochastiques (I) et (III) on a :

On munit C~([o, T]) de la norme !! . !!r uniforme sur [0, T].

LEMME 4. - Soit E un ensemble borné de R x CR([0, T]). L’application
~2) restreinte à l’ensemble E est lipschitzienne.

Preuve. Montrons le pour ~i, la démonstration pour ~’2 étant iden-
tique.
On considère l’application f : [0, T] x R x CR([0, T]) ~ R définie

par x, M) = y J( 2014 - i + ) où
(t, x, u) E [o, T] x R x C~ ( [o, T] ).
On vérifie facilement que l’application f(t, x, u) est lipschitzienne en

(x, u) uniformément par rapport à t lorsque (x, u) parcourt l’ensemble E.

Soient (x, u) et ( y, v) E E. On a :

On montre u), (x, est borné dans C~([o, T]) (cf. la

démonstration du théorème 3).

D’après le lemme de Cronwall on a :

L’application h : : (a, (3) --~ h(a, (3) étant localement lipschitzienne, on
en déduit bien que l’application ~i restreinte à l’ensemble E est lipschit-
zienne.

Vol. XIII, n° 2 - 1977.
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THÉORÈME 5. - On suppose que a et b vérifient (1) et que r est de classe C~.

i) Soit G un ensemble borné de T]), X et Y deux applications :
S2 --~ (~, p. s. finies et soient les solutions respectives des
équations (I) et (III).
Pour presque tout cc~ E Q 3 > 0 t. q.

ii) Si 6 est de classe C~ + 1 et b est de classe C~ (k E N*), pour tout x ~ [R
soient les solutions respectives de

Pour presque tout cc~ E Q les applications

sont Vt > 0 de classe Ck.

Preuve. Puisque

la preuve est une conséquence immédiate du lemme 4 et du Théorème sur
la différentiabilité par rapport à la valeur initiale pour des équations diffé-
rentielles ordinaires, (cf. [5]).

COROLLAIRE 6. - Si (resp. est une suite de processus
continus (non nécessairement adaptés) qui converge uniformément p. s.

sur tout compact vers le mouvement brownien (Bt)t>o (resp. vers la semi-
martingale continue alors :

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Section B
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REMARQUE 7. Lorsque u est de classe C 1 et u(o) == 0, on a, en notant
u la dérivée de u :

rt

Or, avec les notations du corollaire 6, on peut toujours choisir une suite
(resp. continûment dérivable p. s.

En notant

le support topologique de la loi Px du processus de diffusion X (resp. la
loi Py du processus Y) est contenu dans l’adhérence de SXo (resp. Syo)
dans muni de la topologie de la convergence uniforme sur tout
compact.

LEMME 8. - Soit U E alors 1

Preuve. On pourra se référer à (10).

PROPOSITION 9. - Supposons que Xo = Soit u de classe C~ et

cPu E Sx (défini par (16)). Avec les notations du théorème 5 i) on a :
i) VT > 0 3KT > 0 (ne dépendant pas de t. q. V0  E  1

Preuve. - Évidente compte tenu du théorème 5 et du lemme 8. i) et üj
restent vrais si on suppose que a est uniquement de classe et que a’

est localement lipschitzienne.

REMARQUE 10. - Une conséquence de la proposition 9, et de la remar-
que 7 c’est que :

Vol. XIII, n° 2 - 1977.
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Strocck et Varadhan, dans (10), ont démontré (19) en dimension finie,
en supposant (20) : r et b lipschitziennes, cr, o-’, cr" et b bornées. Ils ont,
pour cela, prouvé la propriété plus forte

En dimension 1 on a montré, par une méthode tout à fait différente,
que, sous les hypothèses plus faibles (22) : a et b lipschitziennes, a’ locale-
ment lipschitzienne, on a une propriété plus forte que (21). La proposi-
tion 9 i) est, en effet, équivalente à

On va montrer plus loin que en dimension > 1, finie ou infinie, la pro-
. priété (23) reste valable si on fait les hypothèses (22) portant sur 6 et b et

si on suppose, de plus, que a~ vérifie la condition de Frobénius (cf. lemme 17).

LEMME 10. - Soient flet, x), f2(t, x), f3{t, x) trois fonctions continues
dans un ouvert Qo de ~2 et soient m 1, m2, m3 trois points de Qo d’abscisse to
et d’ordonnées xi, x2, x3. On suppose que l’équation x’ = fl(t, x) (resp.
x’ = f3{t, x)) a une seule solution maximale ~ 1 passant par mi 1
(resp. m3) et on désigne par cP2 une solution maximale de x’ = f2(t, x)
passant par m2. Si on a :

on a aussi

dans tout intervalle [to, tl où les c~~ sont définies.

Preuve. - C’est un résultat bien connu relatif aux équations diffé-

rentielles ordinaires.
On va démontrer un théorème de comparaison pour les solutions des

équations différentielles stochastiques (I) et (III). Dans le cas des diffusions,
en utilisant la propriété de Markov, Anderson [2] puis Yamada [l2], avec
des hypothèses un peu plus faibles portant sur les coefficients, ont démontré
ce théorème. La preuve que nous donnons ici se fait par une méthode
différente : on se ramène à la théorie des équations différentielles ordi-
naires.

THÉORÈME 11. - Soient a, b, b trois applications lipschitziennes.
i) On suppose de plus que a est de classe C2. Sur l’espace de proba-

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Section B
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bilité 0 soient Yo et Yo deux v. a. r. ~o mesurables p. s. finies et soient
(Y~), les solutions respectives de :

On a alors :

fï) On ne suppose plus que 6 est de classe C2. Sur l’espace de proba-
bilité e soient Xo et Xo deux v. a. r. de carré intégrable ~°o mesurables
et soient les processus de diffusion solutions de :

On a alors

Preuve. - i) D’après le théorème 1 il existe deux processus (Dt)t>o
et dérivables p. s. tels que

où h est définie par (2).
Il suffit de considérer les équations différentielles ordinaires que satisfont

respectivement les processus (Dt)t>o et (Dt)t>o pour remarquer, grâce au
lemme 10, que Dt  Dt Vt > 0 p. s.

D’après le lemme 2 c, on a donc Yt  ~ Vt > 0 p. s.

On peut remarquer ici que si on a des inégalités strictes (Yo  Yo p. s.

et Vx b(x)  b(x)) ou (Yo ~ Yo p. s. et Vx b(x)  5(x)) on a aussi Yt  ~t
~t > 0 p. s.

fï) On considère les approximations de classe de 0- définies par (5).
Vol. XIII, n° 2 - 1977.
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Soit

D’après le théorème 3, il existe une suite En ,~ 0 telle que Xen(t) - X~
et que Xen(t) -~ Xt uniformément p. s. sur tout compact.
Or Xen(t)  Xen(t) Vt > 0 p. s. La conclusion est donc évidente.

LEMME 12. - Soient xo, xi, X2 ~ R tels que xi  Xo  x2. Soit u de

classe C~ telle que u(o) = 0. On note û la dérivée de u. Soient a et b deux
applications lipschitziennes et la solution de l’équation différentielle.

On a alors :

Lorsque 6 est de classe soit la solution de :

On a de même

Preuve. - Il suffit de démontrer le premier point de (27), les autres
démonstrations étant identiques.

Supposons d’abord que 6(xl) = 0 et que b(xl) > 0. Si ~t >_ 0 t. q.
 xi, soit

On vérifie facilement que 0  to  oo et donc : = xi d’après
la continuité de 

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Section B
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Soit la solution de :

Puisque = E > 0, on a :

Or on montre facilement que lim == ~~ ." " 
_

C. Q. F. D.

THÉORÈME 13. - Soient 6 et b deux applications lipschitziennes et
soit le processus de diffusion solution de (III)

Lorsque 6 est, de plus, de classe C~ soit (~t)t > o la solution de :

On a :

Preuve. Compte tenu de la remarque 7 et du lemme 12 la démonstra-
tion est évidente lorsque a est de classe C2Xo et Yo  oo p. s.

Lorsque a n’est que lipschitzienne (29) reste vrai si Xo E L2. En effet
on considère Vs > 0 l’application (Je définie par (5). Démontrons par
exemple le premier point de (29). On définit l’application 03C3~ par

3~(x) = Soit la solution de l’équation :

On démontre aisément qu’il existe une suite Rn l 0 telle que Xen(t) --~ X~
uniformément p. s. sur tout compact.
La conclusion est donc évidente.

REMARQUE 14. - 1) Si a est de classe C~, sous les conditions du théo-
rème 13, on pourrait remplacer les nombres xi, x2, yi, Y2 E IR par des

Vol. XIII, n° 2 - 1977. 9.
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applications : SZ -~ R p. s. finies, les conclusions de ce théorème resteraient
vraies.

2) En [3], on démontre différemment, dans le cadre d’une étude des

processus de diffusion, une propriété semblable à la propriété (29) mais
plus faible en supposant, de plus, que les points xi et x~ sont des points
de dégénérescence isolés de cr.

3) On aurait pu, tout au long de ce qui précède, y compris les applica-
tions ; supposer que les fonctions 03C3 et b dépendent du couple (t, x) E [R2
en remplaçant la condition (1) par la condition

La fonction h introduite en (2) serait remplacée par h : (~3 -~ tR~ vérifiant

Lorsque 03C3 est de classe C2, on considère de même le processus 
solution des équations différentielles ordinaires :

puisque dt, a, on a :

on a en utilisant (1)’

ce qui garantit l’existence du processus (Dt)t>o compte tenu des hypo-
thèses. Si (Xt)t>o est le processus de diffusion solution de l’équation

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Section B
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on a

On peut de même considérer les solutions des équations

où M = (MJ est une semi-martingale continue.
Tous les résultats déjà démontrés se généralisent facilement, les calculs

étant identiques, on ne considère que le cas homogène afin de ne pas alourdir
les notations.

IV. Une extension des résultats précédents
en dimension finie ou infinie

Soient H, Hi, H2, H3 quatre espaces de Hilbert réels séparables.
Soit :

un mouvement brownien à opérateur de covariance nucléaire W.
(Pour les définitions et extensions en dimension infinie on peut se réfé-

rer à [6]).
Soit 2(H, Hi) (i = 1, 2, 3) l’espace des applications linéaires continues

de H dans Hi muni de la norme

CONVENTION 15. - On considère l’opérateur nucléaire W : H -~ H,
un élément ~ E ~(H, HZ) et son adjoint ~* E ~(H2, H). Soit de plus
Te 2(H2, 2(H2, Hg)). Pour tout élément p de H3 soit ’~ ~ p ~ E ~(H2)
qui vérifie

On définit ensuite un élément z de H3 de la façon suivante : pour tout
p E H3, ( z, p ~H3 est la trace de l’opérateur p ~ E ~(H2) notée
tr (c~W~*~’ ~ p ~ ). Puisque W est nucléaire, on vérifie bien que cette

trace existe et que l’application

est une forme linéaire continue sur H3.

Vol. XIII, n° 2 - 1977.
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On notera z = tr 

Dans la suite ~F désignera la dérivée seconde prise en un point x E H2
d’une application F : H 2 --~ H 3 de classe C2.
On considère un processus

mesurable, tel que ~( t, . ) soit fft-mesurable et que

L’intégrale stochastique Xt = r est alors une martingale locale
continue à valeurs dans H~. °

Soit 8 : ((J~ + x Q, ~ + 0 ~ ) --~ . un processus mesurable,
!Ft adapté, tel que :

On pose Vt = t 03B8sds, soit f : H 1 x H2 ~ H3 une application de

classe CI.2. "~

FORMULE D’ITO 16. - On a p. s.

Soit

deux applications vérifiant :

LEMME 17. - Il existe une application unique

solution des équations aux différentielles totales :

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Section B
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si et seulement si l’application o- vérifie la condition de Frobénius.

Preuve. C’est un théorème classique, on peut se référer à [5]. Énonçons
quelques propriétés de la fonction h (cf. le lemme 2).

LEMME 18. - Si a est de classe et vérifie la condition (37) :
a) h est de classe 

donc

d) Les applications

restreintes à tout borné de Hl x H sont lipschitziennes.

Preuve. Le point a) est un théorème connu (cf. [5]).
Le point b) se prouve comme le point a) du lemme 2.
Pour obtenir c), il suffit de différencier par rapport à a les deux membres

de l’égalité

et d’utiliser le fait que

Pour obtenir d), on voit tout d’abord que l’application (ce, (3) -~ /~)
est bornée sur tout borné de H~ 1 x H.
En effet

(K constante de Lipschitz pour 6).
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D’après le lemme de Cronwall

donc - (ce, a) est bornée sur tout borné de H1 x H.
De plus :

Donc :

et

Donc 2014 (x, j6) est borné lorsque 03B2 varie dans un ensemble borné de H.
Sa

De plus :

En utilisant le lemme de Cronwall et les propriétés précédentes on voit

que l’application (et, 03B2) ~ ~h (a, est bien lipschitzienne sur tout borné
de H~ 1 x H. 

i ~ ~) 
aa 

( ~ ~) p

THÉORÈME 19. - Soient a et b deux applications vérifiant la condi-
tion (35). Supposons de plus que d vérifie la condition (37). Soit Xo une
v. a. ~ o mesurable à valeurs dans H 1. Il existe un processus Q à valeurs
dans Hi 1 continu, Ft-adapté, unique à une indistinguabilité près qui est
solution de l’équation différentielle stochastique.
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La résolution de l’équation (38) est équivalente à la résolution pour
presque tout des équations différentielles ordinaires

Le processus (Dt)t>o à valeurs dans Hl, obtenu comme solution des
équations (39) est adapté et vérifie les équations équivalentes suivantes :

Ces équations caractérisent de manière unique (à une indistinguabilité
près) le processus 

Preuve. Existence. Pour tout cv E Q, considérons l’application

définie par :

Compte tenu des hypothèses faites sur (1, b et du lemme 18, on vérifie
facilement que fro(t, x) est continue et localement lipschitzienne en x.

Donc il existe une solution maximale de l’équation différentielle :

Cette solution est en fait définie pour tout t > 0.

En effet comme ~h(03B1, 03B2)~  ex p on a, > en utilisant le

lemme 18 : 
~~*

qui ne dépendent que de T, a, b et B telles que :

d’après le lemme de Cronwall.
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Lorsque t tend vers une limite finie Il est toujours borné ; la

solution maximale est donc définie sur M+ tout entier. Cette
solution étant unique puisque x) est localement lipschitzienne en x
on voit de plus que le processus > o ainsi construit est adapté à la famille
de sous-tribus engendrée par le mot brownien B.

Considérons maintenant le processus défini par :

En utilisant la formule d’Ito (16) et le lemme (18) on a :

. Unicité. Soient (Xt) et (Xt) deux solutions de l’équation (38). Soit
oo une suite de temps d’arrêts pour laquelle les processus arrêtés

(Zt ~ T~) et ( Zt ~ Tn)t ~ 0 sont des martingales, en notant

On a :

Il suffit d’utiliser le lemme de Cronwall pour conclure.
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V. Applications

Supposons toujours que cr et b vérifient la condition (35) et que 6 vérifie
la condition (37).
On considère l’application Ç : Hi 1 x CH1 ((l~ +) définie par

V(x, u) E Hl x ~(x, u)(t) = Dt est la solution maximale de l’équa-
tion différentielle :

Cette solution est en fait définie 0.

On considère aussi l’application Hl x CH(~+) -~ définie
nar : =

D’après le théorème 19, si (X~)t ~ o est la solution de l’équation (38) on a :

Soit T > 0, G un ensemble borné de T]) (muni de la norme !! . 
uniforme sur [0, T]), Xl une application : S~ -~ Hl.
Compte tenu des hypothèses faites sur 6 et b et du lemme 18, on démontre

de la même façon que pour le lemme 4.

PROPOSITION 20. - Pour presque tout > 0 telle que

COROLLAIRE 21. - Si est une suite de processus continus (non
nécessairement adaptés) qui converge uniformément p. s. sur tout compact
vers le mouvement brownien (Bt)t>o alors

REMARQUE 22. - Lorsque u est de classe C~ par morceaux, u(0) = 0,
on a, en notant i~ la dérivée de u

Or, avec les notations du corollaire 21, on peut toujours choisir une
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suite de classe C~ par morceaux (il suffit de considérer les approxi-
mations polygonales du mouvement brownien (BJ).
Notons S~o u), u de classe C par morceaux, u(o) = 0, 

Le support topologique de la loi Px du processus (Xt) solution de l’équa-
tion (38) est contenu dans l’adhérence de l’ensemble Sxo dans 
muni de la topologie de la convergence uniforme sur tout compact.

Preuve. - Cf. [6].

PROPOSITION 24. - Supposons que Xo = x. Soit u de classe C~ par
morceaux : f~ + -~ H et ~" E Sx. Avec les notations de la proposition 20 :

Compte tenu de la remarque 22, une conséquence immédiate de la

proposition 24, c’est que Supp Px = Sx. Cf. la remarque 

REMARQUE 25. - 1) On peut obtenir l’analogue du théorème 13 en

dimension finie.

Exemple. - Supposons que H = H1 - alors pour tout x E (~2,
a(x) est une matrice à deux lignes et deux colonnes. Soient a et b vérifiant
les conditions (35) et (37) et soit

Supposons que y soit une courbe fermée de classe C~ qui divise le plan
en deux parties disjointes Si et S~. Si pour tout x e y, le sous-espace vec-

toriel Im (x) = a(x)(IR2) est de dimension  1 et est parallèle au vecteur
tangent à la courbe y en ce point et si le vecteur b(x) est dirigé vers l’inté-
rieur de S 1 (resp. S 2) on a

En effet, à l’aide d’un raisonnement analogue à celui du lemme 12, on
montre que cette propriété est vérifiée pour toute fonction ~u E Sxo, solu-
tion de l’équation différentielle :
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u de classe Si H = H 1 == on peut de même considérer une surface

isolante E z ~3 de classe C~. On peut d’ailleurs, pour obtenir cette pro-
priété, se passer de la condition (37), en se plaçant sous les hypothèses de
Stroock et Varadhan : a et b lipschitziennes, a est de classe C2, r, Da,
D26 et b sont bornées, puisqu’on a alors Supp Sxo.

2) Sous les conditions de théorème 19, supposons de plus que l’appli-
cation a soit de classe Ck + 1 et que b soit de classe Ck (k E N*).
Pour tout x ~ H1, soit solution de

Pour presque tout cc~ E Q, l’application de Hl dans Hl : x --~ est,

pour tout t >_ 0, de classe Ck. C’est une conséquence du théorème sur la
différentiabilité par rapport à la valeur initiale pour des équations diffé-
rentielles ordinaires et du théorème 19.
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