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SumMARY. — The paper states and gives a proof of a generalized version
of an Orey’s ratio limit theorem for recurrent (in the sense of Harris)
Markov chains. Namely, for every couple of special fonctions f and g
(« special » in the sense of J. Neveu), and any couple of probability mea-

sures p and v
ZuP"f
A(f)

: k<
lim &—— = —

e ZvP"g Ae)

k<n

where A is the P-invariant measure.

I. — PROBLEME

On considére le noyau markovien P d’une chaine récurrente au sens
de Harris (X,) sur un espace d’états (E, f). Le probléme auquel nous nous
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intéressons est celui de ’étude du comportement asymptotique des rapports

zyP"A
k<n

vP*B

k<n

(1) R"(u, v; A, B) =

ou A et B sont deux éléments de f§; u et v deux probabilités.
Dans son article de 1956 [3], Harris pose la question de savoir si, sous
la seule hypothése de récurrence telle que nous la supposons ici, les rap-

A
ports R"(u, v; A, B) convergent vers );B)) A désignant la mesure inva-

riante, pour tout couple (g, v) de probabilités sur (E, ) et pour tout couple
(A, B) d’ensembles de mesure 4 finie.

Cette question est d’autant plus naturelle que dans le cas de chaines
de Markov, a espace E dénombrable, le résultat analogue a été prouvé
par Doeblin en 1938 et Chung en 1954 (voir la bibliographie dans [3]).

Ce probléme comporte une réponse simple lorsque la mesure invariante A
est une probabilité. Dans ce cas, on sait (cf. Orey [9]) que, pour tout Aef

et toute probabilité u, on a:
1
Sy
" k

<n

lim

n— oo

On en déduit immédiatement que, pour tout A e f, tout Be f et tout
couple (u, v) de probabilités, on a:
/l(A)

llm R*u, v; A, B) = A(B)

Dans le cas ou A(E) = + oo, la réponse la plus voisine de la conjecture
de Harris a été donnée par Jain dans un article important de 1966 [4].

THEOREME DE JAIN. — Si f et g sont deux fonctions intégrables par
rapport a la mesure invariante A, il existe un ensemble N, dépendant de
f et g, de mesure nulle pour A, tel que

ZP“f(x)

V(e y) x¢N, y¢N lim R'(x, y; £ ) = lim S—— =
ZP"g(y)

k<n

20
Mg)
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Cet énoncé laisse clairement ouverte la question : quand peut-on affirmer
que la limite existe pour tout (x, y), ou au moins pour tout x et y n’appar-
tenant pas a un ensemble exceptionnel N, indépendant de f et g?

Des contre-exemples, donnés par Jain lui-méme dans son article et
par Orey (cf. [9]), montrent que, sous la seule hypothése de récurrence
de Harris, il n’existe pas d’ensemble N, A-négligeable, indépendant de
(f; 8), pour tout couple de fonctions f et g A-intégrables.

On peut néanmoins chercher des classes ¥ de fonctions A-intégrables,
telles que la limite ait lieu pour tout (x, y)e E x E et tout couple (f, g) e %.

Le premier théoréme dans ce sens a été énoncé par Harris [2], sans démons-
tration. Un théoréme de ce type se trouve démontré dans [5], pour une
classe ¢ d’indicateurs d’ensembles (appelés depuis modestes par Meyer).
Ces divers résultats sont inclus dans un théoréme d’Orey [9] qui considére
pour € I'ensemble des indicateurs d’une classe plus vaste (cf. Brunel [/]
pour la preuve de l'inclusion) que celle des ensembles modestes: celle
des « D-sets ».

Les « D-sets » d’Orey étant les ensembles dont les indicateurs sont des
fonctions « spéciales » au sens de J. Neveu (cf. Brunel [/]), une forme un
peu plus générale du théoréme d’Orey est obtenue en prenant pour €
I'ensemble des « fonctions spéciales ».

Cet exposé est consacré a I'énoncé et la preuve de cette forme légérement
généralisée du théoréme d’Orey.

II. — ENONCE DU THEOREME LIMITE QUOTIENT

1. — Fonctions spéciales.

Nous utilisons systématiquement la théorie des fonctions spéciales due
a J. Neveu. Nous revenons constamment au mémoire de ce dernier (cf. [7])
pour les résultats sur les fonctions spéciales.

Nous rappelons seulement quelques notations et définitions utilisées
dans [7].

Pour toute fonction f-mesurable h, 0 < h < 1, sur E, on note M, I'opé-
rateur g ~» h-g, et simplement M, si h = 1,.

On note également U, l'opérateur positif

U, = ZP(MI -P)

neN



96 MICHEL METIVIER

On rappelle qu’une fonction f B-mesurable positive, bornée est appelée
spéciale par J. Neveu si pour toute h, f-mesurable a valeurs dans [0, 1],
telle que A(h) > 0, la fonction U,( f) est bornée sur E (Dans tout cet article,
4 est la mesure invariante associée au noyau de Harris P).

2. — Théoréme principal.

Soient f et g deux fonctions spéciales, intégrables pour la mesure inva-
riante A. Pour tout couple (u, v) de probabilités sur (E, ), on a:
M f)

lim Rn(#9 v, f; ) =
ne =%

III. — LEMMES PRELIMINAIRES

Nous groupons ici quelques lemmes sur les fonctions spéciales qui
nous sont utiles pour la démonstration du théoréme.

LEMME 1 (cf. démonstration de la proposition IV-6 de [7]). — Soit f,
une fonction >0 || fo|| <1 (*) et my une mesure positive # 0 abs. cont.
par rapport a la mesure invariante 1 telles que U, > 1 ® m,. Alors, pour

toute h, telle que 0 < h < f, et Jhdmo # 0, et pour toute fonction spé-
ciale f on a:

1
Uyf) < moth) U (N1
Démonstration. .
Uif) = E(Uf.,M,o_,.)"Ufo(f) (Prop. II-1 de [7])
n>0
Comme

jfodi > J hdi > 0

onaU, f,=1,dou

(UpMpo-pl = U, (fo — h)
1= U;h <1 — molh) <1

(') On note || f|| = sup | g(x) 1.



THEOREMES LIMITE QUOTIENT POUR CHAINES DE MARKOV 97

On a donc

U
Uif) 52” U (NI = mo(h)" < YN
nz0

mo(h)

LEMME 2. — Soit f une fonction spéciale > O et A-intégrable. Pour tout
o > 0, existe une constante K, telle que pour toute h > 0 vérifiant A(h) > o
et 0 < h<f on ait
LlhfS Ka

1 .
Démonstration. — Soit 0 < m D’aprés la proposition 1V-9 de [7],

il existe une mesure m,, équivalente a A telle que, si nous posons f, = 0f

on ait:
U, 21®@m,

Comme m, et A sont équivalentes, on peut trouver a,, tel que pour
toute h < f, on ait

fhdmosao - jhdlsg

D’ou, d’apres le lemme 1, pour toute h telle que
1
j@h-di >a ona Uyf) < o——llUfofll. [ ]
%o

LEMME 3. — Soit Q un opérateur markovien de Harris, de mesure inva-
riante A, pour lequel la fonction constante égale d 1 est spéciale.
Alors, pour toute he H, non négligeable pour A, et notant ?U, le potentiel

associé d h et Q:
112U, 112
ZQ(MI-,.Q)H <
n+1

k>n

Démonstration. — Posons || Qy, || = a; on a
E(QMl—h)kQ = (QM,_,)?%,
k>n

Comme la suite (M;_,Q)"1),.n est décroissante (itérés d’opérateurs
sous-markoviens), il en est de méme de Q(M, _,Q)"1 et

(n+ 1)QM,_)"1 = (n + 1XQM, _)"Q1 SZ(QMl—h)kQI <a

k<n
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d’ou

aZ

n+1

Z(QMH,)“QI < aQM,_,y <

LeMME 4. — Soit, comme dans [7], H I'’ensemble des fonctions sur E,
p-mesurables a valeurs dans [0, 1]. Soient fe H, he H.

On note 4 la mesure invariante pour le noyau markovien de Harris P.

On suppose A(f-h) > 0.

On pose:
S, =[f>0]
Q= MSfoMf
WU, = ZQ(Ml—hQ)k
Alors k20

10 Msth.fo = QUh.
2° Si f est spéciale pour P, Q restreint a S, est un noyau de Harris
sur S, de mesure invariante f*4 et 15 est spéciale pour Q.

Démonstration.
1° Par définition

U, = E(Ms,Ufo)(Ml _,,MSfoMf)"

k=0

= MSfEUf(Mf—thf)ka

k>0

D’aprés la formule fondamentale de [7], prop. II-1, on a bien
ey, = M, U, M,

2° On sait [7], prop. IV-1, que f-A est une mesure invariante pour Q,
et que pour toute h telle que A(f*h) >0 on a

Uy hf =1
Donc, en vertu du 1° du lemme:
(f-Ah) >0 = W,h = ls,

Ceci exprime que Q, restreint a S, est un noyau de Harris, et, comme,
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pour toute he H, h nulle en dehors de S, et telle que (f*A)(h) >0 on a
W, ls, = M5, U, M 15, < Mg U, (f < + ©
15, est bien spéciale pour Q. W

LEMME 5. — Soit f une fonction spéciale, A-intégrable, fe H. Soit Q le
noyau markovien Mg U M, (cf. notations du lemme 4). Alors, pour tout
a > 0,3K > 0 tel que
K

< —
n+1

O<h<f,heH, Afh=>a) = ”ZQ(Ml—hQ)"ls,
k>n

Démonstration. — On sait (lemme 4) que le noyau Q = Mg U M, est
un noyau de Harris sur S,, de mesure invariante associée f*4, tel que pré-
cisément

QUh = ZQ(MI - hQ)k

k=20

On applique alors les lemmes 2 et 3.

LEMME 6. — Soit f une fonction spéciale A-intégrable, fe H. Il existe
un processus de Markov (Q, F, (X,)us 0, (Px)xeg) admettant P pour probabilité
de transition, et une suite (t?),po de temps d’arréts du processus telle que
(en notant comme d’habitude 0 I'opérateur de translation)

1 -1
T =tp00m-1 + 1

EX<Z g(Xk)> = U, g(x)
k=1

pour toute g bornée f-mesurable.

Démonstration. — On construit d’abord un processus de Markov
(@, F, Xusor (Py)eces 9) associé a P, et suivant une méthode classique
pour la construction des « processus subordonnés » ; on pose :

Q = N*NV x QM
Xol(Kpy ®) perne) =X — o+ .. 44, )(W,) OO r=inf {jiko+... +k;=n} et ko=0

(i. e.: on construit une fonction aléatoire correspondant a I’histoire d’une
particule, tuée et aussitét remplacée, aux instants successifs T,=k +..+k,
se déplacant entre les instants (t,) comme la particule primitive).

On definit la loi de probabilité¢ P, de telle sorte que f(X, , (w)) repré-
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sente la probabilité d’étre remplacée de la particule qui, entre T, et Tt 15
suit la trajectoire W, , ;. Introduisons alors la fonctionnelle multiplicative

M (W) =H(1 —fXi®),  Mo(W) =1

Considérons la famille croissante des tribus cylindriques & » de dimen-
sion finie dans N*M* x QV* et le systéme projectif de probabilités (P?) définie
de la fagon suivante:

Soit N(x, @), x € E, ®-mesurable sur N ® Q, défini par

N(x, @) = Ex(zd)(k, WNAM - (W) — M k(W’))>
k>1
On pose
Jfb(kl, ®,)P(dky, dW,) = N(x, D)

et on définit par récurrence les lois (P%),.y :

Jcb(kl, ook Wey o, WP, ., dW,)
= JP’;‘I(dkl, conndky Wy, LW, y)
JM&ermammmwbmwhmwuwg

Le théoréme classique de Ionescu-Tulcea sur les limites projectives
(cf. [8]) montre que la famille (P%) admet une limite projective P,. 11 est
plus ennuyeux que difficile de vérifier que I'objet (Q, &, (P,), (X,)) ainsi
construit est un processus de Markov de transition P.

On vérifie quon définit un opérateur de translation en posant :

0((kp’ Wp)pEN) = (klp’ W;_r)peN
avec

K =k, — 1 si ky > 1
K=k i=2 ...

K=k, i=1,... si k, =1
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De la définition des t; et de la définition de P,, résultent aisément les éga-
lités du lemme 6, si I'on pose ' = 1,

LEMME 7. — Soit f une fonction spéciale A-intégrable, f € H. Soit (C))iq
une famille quelconque de parties mesurables de S, = [f > 0], telle que
Viel fAC)=a>0

On note a; le temps d’entrée du processus du lemme 6 dans C,.
Alors, pour toute probabilité initiale p

lim (1 — inf P,o; < m) = 0

m— oo
Démonstration. — Soit, comme dans les lemmes précédents,
Q = M, UM, restreint & S, =[f> 0]

On a, m, étant fixé,

Po; <m] = Pt <m, 6,003 + 15 < m]
2 P17 <m] — P <m, 0,004 + 15> m]
2 P[tfo<m] — Pt <m, 0,00, + 1} > 17
> P,[1™ < m] — P, EIc.-(Xr;ﬂ;) - 0:|

Tk<myg

La propriété forte de Markov donne alors :

Po; <m] <P,[t7° <m] - Equr;[z 1e(Xy) = O:I

k<mg

Comme X1 €S, et
VxeS, Px[z leXy) = 0] = Z QMg_c,Q)'1c(x)
k<mg n>mo-—1

Phypothése A(f.1c) > a > 0, permet, d’aprés le lemme 5 de trouver m,
tel que la quantité au second membre de cette égalité soit majorée unifor-
mément par & Le lemme 7 en résulte. i

IV. — PREUVE DU THEOREME PRINCIPAL

Le théoréme que nous avons en vue résultera du théoréme suivant,
dont la démonstration suit largement I'idée de la démonstration du théo-
réme d’Orey dans [9].
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THEOREME. — Soit f une fonction spéciale intégrable pour A, et soient
w et v deux lois de probabilité sur (E, f); alors

lim R, v; f, f) = 1

Démonstration. — On le démontre seulement pour v =
le cas général s’y ramenant immédiatement. J‘fdj

Soit S =[f> 0].

Soit 6 > 0. On va montrer que

et0<f<1,

(1) lim sup R"(w, v; f, f) <146
et
2 lim inf R"(u, v; f, ) >1 -6
Introduisons les notations, relatives au processus (X,) des lemmes précé-
dents
H,(x) = Ex< z f (Xk)>
1<k<n
1<k<n

B,;={x:xeS Hyx) < (1 +§H,)}

C.s={x:xeS Hyx)>(1 - §H,)}

hn,.s = f: 13,.,6
Comme lim H,(v) = 4 oo, pour n assez grand, on a H,(v) > 0 d’ou

H,(v) 2[ H,(x)»(dx) > W(E — B, ;)1 + 6)H,(v)
E-B,,s
et par suite, pour tout n assez grand (indépendamment de §)
1
Af)

Pour toute probabilité u, on a alors, en notant Ty, , l€ temps d’entrée
du processus dans B, ;,

o
'I(hn,ﬁ) = V(Bn,ﬁ) = —

G) 1+

TBn.s

H,(w) = J Ex<2 f (Xk)>#(dX) + JEx< z f (Xk))

k=(m, ,+1An)
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En appliquant la propriété de Markov forte au deuxi¢me terme et en uti-
lisant la définition de B, 5

Bn,s

H < E(Z f(xo) + sup Hy(x)

< WUy f + (1 + OH,)
et, a fortiori,

H,(w) < pU,, ,f + (1 + OH,()

Le lemme 2 et la relation (3) impliquent alors I'existence d’une constante K;
telle que, pour tout n assez grand,

@) H, () < K; + (1 + 9H,(v)

comme
lim H,(v) = + o

n— oo

la relation (1) en résulte.
Avant de prouver I'inégalité (2), nous montrons d’abord qu’en raison
de P'inégalité (4), le complémentaire de C, ; ne peut pas €tre trop gros:

H,(v) = J H,(x)v(dx) + J H,(x)(dx)
Cn,s

E—-Cn,s

< [K; + (1 + 9H,(MGC,,) + (1 — HH,(WE — C, ;)]
Pour tout n tel que K; < 6H,(v) on a donc

1
(5) V(Cn,é) = 5

En utilisant la propriété de Markov forte, on peut écrire
n+m

H, . m(w) = E,.<Zf (Xk)>

nt+ic, o

> Eu[llrcn.»f"'] Z f(Xk)]

k=1tc, ,+1
= Ell(llfc,.,,. sm)Hn(ch"J))
2 Eu(l[tr:,mS <m] yigf,; Hn(y))

2> (1 — 9)H,(v)'P,[1c, , < m]
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D’aprés le lemme 7, il est possible de choisir m assez grand pour que (cf. (5)
ci-dessus)
K, < 0H,(0) = Ple,, <ml 2 (1~ )

Pour tout n assez grand, on a donc:

H,(4) + m = Hyy () 2 (1 — 6)*°H,(v)
et par suite
H
lim inf 2

nw Hy(v)

> (1 —6)?

ce qui prouve (2).

FIN DE LA PREUVE
DU THEOREME LIMITE QUOTIENT

Le théoréme d’Orey généralisé que nous avons en vue se déduit aisément
du théoréme précédent.

Si f et g sont deux fonctions spéciales telles que A(f) > 0 et A(g) > O,
posons

D
=1t

La fonction | h| est spéciale avec Jhd/l =0
On a

n

A
Hn(ll’ f) - % Hn(ua g) = Zﬂpkh

D’aprés le théoréme de [7], corollaire V-5, les sommes zuP"h sont

k=1
bornées, d’ou immédiatement le théoréme, puisque lim H, (¢, g)=+co.
n— oo
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