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Décomposition des fonctions caractéristiques
indéfiniment divisibles

de plusieurs variables à spectre de Poisson continu

Roger CUPPENS

Ann. Inst. Henri Poincaré,

Vol. V, n° 2, 1969, p. 123-133.

Section B :

Calcul des Probabilités et Statistique.

RÉSUMÉ..- Soit f une fonction caractéristique indéfiniment divisible
définie sur Rn, sans facteur normal et telle que la mesure apparaissant dans
sa représentation de Lévy-Khintchine admette une dérivée (~ continue
presque partout. Alors f n’a pas de facteur indécomposable si et seulement
si il existe un ouvert convexe A vérifiant A n (2)A = ~ et tel que ~(x) = 0
pour presque tout x n’appartenant pas à A.

SUMMARY..- Let f be an infinitely divisible characteristic function

defined on Rn, without normal factor and such that the measure appearing
in its Lévy-Khintchine representation has an almost everywhere continuous
derivative ~. Then f has no indecomposable factor if and only if there
exists an open convex set A satisfying A n (2)A = ~ and such that ~(x) = 0
for almost every x which does not belong to A.

I. - INTRODUCTION

Soit f la fonction définie sur R" par
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où (t, x) = t1x1 + ... + tnxn désigne le produit scalaire des vecteurs

t = (t 1, ... , tn) et x = (x 1, ... , xn), IxI2 = (x, x) et où Ç est une fonction
définie sur Rn - ~ 0 ~, positive ou nulle et continue presque partout et

vérifiant :

Si on définit la mesure J1 par

pour tous les ensembles boréliens B de Rn, on voit que les conditions du
théorème de représentation de Lévy-Khintchine ([5], p. 214-221) sont
vérifiées et f est donc une fonction caractéristique indéfiniment divisible.
Dans le cas n = 1, nous avons dans [3] donné une condition nécessaire et
suffisante pour que / appartienne à la classe Io des fonctions caractéristi-
ques indéfiniment divisibles sans facteurs indécomposables. Nous nous
proposons d’étendre ce résultat au cas n > 1.

Pour énoncer notre résultat, nous définissons (m)A et (oo)A par (1)A = A ;
00

(m)A = (m - 1 )A( + )A ; (oo)A = Lj(m)A, où ( + ) désigne la somme vecto-
m= 1

rielle de deux ensembles. Nous avons alors le

THÉORÈME 1 ..- La fonction caractéristique f définie par (1.1) appartient
à I o si et seulement si

en dehors d’un ensemble convexe A vérifiant

II. - SUFFISANCE DE LA CONDITION

La suffisance de la condition du théorème 1 se déduit immédiatement du
théorème suivant qui est une extension d’un résultat de I. V. Ostrovskiy ([6],
Théorème 1).

THÉORÈME 2..- Soit f la fonction caractéristique indéfiniment divisible
définie par
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Si la mesure p est concentrée ( 1 ) dans un ensemble ouvert convexe A vérifiant

alors f appartient à Io.
Nous déduirons ce résultat du théorème suivant qui généralise un

résultat obtenu indépendamment par I. V. Ostrovskiy ([6], Théorème 3)
et l’auteur ([1], Théorème 8.1) et étendu récemment par E. Lukacs et

l’auteur [4].

THÉORÈME 3. -- Soient f, fi, f2 des fonctions caractéristiques définies
sur R" telles que

où ..., x ~ (o, ... , 0) ~ et Jl est une mesure à
variation bornée sur D, alors

où P~ est une forme linéaire réelle et J.1 j une mesure à variation bornée sur D.
Si, de plus, Il est concentré dans un ensemble A, J.1j est concentré dans

T n ( oo )A où T est la fermeture convexe de A.

Démonstration du théorème 3. -- On déduit de (2 . 1) que

où C = exp 1- D dp(x) } et où p*"’ désigne la m-ième convolution de p
avec lui-même. La probabilité p associée à f est donc

(1) Une mesure p est concentrée dans un ensemble A si p(B) = ,u(A n B) pour tout ensem-
ble borélien B de R".
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où ë est la probabilité dégénérée à l’origine. p est donc concentré dans
l’ensemble {0} u (oo)A qui est contenu dans D et

Soient pi et p2 les probabilités associées à fi et f2. On peut trouver des
vecteurs 03B1j = (03B1j,1, ..., ( j = 1, 2) tels que

et tels que pour tous les ensembles boréliens B de Rn

où qj est une mesure concentrée dans (oo)A. On peut supposer que rJ.j = 0,
ce qui revient à multiplier Jj(t) par exp t)].
On déduit des théorèmes 3.1 et 3 . 3 de [1] ] que fj appartient à Mr (l)

où r _ ~ t = ..., 0, t2 = ... - tn = 0 ~ et donc que

( j = 1, 2). De plus, on peut trouver k~ > 0 tel que

En introduisant la mesure r~ définie pour tous les ensembles boréliens B
de Rn par

nous voyons que r j est concentré dans (oo)A et que

(~) On dit que la fonction caractéristique f de la probabilité p appartient à Mr si

converge pour 
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( j = 1, 2) où B! est le vecteur unitaire de l’axe des t! et par conséquent

où (2 . 3) assure la convergence de la série. En posant

on obtient une mesure Vj concentrée dans (oo)A et telle que

Si nous posons

pour tous les ensembles boréliens B de R", nous voyons que

est une mesure concentrée dans (oo)A. Ceci est la représentation (2. 2)
où C~ est déterminé par la condition log /)(0) = 0.

Si maintenant la fermeture convexe T de A n’est pas tout le demi-espace
{ x ; 0 ~, nous utilisons le lemme suivant :

LEMME. -- Soient f, fi, f2 des fonctions caractéristiques telles que

et r un cône convexe issu de l’origine. Si f est une fonction caractéristi-
que appartenant à Mr et sans zéros dans Rn + ir et si

où h est une fonction positivement homogène de 8 E r, alors jj a la forme

et

La démonstration est semblable à celle du théorème 2.5 de [1] et sera
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donc omise. La deuxième assertion du théorème se déduit alors d’une
extension du théorème classique de Plancherel et Pôlya (voir Ramachan-
dran [7], théorème A II a).

Démonstration du théorème 2..- Si pour un ensemble convexe A,
A n (2)A = ~, il est évident que l’origine n’appartient pas à A. On peut
donc trouver un système d’axes tel que A soit tout entier dans le demi-
espace D = f x : xl > 0 ~. On obtient alors du théorème précédent la
représentation (2. 2) pour tout facteur de f est une mesure concen-
trée dans T n (oo)A = A. Donc la probabilité Pj de Jj est donnée pour tous
les ensembles boréliens B de Rn par

où Mais des hypothèses du théorème, on déduit que pour BeA

ce qui entraîne que est indéfiniment divisible puisque J1j est concentré
dans A et démontre le théorème.

III. - NÉCESSITÉ DE LA CONDITION

La nécessité de la condition du théorème 1 se déduit immédiatement
des théorèmes suivants qui sont des extensions respectives des théorèmes 1
de [2] et [3], les idées de démonstration étant les mêmes.

THÉORÈME 4. -- Soit f la fonction caractéristique définie par

où

p et r étant des nombres positifs et a~ des vecteurs non nuls de R" tels que

(~,~ entiers positifs). Alors f n’appartient pas à Io.
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THÉORÈME 5..- Soit f la fonction caractéristique définie par

où

p et r étant des nombres positifs et a~ et b~ des vecteurs de R" tels que

(~,~ entiers positifs). Alors f n’appartient pas à Io.
Démonstration du théorème 4..- On peut, sans restreindre la généralité,

supposer que ai, ..., ne vérifient pas une relation de la forme (3.1),
que m > 2 et que

Soient maintenant ak et J3k les fonctions définies par

Si nous montrons que pour une valeur positive de 8

quel que soit x E Rn, alors la fonction g définie par

est une fonction caractéristique qui n’est pas indéfiniment divisible et

divise f, ce qui démontrerait le théorème.
Soit Mk l’ensemble défini par
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où l’union est prise pour tous les entiers positifs s et tous les entiers non
négatifs qj tels que

Alors, de la définition de 03B2k on voit que

Si nous notons A le plus petit ouvert convexe contenant tous les D~
et d le supremum de la distance de l’origine à la frontière de A, de

on montre facilement par récurrence que pour XE Mb

ce qui entraîne que pour un k donné

Soit Nk l’ensemble défini par

où l’union est prise pour tous les entiers non négatifs q~ tels que

Alors il existe un K tel que

En effet, si A* est le plus petit convexe contenant les a~, il existe dans A*
un ensemble de points (k = 1, ..., s) de la forme
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entiers non négatifs) et tels que

Si K est le p. p. c. m. de tous les on voit que NK contient la réunion de
toutes les boules de centre Kpk et de rayon Kr qui recouvrent (K)A*. (3 . 6) se
déduit alors de (3.2). On déduit alors de (3..6) .

et, puisque 1 ~ ... =3 Mi,

Par conséquent

Donc si G > 0 est assez petit

Mais de (3.4), (3.9) et de

si l > k, on obtient

quel que soit x et de (3.10) et (3 . 4) on obtient

quel que soit x, ce qui entraîne (3. 3) et démontre le théorème.
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Démonstration du théorème 5. Nous pouvons de nouveau supposer,
sans restreindre la généralité que ~ï ~ 2, que les a~ sont tous différents
et que

Si nous définissons maintenant ak et Pk par

où

nous devons de nouveau démontrer (3.3). Si nous définissons Mk par

où l’union est prise pour tous les entiers positifs s et tous les entiers non

négatifs q_~ et r. tels que

nous obtenons, avec la même méthode que celle du théorème 4, (3.4)
et (3. 5).

Si maintenant nous définissons Nk par

où l’union est prise pour tous les q~ et rj non négatifs tels que

il existe de nouveau un K tel que (3 . 6) soit vérifié. On en déduit de nouveau
(3. 7) et de là (3.11) si e > 0 est assez petit. Soit maintenant M~ pour k  K.

Il est évident de la définition de C que
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ce qui implique que

et

si G > 0 est assez petit, ce qui avec (3 . 4) et (3 .11 ) implique (3 . 3) et démontre
le théorème.
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