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Mouvement Brownien

et valeurs propres du Laplacien

G. LOUCHARD

Ann. Inst. Henri Poincaré,

Vol. IV, n° 4, 1968, p. 331-342.

Section B :

Calcul des Probabilités et Statistique.

SOMMAIRE. - Soit l’équation 1 2 111/1(-;) + ).1/1(;) = 0 sur Un domaine

borné 03A9 de E2, dont la frontière r est de classe C , avec la condition §(x)-0.

Les valeurs propres 03BB1, 03BB2... satisfont à un développement asymptotique
du type

ci, c~ et C3 sont connus et nous proposons une méthode qui permet de cal-
culer tous les ci et qui peut être étendue à E". Nous illustrons cette méthode

par le calcul de c~ dans E2.

SUMMARY. 2014 Let Q be a bounded demain in E2, the boundary r ofwhich

is of class C3 and let us onsider the equation 1 2 039403C8(x) + 03BB03C8(x) = 0 with
the boundary condition t/J(x) - 0. The spectrum of eigenvalues ~,1, ~,z...

satisfies the asymptotic development
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Cl, c~ and C3 are well known and we propose a method which can give us
all Ci and which can be extended to En. As an example, we compute c4
in E2.

1. INTRODUCTION

Soit Q un domaine borné de E2, dont la frontière r est régulière par
morceaux et considérons l’équation

Le spectre des valeurs propres de (1) : 11 =::; 12 =::; ~3’" est discret et un
théorème général de Minakshisundaram [8] montre qu’il existe un déve-
loppement asymptotique

En concordance avec un théorème bien connu de Weyl [9], nous savons que :

est l’aire de Q.
Lorsque la frontière est régulière (c’est-à-dire sans coins et avec une cour-

bure existant en chaque point de r), on sait que (en accord avec une conjec-
ture de Pleijel) :

L , .."

où L est la longueur de r.
Kac [4] [5] a démontré (3) et (4) par des méthodes probabilistes et a conjec-

turé (5) en étudiant d’abord c3 pour un polygone et en faisant ensuite tendre
le périmètre de ce polygone vers la courbe r.
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McKean et Singer [6] ont confirmé (5) par des techniques d’analyse pour
une frontière Coo mais leur méthode s’applique aussi à une frontière C2.
Ils ont utilisé des résultats pour des variétés fermées pour établir (5) et ont
étendu leur méthode à l’étude du spectre de l’opérateur de Laplace-Beltrami
et d’opérateurs elliptiques appliqués à des variétés Riemaniennes. Ils obtien-
nent chaque fois les trois premiers termes d’un développement généralisé
du type (2). Berger [1] a calculé le troisième terme d’un développement
asymptotique pour le spectre d’une variété Riemanienne.

L’objet de cette note est de calculer C3 et c~ par des techniques probabi-
listes continuant celles introduites par Kac dans [5]. La méthode utilisée
peut être généralisée à E~ et au calcul de tous les coefficients de (2). Nous
envisagerons ici des domaines Q dont la frontière r est de classe C3.
Nous retrouvons (5) pour C3, et c4 est donné par

où, en chaque point de r, ds est l’élément de longueur le long de r, s est
la longueur correspondant à ce point, mesurée sur r à partir d’un point
fixe de r et R(s) est la courbure de r en point s.

L’idée de Kac était d’étudier le mouvement Brownien y(t) sur Q car la
fonction de transition t) correspondante obéit aux relations

En désignant par les fonctions propres (normalisées) et les valeurs
propres de (1) on sait que Po peut être mis sous la forme :

et
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Il est facile de voir (Kac [5]) que l’intégrale de surface de (7) peut être
limitée à une bande Q*, le long de r, de largeur arbitraire 5 fixée > 0,
la contribution de Q - Q* n’apportant que des termes exponentiellement
petits en t (du type (X > 0, dépendant de 03B4 seulement) au développe-
ment de (2). Nous choisirons 5 suffisamment petit pour que 03B4  1 R(s) 1
en chaque point de r. Si nous choisissons comme nouvelles coordonnées

de p E Q* la distance r de p à r (mesurée sur la normale abaissée de p sur r)
et la longueur s mesurée le long de r et correspondant au pied de cette
normale, (7) devient

en négligeant des termes exponentiellement petits en t.

C’est en évaluant l’intégrale de (8) que nous pourrons déduire les termes
désirés de (2).

Nous remercions ici le Professeur H. P. McKean Jr. qui nous a aima-
blement communiqué le manuscrit de [6] avant sa publication.

2. CALCUL DE 

Considérons le point s de r correspondant à un point p E Q* (par la
normale abaissée de p sur r) et adoptons le système d’axes cartésiens
centré au point s et constitué par la tangente en s à r (axe x) et la normale
en s à r, pointée vers l’intérieur de Q (axe r). Nous pouvons représenter
la courbe r au voisinage de s par la relation :

et r est uniformément régulière dans le sens que

Il y a un nombre fini de points d’inflexion et nous choisissons sur la
courbe r des segments petits, centrés en ces points, de longueurs 
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(r~l > 0) tels que leur longueur totale soit (~ positif arbitrairement
petit). Soit r* la partie restante de la courbe après avoir ôté ces segments.
Soit s E r*. Dans un voisinage suffisamment petit de s, r reste convexe
(concave) si elle est convexe (concave) au point s.

Soit - et ’JI 2(r) les deux solutions de l’équation = r dans
ce voisinage. Nous avons les approximations :

On peut évidemment représenter Pn par

où

et t) correspond au mouvement Brownien conditionné de telle
sorte qu’il franchisse au moins une fois la frontière r entre les instants 0 et t.
De plus, le mouvement Brownien plan z(v) partant de p = (r, 0) à l’instant 0
et conditionné à revenir en ce même point à l’instant t (la définition rigou-
reuse de cette condition peut se faire à partir des fonctions de transition)
peut être représenté par deux mouvements Browniens indépendants r(i)
et partant de l’origine à l’instant 0 et revenant à l’origine à l’instant 1,
sous la forme

et nous devons exprimer t) à l’aide de ces deux mouvements r(z)
et x(i). Supposons que r est convexe au point s E r*.
Nous utiliserons dans la suite les conventions suivantes :

T(tl, t2) == l’instant où r(z) atteint son minimum relatif entre les instants ti
et t2 ;

P° est relatif aux mouvements Browniens inconditionnés r(i) et X(T)
tandis que est conditionné sur tous les événements inclus dans Pk
(~==0, ...,i-1).

ANN. msr. POINCARÉ, wlv-4 23
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. Nous obtenons alors le développement suivant :

a) le minimum absolu de Vtr(v) est  - r :

b) le minimum absolu w de est > - r mais, à l’instant T où ce
minimum est atteint, z est en dehors de Q :

En fait, le deuxième événement décrit dans cette intégrale n’implique pas
nécessairement que mais si z(r) E Q cet événement implique néces-
sairement >_ ~ 1 t 1 ~4, ce qui conduit de nouveau à des termes expo-
nentiellement petits en t. Cette remarque s’applique également aux cas
suivants.

c) Le minimum absolu w de est > - r mais, à l’instant i où
ce minimum est atteint, z est à l’intérieur de Q. Si nous voulons que z
franchisse r, doit être dans [d(r + w)] à un certain instant ( > ’t

ou  i).
Soit par exemple tl le premier temps de passage après i de v’ï dans

[d(r + w)] et soit 1] l’instant où YI r(v) atteint son minimum
relatif w2 après tl. L’événement que nous allons décrire par (13) suppose
que z est en dehors de Q à l’instant t2. Le facteur 2 provient du même évé-
nement pour le mouvement rétrospectif z(v) (le franchissement de r peut
arriver avant ou après r) :
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d) Nous devons ensuite soustraire la probabilité correspondant à la
réalisation jointe des deux événements décrits en c)

e) Supposons maintenant que, à l’instant t2 décrit en c), z est à l’intérieur
de Q. Si nous désirons que z franchisse r, par exemple entre les instants t2
et 1, di x(v) doit être dans [der + w2)] à un instant E [t2, 1).

Soit par exemple t5 le premier temps de passage de x(v) dans [d(r-E- w2)]
après t2 et soit t6 E 1] l’instant où VI r(v) atteint son minimum relatifw6
après ~5.
Notant par

la probabilité que z franchisse r entre les instants t5 et 1, conditionnée sur
tous les événements décrits dans P° ... P~ et sachant que le minimum
relatif w6 de Vt r(v) est atteint à l’instant t6, nous obtenons
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et on voit aisément que P~* satisfait :

pour au moins un u E [ts, 1].

f) Nous devons maintenant ajouter trois événements analogues à e),
correspondant au franchissement entre les instants t 1 et t2 et aux intervalles
correspondants pour le mouvement rétrospectif, chaque franchissement
étant conditionné sur la non-réalisation des franchissements précédents.
Nous n’écrirons pas ici les formules qui sont du même type que dans e) .
Nous pouvons évidemment écrire un développement analogue pour Pri

lorsque r est concave au point s ou même lorsque s est un point d’inflexion
de r.

’ 

2. CALCUL DES ci i

Il nous reste à calculer les différents termes de (2) provenant de l’intégrale

et pour cela nous utiliserons les lemmes suivants, valables pour un mouve-
ment Brownien classique y(t), t E [0, 00] et où P~ est relatif au mouvement
Brownien tel que y(0) = ç.

LEMME 1

Ce lemme bien connu se démontre par exemple en utilisant le principe de
réflexion (voir Lévy, 7, p. 211 ).

LEMME 2
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Ito et McKean ([3], p. 29) nous donnent la transformée de Laplace C~
de cette probabilité sous la forme 

.-

qu’il suffit d’inverser, sachant que

LEMME 3

(voir par exemple Lévy [7], p. 213).

LEMME 4

Soit T(ti, t2) l’instant où y(t) atteint son maximum relatif entre les ins-
tants t 1 et t2

Nous avons en effet la relation

et une intégration par parties nous donne immédiatement le lemme. Par
intégration sur i, nous en tirons la relation bien connue :

qu’on peut bien sûr déduire immédiatement du lemme 1.

Chacun de ces lemmes nous donne un résultat correspondant pour les
mouvements Browniens conditionnés r(t) et x(t) utilisés dans le paragraphe 2.
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Les différents termes intervenant dans (16) dans le cas de r* convexe en s,
se calculent comme suit, en posant a = 2R(x) 1 et en ne considérant pourrant pour

le moment que l’intégration en r.

a ) (11) nous donne

en négligeant des termes exponentiellement petits en t (et uniformes en s).
b) (12) nous donne, en posant r = udi, w = - vdi, (u - v) = 

Le terme principal de cette intégrale (obtenu en posant t = 0 et en rempla-

çant et 03A82(x) par x s’obtient aisément et vaut

Le terme en ilt se compose de diverses contributions

__.. ~ _."

4° en utilisant la condition (9) on voit aisément que la contribution pro-
venant des corrections

est de la forme o(BA) (uniformément en s).
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Les termes suivants du développement conduisent à des 0(0) (unifor-
mément en s).

dont la valeur est 1 (nous ne donnerons pas le détail du calcul
32203C0R2(s)

ici) (1).

d) En utilisant des techniques identiques, on voit que les termes suivants
de (13) ainsi que les intégrales provenant de (14) et (15) nous donnent des
termes du type (uniformément en s).
On voit facilement que le cas de r* concave au point s conduit exactement

aux mêmes résultats (où a = 1 est négatif) . De même les points d’in-
flexion de r conduisent à termes du type 

4203C0t

0 Signalons toutefois que, en intégrant sur t1, tous les termes de la somme infinie
se compensent sauf deux.
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L’intégration sur ds de la contribution a) n’offre aucune difficulté (ce
terme est indépendant de la courbure).

Sur r - r*, 1 al:::; 03B1~1t1/4 où oc est borné puisque r est de classe C3.
On voit aisément que la contribution de b), c), d) sur r - r* est bornée

en valeur absolue par

Puisque 11 est arbitraire, nous obtenons enfin

où L est la longueur de r.
et où le terme constant résulte de la relation

(cas particulier de la formule de Gauss-Bonnet).
Nous obtenons donc (6) ainsi que la confirmation de (3), (4) et (5). On

voit immédiatement comment généraliser la technique utilisée au cas de E~
et c; (i > 4).
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