
ANNALES DE L’I. H. P., SECTION A

ALAIN BACHELOT

AGNÈS MOTET-BACHELOT
Les résonances d’un trou noir de Schwarzschild
Annales de l’I. H. P., section A, tome 59, no 1 (1993), p. 3-68
<http://www.numdam.org/item?id=AIHPA_1993__59_1_3_0>

© Gauthier-Villars, 1993, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la revue « Annales de l’I. H. P., section A » implique
l’accord avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.
org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systématique
est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce
fichier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=AIHPA_1993__59_1_3_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


p. 3

Les résonances d’un trou noir de Schwarzschild

Alain BACHELOT et Agnès MOTET-BACHELOT

Département de Mathématiques appliquées,
Unité associée au C.N.R.S. n° 226, Université Bordeaux-1,
351, cours de la Libération, 33405 Talence Cedex, France
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RÉSUMÉ. - Ce travail est consacré à l’étude théorique et numérique
des fréquences de résonance associées à la diffraction d’ondes scalaires,
électromagnétiques ou gravitationnelles, par un trou noir sphérique. On
adopte une approche dépendant du temps : construction des opérateurs
d’onde pour l’équation hyperbolique de Regge-Wheeler; complétude
asymptotique; représentations spectrales rentrantes et sortantes; prolonge-
ment méromorphe de la matrice d’Heisenberg; approximation par amortis-
sement et troncature des potentiels et interprétation du semi groupe Z (t)
dans le cadre du Paradigme de la Membrane. On développe une nouvelle
procédure numérique de calcul des résonances par analyse spectrale de
l’onde transitoire diffractée, basée sur l’algorithme de Prony.

ABSTRACT. - This paper is devoted to the theoretical and computational
investigations of the scattering frequencies of scalar, electromagnetic, gravi-
tational waves around a spherical Black Hole. We adopt a time dependent
approach: construction of wave operators for the hyperbolic Regge-Whee-
ler equation; asymptotic completeness; outgoing and incoming spectral
representations; meromorphic continuation of the Heisenberg matrix;
approximation by dumping and cut-off of the potentials and interpretation
of the semi group Z (t) in the framework of the Membrane Paradigme.
We develop a new procedure for the computation of the resonances by
the spectral analysis of the transient scattered wave, based on Prony’s
algorithm.
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4 A. BACHELOT ET A. MOTET-BACHELOT

I. INTRODUCTION

L’objet de ce travail est la construction d’un cadre mathématique rigou-
reux pour la notion de résonances d’un trou noir, incluant les approches
temporelles et stationnaires du problème de diffraction, dont on établit
l’équivalence. Nous proposons de plus une nouvelle méthode de calcul de
ces fréquences, basée sur l’approximation par troncature du potentiel
d’interaction et l’algorithme de Prony [33].

Le concept de résonances d’un trou noir est lié au problème de la

stabilité de la métrique de Schwarzschild vis-à-vis de perturbations scalai-
res, électromagnétiques, gravitationnelles... Après linéarisation autour de
la solution de Schwarzschild, on montre formellement qu’un champ sans
masse, de spin s, et de petite amplitude, est caractérisé par une fonction
d’onde scalaire ~F, solution de l’équation hyperbolique :

où AS2 est l’opérateur de Laplace Beltrami sur la 2-sphère S2 (cf par
exemple [5]).
Une décomposition en harmoniques sphériques ramène le problème à

l’étude d’une famille de champs scalaires obéissant à l’équation
de Regge-Wheeler :

où V est le potentiel relatif au multipôle d’indice entier l &#x3E;_ 0 :

et x et r sont reliés par la relation :

Une première approche, en approximation linéaire, du problème de
la stabilité de la solution de Schwarzschild consiste donc à étudier le

comportement asymptotique des solutions ~ de (1.1) quand ~±00,
particulier, on espère décrire ce comporte-

ment par un ensemble discret de fréquences, dites de résonances, jouant
un rôle dans les problèmes définis sur un ouvert non borné, analogue à
celui des valeurs propres dans le cas d’un ouvert borné.

Plus précisément, un nombre complexe o, Ima0, est une

fréquence de résonance s’il existe une solution 4J de (1.1) de la forme :

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Physique théorique



5LES RÉSONANCES D’UN TROU NOIR DE SCHWARZSCHILD

où u est solution de l’équation de Schrôdinger

satisfaisant la condition de radiation sortante de Sommerfeld

Pour donner un sens précis à (1.6) quand le potentiel V est à courte
portée, i. e. mais n’est pas à support compact, on introduit
pour ce E C, 03C3~0, Im 0, les fonctions de Jost f ± (x, 6) solutions de (1.5)
vérifiant

On note W(o) le Wronskien def+ et f- :

L’équation

n’a pas de solution réelle non nulle et définit alors trois sortes de
fréquences cr:
- les valeurs propres associées aux états bornés (i. e. dans L2 de

l’équation de Schrôdinger (1.5) si 
- les états antibornés si  0, Re cr = 0;
- les résonances si Im cr  0, Re 6 ~ 0.
La fréquence nulle est dite niveau virtuel si l’équation (1.5) admet une

solution non nulle dans Loo (lRx) pour a=0. Les Astrophysiciens ont
coutume d’appeler fréquences propres du trou noir les résonances et les
états antibornés pour les potentiels V~, s, et mode quasi normal la
fonctionf-I (x, a) correspondante.
Le problème fondamental de l’approche stationnaire est donc de justifier

le prolongement analytique def-I (x, o) pour 
Quand le potentiel V est à support compact, ce prolongement analytique

est immédiat et la théorie de Lax et Phillips [20] permet de caractériser
élégamment les résonances et les états antibornés crj par une décomposition
spectrale des solutions C de (1.1) :

La relation (1.10) est la base de la méthode numérique de Prony [33]
appliquée à l’équation des ondes acoustiques par Majda, Strauss et
Wei [24].

Vol. 59, n° 1-1993.



6 A. BACHELOT ET A. MOTET-BACHELOT

Notre présente contribution consiste à développer la théorie complète
de la diffraction pour l’équation (1.1) : existence et complétude asymptoti-
que des opérateurs d’onde; représentations spectrales rentrantes et sortan-
tes ; prolongement méromorphe de la matrice d’Heisenberg; calcul numéri-
que des fréquences propres du trou noir par la méthode de Prony en
justifiant l’approximation par troncature des potentiels V~, S.

La partie II est consacrée à l’approche dépendant du temps du problème
direct de diffraction. L’étude des équations hyperboliques en métrique de
Schwarzschild a été initialisée par J. Dimock [12] qui construisit les opéra-
teurs d’onde pour le D’Alembertien en tirant partie du caractère répulsif
et de courte portée des potentiels la diffraction du champ électroma-
gnétique est analysée en détail dans [2]; à la différence du cas scalaire, le
générateur du propagateur de Maxwell admet un noyau non nul, le second
espace de cohomologie, du fait de la trivialité de Vo, i; à partir du spin 2,
les potentiels ne sont plus positifs pour ls (modes non radiati, f ’s); il

peut alors exister un nombre fini d’états bornés, donc de solutions d’énergie
finie de la forme (1.4) exponentiellement croissantes; ce fait et les difficultés
techniques propres à la dimension 1 (les espaces de Hilbert intervenant
contiennent les constantes et le premier espace de Beppo Levi sur R n’est
pas un espace de distributions) rendent plus délicate la construction du
cadre fonctionnel; Nous suivons l’approche de R. Phillips [31] qui traite
de l’équation (1.1) sous l’hypothèse restrictive

Cette condition n’est pas satisfaite pour les potentiels V,,  qui vérifient
seulement

Nous montrons qu’il est possible de relaxer l’hypothèse (1.11) de Phillips,
essentiellement en ne la faisant porter que sur la partie négative du
potentiel, et nous établissons l’existence et la complétude asymptotique
des opérateurs d’onde pour les potentiels V satisfaisant ,

Nous pouvons ainsi considérer les potentiels d’interaction pour les trous
sphériques généraux de type (De Sitter)-Reissner-Nordstrôm décrits par la
métrique

Dans la partie III nous faisons le lien entre l’approche dépendant du
temps et l’approche stationnaire en construisant les représentations spectra-
les rentrantes et sortantes au sens de Lax et Phillips du propagateur de

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Physique théorique



7LES RÉSONANCES D’UN TROU NOIR DE SCHWARZSCHILD

l’équation (1.1). Sous l’hypothèse (1.13), l’opérateur de diffraction est

unitairement équivalent à la classique matrice d’Heisenberg associée à
l’équation de Schrôdinger (1 . 5) dont les pôles sont les

résonances.
On étudie le prolongement analytique o) pour Im03C30 dans

la partie IV. Les potentiels V"s n’étant ni à support compact, ni à

décroissance exponentielle, nous relions les propriétés d’analyticité
deW(o) à celles de V~, s, selon la méthode des rotations de contour

employée pour les potentiels de Yukawa. On est ainsi amené à considérer
le problème du prolongement analytique de la réciproque de la transforma-
tion de Wheeler (1.3)

Cette question a été abordée par Hartle et Wilkins dans [16], sans que le
domaine d’holomorphie de l’application x - r soit précisément défini : la
détermination de la surface de Riemann associée reste à faire. Il nous

suffit ici de démontrer que l’application (1.14) définie sur R admet un
prolongement analytique dans un domaine On en
déduit l’analyticité o) pour ce qui fonde la théorie
des résonances d’un trou noir; en revanche, la présence de la coupure 
ne nous permet pas de considérer les états antibornés et d’élucider la
nature des fréquences

associées aux potentiels V~ 2, l &#x3E;- 2 (fréquences caractéristiques des perturba-
tions algébriques spéciales de Chandrasekhar [6]). Outre l’étude de la cou-
pure nous laissons ouverts d’autres problèmes fondamentaux :
- existence d’une infinité de résonances;
- leur répartition asymptotique;
- non coïncidence de résonances relatives à des modes distincts;
- validité de la décomposition spectrale (1.10) pour les potentiels 

justifiant ainsi la notion de coefficients d’excitation, les de Sun et
Price [32].
La décomposition (1.10) étant établie pour les potentiels à support

compact, il est naturel d’étudier l’approximation par troncature des poten-
tiels cette démarche a été proposée par B. Schmidt [38]. Dans la
partie V nous légitimons cette approche en démontrant que les résonances
associées à sont les limites quand E - 0, a - - oo, b - + oo,
des résonances associées aux potentiels amortis et tronqués
V" s Cx) e E ~ x (~ b] (x), y &#x3E; 1. Il s’agit en fait d’une extension du paradigme
de la membrane fondé par T. Damour [8], [9], [10], D. A. Mac Donald,
R. H. Price, K. S. Thorne [23], la troncature revenant à remplacer respecti-
vement l’horizon du trou noir et l’infini spatial par deux sphères de rayons

Vol. 59, n° 1-1993.



8 A. BACHELOT ET A. MOTET-BACHELOT

respectifs r (a) et r (b), et à considérer un problème aux limites dans la
coquille IRt x [a, b]x x S2 avec conditions dissipatives à la frontière. Nous
montrons que le formalisme de la membrane est équivalent à la théorie
du semi-groupe Z (t) de Lax et Phillips : le propagateur du problème mixte
est isométrique au semi-groupe Z associé au potentiel tronqué, et les
valeurs propres de son générateur infinitésimal, en nombre infini, sont les
résonances.
Ce résultat nous permet dans la partie VI de développer une procédure

de calcul numérique des résonances par une méthode dépendant du temps :
l’algorithme de Prony appliqué à la formule (1.10) fournit la valeur des o,
(et éventuellement celle des C~) à partir du signal t -+ 1&#x3E; (t, x) préalablement
calculé.

Le problème du calcul des résonances est très délicat du fait que ces
pôles n’étant pas caractérisés de façon variationnelle, sont très instables
vis-à-vis d’un léger changement de potentiel : par exemple, les résonances
(en nombre infini) associées à dépendent continûment
de s &#x3E; 0 mais disparaissent à l’infini quand E - 0; ceci constitue la limitation
du procédé de troncature susceptible de faire apparaître des résonances
parasites, mais cette difficulté est inhérente à toutes les méthodes connues :
on ne dispose pas d’évaluation de l’erreur commise ni de critère permettant
d’affirmer que les valeurs obtenues ne sont pas des artefacts numériques
engendrés par les inévitables approximations. Ainsi est-il très important
d’expérimenter des méthodes différentes et d’en comparer les résultats. A
cet égard, notre approche présente le double avantage d’être non station-
naire, et très précise dans le calcul des premières résonances, alors que les
principales méthodes employées, fractions continues de E. Leaver [22] et
approximation WKB [17] (voir aussi [7], [14], [25], [28], [29]) sont station-
naires et présentent des écarts notables [15]. Nous constatons un accord
remarquable entre nos valeurs des premières résonances et celles de Leaver.
Cette nouvelle méthode numérique est en cours de développement sur
Cray 2 et sera appliquée aux métriques de (De Sitter-) Reissner-Nords-
trôm.

II. THÉORIE DE LA DIFFRACTION DÉPENDANT DU TEMPS EN
DIMENSION 1

L’objet de cette partie est l’étude des opérateurs d’onde pour l’équation
hyperbolique :

considérée comme perturbation de l’équation libre :

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Physique théorique



9LES RÉSONANCES D’UN TROU NOIR DE SCHWARZSCHILD

Les propriétés spectrales de l’opérateur Lv sont données par la :

PROPOSITION II. l. - Si le potentiel V satisfait l’hypothèse (1 , 13), Lv
est un opérateur autoadjoint de domaine dense dans L2 dont le spectre
absolument continu est [0, + 00[, le spectre continu-singulier est vide et le
spectre ponctuel se compose d’un nombre au plus fini de valeurs propres
simples, négatives ou nulles; si V est positi, f ’ le spectre ponctuel est vide; si
V vérifie :

0 n’est pas valeur propre.

Remarque II . 1. - Les potentiels définis par (1 . 2) et (1 . 3) satisfont
les conditions (1.13) et (II. 3).

on définit les formes sesquilinéaires
d’énergie associées aux équations (II .1 ) et (11.2):

On introduit la forme définie positive :

On note

Les complétés respectifs de pour les normes Eo et

E + . H + (fl~) est un sous-espace de qui contient les constantes et
dont le quotient par C est isométrique à l’espace de Beppo-Lévi BL1 ()R).
On écrit les équations (II. 1) et (II. 2) sous forme vectorielle :

où

Ao est un opérateur antiautoadjoint sur ~ 0 qui génère le groupe unitaire
Uo (t); A est défini sur ~ + au sens des distributions sur I~. Le problème

Vol. 59, n° 1-1993.



10 A. BACHELOT ET A. MOTET-BACHELOT

perturbé est résolu par la :

PROPOSITION II.2. L’opérateur A de domaine

engendre un groupe fortement continu d’opéra-
teurs bornés U (t) sur Je + qui véri ae :

Pour construire les opérateurs d’onde, nous introduisons certains sous-
espaces de àÉ9+; si l’opérateur Lv sur L 2 (IR) admet N valeurs propres
2014~0, associées aux vecteurs propres u3 :

on note

les vecteurs propres de A correspondants :

Soient ~ le sous-espace vectoriel engendré par les f/

~f le E-orthogonal de 9 dans # + :

et P le projecteur E-orthogonal de àÉ9 + sur af

~f est un sous-espace U (t)-invariant sur lequel E est une forme positive
mais non définie si l’espace :

est non trivial. Aussi introduit-on le quotient ~f de # par!l et II la

surjection canonique associée :

Enfin, pour inverser les opérateurs d’onde, on utilisera :

et Ê étant l’image de la forme E par II, X1 désigne le Ê-orthogonal de

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Physique théorique



11LES RÉSONANCES D’UN TROU NOIR DE SCHWARZSCHILD

Si V satisfait (II. 3) alors 9 = 91.
Dans le cas des potentiels V" s’ ces espaces sont décrits par la :

PROPOSITION II. 3. - 

Pour

Pour

Pour

La structure de ~f est décrite par la :

PROPOSITION II.4. - Étant donné un potentiel V satisfaisant l’hypothèse
(1.13),

(i ) la forme Ê dé~nie sur ~ par :

est une norme sur ~ équivalente à la norme canonique.
(ii) Si le potentiel V satisfait de plus (II. 3), on a :

Remarques II. 2. - Le potentiel Vo,1 étant trivial, les constantes sont
associées à la fréquence nulle qui est un niveau virtuel et correspondent
aux champs électromagnétiques stationnaires du second espace de
cohomologie [2].

L’existence d’un état borné pour Vo, 2 découle du fait que les éléments
de 12 s’annulent en un point, pour r = 3/2 et la valeur de l’unique valeur

de Lv 0 2 calculée par la méthode de Prony de la
partie VI est donnée par : 

’

On doit noter que cette solution ne définit pas une perturbation à symétrie
sphérique de l’espace-temps de Schwarzschild car pour ls l’harmonique
sphérique spinorielle correspondante n’existe pas. Quoique pour la même
raison les harmoniques 1=0, 1= 1 ne soient pas considérées d’intérêt

Vol. 59, n° 1-1993.



12 A. BACHELOT ET A. MOTET-BACHELOT

physique pour les ondes gravitationnelles (modes non radiatifs) les fonc-
tions (3 - 2 r)/r et 1 /r de (11.26) et (11.28) associées au niveau virtuel 0,
apparaissent dans l’analyse des perturbations algébriques spéciales de
S. Chandrasekhar (fonctions x (108) de [6]).

Les groupes Uo (t) et U (t) opérant sur des espaces de Hilbert différents,
on doit introduire un opérateur d’identification entre ces espaces. Plutôt
que d’introduire les opérateurs pseudodifférentiels Lv;/2 L5/2 (j) Id qui
délocalisent les supports, nous choisissons l’injection canonique :

et les opérateurs d’ondes

qui seront définis a priori sur le sous-espace ~o dense dans 

Le résultat fondamental de cette partie est le :

THÉORÈME II.1. - On suppose que le potentiel V satisfait (1. 13). Alors
pour tout f de les limites W + f, W - f existent dans ~ et on a :

Les opérateurs W +, W _ se prolongent de façon unique en isométries de 
sur X1 et l’opérateur de diffraction :

est une isométrie de sur àfo.
Idée de la preuve. - L’existence de f pour f dans ~o est établie

par la méthode de Cook, le potentiel V étant à courte portée (i. e.
V EL 1 ((~)). Pour inverser W + on introduit le sous-espace L~ de L2 
orthogonal aux fonctions propres de Lv sur lequel Lv est un opérateur
strictement positif. Le théorème d’Agmon-Kato-Kuroda et le principe
d’invariance assurent l’existence et la complétude asymptotique des opéra-
teurs d’onde associés à (Lo et (Lv IL~)1~2. On en déduit que les

solutions perturbées de donnée initiale f dans :

sont asymptotiquement libres :

On conclut en montrant que II est dense dans ~ 1.

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Physique théorique



13LES RÉSONANCES D’UN TROU NOIR DE SCHWARZSCHILD

COROLLAIRE II .1. - ~’ ~=~={0}, toute solution ~ (t, x) de

l’équation (I .1) à données initiales dans Je tend vers 0 dans quand
t tend vers ±~.

Remarque II . 3. - E. Leaver donne des arguments dans [21 en faveur
d’une décroissance polynomiale (en t-21-3 pour V~, 2). Notre expérimenta-
tion numérique a mis en évidence une décroissance exponentielle dominée
par la première résonance durant l’intervalle de calcul (cf la remarque V. 4
et la partie VI). Si l’on considère que celui-ci est seulement un temps
« intermédiaire », la conjecture de Leaver n’est pas infirmée par nos calculs.
Cette situation rappelle le cas bien connu de l’équation de Schrôdinger
dépendant du temps : la décroissance est à peu près
exponentielle pour des temps ni trop grands ni trop petits, phénomène
donnant lieu au fameux Paradoxe de Zénon quantique. Le problème du
comportement asymptotique ponctuel des solutions de l’équation (1.1)
reste ouvert.

Preuve de la proposition II. l. - Nous établissons une série de lemmes
qui seront utilisés ultérieurement. On suppose partout que le potentiel V
satisfait (I.13).

LEMME II. 1. - Toute fonction u de C~ (R) 

où

Preuve. - Pour tout x, t on a :

On obtient (II. 39) en intégrant cette inégalité par rapport à t dans [0, 1].
Q.E.D.

LEMME II . 2. - L ’application :

définit une forme quadratique compacte sur H + muni de la norme (II. 40).
Preuve. - Le lemme II .1 assure l’existence de Q- (u) pour tout u

dans H + et si u~ est une suite bornée dans H + , la suite (x~ - N, N~ (x) un 
est une suite bornée dans l’espace de Sobolev H 1 (j2014N, ND pour tout N.
Le théorème d’injection compacte de Rellich-Kondrasov implique que

Vol. 59, n° 1-1993.



14 A. BACHELOT ET A. MOTET-BACHELOT

(X[-N, N] (x) (x) + (x)]|un Cx) ( 2)n est une suite relativement com-
pacte dans L1 (M), i. e. la forme :

est compacte sur H + . L’inégalité (11.39) permet d’évaluer :

L’hypothèse (1 . 13) entraîne alors la convergence forte quand N - 00 de
Q~ vers Q _ qui est donc compacte.

Q.E.D.

LEMME II . 3 :. - (i) Lv est un opérateur autoadjoint de domaine dense
dans L2 (IR). 

-

(ii) Les valeurs propres de Lv sont simples, négatives ou nulles, en nombre
au plus fini.

(iii ) Si V satisfait (II. 3), 0 n’est pas valeur propre.
Preuve. - Le point (i) est une conséquence immédiate du fait que V

est dans L°° (R), et le domaine de Lv est :

(ii) Si u et v dans H2 (IR) sont deux fonctions propres associées à la
même valeur propre ~,, leur wronskien est constant :

Le théorème d’injection de Sobolev implique que u (x), u’ (x), v (x), v’ (x)
tendent vers 0 à l’infini; W (u, v) est donc nul et À est une valeur propre
simple.

Soit À &#x3E; 0; V étant dans L~ (I~), l’équation intégrale

admet une unique solution u t qui vérifie :

(11.45) assure que le wronskien u _ ) est constant et égal à

2~/~0 par (11.46). Toute solution de (11.45) est ainsi combinaison
linéaire de u+ et u- et ne peut donc appartenir à L 2 (IR); on en conclut

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Physique théorique



15LES RÉSONANCES D’UN TROU NOIR DE SCHWARZSCHILD

que Lv n’a pas de valeur propre dans ]0, + oo[. Soient maintenant u et v
dans H~ (R) tels que :

Par multiplication et intégration on obtient :

On en déduit que :

Cette inégalité et le fait que les valeurs propres soient simples, entraînent
que :

pour tout élément u du sous-espace engendré par les fonctions propres
de Lv; Q _ étant une forme compacte, ce sous-espace est de dimension
finie, nulle si V est positif.

Q.E.D.

(iii) a et b étant des nombres complexes donnés, l’hypothèse (II.3)
assure que l’équation intégrale :

admet une unique solution (u, v) qui vérifie :

Soient pour (a, ~)=(1, 0) et pour (a, &#x26;)=(0, 1 ); u 1
et u~ sont solutions de :

et grâce à (II. 49)

De plus, on a

Ainsi toute solution de l’équation est combinaison linéaire de ui
et u~ et ne peut appartenir à L 2 (IR), i. e. 0 n’est pas valeur propre.

Q.E.D.

LEMME II. 4. - L’opérateur (Lv + i) -1- (Lo + i) ~ 1 est de classe trace.

Vol. 59, n° 1-1993.
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Preuve. - On écrit :

La condition (II. 52) est suffisante pour que soit un opérateur
de classe trace ([34], p. 47); (L~ + i ) -1 étant un opérateur borné, le lemme
est démontré.

Q.E.D.
Nous pouvons à présent achever la preuve de la proposition II.1. On

note respectivement (T), 03C3cont (T), (T), 03C3sing (T), 03C3ess (T) les spectres
ponctuel, continu, absolument continu, continu singulier, essentiel d’un

opérateur T.
Tout d’abord le lemme II.4 et le théorème du spectre essentiel de Weyl

([35], p. 113) impliquent que :

D’autre part, le lemme II. 3 assure que cr pp (Lv) est fini et que toutes les
valeurs propres sont simples; on en déduit que :

Enfin l’hypothèse (1.13) entraîne que V est un potentiel d’Agmon, et le
théorème d’Agmon-Kato-Kuroda ([35], p. 169) assure que :

On conclut que :

Q.E.D.
Preuve de la Proposition II.2. - On réécrit l’équation (II .1 bis) sous la

forme :

On définit le domaine de A + :

Il est clair que A+ est un opérateur antiautoadjoint sur Je + et génère
donc par le théorème de Stone un groupe unitaire U + (t) sur (~f+, E+).
D’autre part, le lemme II .1 implique que est un opérateur borné sur
~f+. On exprime alors (II. 57) sous la forme de l’équation intégrale :
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Pour tout f dans as + le procédé standard d’itérations successives montre
que (II. 60) admet une unique solution locale :

De plus, par le lemme de Gronwall on a :

ce qui assure que T = +00. Grâce à l’unicité de la solution locale dans
CO (1; ~ + ), 1 c IR, U (t) est un groupe fortement continu sur Soit

A’ son générateur infinitésimal de domaine D (A’). Pour f E D (A’) on a :

Or U (s) f étant dans C° (R, ~+) on a :

(II . 63) entraîne donc l’existence de la limite :

On en déduit que :

Réciproquement pour/dans D (A + ) l’existence de la limite (II. 65) entraîne
(II . 63) et

Nous en concluons que :

Enfin pour fED(A), D (A)) et la conservation de

l’énergie (II. I l) est une conséquence immédiate de la formule de Green;
le lemme II . 1 assurant que la forme E est continue sur /+ (II. 11) est
satisfaite pour tout f de ~ + .

Q.E.D.

Preuve de la Proposition II.3. - La vérification de (II.23) et (II.24)
est immédiate puisque dans le premier cas est strictement positif pour
0~~/ et dans le second cas Vo, i est nul. 

’
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Un calcul direct assure que :

Comme Vo, 2 satisfait (II . 3), (II. 26) découle des propositions II. 1 et II . 4.

On remarque que 0 est un niveau virtuel, ~ que Yo s’annule pour r = 3 et
que Vo, 2 appartient à la classe L~ de Deift et Trubowitz, i. e.

Le théorème des niveaux virtuels ([ 11 ], p. 163) implique que :

Pour établir l’inégalité inverse, nous utilisons un argument du type
« oscillation de Sturm ».

Soit y E H2 une fonction propre réelle vérifiant :

Supposons qu’il existe ae R tel que :

Si a~ -, 3 il existe pe](x, + oo] tel que:

de même, si -, il existe P E [ - 00, ex[ tel que :

On évalue :

D’une part,

d’autre part,

La contradiction entre (II . 77) et (II . 78) assure que les solutions de (II. 72)
ne s’annulent pas. Si yl et y~ sont des solutions réelles de (II. 72) associées
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à des valeurs propres distinctes, on a :

Comme YI Y2 garde un signe constant on obtient :

Q.E.D.

Comme précédemment, (II. 28) est conséquence d’un calcul direct et des
propositions II .1 et II . 4. Comme Vi,  n’est pas dans la classe Li, on ne

peut tirer partie du fait ne s’annule pas pour appliquer le théorème
r

des niveaux virtuels et conclure à (II. 27); nous pouvons néanmoins repren-
dre la technique de Deift et Trubowitz. Supposons qu’il existe y non nul
dans H 2 vérifiant :

Soit x E Co (IR) telle que :

Pour tout entier n &#x3E;_ 1, on définit :

On montre aisément que :

On en déduit que pour n suffisamment grand :

Ceci implique que l’opérateur -d2 dx2+V sur L2([-n,n]) de domaine
~br

{y~H2([-n, M]), y(±n)=0} admet une valeur propre strictement néga-
tive -03BB2n associée à une fonction propre M :

Nous utilisons de nouveau l’argument de Sturm. Il existe vérifiant :
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Soit

D’une part,

et d’autre part,

ce qui constitue la contradiction souhaitée.
Q.E.D

Preuve de la Proposition II.4. - Nous adoptons l’approche de
R. Phillips [31] en l’adaptant à notre cadre fonctionnel.
En notant que les fonctions propres u~ sont dans H2 (IR), on établit

facilement à l’aide d’intégrations par parties que : .

A l’aide de ces relations, on vérifie que P f défini par (II .18) est dans 3Q;
d’autre part si :

on a :

(11.89) implique alors On en conclut que tout élément /
de àÉ9 + s’écrit de façon unique f= g+ h, et que h = P f ; P est
donc un projecteur de sur ~f.

LEMME II . 5. - E est une forme positive sur ~.

Preuve. - Il suffit de démontrer que pour tout f= t( fl, f2) dans 3Q,
on a :

Remarquons que :
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Soit une suite ( f 1 )" c Câ (IR) telle que :

On a :

et Q _ étant continue sur H +, (11.93) implique :

On en déduit que :

On décompose/"} sous la forme :

(II. 95) implique

La famille u~ étant L2-orthogonale, aJ - 0 et ~ -~ 0 dans HOC) (R). On a
donc

Or Lv est positif sur le sous-espace de L2 (R) orthogonal aux Uj et hi est
dans H2 (R); donc

Q _ étant une forme continue sur H+ on déduit (11.90) de (11.98) et

(II . 99).
Q.E.D.

Preuve. - Si f est dans 9 alors f2 = Lv fl = o. Pour tout cp E C~ on

a donc :

En approchant dans H+,/i par une suite cpn E C~ (R) on en déduit grâce
à la continuité de E sur Je + que E ( f) = 0 et de plus :

donc f est élément de 
Réciproquement, vérifie E ( fJ = 0, pour tout
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on a :

où ( ) désigne le crochet des distributions sur R. On conclut que

Q.E.D.
Nous achevons la preuve de la proposition. Il est clair que :

cela justifie la définition :

E étant une forme positive sur ~ dont l’espace d’annulation est !2, Ê est
définie positive sur ~f. La norme canonique sur if est donnée par :

On a immédiatement

Pour établir l’existence de C &#x3E; 0 vérifiant :

nous raisonnons par l’absurde en supposant qu’il existe une suite ~" de àt8
vérifiant : 1

Soit f,~ = t( fn,1, fn, 2) telle que :

Quitte à extraire une sous-suite, il existe tel que :

On a, pour tout n, m

Q- étant une forme compacte sur H +, (II. 89) implique
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On conclut de (II. 106), (II. 110) et (II. 111) que fn est une suite de Cauchy
dans ~ et par (II. 107) que ln tend fortement vers F et

La forme Ê étant définie positive, on aboutit à une contradiction.
Q.E.D.

Si le potentiel V satisfait (II. 3) tout élément f de 2 est de la forme :

f = t(~,1 ~,2 u2, 0), C,

où ui, u~ sont définis par (11.49) et (II . 50). (II . 39) et (II. 51) impliquent
que ~=0 ~ S est donc de dimension ~ 1. Enfin si V est de plus positif,
on déduit des représentations

que ui ne s’annule pas et admet une minoration de type

On conclut par (II. 39) que !21 = {0 }.
Q.E.D.

Preuve du Théorème II. 1. - Nous commençons par établir que pour

Par (II. 18) et (II. 89) on a les égalités :

Puisque f est dans f1¿o, [Uo (t) f]1 est de la forme
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L’hypothèse (1.13) entraîne alors immédiatement que :

Comme f J est dans X0 et que Uo (t) f converge faiblement vers 0 dans
cet espace, on a aussi

(II.114) découle maintenant de (II .116, 117, 118). Par densité de £Qo
dans X0 il suffit donc de montrer que W :t f existe sur ce sous-espace et
(II.35) est une conséquence de (11.114). Nous utilisons la méthode de
Cook; pour f E q¿ 0 on prouve que :

On a :

On majore ce dernier terme à l’aide de (II.115) et de l’hypothèse (1.13)
et on obtient :

ce qui établit (II.119).
Pour vérifier (11.34), on considère z = z2) qui vérifie :

et on évalue pour f E 

En remarquant que :

on obtient :

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Physique théorique



25LES RÉSONANCES D’UN TROU NOIR DE SCHWARZSCHILD

Or, on a :

et par (II. 115)

L’hypothèse (1.13) et le lemme II. 1 entraînent :

(II. 34) est maintenant une conséquence de (II. 123, 124, 125, 126).
Q.E.D.

Pour inverser les opérateurs d’onde, on introduit l’espace :

où les 1 _ j _ N sont des fonctions propres de Ly associées aux N
valeurs propres strictement négatives - ~.~ , et uo est un éventuel générateur
du noyau de Ly. Il est clair que D1 est un sous-espace de X contenant 9
et on note :

LEMME II. 7. - êi est dense dans 
Preuve. - Soit li = II (hl, tel que :

Étant donné p E Co (R) on écrit :

On choisit f=03A0(0, Lvg). Il vient par (II. 129) :

Or h étant dans X, h est E-orthogonal à f/ et à donc h2 est L2-
orthogonal à Uj. On conclut que :

En choisissant maintenant f = II (g, 0) on montre de même que :
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On conclut de (II.132) et (II.133) que h est dans ~1 ce qui prouve le
lemme.

Q.E.D.

LEMME II. 8. - Pour tout f dans D1 il existe fo dans H1 (R) X L2 (R) tel
que :

Preuve. - On note L; le sous-espace de L2 (IR), orthogonal aux
Pac le projecteur orthogonal sur L~ ; la proposition II .1 assure

que Pac coïncide avec le projecteur sur le sous-espace absolument continu
associé à Ly. On pose :

est un opérateur positif sur L2, strictement positif sur L~ , ce qui
permet d’introduire sa racine carrée :

Soit f dans ~1:

On définit :

On vérifie aisément que :

(11.139)
Le lemme II .4 et le théorème de Kuroda-Birman ([34], p. 27) impliquent
l’existence des opérateurs d’onde :

On en déduit par le principe d’invariance de Kato, que l’on peut définir :

où

Il existe donc E L2 (R) tel que

On remarque que sur L; on a :
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On a alors

On en conclut que

et

On a aussi

et

Nous allons montrer que

(é[ + 1 ) -1 ~2 étant un isomorphisme de L2 sur (II l sl) est équivalent
à :

On remarque qu’il existe C &#x3E; 0 tel que

ce qui implique

Il suffit donc d’établir (II. 152) pour u dans H 1 (IR), i. e.

LEMME II. 9. - (J.1- (J.1~ + 1)-1 est un opérateur compact sur L2 
Admettant ce résultat, (II . 1 55) est une conséquence de la convergence

faible :

On déduit alors de (II. 150) que

et avec (II .148) il vient
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Or

On conclut de (II. 159) et (II. 160) que

Compte tenu de (II. 144) on en déduit que

Or

et est un opérateur borné de rang fini, donc compact, ce qui
implique

On conclut de (II. 143), (II. 162), (II. 164) que

et en utilisant (II. 151)

Finalement, en posant

on obtient (II.134).
Q.E.D.

Preuve du Lemme II.9. - On utilise la représentation intégrale
([ 18], p. 284)

où

Par construction J.1 et po sont reliés par la relation

ou
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est un opérateur borné de rang fini. A l’aide de l’inégalité de Hille-Yoshida
on obtient alors

Il suffit donc de montrer que pour tout À, T (À) est un opérateur compact.
Or on a

(J.lÕ + 1) - 1 étant un opérateur borné de L2 (R) sur H2 (R) et un opéra-
teur borné de H2 (R) dans lui-même, pour tout entier N, l’opérateur

est compact sur L~ d’après le théorème d’injection compacte de Rellich-
Kondrasov. Or, en utilisant l’injection de Sobolev

on obtient

L’hypothèse (1.13) entraîne donc la convergence forte de T~(~) vers T (À)
qui est donc compact.

Q.E.D.

Nous achevons la preuve du théorème. Étant donné f dans .@1’ le

lemme II. 8 assure l’existence de fo dans H~ x L2 tel que

On évalue

Id-P étant un opérateur de rang fini on a :

On déduit de (II. 177) (II. 179) que et donc que

On conclut par le lemme II.7 que W+ sont des isométries de sur 

et que l’opérateur de diffraction S est une isométrie de dans Jt o.
Q.E.D.

Preuve du Corollaire. - Soient f dans ~ et E&#x3E;O donnés. Comme ~1
est dense dans ~ 1 et que si ~==~i={0}, alors le lemme II .1

Vol. 59, n° 1-1993.



30 A. BACHELOT ET A. MOTET-BACHELOT

assure qu’il existe g dans D1 tel que :

D’après ce qui précède, il existe go tel que

Les fonctions de étant continues bornées et tendant vers zéro à
l’infini, on a :

On conclut de (II.180, 182, 183) que

III. REPRÉSENTATIONS SPECTRALES-MATRICE
D’HEISENBERG

Une représentation spectrale permet de représenter un groupe unitaire
par l’opérateur de multiplication ~ ~ ~ sur L 2 J~) où J~ est un espace
de Hilbert auxiliaire, ici ~’ est l’espace L2 ({ - 1, 1} 0)) = C x C. Pour définir
la représentation libre, on introduit la fonction propre généralisée (po
de Ao pour la fréquence 7,

et pour f E C~ (lRx) x C~ (lRx) on pose :

éPo se prolonge en une isométrie de ~o sur L2 ((~6 x { -1, 1 vérifiant :

Nous considérons le groupe unitaire perturbé Û 1 (t) sur ~ 1 défini par :

On introduit les représentations spectrales, sortante ~ +, rentrante ~ _ , de
X1 associées au groupe unitaire Û1 (t) en posant :

La complétude asymptotique et la relation :
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assurent que fIIl + et éf - sont des isométries de :if 1 sur L2 x { -1, 
vérifiant : 

.

Nous montrons que ~ + et ~ _ sont caractérisées par une formule analogue
à (III. 2) à l’aide de fonctions propres généralisées (x, a, co) de A : pour

la solution u t (x, o, co) du problème :

est obtenue en choisissant :

où les fonctions de Jost f t sont données par (1.7) et le coefficient de

transmission T (7) est défini par :

on pose alors :

THÉORÈME III. l. - On suppose que le potentiel V satisfait l’hypothèse
(I .13). Alors l’ensemble

est dense dans X1 et pour tout f~D1, 1 on a :

La formule (III.13) nous permet de faire le lien avec la théorie station-
naire de la diffraction. L’opérateur de diffraction S est unitairement équi-
valent à l’isométrie ~ de L2 (IRa x { - 1, 1 )~) :

Nous montrons que ~ est représentable par la matrice d’Heisenberg
~ M, 11) associée à l’équation de Schrôdinger (1.5):
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où les coefficients de réflexion R~ {6) sont définis par :

THÉORÈME III.2. - On suppose que le potentiel V satisfait l’hypothèse
(I .13). Alors pour tout F E L2 X ~ - 1 , 1 on a :

de plus, le diagramme suivant est commutatif et tous les opérateurs sont des
isométries surjectives :

Remarque III. 1. - Il suffit que le potentiel V soit simplement dans
Li (R) pour assurer l’existence de la matrice ~; on peut alors définir

l’opérateur S par la relation (III. 14) ; nous laissons ouvert le problème de
la construction d’un espace ~1 et d’opérateurs d’onde W :t.

Preuve du théorème III. l. - Nous rappelons quelques propriétés classi-
ques des fonctions de Jost. f* (x, cr) est

construit en posant : 
.
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où m -I (x, o) est l’unique solution de l’équation intégrale :

que l’on résout par itérations successives, l’hypothèse (1.13) assurant que :

On obtient immédiatement que pour 

Pour cr réel non nul, f + (x, cr) et f+ (x, - a) sont deux solutions linéaire-
ment indépendantes de l’équation :

puisque leur wronskien est non nul :

Il en est de même pour f _ (x, a) et f- (x, - ?). il existe donc des fonctions
T -I (o), R + (o) telles que :

On montre facilement (cf par exemple [11]) que les coefficients de
transmission T -I et de reflexion R + vérifient les relations 

On déduit de (III . 21 ) et (III . 25) que la solution u + de (III . 8) est donnée
par la formule (III. 9).

LEMME III . 1. - Un nombre complexe cr2  0, 0  Im cr est une valeur
propre de Lv dans L2 (R) si et seulement si W (cr) = 0; une fonction propre
associée u 

Preuve. - Les fonctions de Jostf:t (x, cr) satisfont pour Im03C3&#x3E;0
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Si W (a) = 0, f+ et f_ sont colinéaires et donc fonctions propres de Ly
dans L 2 (IR). Réciproquement, cr2  0 étant une valeur propre admettant u
comme fonction propre associée, supposons que W (6) ~ 0; il existe alors
des réels Â. +, ~_ tels que :

(III.30) et (III.31) impliquent alors que f+ et f_ sont des fonctions

propres dans L2 (IR). Les valeurs propres étant simples d’après le
lemme II. 3, W(cy)=0. Nous concluons que les fonctions propres u de Ly
dans L2(1R) sont colinéaires quand W(a)=0. (111.21) entraîne que u
et u’ sont exponentiellement décroissants quand 1 x 1-+ oo, ce qui prouve
(III . 29).

Q.E.D.
La démonstration du Lemme II. 7 assure la densité de  1, 1 dans ~ 1

car g défini par (II .130) vérifie grâce au Lemme III .1

et donc

Q.E.D.
Pour établir la formule (III .13) nous utilisons la complétude asymptotique
des opérateurs d’onde, et le principe d’invariance pour se ramener au cas
connu de l’équation de Schrôdinger [37].

Soit/dans ~1,1: .

Il suffit de considérer le cas où (pi et P2 sont à valeur réelle.
Les définitions (III. 1) et (III. 5) entraînent :

où

Le lemme II. 8 et (II. 167) assurent que :

où sont définis par (II. 140) et
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Le potentiel V étant réel, l’invariance par renversement du temps implique :

où z* désigne le complexe conjugué d’un complexe z.
D’autre part on a :

On déduit de (III. 35, 37, 38, 40, 41) que :

La construction de la représentation spectrale pour l’opérateur de Schrô-
dinger assure que (cf par exemple [37], p. 230)

On déduit de (III. 42) et (III. 43) que :

Sachant que u _ sont dans l’espace de Sobolev H2 (IR), une intégration
par partie conduit à la formule (III. 13).

Q.E.D.

Preuve du Théorème 111.2. - Par densité de  1, 1 dans iè 1 il suffit,
pour établir la formule (III. 17), de montrer que : 

Par le théorème III. 1, la relation (III. 45) est équivalente à :

Il suffit donc de prouver que :
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Or, en appliquant successivement (III.9), (III.24), (III.25), (III.26),
(III . 27), on obtient :

IV. ANALYTICITÉ DE LA MATRICE DE DIFFRACTION

Pour les fonctions de Jost f t (x, ce) sont obtenues en résolvant
par itérations successives l’équation intégrale :

Les propriétés classiques d’analyticité par rapport à ce sont données par
la :

PROPOSITION IV . l. - On suppose que le potentiel V satisfait l’hypothèse
(I .13). Alors pour tout les fonctions de ce, f t (x, a) sont continues

dans {03C3~C, Im et analytiques dans {03C3~C, Im Si,
de plus, il existe 0153I. &#x3E;_ o, C:t &#x3E; 0 tels que :

f* (x, 0") est analytique dans Î 0" E C, lm 0" &#x3E; -1 203B1± 1. Si V est un potentiel
borné à support compact, f* sont des fonctions entières de ce.

Remarque IV . l . - Dans le cas des potentiels Vi s, -.!..cx- est la gravité
, 

2

de surface à l’horizon du trou noir et on a :

Si la constante cosmologique est non nulle (trou noir de De Sitter-Schwarz-
schild ou De Sitter-Reissner-Nôrdstrôm) a+ est strictement positif et les

potentiels sont aussi exponentiellement décroissants au voisinage de
l’horizon cosmologique ce qui assure l’analyticité de la matrice de diffrac-
tion dans la bande :

Pour étendre le domaine d’analyticité de (x, ce) on utilise les propriétés
analytiques du potentiel V. Dans l’étude des trous noirs, il est donc
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nécessaire de considérer un prolongement analytique de la fonction inverse
de Regge-Wheeler :

PROPOSITION IV. 2. - L’application r (x), définie continue de Rx sur
] 1, + oo[r, admet un prolongement holomorphe dans un domaine :

et vérifie :

Remarque IV . 2. - On obtient r (x) sous forme de séries absolument
convergentes du type :

Les propriétés (IV. 6, IV. 7, IV. 8) assurent l’existence d’un prolongement
analytique des potentiels 

PROPOSITION IV. 3. - Pour tout entier 1 et tout réel s, il existe B &#x3E; 0 tel

que le potentiel V~. S satisfasse :

(i) V est continu sur R C, 1 éoe x |~ B} analytique -
à l’intérieur, et pour tout 9 E 2" + - on a :

(ii ) +~ 
(IV. 11)

(iii ) sup 1 p V (P e~ «) 1-+ 0 , P E IR, p -+ :i: 00.
|03B1|~|03B8|

Par une rotation du chemin d’intégration de l’intégrale de (IV . .1 ), on
établit le résultat fondamental de cette partie.

THÉORÈME IV 1. - On suppose que le potentiel V satisfait les hypothèses
(IV . 2) et (IV . .11). Alors pour tout XE R fixé, f- (x, ce) est analytique
dans ~ ~ E ~, ~ ~ À i, À E ] - 00, - oc _ j2] } et f+ (x, cr) est analytique dans
{ C , ~~~,i, Â E] - oo, -a+j2] ~.
Compte tenu de (IV . 3), la matrice d’Heisenberg associée à la diffraction

d’un champ sans masse de spin s par un trou noir de Schwarzschild est
méromorphe dans R -; ses singularités dans C -Bi sont les pôles
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du coefficient de transmission T (cr), c’est-à-dire les résonances ou fréquen-
ces propres du trou noir.

Preuve de la proposition IV . 1. - Les fonctions de Jost f t étant définies
par (III. 18) et (III. 19), on considère la suite m t (x, a) donnée par :

où

x étant fixé, les hypothèses (IV. 2) et [IV. Il, (ii)] avec 8=0 assu-

rent que W (x, y; o) est une fonction de a à valeur dans

qui est holomorphe sur continue sur

Les fonctions de o, cr) sont donc holomorphes
et continues sur ces mêmes domaines et y convergent localement uniformé-
ment, ce qui assure la même régularité aux limites m t (x, a).

Q.E.D.

Preuve de la proposition IV. 2. - La fonction x (r) = r + Log (r - 1 ) étant
analytique strictement croissante de ]1, + oo [~ sur l’équation

admet une unique solution r (x) qui définit une fonction analytique sur
Pour trouver un prolongement analytique de cette fonction à un

domaine de type (IV. 6), nous nous ramenons par des changements de
variables à des cas étudiés par N. G. de Bruijn dans [4]. Tout d’abord en
posant

l’équation (IV. 15) devient

La formule d’inversion de Lagrange ([4], p. 23) permet d’exprimer X en
fonction de T pour T assez grand; on obtient :

et pour A &#x3E; 0 suffisamment grand, cette série converge absolument pour
Re x  - A ce qui assure le prolongement analytique de r(x) à ce domaine.
A présent on pose :
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L’équation (IV. 15) devient

La solution X (T) de (IV. 20) s’exprime sous forme d’une série ([4], p. 28) :

qui converge absolument pour T assez grand : il existe a &#x3E; 0 tel que :

En choisissant la détermination principale du logarithme complexe, on
voit alors que la série (IV. 21) converge dès que eT&#x3E;A1, Ai assez grand.
Finalement, il existe A &#x3E; 0 tel que pour x &#x3E; A la solution r de (IV. 15)
s’écrit :

où cette série converge absolument pour définissant ainsi le

prolongement analytique de r (x) à ce domaine. Les comportements
asymptotiques (IV. 7) et (IV. 8) découlent immédiatement des représenta-
tions (IV. 18) et (IV. 23).

Q.E.D.

Preuve de la proposition IV. 3. - L’analyticité de est une consé-

quence directe de la proposition précédente et de (1.2).

Le développement (IV. 18) assure que pour 9e - -, - , on a :

D’autre part (IV 23) donne

(IV. 24) et (IV. 25) entraînent les assertions (ii) et (iii) de (IV . .11).
Q.E.D.

Preuve du théorème IV . 1. - On pose :

Pour m + est la solution de l’équation intégrale
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où

On définit par récurrence la suite mn (x, ce), cr E R*, donnée par :

L’hypothèse (IV . .11 ) implique que pour a E R*

cette estimation assure que l’intégrale (IV. 30) est convergente et une

récurrence aisée donne

On pose alors

et m + (x, o) vérifie

Nous prolongeons maintenant m+ (x, a) pour et 

Étant donné e 6 - 03C0 2,03C0 2[, on note 039303B8 (x) pour x e C, B, le chemin

défini par la figure 1.
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Pour tout cr E C, x~C et y e R U { y E C;|Rey|&#x3E; B} on a

L’hypothèse (IV. 11) entraîne alors que :

Sous les conditions (IV. 36) et (IV. 37) on définit la suite mn (x, a; 8)

L’inégalité (IV. 38) assure que cette suite est bien définie et on vérifie par
récurrence que :

en notant que si (IV. 41) est satisfaite, alors

On pose alors

m + (x, 7; 9) est solution de l’équation intégrale :

Les fonctions 6; 9) sont continues par rapport à (x, cr) dans le
domaine défini par (IV. 36), (IV. 37) et le théorème de Cauchy entraîne
que mn (x, o; e) est séparément analytique par rapport à x et 7; il en est
de même pour la limite m + (x, ?; 8). Maintenant une seconde application
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du théorème de Cauchy au contour de la figure 2 montre, en faisant
tendre R vers l’infini et en tenant compte de [IV. 11 (iii)] que

mn (x, cr; 9) = mn (x, a). (IV. 44)
x étant un réel fixé, m + (x, o; 9) est donc le prolongement analytique de

au domaine (IV. 3 7) . cp étant arbitraire dans --,- , , la

fonction de a, m + (x, o) est analytique sur CBi Enfin, si le potentiel
V satisfait (IV. 2), la proposition (IV. 1) assure l’analyticité des fonctions

de Jost dans C i - .i]-~, - 2 1
Q.E.D.

V. PARADIGME DE LA MEMBRANE : APPROXIMATION PAR
AMORTISSEMENT ET TRONCATURE

Quand le potentiel V est à support compact dans [a, b], les résonances
coïncident avec les valeurs propres du générateur du fameux semi-groupe
Z de Lax-Phillips [20]. Nous montrons que le Paradigme de la Membrane
[9], [23] donne une interprétation simple de ce semi-groupe abstrait : Z est
unitairement équivalent au propagateur du problème mixte hyperbolique :

La condition (V. 2) est la condition d’impédance ou de radiation rentrante
imposée sur la membrane ou horizon et (V . 3) est
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la condition sortante analogue sur un « horizon cosmologique rétréci »

{~=r(6)} x S2. On en déduit qu’une solution ~ de l’équation (1.1) dont
le support des données initiales est inclus dans ]a, b[ coïncide avec la
solution de (V 1, 2, 3) de mêmes données. Ainsi l’étude de la diffraction
par un trou noir dans le cadre du formalisme de la membrane est ramenée

à l’étude de la diffraction par les potentiels tronqués :

Soulignons que l’ensemble des résonances associées à dépend
non seulement du potentiel V mais aussi, de façon essentielle, de la tronca-
ture [a, b]. Comme l’a noté R. G. Newton [28], une troncature brutale du
potentiel ne permet pas d’obtenir des informations sur les singularités de
la matrice de diffraction à partir des matrices associées aux potentiels
tronqués. En revanche, nous montrons à la fin de cette section que les
résonances peuvent être approchées si l’on amortit le potentiel avant de le
tronquer.
On établit tout d’abord la convergence des opérateurs de diffraction :

THÉORÈME V .1. - Soient V et Vn des potentiels satisfaisant l’hypo-
thèse (I.13) et S et Sn les opérateurs de diffraction qui leur sont respective-
ment associés par la formule (II. 36); si V dans L1 (R) quand n - 00,
alors S f dans pour tout f dans 

Remarque V .1. - Comme nous l’avons souligné dans la

remarque III.1, l’hypothèse (1.13) sert à construire les opérateurs d’onde
alors qu’il suffit que V soit dans L~ pour pouvoir définir l’opéra-

teur de diffraction S par la formule (III .14); le théorème V. 1 assure donc
la continuité de l’application : V E L1 (R) - {~o).
Pour développer l’analogue en dimension 1 de la théorie élaborée par

Lax-Phillips en dimension impaire supérieure ou égale à 3, on introduit
pour p~ 1 fixé, les espaces des champs sortants, D~, et rentrants D~ :

où est l’espace de Hilbert défini par (II. 8) sous l’hypothèse

En posant

on montre que 3Q + admet la décomposition en somme directe

cette somme est orthogonale pour les formes E +, Eo, et E; on note P t le
projecteur sur D~ (B fP :
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On introduit alors l’opérateur ZP

THÉORÈME V . 2. - On suppose que le potentiel V satisfait
l’hypothèse (V. 7).

(i ) ZP (t) est un semi-groupe fortement continu d’opérateurs sur ~ + qui
invarie 3TP et 

(ii) ZP (t) est un opérateur compact pour t &#x3E;_ 2 p.
(iii) Le spectre 1:P de son générateur infinitésimal BP se compose d’une

infinité dénombrable de valeurs propres simples et on a :

la fonction propre f(x, associée est définie par :

où f + (x, i p) est la fonction de Jost pour la fréquence i é qui est une valeur
propre, un état antiborné, une résonance ou le niveau virtuel nul.

Pour résoudre le problème mixte (V. 1, V. 2, V. 3) (avec a = - p, b = p)
on introduit l’espace 3Q% :

muni de la norme :

L’application de restriction IP :

est une isométrie de 5iP sur 
On définit au sens des distributions sur ] - p, p[, l’opérateur

et l’injection de Sobolev

permet de spécifier le domaine :
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L’équivalence entre le formalisme de la membrane et la théorie du semi-
groupe Zp est exprimée par le :

THÉORÈME V . 3. - L’opérateur AP de domaine D (AP) engendre un semi-
groupe UP (t) fortement continu sur et le diagramme suivant est commu-
tatif

Nous pouvons à présent décrire l’ensemble des résonances et obtenir
une décomposition spectrale des solutions de l’équation (1.1) quand le

potentiel est à support compact.

THÉORÈME V. 4. - On suppose que le potentiel V ~ 0 véri, f’ie (V. 7). Alors
le Wronskien W (cr) donné par (1 . 8) est une fonction entière dont l’ensemble
des zéros se compose :

(i) d’un nombre au plus fini de valeurs propres N  j _- -1, telles
que :

(ii) éventuellement du niveau virtuel nul :

N ~ _ 0, sont des zéros simples de W et si V est positif il n’y a ni
valeur propre ni niveau virtuel nul;

(iii) d’un ensemble infini dénombrable 1 _-j d’états antibornés et de
résonances :

qui 

On ordonne les fréquences par partie imaginaire décroissante :

Alors pour tout n &#x3E;__ - N, ~ &#x3E; 0, p &#x3E; 0, il existe C (n, E, p) &#x3E; 0, tel que pour
tout f = f2) dans ~ + vérifiant :
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la solution ~ de l’équation (I 1) de données initiales

satisfait pour t &#x3E;_ 0

où

Remarque V. 2. - L’existence d’une infinité de résonances pour l’équa-
tion de Schrôdinger sur la demi-droite a été établie par Regge [27], [36]
sous l’hypothèse superflue V (x) : (x - p)’~, 0~, x - p’. Nous établissons
ce résultat sous la seule hypothèse (V.7) à l’aide des théorèmes de Hada-
mard, Paley-Wiener et Titchmarsh. On renvoie aussi à M. Zworski [40]
qui a étudié par une méthode analogue la répartition asymptotique des
pôles.

Remarque V . 3 . - Les valeurs propres n’apparaissent dans
la formule asymptotique (V. 30) que sous la forme des modes exponen-
tiellement croissants

les modes évanescents

ne contribuent pas à la décomposition spectrale (V. 30) même si la
donnée initiale excite ce mode, i. e.

Remarque V . 4. - Si V est positif, l’estimation ~V . 30) assure une

décroissance exponentielle de 03A6 (t) dominée par la partie imaginaire de la
première résonance 03C31.

Enfin nous justifions l’approximation par troncature dans l’étude des
résonances. Étant donnés un potentiel V et une partie E de C, on note
~ (V, E) l’ensemble des résonances associées à V incluses dans E et pour
s, y &#x3E; 0, a  b, désigne le potentiel amorti et tronqué :

THÉORÈME V. 5. - On suppose que le potentiel V satisfait les hypothèses
de courte portée (1 . 13) et d’analyticité (IV. 2) et (IV .11 ). Alors pour tout
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11 &#x3E; 0, ’Y&#x3E; 1 , et tout compact K d’intérieur K tel que :

il existe Eo &#x3E; 0 tels que pour tout E E ]0, il existe A &#x3E; 0, B &#x3E; 0 vérifiant :

Si K est inclus cx+)} on peut prendre
8o=8=0.
Remarque V. 5. - Ce résultat basé sur le théorème d’Hürwitz, fonde

l’approche par troncature de l’étude des résonances; il est malheureusement
insuffisant pour assurer que f!4 (V, est non vide quoique pour
tout y, 8, a, b, C) soit infini.

Preuve du théorème V , 1. - Par le théorème de représentation spectrale
III.2, le problème se ramène à prouver que, pour tout F dans

où f/ n et ô1° désignent respectivement les matrices d’Heisenberg associées
aux potentiels Vn et V. Grâce à la relation d’unitarité (III. 28), il suffit de
considérer le cas :

Les fonctions de Jost fn± relatives à Vn vérifient pour R* :

et si f± est la fonction de Jost pour V, on a :
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Par application directe du lemme de Gronwall aux équations (V . 41 ),
(V . 42), et (V . 43) on obtient :

on déduit de (V . 44), (V. 45) et (V 47) que :

On conclut de (V.47) et (V . 48) que

et si F satisfait (V. 40)

Q.E.D.

Preuve du théorème V. 2. - (i ) Nous commençons par légitimer la

décomposition (V.9). Pour dans :Yf +, on définit
et kP = ~(kl, k2) en posant :
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On vérifie aisément que :

A présent, remarquons que :

on en déduit que :

D’autre part, on a :

et, pour I x ~ &#x3E; p, U (t) kP est une solution libre :

On conclut de (V. 57) et (V. 58) que :

c’est-à-dire

et

Maintenant pour 0 ~ t, s on a :

ZP (t) est donc un semi-groupe sur 3Q+ invariant ffP; sa continuité et
l’estimation (V. 12) sont conséquences de la proposition II . 2. Pour établir
l’inégalité (V. 13) on introduit l’énergie locale

Il vient :

Q.E.D.

(ii) A présent, remarquons que Uo (t) f est solution de
l’équation intégrale :
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où U + (t) est le groupe unitaire sur ~ + défini par le générateur (11.57)
et "j/ + est l’opérateur borné sur àÉ9 + donné par :

Le lemme de Gronwall assure alors que Uo (t) est un groupe fortement
continu sur 3Q + vérifiant :

On peut donc exprimer ZP (t) à l’aide de Uo (t) :

est l’opérateur :

Pour f~Kp on a pour t &#x3E;_ 2 p

Donc P + Uo (t) PL est un opérateur de rang 1 sur Kp pour t &#x3E;_ 2 p.
D’autre part, le théorème d’injection compacte de Rellich-Kondrasov

implique que l’opérateur ~ est compact sur 1#f+ . On conclut que ZP (t)
est compact sur 3iP pour t ? 2 p.

Q.E.D.

(iii) Le générateur infinitésimal BP de ZP (t) est donné par la limite :

le domaine D (BP) de BP est l’ensemble des éléments de 3iP pour lesquels
cette limite existe.

LEMME V. 1:

où on a posé

Preuve du lemme V 1. - Soit k &#x3E; 0 tel que :
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On peut appliquer la théorie des semi-groupes de contraction à e-kt U (t)
et Pour ~, &#x3E; k les résolvants suivants sont bien définis :

On en déduit que

Étant donné f dans D (BP) on pose :

(V. 78) entraîne alors :

ou

D’autre part (V. 58) assure que :

La formule de représentation (V. 77) implique donc

Par continuité de F~ et F2 on conclut que :

f est maintenant décrit par les décompositions (V . 51), (V. 52), (V . 53) :

On conclut que :

Réciproquement, étant donné f vérifiant (V . 86), on étudie :

Il est clair que
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On choisit f2

On pose

.~‘_ .~‘2) satisfait alors :

On en déduit que :

ce qui montre que f est dans le domaine de BP et achève la preuve de

(V . 72).
L’étude précédente implique que :

(V. 73) en découle immédiatement.
Q.E.D.

Puisque est un semi-groupe de contraction compact pour
~2p, le spectre de son générateur BP - k est dénombrable, sans point
d’accumulation, et composé de valeurs propres; il en est donc de même

pour Ep. Soit ~03A303C1 et f une fonction propre associée

(V. 73) entraîne que :

On pose
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p satisfait

On en déduit que

et que f est de la forme (V .15). Réciproquement, on vérifie facilement
que f donné par (V.15) sous la condition (V. 104) est fonction propre de
BP associée â ~ _ - ce qui achève la démonstration de (V. 14) et (V. 15).
Pour montrer que LP est infini, nous prouvons que W(o) est une

fonction entière d’ordre fini et appliquons les théorèmes de Hadamard,
Paley-Wiener et Titchmarsh [3].

LEMME V. 2. - Pour tout x fixé, f + (x, a) est une fonction entière de a

Preuve du lemme V. 2. - f+ (x, cr) est solution de l’équation :

o e C étant donné, on pose :

On remarque que

On en déduit que

Une récurrence aisée donne alors

La série

converge alors localement uniformément par rapport à et on a :
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Comme V est à support compact, f + (x, o) est une fonction entière de a
et (V. 112) entraîne que :

Q.E.D.

A présent nous exprimons W(a) en fonction de f+ (x, a) à l’aide des

représentations (IV. .1 ) avec x _ - p :

L’inégalité (V. 112) assure que

et W (a) est une fonction entière de o, d’ordre fini. Supposons que W
n’admette qu’un nombre fini de zéros 1~/~’ Le théorème de
factorisation de Hadamard entraîne que :

où Q (a) est un polynôme. (V .116) et (V. 114) impliquent

On conclut de (V. 117) que :

où C est une constante indépendante de o. Maintenant nous évaluons

W(o) à l’aide de f ° et f + (approximation de Born). On écrit :

D’une part,
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D’autre part, l’estimation (V. 110) assure que :

En remarquant que :

où V est la transformée de Fourier de V, on déduit de (V. 119-123) que :

Le théorème de Paley-Wiener-Schwartz implique alors que :

où

Quitte à faire une translation sur V on peut supposer que V n’est presque
partout nul sur aucun voisinage de :1: p. On pose :

On a :

Donc, par (V. 125)

Les supports de q&#x3E; et ~r étant inclus dans !R~ le théorème de Titchmarsh
assure qu’il existe des réels a, b, 0 ~ a, 0 _ b tels que :
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c’est-à-dire

ce qui constitue la contradiction souhaitée.
Q.E.D.

Enfin, nous vérifions que les valeurs propres de BP sont simples. Soient
g2) deux fonctions propres de BP associées à une même

valeur propre ~. D’après (V.97), fi et gi sont fonctions propres de Ly
dans H2 (] - p, p[) donc leur Wronskien est constant sur ] - p, p[ :

En faisant tendre x vers p, on déduit de (V. 98) que le Wronskien est
nul sur ] - p, p[ et, compte tenu de (V. 96), on conclut que f et g sont
colinéaires.

Q.E.D.

Preuve du théorème V . 3. - IP est clairement une isométrie de Kp dans

réciproquement pour f P = p~) dans àf% , on définit :

On a alors IP f = f P ce qui prouve la surjectivité de IP sur Le

lemme V .1 entraîne immédiatement :

On en déduit que UP (t) donné par :

est un semi-groupe fortement continu sur dont le générateur est AP.
Q.E.D.

Preuve du théorème V . 4. - Le théorème V . 2 assure que l’ensemble des

zéros de W (a) est infini dénombrable. D’une part, l’ensemble des zéros
coïncide d’après le lemme 111.1 avec l’ensemble

des valeurs propres non nulles de Ly qui est fini d’après la

proposition II. 1. D’autre part, la relation d’unitarité (III.28) interdit

l’existence de zéros réels non nuls. La propriété (V . 26) est une conséquence
immédiate de la compacité de ZP (2 p) (cf. Lax et Phillips [20], p. 85). De

même, un résultat classique sur les semi-groupes compacts ([20], p. 86)
assure que :

où P3 est le projecteur de fP sur le sous-espace de dimension 1 engendré
par la fonction propre de BP associée à la valeur propre

~ == - L’estimation (V. 30) suit alors de (V. 137) et du lemme II .1.
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Pour évaluer le coefficient d’excitation C~ on écrit :

où Cj (f) dépend linéairement de f On a donc :

Par ailleurs,

où l’intégrale forte à valeur dans D (BP) est prise sur un cercle

~ == {~t; + i cr j 1 = 11 } où 11 est suffisamment petit pour que :

Soit g2)ED(BP). D’après (V . 73) gl i est solution
de:

Un calcul standard donne l’expression de gl

et f2 sont colinéaires et le théorème des résidus entraîne
alors pour 1 x I  p :

ce qui donne, par (V. 139) l’expression de C~.
Q.E.D.

Le fait que les valeurs propres et l’éventuel niveau virtuel nul soient des
zéros simples est bien connu : on a 

où W( £, g) désigne le wronskien de la dérivée de f par rapport à o et
de g. Posant :
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on obtient par différenciation et intégration

Pour x &#x3E; p on a :

En prenant et xo = + oo, il vient :

et finalement

ce qui prouve la simplicité de o,, -N~/~ -1. D’autre part, on sait que
(c/:[ll],p.l47):

On en conclut que l’éventuel niveau virtuel nul est un zéro simple de W.
Q.E.D.

Preuve du théorème V. 5. - On note cr,1/") et W (cr,1/") les
fonctions de Jost et leur wronskien, associés à un potentiel ~. On suppose
tout d’abord que Min (a _ , et :

Alors pour tout x réel fixé et tout ce de K on a :
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Le lemme de Gronwall appliqué à (V. 154) et (V. 155) donne :

où C (x, a) est uniformément borné sur K~. En établissant une estimation
analogue pour/_ on en déduit que :

uniformément par rapport à a dans K. La conclusion du théorème suit
du théorème d’Hürwitz. On suppose maintenant que :

Si V satisfait l’hypothèse (IV. 11 ), le potentiel :

admet un prolongement holomorphe dans {x~C, |Re x|&#x3E;B} et pour e
vérifiant :

on a:

La preuve du théorème (IV. 1) montre que sous la condition (V. 160), et
creK,/+ (x, a, Vy J, satisfait :
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Le lemme de Gronwall donne encore :

où C (x, ce) est uniformément borné par rapport 
Une estimation analogue pour f _ entraîne donc que :

uniformément par rapport à ce dans K. Enfin, E&#x3E;O étant fixé, 
décroît plus vite que toute exponentielle et f+ (x, cr, Vy, J est solution de
(V 162) avec o = 0. Comme pour l’estimation (V. 155) on prouve que :

On en déduit que :

uniformément par rapport à ce dans K.

On conclut par (V. 167), (V. 169) et le théorème d’Hürwitz.
Q.E.D.

VI. CALCUL DES RÉSONANCES PAR LA MÉTHODE DE PRONY

En 1795, R. Prony étudia dans [33] le problème de l’interpolation d’une
fonction f(t) par une somme d’exponentielles à exposants inconnus :
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où les C~ sont non nuls et les 6 J distincts deux à deux; l’algorithme de
Prony permet de reconstruire les 6 J et C~ à partir de la fonction f supposée
connue; il comporte quatre étapes :

1 ° La première étape consiste à déterminer le signal f et à
l’échantillonner : on choisit un pas T&#x3E;O et on pose :

L’équation (VI. 1) donne un système d’équations polynomiales :

2° L’idée de Prony est de transformer les équations (VI. 3) en un
système d’équations aux différences : étant donné M &#x3E;_ N, on résout le

système linéaire surdéterminé :

3° On remarque que les 

sont solutions d’un système de Van der Monde

Donc et les z~ recherchés sont les solutions de l’équation
polynomiale :

4° Ayant déterminé les racines z~ du polynôme (VI. 6), les coefficients
Cj sont obtenus en résolvant (VI. 3).
La procédure de Prony a été utilisée avec succès en électromagnétisme

(cf. par exemple [26], [27]) et en acoustique [24], [39]; nous renvoyons
à [39] pour une analyse détaillée de cette méthode. Son emploi pour le
calcul des résonances d’un trou noir est légitimé par le théorème V. 5
et la formule (V. 30). Nous décrivons les approximations imposées par
l’expérimentation numérique. A priori les résonances associées au poten-
tiel l &#x3E;_ s sont recherchées sous la forme approchée des résonances

associées au potentiel amorti et tronqué :
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D’après le théorème V . 4, une solution ~E ~ b de l’équation (1.1) vérifie :

Pour (x, N, E, a, b) suffisamment grand, l’erreur o (e - sera

de l’ordre de la précision machine et ainsi la solution calculée Ô~’ ~ s’identi-
fie à une somme finie d’exponentielles :

où les C; et seront les valeurs calculées de Cj et D’autre part, x
étant fixé, pour t&#x3E; 11, ~~~ b (t, x) sera aussi de l’ordre de la précision
machine et donc le calcul de (t, x) sera pertinent pour t E [0, 11]. Par
ailleurs, ~É~ b (11’ x) est déterminé par les valeurs de ~É° b (t, x) dans le
domaine de dépendance :

Donc, pour a __ x - ti , b &#x3E;_ x + ti , Ô~’ ~ (t, x) coïncide sur le domaine (VI. 10)
avec la solution calculée Ôg de l’équation (1.1), de mêmes données initiales,
et pour le potentiel

Nous avons constaté numériquement que to et ti peuvent être choisis
indépendants de E petit. Donc si E est suffisamment petit, Ve - V sera de
l’ordre de la précision machine et î~ coïncidera dans (VI. 10) avec la
solution calculée Ô de l’équation (1.1) de mêmes données initiales associée
au potentiel V~, S. On est ainsi amené à considérer que la décomposition
spectrale (1.10) est numériquement vérifiée pour les potentiels 
On pose maintenant :

L’algorithme de Prony fournit alors les quantités calculées âj et êj qui
approchent les N premières résonances et coefficients d’excitation. Comme
nous l’avons souligné, on ne dispose pas d’estimations des erreurs commi-
ses, seule la comparaison avec les valeurs obtenues par d’autres méthodes
assure que les â j calculées sont des approximations correctes des résonan-
ces ; cette remarque s’applique d’ailleurs à toutes les méthodes. En revan-
che, on teste aisément la fiabilité de la procédure de Prony : le tableau 1
donne les résultats du calcul des fréquences i ~i3 = ~i~) pour le
signal
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TABLEAU 1. - Test de la méthode de Prony
Valeur exacte Valeur calculée

Oi 0,747 343 + 0,747 343 02 ±2.10’s +
0,177925~ 1 0,177 92502±2.10’~’ i

a2 0,693 422 + 0,693 41 ±2.10’~+
0,547 830 i 0,547 82 ±2.10’~’ i

a3 0,602107+ . 0,6021~10"~+
0,956 544 i 0,956 6 ~ 10 - 4 i

Les valeurs calculées sont stables vis-à-vis du changement du pas
d’échantillonnage AT (à une variation de n 10 - m près indiquée s’il y a

lieu). Cette expérimentation (sur Spark Station Sun) met en évidence les
avantages et les limitations de la méthode : les premiers pôles, i. e. ceux de

partie imaginaire petite, sont calculés avec une excellente précision; par
contre, il est difficile d’obtenir les résonances crj d’indice élevé, i. e. de

grande partie imaginaire, le signal étant trop rapidement évanescent.
Nous donnons maintenant quelques détails sur la mise en oeuvre numéri-

que. L’équation (1.1) est écrite sous forme du système du premier ordre

où

complété par les conditions aux limites dissipatives associées à la troncature
de V sur [a, &#x26;]~ (conditions artificielles d’Engquist et Majda [13]) :

En fait C sera calculée dans le domaine (VI. 10) où les points (x, t) sont
non affectés par cette condition au bord, et nous constatons une

décroissance exponentielle durant l’intervalle de calcul [0, tl] _ [0, 160] au
bout duquel la solution numérique se stabilise à une valeur très petite
(voir le corollaire II. 1 et les remarques II. 3 et V . 4).
Le système est résolu par un schéma aux différences finies avec des

données initiales du type

Afin que l’instant to à partir duquel on identifie Ô (t, xo) à une somme
d’exponentielles soit le plus petit possible, on choisit comme point d’obser-
vation et centre du support des données initiales, le point xo où le potentiel
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atteint son maximum, et l’amplitude À et la taille R du support de façon
à ce que ar C (0, x) soit une impulsion brève; par exemple pour un pas de
discrétisation At =10 - 3

Dans la seconde étape on résout le système surdéterminé (VI. 4) sous la
forme générale

où

TABLEAU 2. - Ondes gravitationnelles, s = 2.

Prony C.D. Leaver WKB

/=2

0,747 343 49 + 0,747 34 + 0,747 343 + 0,746 4 +
0,177 924 62 i 0,177 92 i 0,177 925 i 0,178 4 i

0,693 42 + 0,696 87 + 0,693 422 + 0,692 0 +
0,547 83 i 0,549 38 i 0,547 830 i 0,549 8 i

0,60 + 0,602107 + 0,605 8 +
0,95 i 0,956 554 i 0,942 2 i

1 = 3

1,198 887 042 + 1,198~9+ 1,198 887 + 1,198 6 +
0,185 406 087 i 0,185 41 i 0,185 406 i 0,185 4 i
1,165288+ 1,16402+ 1,165288+ 1,1648+
0,562 596 i 0,562 31 i 0,562 596 i 0,562 8 i

1,1034±2.10’~+ 0,85257+ 1,103370+ 1,1064+
0,959 8 =b 2. 10-4 i 0,745 46 i 0,958186 i 0,953 4 i

1,02 + 1,023 924 + 1,0314 +
1,38 i 1,380674 i 1,3548 i

1= 4

1,6183578804+ 1.61835+ 1,61836+ . 1,6182+
0,1883279128 i 0,18832 i 0,18833 i 0,1884 i
1,593 264 2 + 1,59313 + 1,593 26 + 1,593 0 +
0,568 668 7 i 0,56877~ i 0,568 67 i 0,568 8 i
1,545 5 + ~720 79+ 1,545 42 + 1,547 2 +
0,959 8 i 0,84658 i 0,959 82 i 0,958 0 i

1,477~2.10’~+ 1.47967+ 1,486 6 +
1,367 f 2 .10-3 i 1,367 85 i 1,356 6 i
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TABLEAU 3. - Champ scalaire, s=O.

Prony Leaver WKB

1 = 0 0,22091~2.10~+ 0,2210 + 0,209 2 +
0,20980:1: 2. 10 - 5 i 0,209 8 i 0,230 4 i

/ = 1 0,585 872 33 + 0,585 8 + 0,582 2 +
0,195 319 97 i 0,195 4 i 0,196 0 i

0, 529 + 0, 529 0 + 0, 524 4 +
0,612 i 0,612 6 i 0,614 8 i

/=2 0,967 287 99 + 0,967 2 + 0,966,4 +
0,193 517 54 i 0,193 6 i 0,193 6 i

0,927 7 + 0,927 8 + 0,926 4 +
0,5912 i 0,5912 i 0,5916 i
0,86 + 0,8610 + 0,863 4 +
1,02 i 1 ,0 1 7 2 i 1,006 8 i

La matrice circulante Ap est très mal conditionnée et ses valeurs singulières
sont peu séparées; c’est dans cette étape qu’apparaît l’instabilité intrinsèque
du calcul de résonances : une faible variation de Bp affecte profondément
Xp, aussi le calcul de la solution 03A6 de (I.1) doit être extrêmement précis.
On constate que la meilleure stabilité est obtenue pour

N~P~N+4, P~M~5M/2.

L’équation (VI. 18) est résolue par une méthode d’inverse généralisé
(programme DSVDC de Linpack).

Les étapes 3 et 4 ne posent pas de difficultés particulières; les racines
du polynôme (VI. 6) sont déterminées par la méthode de Müller; les
coefficients C~ sont obtenus par la méthode de Gauss (routines CGECO
et CGESL de Linpack).
Nous avons appliqué cette procédure pour le calcul des modes gravita-

tionnels, électromagnétiques, scalaires. Les tableaux 2, 3, 4, donnent nos
résultats obtenus par la méthode de Prony implantée sur Spark Station
et les valeurs données par S. Chandrasekar et S. Detweiler (C.C.) [7],
E. Leaver [22], et S. Iyer (méthode W.K.B.) [17]. Les résonances

sont présentées avec toutes les décimales invarian-
tes par changement
- de la localisation de la donnée initiale ~ (0, x),
- de la taille R de son support,
- de son amplitude À,
- du point d’observation xo,
- de l’instant initial d’observation to,
- du pas d’échantillonnage AT,
- de la taille M x p de la matrice Ap.
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TABLEAU 4. - Champ électromagnétique, s =1.

Prony Leaver WKB

1 = 1 0,496 526 57 + 0,496 6 + 0,4918 +
0,184 975 43 i 0,185 0 i 0,186 2 i

0,430 + 0,429 0 + 0,422 6 +
0,587 i 0,587 4 i 0,5916 i

1 = 2 0,915191238 + 0,915 2 + 0,914 2 +
0,190 008 843 i 0, I 90 0 i 0,190 2 i

0,873 0 + 0,873 0 + 0,8716 +
0,581 4 i 0,5814 i 0,5820 i

0,804±2.10’~+ 0,8024+ 0,8046+
1,003 :i:2,10-3 i 1,003 2 i 0,9918 i

1= 3 1,313 797 950 + 1.3138+ 1,313 4 +
0,191232 426 i 0,1912 i 0,1912 i

1,283 47 + 1,283 4 + 1,283 0 +
0,579 45 i 0,579 4 i 0,579 6 i

1,227 + 1,227 6 + 1,230 2 +
0,984 i 0,984 2 i 0,980 2 i

Dans certains cas, une variation de n 10 - m est indiquée. La similitude
avec les résultats de E. Leaver est d’autant plus frappante que les sources
d’erreurs numériques des deux méthodes sont très différentes. Par ailleurs
ces valeurs ont été récemment confirmées par H. P. Nollert et B. G.
Schmidt [29], [30], utilisant une méthode stationnaire basée sur l’évaluation
du Wronskien (1.8). Les troisièmes résonances de C.D. pour s = 2, /= 3, 4,
semblent être des artefacts numériques.
En conclusion, la méthode de Prony semble pouvoir assurer la meil-

leure précision de calcul des premières résonances; en revanche, du fait
de la répartition spécifique des résonances crj d’un trou noir

1 Im 1-+ oo, ~ e crj - 0), son efficacité paraît diminuer rapidement pour
des ordres croissants. Son développement actuellement en cours sur Cray 2
permettra d’en déterminer le domaine de validité.
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