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Bigèbres de Lie, doubles et carrés

R. AMINOU Y. KOSMANN-SCHWARZBACH

UFR de Mathématiques et UA au CNRS 751, Université de Lille I,
F-59655 Villeneuve d’Ascq

Ann. Inst. Henri Poincaré.

Vol. 49, n° 4, 1988, Physique ’ théorique ’

RÉSUMÉ. - A toute bigèbre de Lie quasitriangulaire correspond une
algèbre de Lie-Semenov Tian Shansky (en abrégé, algèbre de Lie-Semenov)
et réciproquement. Le double d’une bigèbre de Lie quasi triangulaire et
le carré de l’algèbre de Lie-Semenov associée se correspondent, à un anti-
isomorphisme près.

ABSTRACT. 2014 To each quasitriangular Lie bigebra there corresponds a
Lie-Semenov Tian Shansky algebra (henceforth, Lie-Semenov algebra)
and conversely. The double of a quasitriangular Lie bigebra and the
square of the associated Lie-Semenov algebra correspond to one another,
up to an anti-isomorphism.

INTRODUCTION

Nous présentons une étude des doubles de bigèbres de Lie quasitriangu-
laires et des carrés des algèbres de Lie-Semenov Tian Shansky (en abrégé,
algèbres de Lie-Semenov) et nous comparons ces deux constructions.
Parmi les bigèbres de Lie exactes, les bigèbres de Lie quasitriangulaires

jouent un rôle particulier. Cette notion a d’abord été introduite par Drin-
fel’d [3 ]. Récemment Magri et Kosmann-Schwarzbach [4] ] ont montré

que les potentiels quasi triangulaires sont les potentiels dont la partie
symétrique est ad-invariante et inversible et dont la courbure de Schouten
est nulle. (Remarquons que la définition adoptée dans [4] diffère un peu
de celle de Drinfel’d car celui-ci ne suppose pas la partie symétrique inver-
sible.) De là on déduit facilement que, si r = a + s est la décomposition
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462 R. AMINOU AND Y. KOSMANN-SCHWARZBACH

d’un potentiel quasitriangulaire en parties antisymétrique et symétrique,
est une solution de l’équation de Yang-Baxter modifiée [5J, [6 ],

[7 ], [1 ], antisymétrique par rapport à la forme bilinéaire symétrique ad-inva-
riante définie par s. On voit alors toute bigèbre de Lie quasitriangulaire
correspond une algèbre de Lie-Semenov et réciproquement.
Nous exposons d’abord (paragraphe 1) la structure de bigèbre de Lie

quasitriangulaire naturellement définie [3] ] sur le double d’une bigèbre
de Lie g quelconque, c’est-à-dire sur g x g* muni de la structure bicroisée
d’algèbre de Lie (dual twilled extension) [4 ], et nous en donnons deux
exemples simples. Puis nous montrons (paragraphe 2) qu’avec un choix
adéquat de la définition des morphismes d’algèbres de Lie-Semenov, la

correspondance entre bigèbres de Lie quasitriangulaires et algèbres de
Lie-Semenov devient une équivalence de catégories. Après avoir précisé
(paragraphe 3) la structure du double dans le cas où la bigèbre de départ
est quasitriangulaire, et rappelé (paragraphe 4) la notion de carré [d] ]
d’une algèbre de Lie-Semenov, nous faisons au paragraphe 5 la comparaison
des doubles et des carrés. Si g est une bigèbre de Lie quasitriangulaire, son
double d’une part, et la bigèbre de Lie quasitriangulaire associée à g d’autre
de Lie-Semenov carré de l’algèbre de Lie-Semenov associée à 9 d’autre
part se correspondent dans un anti-isomorphisme que nous explicitons.

Les structures analogues sur les groupes de Lie associés feront l’objet
d’une étude ultérieure.

1. Double d’une bigèbre de Lie.

1.1. Soient g et t) deux espaces vectoriels réels ou complexes de dimen-
sion finie, en dualité séparante. On peut donc identifier t) et g*. On notera

( , ) cette dualité. On suppose que g est une algèbre de Lie, dont le crochet
de Lie est noté [ , ].

Par définition, l’application linéaire ad* : 9 ~ End (!)) vérifie

Soit 8 : 9 ~ g) un 1-cocycle jacobien’ [4] défini sur g à valeurs
dans Alors, par définition, t~ s’identifie à une application
linéaire de t) (8) 1) dans 1) et [ç, 1]]E = (8) 1]) est un crochet d’algèbre de
Lie sur 1), encore noté [ç, 1]] lorsqu’il n’y a pas de confusion possible, et

(g, [ , ],ë) est une bigèbre de Lie [2], [3 ], [4 ].

1.2. Si le 1-cocycle jacobien e est exact, on dit qu’il définit une bigèbre
de Lie exacte. Si E = où on posera comme dans [4 ],

et l’on dira , que 
’ 

r est un potentiel jacobien.

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Physique 
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Rappelons que, par définition [4 ], la courbure de Schouten Kr d’une

application linéaire r de b dans g, dont la partie symétrique s est ad-inva-
riante et inversible, est l’application bilinéaire antisymétrique de 1) x 1)
dans g définie par

où [~].= -2~ 
La courbure de " Schouten de " r, s’écrit encore "

Un potentiel quasitriangulaire sur g est, par définition [4 ], un élément r
de Hom (1), g) tel que

i) la partie symétrique s de r est ad-invariante et inversible, et
ii) la courbure de Schouten Kr de r est nulle.

On sait [4] que tout potentiel quasitriangulaire est jacobien. Une bigèbre
de Lie quasitriangulaire est, par définition, une bigèbre de Lie exacte définie
par un potentiel quasitriangulaire. Cette notion a d’abord été introduite
par Drinfel’d [3 ], mais notre définition diffère légèrement de la sienne où
la partie symétrique de r n’est pas supposée inversible.

1. 3. La structure bicroisée d’algèbre de Lie sur î = g est donnée par

1.4. Déterminons et pour 03BE ~ b et x E g.
Soient (z,0eg X 1) et (r~, y) E ~ x g. On a

d’où

On montre de la même manière que

1.5. Considérons l’algèbre de Lie (î, [ , ]1) et l’application linéaire
m : î* -~ î définie par ~(~ ~-) = (x, 0).

Vol. 49, n° 4-1988.
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Notons A la partie antisymétrique de m et S sa partie symétrique. On
a alors :

S est inversible et invariant et (2S) -1 est l’isomorphisme induit par la forme
bilinéaire symétrique inversible naturelle sur 9 définie par la dualité.

PROPOSITION 1.1. 2014 (î, [ , ]~ est une bigèbre de Lie quasitriangulaire.
Démonstration. - Montrons en effet que K/" = 0, où Km désigne la

courbure de Schouten de m. Par définition,

où

D’où

D’une part,

D’autre part,

d’où

Enfin,

d’où

On obtient donc K"" = 0.

DÉFINITION 1.1. - On dit que la bigèbre de Lie quasitriangulaire
(f, [ , L est le double de la bigèbre de Lie (9, [ , ], E).
On a donc montré qu’à toute structure de bigèbre de Lie sur g est associée

canoniquement une structure de bigèbre de Lie quasitriangulaire (en parti-
culier exacte) sur g x 1). Explicitons la structure d’algèbre de Lie de t*.
On sait ( [4 ], (2.11)) qu’elle est alors définie par

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Physique " théorique "



465BIGÈBRES DE LIE, DOUBLES ET CARRÉS

où A : t* -~ î est la partie antisymétrique de m,

Par définition, = _(ad~o)(~,~) - donc d’après
(1.2)et(1.3), 2 

.

D’où

Ainsi (î*, [ , est le produit direct de (1), [ , ]8) et de l’algèbre de Lie
opposée à g.

1.6. Exemples.

1) Soit g une algèbre de Lie réelle (resp. complexe) de dimension 2, de
base {e1, e2 }, dont le crochet de Lie est donné par

Soit /~ (resp. C). On considère le l-cocycle B : 9 ~ Hom (g*, g) défini
par

Ce cocycle est un 1-cocycle jacobien (non exact si 03B2 ~ 0) et la structure
d’algèbre de Lie qu’il définit sur g* est donnée par

et (g, [ , ], B) est une bigèbre de Lie.
La structure bicroisée d’algèbre de Lie sur î = g x g* est définie par

la formule ( 1.1 ). On notera simplement x (resp. ç) l’élément (x, 0) (resp. (0, ç))
de g x g*.
On obtient

Si (x ~ 0, /3 = 0 (resp. a = 0, ~3 ~ 0), on obtient le produit semi-direct de

Vol. 49, n° 4-1988.
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l’algèbre de Lie g (resp. g*) par l’idéal abélien g* (resp. g) défini par l’action
coadjointe de g sur g* (resp. de g* sur g).

Supposons 0. Alors on pose e = 03B2e1 + = - on

vérifie que 
, _

On en déduit que  est somme directe de l’idéal abélien engendré par e
et de l’algèbre de Lie simple de dimension 3 engendrée par e’, e2, e2 qui
est isomorphe à sl (2, [R) (resp. sl (2, C)) dans le cas réel (resp. complexe)
par l’isomorphisme

Soit (î, [, ]1, 5m), où m : î* -~ f est définie par m(~, jc)=(~ 0), la bigèbre dou-
ble de (g, [, ], B). La structure d’algèbre de Lie de î* est le produit direct
de la structure de g* et de la structure opposée de g. Ainsi,

les autres crochets étant nuls.

2) Soit l’algèbre de Lie 9 = sl(2, C) avec la base

Déterminons les potentiels jacobiens sur g. On montre d’abord que toute
application linéaire symétrique s : g* ~ 9 ad-invariante est proportion-
nelle à la forme de Killing. Donc la matrice de s dans la base H, X+, X-
et la base duale est proportionnelle à

Soit alors a : g* -~ g une application linéaire antisymétrique de matrice

On vérifie que [a, a est ad-invariant, pour tout choix de a, ~3, y dans C.
Donc le potentiel jacobien le plus général sur si (2, C) a pour matrice

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Physique " théorique "



467BIGÈBRES DE LIE, DOUBLES ET CARRÉS

La structure d’algèbre de Lie de g* est donnée par

Des relations,

on obtient

Déterminons le crochet d’algèbre de Lie de : = g x g*. On a

On obtient donc le tableau suivant des crochets de Lie

Pour que la courbure de Schouten de r soit nulle, il faut et il suffit que
[a, a ] - [s, s] = 0, où [s, s ](~, r~) = [~~ sr~ ], pour ç E g*, 1] E g*. On trouve

La condition nécessaire et suffisante pour que r soit quasitriangulaire est
donc

Vol. 49, n° 4-1988.
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On pourra, en remplaçant r par un potentiel proportionnel, supposer que
x = 1, ce que nous ferons. Pour oc = 0, ~3 = 0, y = 2, x = 1, on retrouve
la structure de bigèbre de Lie quasitriangulaire de si (2, C), décrite dans [4] ]
et obtenue comme cas particulier de la structure quasitriangulaire définie
par Drinfel’d [3] ] sur les algèbres de Lie semi-simples (et plus généralement
encore, sur les algèbres de Kac-Moody).
Montrons que dans tous les cas où r est quasitriangulaire,  = 9 x g*

est isomorphe à l’algèbre de Lie semi-simple D2, c’est-à-dire à

sl(2, C) C sl(2, C). On vérifie que

forment une base de t et l’on obtient le tableau des crochets de Lie

H 1, H2 engendrent une sous-algèbre de Cartan de  les quatre racines sont
- (0,4)

(±4,0) et (0, ± 4) . D’où la conclusion.
(-4,0) (4,0)

(0, -4)

Si 9 = sl (2, M), î est une algèbre de Lie isomorphe à sl (2, ~) (B sl (2, [R).
1.7. Morphismes de bigèbres de Lie. Soient (gb [ , [ , ]2, ~2)

deux bigèbres de Lie et 03C8 une application linéaire de 91 dans g2. On dit

Annales de l’Institut Poincaré - Physique théorique
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que est un morphisme (resp. un antimorphisme) de bigèbres de Lie si
tf est un morphisme d’algèbres de Lie de (gi, [ , ] 1 ) dans (g2, [ , ] 2) et

est un morphisme (resp. antimorphisme) d’algèbres de Lie de (g2, [ , ]82)
dans (gi, [ , ]~).

PROPOSITION 1.2. - Soit 9 une bigèbre de Lie et soit t = g x 1) son
double. L’injection i de g dans t est un morphisme de bigèbres de Lie
et l’injection j de t) dans t est un antimorphisme.

Démonstration. Par définition,

d’où

et

Il est clair, d’après ( 1.1 ) et ( 1. 5), que

et que

d’où la proposition.

2. Bigèbres de Lie quasitriangulaires et algèbres de Lie-Semenov.

2.1. Soit g une algèbre de Lie munie d’une forme bilinéaire symétrique
inversible invariante. On note ~ : 9 ~ g* l’isomorphisme induit par cette
forme bilinéaire inversible. Rappelons [7] ] [4] qu’on dit que (g, [ , ], R, 4»
est une algèbre de Lie-Semenov si (g, [ , ], R) est une algèbre de Lie dou-
ble [5 ], où R est une solution antisymétrique par rapport à 4&#x3E; de l’équation
de Yang-Baxter modifiée, c’est-à-dire un endomorphisme de l’espace vecto-
riel a qui vérifie

et

Alors ~ x == -([R~, y] + [~ est un crochet d’algèbre de Lie sur g.

PROPOSITION 2.1. Toute structure de bigèbre de Lie quasitriangulaire
sur 9 détermine une structure d’algèbre de Lie-Semenov sur 9 et inversement.

Vol. 49, n° 4-1988.
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Démonstration. Soit r une application linéaire de t) dans g. On note s
la partie symétrique et a la partie antisymétrique de r. On suppose que
s est ad-invariant. On sait ( [4 ], formule (2.15)) que, 

En utilisant l’ad-invariance de s, on obtient encore

Soit R l’endomorphisme de g défini par

Posant s03BE = x et s1] = y, on obtient

On voit ainsi que l’endomorphisme R = a ~ s -1 vérifie l’équation de Yang-
Baxter modifiée si et seulement si la courbure de Schouten de r est nulle.

Soit donc (g, [ , ],8) une bigèbre de Lie quasitriangulaire. Par définition,
8 = 5r où r est un potentiel jacobien, dont la partie symétrique, s, est ad-inva-
riante et inversible, à courbure de Schouten nulle, c’est-à-dire, tel que
Kr - 0. Alors l’endomorphisme R = vérifie l’équation de Yang-
Baxter modifiée, et (g, [ , ], R, s -1 ) est une algèbre de Lie-Semenov.

Inversement, supposons que (g, [ , ], R, est une algèbre de Lie-
Semenov où 9 ~ g* est l’isomorphisme induit par la forme bilinéaire
symétrique inversible sur g. Considérons

Par construction, s est alors inversible et invariant. De plus, d’après la
formule (2 .1 ), puisque R vérifie l’équation de Yang-Baxter modifiée, la
courbure Kr est nulle. En conclusion, (g, [ , ], br) est une bigèbre de Lie
quasi triangulaire.
Le crochet de Lie [ , ]R sur g et le crochet de Lie [ , ]8 sur 1) sont alors

liés par

En effet,

d’après l’ad-invariance de s.

DÉFINITION 2.1. (Morphismes d’algèbres de Lie-Semenov). - Soient
(g 1, [ , et (g2, [ , ]2.R2.~2) deux algèbres de Lie-Semenov et

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Physique théorique
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03C8 une application linéaire de gl dans g2. On dira que 03C8 est un morphisme
(resp. antimorphisme) d’algèbres de Lie-Semenov si tf est un morphisme
d’algèbres de Lie de (gb [ , ]1) dans (g2, [ , ]2) et ~~ 1 ~ t~ ~ ~2 est un
morphisme (resp. antimorphisme) d’algèbres de Lie de (g2, [ , ]R2) dans
(9i. [ ~ 

NOTATION On note b la catégorie des bigèbres de Lie quasitriangulaires
et ~ la catégorie des algèbres de Lie-Semenov avec les morphismes pré-
cédemment définis.

PROPOSITION 2.2. Les catégories b et  sont équivalentes.
Démonstration. D’après la proposition 2.1, on peut associer à toute

bigèbre de Lie quasitriangulaire une algèbre de Lie-Semenov et inversement.
Soient alors (gb [ , ]i,ei), cg2 = (92. [ , ]2, 82) deux bigèbres de Lie

quasitriangulaires et soit une application linéaire de gl dans g2. Soient
~1 = (g 1, [ , et ~2 = (92. [ , ]2.R2.~2’) les algèbres de Lie-
Semenov associées à cgl et cg2 respectivement. Montrons que est un mor-

phisme de bigèbres de Lie de cgl dans cg2 si et seulement si 03C8 est un mor-

phisme d’algèbres de Lie-Semenov de ~1 dans ~2. Il suffit de montrer à
cet effet que t03C8 : (g!, [ , ]~2) ~ (gi, [ , ]~1) est un morphisme d’algèbres
de Lie si et seulement si sl ~ t~ ~ s2 1 : :(92. [ , -~ (gb [ , ]RJ est un
morphisme d’algèbres de Lie. Soient ~2.~2~92. On a d’après (2. 2),

d’où la propriété. N

Considérons maintenant le foncteur ff de b dans b qui
à toute bigèbre de Lie quasitriangulaire g associe l’algèbre de Lie-
Semenov ~,
à tout morphisme de bigèbres de Lie quasitriangulaires de cgl dans
cg2 associe .~(~) = morphisme d’algèbres de Lie-Semenov de ~1 dans ~2.
Considérons aussi le foncteur de  dans b qui
à toute algèbre de Lie-Semenov (g, [ , ], R, 4J) associe la bigèbre de
Lie quasitriangulaire (g, [ , ],r) où r = R o 4&#x3E; -1 + 4J -1, 

. 

N

à tout morphisme d’algèbres de Lie-Semenov associe ~(~) = ~
morphisme de bigèbres de Lie quasitriangulaires.

Il est clair que l’on peut définir des isomorphismes fonctoriels ff

dans l’identité de b et de F o  dans l’identité de , et que, par conséquent,
ff est une équivalence de catégories de b dans .

Remarquons que l’on peut remplacer la catégorie b par la catégorie b0
des « bigèbres strictes » dont les objets sont les algèbres de Lie 9 munies

Vol. 49, n° 4-1988.
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d’un 1-cocycle jacobien sur g à valeurs dans Hom (g*, g) on suppose
ici 1) égale à g* et pas seulement isomorphe à g* 2014 et dont les morphismes
sont définis comme précédemment. Le foncteur ff définit alors un iso-
morphisme de catégories de CCo dans ~.

2 . 2. Étudions l’algèbre de Lie-Semenov associée au double d’une bigèbre de
[ , ], B) est une bigèbre de Lie, on sait (proposition 1.1) que son

double, ~(2) = (f = 9 x 1), [ , ]b ~m), est une bigèbre de Lie quasitrian-
gulaire. Par F est associée à g(2) une algèbre de Lie-Semenov

avec -1, où A désigne, comme au paragraphe 1. 5,
la partie antisymétrique de m, et S la partie symétrique. On a donc
M(x, ç) = (x, - ç) pour (x, ç) E 1. Le crochet [ , ]M sur  est donné par

En effet,

d’où la formule (2.3). L’algèbre de Lie (t = g x 1), [ , ]M) est donc le

produit direct de g et de l’algèbre de Lie opposée à (1), [ , ]E).
Comme (t*, [ , ]m) est le produit direct de (1), [ , ]E) et de l’algèbre de

Lie opposée à g (cf. paragraphe 1.5), on voit que la bijection linéaire
(x, ç) ~ (ç, x) est un anti-isomorphisme de l’algèbre de Lie (t, [ , ]M)
sur l’algèbre de Lie (t*, [ , ]m). Cette propriété s’obtient aussi en appliquant

la formule (2.2), compte tenu de la définition S(03BE, x - 1 x ç).

3. Double d’une bigèbre de Lie quasitriangulaire.

3 .1. Considérons le cas où la bigèbre g est une bigèbre de Lie 
gulaire (g, [, ],8), 8 = où r :  ~ g est un potentiel quasitriangulaire,
c’est-à-dire r = a + , inversible et ad-invariant, et Kr - 0.
Alors  = g x ce qui précède, est une bigèbre de Lie quasi-

triangulaire (t, [ , ]~ ~m), le double de (g, [ , ], 8).
Explicitons ad~ x, ~ E 1), x E g, dans ce cas. Soit 1] E 1). On a

Annales .de l’Institut Henri Poincaré - Physique " théorique "
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D’où

Le crochet d’algèbre de Lie bicroisée sur  s’écrit alors

3.2. L’algèbre de Lie-Semenov associée à la bigèbre de Lie quasitriangu-
laire (2)g = (, [ , ], 03B4m) est, avec les notations du paragraphe 2. 2,

~2 ~ _ (~, [ , ]1, M, S - 1). D’après la formule (2. 3), lorsque (g, [, ],s) est

quasitriangulaire, avec ~ = 03B4r = le crochet de Lie [, ]M sur  est
donné par

3.3. On peut considérer d’autre part l’isomorphisme 
sur g x g, où 1 désigne l’application identique. Le transport du crochet

[ , ]1 par cet isomorphisme donne un crochet [, ]((R)) sur g x g tel que :

Cette formule se déduit de (3.1).

PROPOSITION 3.1. L’application linéaire jR de g x g dans g x g qui
à (x, y) associe (x - 2 y +, x - 2y-), où

est un isomorphisme d’algèbres de Lie de (g x g, [ , ]((R)))sur(g x g, [ , ]
où [ , ]x désigne le crochet de produit direct d’algèbres de Lie.

Démonstration. est une bijection. De plus,

Ainsi

Vol. 49, n° 4-1988.
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D’autre part,

i. e.,

Enfin,

On déduit de (3.4) (3.5) (3.6) par linéarité que jR est un morphisme
d’algèbres de Lie.
Remarquons que les relations précédentes peuvent être démontrées à

l’aide des formules

pour x ~ g, y E g, qui sont des conséquences de l’équation de Yang-Baxter
modifiée.

4. Carré d’une algèbre de Lie-Semenov [6] .

Soit (g, [ , ], R, 03C6) une algèbre de Lie-Semenov. On note 03B4g = {(x, x), x~g}
la diagonale de g x g. Alors ag est une sous-algèbre de Lie de (g x g, [, ] x ).

D’autre part, on considère gR = {(x+, x-), x ~ g} où x+ =_(R+ 

et je- = -(R 2014 I)(x). gR est aussi une sous-algèbre de Lie de (g x g, [ , ]x)

et g x g = ag Er&#x3E; gR (somme directe des deux sous-espaces vectoriels ag
et gR).

Annales de Henri Poincaré - Physique théorique
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Soit (2)R l’application linéaire de g x g dans 9x9 définie par

où p03B4g et pgR sont les projections sur ag et gR respectivement.
On vérifie par un calcul simple que (2)R est antisymétrique par rapport
au produit scalaire invariant « , » sur g x 9 défini par

On note (2)4&#x3E; : 9 x 9 ~ (g x g)* l’isomorphisme induit par « , » . On a

et

L’endomorphisme (2)R vérifie l’équation de Yang-Baxter modifiée car il

est la différence des projecteurs sur deux sous-algèbres de Lie supplémen-
taires dans g x g. On en déduit que (g x g, [, ]~ (2)R, ~2~~) est aussi une
algèbre de Lie-Semenov, appelée le carré _ de l’algèbre de Lie-Semenov
(g, [ , ], R, p). On a

5. Comparaison des doubles et des carrés.

Soit ~ == (g, [ , L ar) une bigèbre de Lie quasi triangulaire. On a noté
~(2) ~ ~ ~ ~ ~ ]1, double de la bigèbre de Lie ~ et

~~ _ (g x 1), [ , ]r, M, S - 1) l’algèbre de Lie-Semenov associée à ~(2).
D’autre part, soit (2)~ = (g x g,[, ]., (2)R, (2)/» le carré de l’algèbre

de Lic-Semenov  = (g, [ , ], R, s-1) associée par le foncteur ff, et
soit ~2~~ _ (g x g, [, ] x, ~m’) la bigèbre de Lie quasi triangulaire associée
à (2)~ par Par définition, ~2~~ = 
Notons kR,s l’application linéaire (I x s) de 9 dans 9 x g. Le

transport du crochet [ , ]1 par l’isomorphisme 1 x s donne un crochet

[ , ]~R)) sur g x g, et jR est un isomorphisme d’algèbres de Lie de

(g x g, h ]((R))) sur (g x g, [, ] x ) d’après la proposition 3 .1. Donc

kR,s est un isomorphisme d’algèbres de Lie de (g [ , ]1) sur (g x g, [, ] x ).
On se propose de montrer que kR,s est un anti-isomorphisme de bigèbres

de Lie quasi triangulaires de ~~2~ sur ~2~~. La démonstration résulte des
lemmes suivants.

LEMME 5.1. Le potentiel j acobien m’ : ~ x 1) ~ g x g de la bigèbre
quasitriangulaire ~2~~ est donné par
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En effet par définition, m’ - (2)R o (2)4&#x3E; -1 + ~2y -1. D’où, compte tenu
des expressions de (2)R et de (2)4&#x3E; - 1,

D’où l’expression de ~/(~ 11) (qui est un élément de la diagonale de g x g).

LEMME 5.2. - L’application linéaire bijective ~ 1) x g
est donnée par

En effet, par définition, ç) = (x - r(~), x + tr(~)). On en déduit
l’expression de tkR,S.

LEMME 5.3. Le diagramme suivant est anti-commutatif

Démonstration. En effet,

LEMME 5 . 4. - Soit ri. : ~ ~ morphisme d’algèbres de Lie de
(~, [ , n dans (~’, [ , ]’). Soient p et p’ des potentiels jacobiens sur
~ et ~’ tels que p’ - ri. 0 p o ta (resp. p’ - - ri. 0 p ~ ta). Alors a est un

morphisme (resp. antimorphisme) de bigèbres de Lie.

Démonstration. On a

On en déduit le lemme. De plus la preuve montre . que x est un morphisme .
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de bigèbres de Lie (exactes) (resp. antimorphisme) de (~, [ , ], dans

(~’, [ , ]’, bp’) si et seulement si ‘d~’, 1]’, x,

avec 8 = 1 (resp. 8 = - 1).

D’après le lemme 5 . 3 et le lemme 5 . 4 appliqué à (si, [ , ]) = (g x 1), [ , ]1)
avec p = m, (J~’, [, ]’) = (g x g, [ , ]~) avec p’ = m’, et oc = on

obtient

PROPOSITION 5 .1. L’application linéaire kR,s 0 (I x s) est un anti-

isomorphisme de bigèbres de Lie quasitriangulaires du double de cg,

Puisque le carré (2)~ de ~ est par définition ~2~~, on en déduit le corollaire
suivant

COROLLAIRE 5.1. L’application linéaire kR s est un anti-isomorphisme
d’algèbres de Lie-Semenov de ~ = (g x ~, [ , h, M, S - 1) sur le carré
de ~, (2)~ = (g X g, [ , ]x,(2)R, (2)4».
En vue des applications à la théorie des systèmes intégrables, on pourra

donc travailler de manière équivalente soit avec les algèbres de Lie-Semenov,
soit avec les bigèbres de Lie quasitriangulaires.
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