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UN THÉORÈME D'UNICITÉ DE L'HÉLICOÏDE

par Eric TOUBIANA

1. Introduction.

Dans [2] R. Langevin, G. Levitt et H. Rosenberg montrent des
résultats concernant les surfaces minimales bordées par des droites,
demi-droites ou segments. Ici nous allons montrer un résultat analogue
d'unicité concernant l'hélicoïde.

THÉORÈME 1. — Soit M une surface minimale complète de R3 non
plane périodique de vecteur v (i.e. M-^-v=M) telle que sa projection sur
y/vZ soit :

— de courbure totale finie,
— modelée sur S2 — {^1,^2} °ù 'z-\^ Z2 sont dans S2.

Si de plus M est plongée dans R3 alors M est précisément l'hélicoïde.

Remarquons qu'à la fin du théorème nous supposons M plongée
dans R3, l'hypothèse n (M) plongée dans R3/^ étant en effet équivalente
(où II est la projection de R3 sur R3/vZ) car II est un homéomorphisme
local.

Ce théorème a, comme l'a remarqué H. Rosenberg, la conséquence
géométrique suivante démontrée indépendamment dans [2]. Soient 2)i,
Z>2 deux droites distinctes parallèles à l'axe ^3 dans le plan Xi = 0. Soit
r la portion ouverte du plan x^ = 0 orthogonale à Di, D^ délimitée
par Z>i et D^, c'est-à-dire comprise strictement entre les deux plans
parallèles à x^ = 0 comprenant respectivement Z>i et D^. Soit M une
surface minimale bordée par ces deux droites qui est un graphe sur F,
alors M est une portion d'hélicoïde. En effet, en prenant la symétrie
orthogonale de M par rapport à D^, la nouvelle surface obtenue, M

Mots-clés : Surfaces minimales périodiques. Représentation de Weierstrass - Hélicoïde.
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plus son symétrique, est encore une surface minimale (le principe de
réflexion, voir [3], p. 82). Soit N cette surface, N est le domaine
fondamental d'une surface minimale périodique de R3 , de période la
où a est le vecteur parallèle à l'axer, translatant Di sur D^. N/2aZ
est donc une c.m.s. de type anneau plongée dans R2/2aZ. Si nous
montrons que N/2aZ est de courbure totale finie, le théorème entraîne
alors que N , et donc M, est une portion d'hélicoïde.

Maintenant un théorème d'Osserman [5] qui est valide dans R3/G
où G est un groupe de translation de R 3 , dit que l'application de
Gauss d'une surface minimale complète hyperbolique ou infiniment
connexe (c'est-à-dire homéomorphe à une surface compacte moins un
nombre infini de points) prend toutes les valeurs de S2 une infinité de

,fois à l'exception peut-être d'un ensemble de capacité zéro. Or sur N ,
domaine fondamental de N/2aZ, les vecteurs de S2 appartenant au plan
XQ = 0 ne sont pris que sur les droites Z>i et D^ à cause de l'hypothèse
de graphe. De plus cette même hypothèse entraîne que l'application de
Gauss est injective sur ces droites. Donc les points du grand cercle de
S2 appartenant au plan ^3 = 0 sont pris un nombre fini de fois. De
plus ce grand cercle, comme tous les autres, a une capacité non nulle.
Ceci montre que N/2aZ est parabolique et donc conformément équivalente
à la sphère S2 moins deux points. D'après ce qui précède et par le
théorème de Picard l'application de Gauss de N/2aZ n'a pas de
singularités essentielles sur ces deux points, elle se prolonge alors en
une application méromorphe sur la sphère S2 ; N/2aZ est donc de
courbure totale finie.

Dans [6] Riemann montre des exemples de surfaces minimales bordées
par des segments finis ou infinis. En particulier il décrit une surface
minimale M de R 3 , bordée par deux droites distinctes, Z>i et Z>2, où
Z>2 est la translatée de Di d'un certain vecteur a, les deux droites
appartenant chacune à un plan Pi i = 1,2 parallèle à ^3 = 0. De plus
M est transverse à chaque plan parallèle à ^3 == 0 compris entre Pi et
P^, et l'intersection de M avec un tel plan est un cercle excepté aux
cas où le plan est Pi ou Pg ? en ce csis l'intersection est la droite Di.
En prenant la symétrie orthogonale de M par rapport à Z>i, nous
obtenons une surface minimale N qui est le domaine fondamental d'une
c.m.s. de R3 périodique de période la ; N/2aZ est alors une c.m.s. de
R3/2aZ plongée de courbure totale finie et homéomorphe à un tore
moins deux points. Ceci montre que l'hypothèse topologique du théorème
ne peut être enlevée. Dans [7] on pourra trouver plus de détails sur
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cette surface en particulier sa représentation de Weierstrass en terme de
fonctions elliptiques.

Je voudrais remercier H. Rosenberg dont l'aide et les suggestions
m'ont été grandement utiles.

2. Démonstration du théorème.

LEMME 1. — Soit S une surface de Riemann, œ une 1-forme holomorphe
sur Z et g : S -> C u {00} une fonction méromorphe. Appelons <I>i , Oz?
03 les formes :

<D, = œ(l-^)/2, Os = Koa+g2)^, 0)3 = gœ.

f^4fors .Y = (xi ,X2,X3) : S -> R 3 , ou x,; = Re O;, définit une surface
J

minimale régulière pourvu que les pôles de g coïncident avec les zéros de
û) et que l'ordre des zéros de œ soit le double de l'ordre des pôles de g .

' f
De plus si Re <I>i ^ 0, i = 1 , 2 ou 3 ^ OK y ^sî im^ courbe fermée

JY
d^ £ afors A" définit une surface minimale périodique de R3 dont les

^ r r \
périodes sont : Re <Di, Os. ^3 j , ^ Y^n^D.

/ Jy Jy /

Remarquons que g représente l'application de Gauss de S. On peut
trouver une démonstration de ceci dans Osserman[4].

Examinons le cas où X(L) est invariant par un groupe de
translations G, c'est-à-dire XÇL) est une surface périodique. Alors pour
chaque v e G il existe un difféomorphisme conforme de S, Ty, tel que :

VzeE, X(T,(z)) = X(z) + v.

En appelant G le groupe de transformations de S ainsi engendré
nous déduisons donc que, par construction, la représentation de
Weierstrass de XÇL) est invariante par G, c'est-à-dire :

Vz e 2:, V/e G, g(f(z)) = g{z) /*œ == œ.

Ainsi (^,œ) passe à l'espace quotient Z/G. Autrement dit il existe
une application méromorphe g^ et une forme holomorphe coi sur S/G
telles que, en appelant fl la projection sur S/G, nous ayons :

V z e E , gÇz) = ^(rî(z)) et co=n*œ, .
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Ainsi nous pouvons donc considérer (^1,0)1) comme la représentation
de Weierstrass du quotient Z/G.

Revenons au théorème. Appelons n la projection : R3 -> R3|vZ,
(g,œ) la représentation de Weierstrass de II (M), X l'immersion dans
R3/vZ, induite par (^,œ) et X la multifonction dans R3 induite par
te,œ). Nous avons donc TloX = A" de S2 - {zg.Za} dans R^vZ.

Soit Zi un bout de II (M). Paramétrons un voisinage de z, par un
disque D autour de 0, 0 représentant z,. A l'aide d'une rotation on
peut supposer g(0) = 0. La démonstration du théorème va nécessiter
le lemme suivant :

LEMME 2. — Soit p l'ordre du zéro de g en 0 et q l'ordre du pôle
de œ en Ù (q^\ par complétude). Alors si q ^ p -4- 2, X(D) = H'^XÇD))
n'est pas plongé dans R 3 , (et donc M n'est pas plongé dans R3).

2.1. Remarque. - Soit zeZ) , z = (r,9) avec r = ||z|| et 9 = arg(z).
Dans tout ce qui suit, X est considéré comme une multifonction dans
R3 au sens suivant :

X(r,Q+2kn) = J?(r,9) 4- kv, keZ

où v est la période de M.

2.2. — Démonstration du Lemme 2. — La démonstration est technique,
elle utilise pourtant un simple argument géométrique :

Soit un cylindre (Q,h) où h représente la hauteur d'un point du
cylindre et 9 son argument, (9,A)eR2 . Considérons une courbe sur ce
cylindre tournant dans le même sens, c'est-à-dire 9(0 est une fonction
monotone de t . Si (9,/îi). (94-27^2,^), (Q+înn^h^) sont trois points
de la courbe avec 0 < n^ < n^, Hz , Ha dans N, h^ > h^ et h^ < h^ alors
la courbe se coupe sur le cylindre et n'est donc pas plongée dans R3 ,
voir figure 1.

Fig. l.
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D'après les hypothèses nous avons :

g(z) = az9 + oW ; © = (- + </^ dz

avec a e C, p, ^ dans N et ^ ^ p + 2. D'où :

..4(H^

.,-,(w^
«.- '̂'GN^

Et donc :

^^((^z^0^)^10

'̂"((ï1!)^)^^^=, Im 7——n-^T + o -̂ T +a^

x3 = ."̂ "T^ (z )̂ + °(̂ ) + ase

où z = (r,6) et où les a, proviennent des résidus des formes 0,,
i = 1,2, 3. Donc:

(1) x, - ix, = ^^^(l+/(r,9))

avec V9 e R, lim /(r,9) = 0.
r-r0

Donc: V 9 e R , Ve > 0, 3ro > 0 t.q. Vr ^ ro, arg(l+/(r,9)) < e.
Clairement si 6 est restreint à un compact, ro est indépendant de 9.
Puis :

-||a||sin(n9+d) /1\x^^———+o^)+^
avec à = arg (fa), n = q - p - 1 et donc n ^ 1.

T^ i • û [-d-^-kn -d+(fe+l)7i~|[-d-^-kn -d+(fe+l)7i~|————,——————— ,
L n n ]

f^ 0 si k est impair
sin(n9+rf)<

[^0 si k est pair.

De plus si 9 e ———— •» ——————— , avec k e Z, alors
n n
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Or n < a - 1 => — > ———. donc 30' en q - 1
~\-d -d+nV1 e —'———— ' inn tels que:
J n n |_

(2) e' + in
q~~l^

d+n -d-\-2n[
n n \_

et
2nno ~}-d+kn -d+(fe+l)7cf

9 +——— -6 ——————»——————————q - 1 J n n [

avec k pair, et donc si r est assez petit
• x^r,Q') > 0,

• x, r.O^
_2n_

<?-!.
<0,

/ 2nnQ\
•^9'+^î)>0.

Appelons F la composée de A^avec la projection sur le plan (x^Xz) :

F(z)= ^(l+/(r,6)) et r= 2(^-l)z^-1
2^-1)2^

Soient ^9 un rayon de Z), ^(^9) est donc une demi-droite du plan
(xi,Xz). De plus si on fixe £, y(rQ+.2!tl) sera, pour tout entier n et

î-i
pour r assez petit, une courbe de (xi.Xg) comprise dans le secteur de
(xi.Xg) centré en Y'Çro) (nous avons ^(^9) = y'Q^271!?.) pour tout entierç-i
n) et d'ouverture angulaire 2s, car on aura arg (1+/(r,9)) < 8, voir
figure 2.

r(re)

(X^Xg)

Fig. 2.

Ici nous désignons par ^9 (resp. ^9) le rayon de D (resp. de (xi,^))
déterminé par l'angle 6 et nous désignons par 5'(r9,ri) (resp. S ' ( R Q , T [ ) )
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le secteur de D (resp. de (xi,x^) centré en re (resp. Ry) et d'ouverture
angulaire 2r) où r| > 0, voir figure 3.

Fig. 3.

Soient enfin 9', n^, k vérifiant (2) et r\ > 0 vérifiant 0 < T| < n
avec :

1 • J/û-.^W-^11 û-Wû', 27t -d+n\.
^=2mî[[6+n)\-^~Q)\Q+^-l~-n-)'

f-e.-^L+^i^Vfô'+^-^i^V
V q-\ n ) \ q-l n )
( 2jcno , -d+(fe+l)7t^v9"^—n—Jr

Si nous imposons ces restrictions sur T| c'est pour obtenir :
• Vze*S(re.,r|), x,(z) > 0,
• Vze^re^i^,^), Xs(z) < 0,

q-\

• Vze 5^^,^), X 3 ( z ) > 0 .
q-\

Nous avons :
r(r,)= r(r,.^= r^^),

q-\ q-l

et

r(^e',Tl)) = r^re^^,^)) = r^re^2^,^)).9-1 ç-i

Choisissons £ petit devant T| , et y-o > 0 tels que :

Vr < r,, Veef^^^M arg (l+/(r,0)) < e.
|_ n n J
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Nous avons donc pour r < y-o (voir figure 2 et les explications qui la
précèdent) :

• Y(r^)u Y(r^^)u Y(r,,.^) c ^(ro-e-^e).
9-1 9-1

• F(re^)u Y(r^^^_)u Y(r^^) Œ ^(r(re^),e).
q-l q-l

Donc le secteur de (xi.Xa) délimité par e^.Y'^.,^) et e~ie.Yf(rQ.+^
est contenu dans E où :

E = y(5(re-,Tl)) n Y(S(r,,^, r})) n 7(5(^^2^, r|)),
9-1 ç-i

de plus ce secteur est non vide si e est assez petit, plus précisément si
9 ' - r | + £ < 9 ' + r | - £ .

Soit D ' = {(r,9) avec 0 < r < r, et eef^, " d + ̂  ̂ l
[ ^ L ^ n JJ

Alors d'après ce qui précède, en coupant X(D') par un cylindre d'axe
l'axe X a , de rayon assez grand, on obtient une courbe ayant les mêmes
propriétés que la courbe décrite au début de la démonstration du
lemme 2, ce qui démontre le lemme 2.

Démontrons maintenant le théorème. Soit (g,©) la représentation de
Weierstrass de n(Af), nous savons que, par complétude, œ possède des
pôles en Zi et Zg . De plus, comme g est borné aux bouts, chaque pôle
de g correspond à un zéro de multiplicité double de œ, voir lemme 1.
Nous avons donc :

.. _ P(z) . ^Q\z)
^ - Q ^ ) 9 œ = (z-zO^-z.)^

où P et Q sont deux polynômes irréductibles avec 0(z,) + 0, i = 1 ,2
et où a est une constante complexe. Quitte à utiliser une rotation nous
pouvons supposer que g(oo) ^ 0, ^ (00)^00 . Nous en déduisons
d°(g) = d°(P) = d°(Q). Appelons a, la multiplicité de g en z,, i = 1 ,2.
Comme M est plongé dans R3 le lemme 2 affirme que :

(3) n ^ a , + l , i = l , 2 ,

il y a donc trois cas à considérer :
1. Les deux bouts ne sont pas parallèles.
2. Les deux bouts sont parallèles et g(z^) = gÇz^), c'est-à-dire que

les vecteurs normaux limites aux bouts sont égaux.



THÉORÈME D'UNICITÉ DE L'HÉLICOÏDE 129

3. Les deux bouts sont parallèles et g(zi) = ——-» c'est-à-dire les
g(^2)

vecteurs normaux limites aux bouts sont antipodiques.

Nous allons montrer que les deux premiers cas sont impossibles.

Supposons le cas 1. D'après les hypothèses oo n'est ni un pôle ni
un zéro de œ d'où :

ni+ n2 : = 2d o (ô )+2==2d o ( ^+2 .

Or di ^ d°(g), nous en déduisons : a^ + a^ + 2 ^ n^ + n^. Et d'après (3) :
HI -h Ha ^ ^i + ^2 + 2. En combinant ces deux inégalités nous trouvons :
MI + ^2 = fl! + Û2 + 2, ce qui avec le lemme2 entraîne : n^ = a^ + 1
et Ha = ^2 + 1 •

Donc ûi == Û2 = rf°Qr). Soit a = ri°(g), nous avons :

^ p^ • o^e2^) ,^'^(z)5 "'(z-zo^z-z^1^
avec ri°(^) = d°(P) = d°(0) = a , M est donc une surface périodique
de R3 avec deux bouts de type hélicoïde non parallèles. Ces deux bouts
doivent donc s'intersecter et nous en déduisons que M n'est pas plongé.

Montrons cette dernière affirmation. Considérons un bout z,, comme
au lemme 2, nous pouvons supposer que Zi = 0 et après rotation que
g(0) = 0. Or comme au départ g(z^ + oo, la rotation n'affecte ni le
degré de g en 0 ni la multiplicité du pôle de œ en 0. Donc en
conservant les notations du lemme, nous avons q = p 4- 1 avec p == a
et q = a -+- 1. Les calculs (1) effectués au cours de la démonstration
du lemme montrent que l'image de D = {(r,9), re]0, l[ , 9e[0,47c]} par
X fait au moins un tour complet au-dessus du plan (xi,^) (en prenant
9 dans [0,47t] nous considérons un domaine fondamental du bout suivi
de son translaté).

Si nous coupons maintenant X(D') par 5^, la sphère de rayon R,
et si nous ramenons cette intersection sur Si à l'aide d'une homotétie,
nous obtenons pour R assez grand une courbe de 5'i (non fermée)
faisant au moins un tour autour de l'axe X g . Les techniques de Meeks
et Jorge [1] montrent que lorsque R tend vers l'infini la courbe converge
vers le grand cercle orthogonal à ^3, c'est-à-dire orthogonal au vecteur
normal limite au bout. En faisant de même avec l'autre bout, les deux
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courbes de 5'i ainsi construites doivent donc se couper si R est assez
grand car les deux grands cercles limite sont distincts puisque les bouts
ne sont pas parallèles, ce qui démontre l'assertion.

Ainsi puisque M est plongé, le cas 1 est impossible.

Considérons maintenant le cas 2. Comme précédemment nous avons :
n, + n^ = 2d°(g) + 2 et n, ^ a, + 1, i = 1,2. De plus g(z,) = g ( z ^ )
entraîne ai + Og ^ d°(g), d'où :

2(ûi + ûg) + 2 ^ HI + ÏÏ2 ^ a! + ^2 "h 2

et finalement : a^ + ^2 ^ 0, ce qui est absurde car a,^ 1.

Il ne reste donc que le cas 3 comme possibilité. Comme dans le
cas 1 nous obtenons : ni = Ug = d°(g) + 1. En utilisant un reparamétrage
et une rotation, nous pouvons supposer Zi = 1, Zg = — 1, g(l) = 1,
g(- 1) = -1, car S2 moins deux points n'a qu'une structure conforme.
En posant n = d°(g), nous déduisons de ce qui précède que œ possède
un pôle d'ordre n + 1 en 1 et — 1 ce qui nous permet, en utilisant le
lemme 1 comme précédemment, de trouver la forme suivante pour œ.
Nous avons donc :

-<^>- l-ïy:• ^l-^-
^Q\z) ,

(z-iy^z+i)"^
Soit R la rotation fixant x; et envoyant X3 sur — Xi :

/O 0 -1\
R= l 0 1 0

M O O/

En appelant (g',(û') la nouvelle représentation de Weierstrass, nous
avons : <Ï>'i = - <Ï>3, <t>2 = <I>2, î>3 = <t>i et donc comme ro' = <S>\ - ($2

<I>3c t g -
<Ï>'1 - 1^2

p(z+iy-. , «y^z-l)'-1

g (z) = - Y(Z^Ï)» ' (û = 2(z+ir> rfz-
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Changeons de paramètre en utilisant /: S2 -> S2 ; /(z) = z + 1.
z — 1

Maintenant II(M) est paramétré par S2 - {0,oo}. En appelant (g'\(ù")
la représentation induite, nous avons :

^)=-Ê^ ^--^rfz.
y 42^ '

(— vV^
Enfin en effectuant le changement de variable z -^ —' ) i? et en

appelant (^,œ) la nouvelle représentation, nous obtenons :

g(v) ==1;" et œ = —— dv
v

avec c=(apy)/4. Il est maintenant clair que II(M) est en fait la
surface de représentation g(z) = z, œ = c . d z / z 2 parcourue n fois (faire
le changement de variable z -> y") ceci à une homotétie près. Nous
pouvons supposer ||c|| = 1, M est donc une surface associée à Fhélicoïde.
Or nous savons que les seules surfaces plongées de cette famille,
paramétrée par c, sont Fhélicoïde et la caténoïde, comme nous supposions
M périodique, nous obtenons le théorème.

Nous avons en fait montré le résultat suivant :

THÉORÈME 2. - Soit M une surface minimale complète de R3 non
plane et v un vecteur de R 3 . Appelons II la projection de R3 sur R^rZ
Si

• n(M) est de courbure totale finie,
• H(M) est modelé sur S2 - {zi .Zz},

alors si de plus M est plongé dans R3, M est soit l'hélicoïde soit la
caténoïde.

Nous pouvons différencier ces deux surfaces en demandant M
périodique dans R3 ou II(M) plongé dans R^yZ, en effet seule Fhélicoïde
vérifie ces deux propriétés alors que la caténoïde n'en vérifie aucune.
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