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ÉTUDE DES F-STRUCTURES
DE CODIMENSION 1 SUR LA SPHÈRE S2

par Claude ROGER

Dans ce travail nous démontrons que ^(B F[) = 0 pour
r == 0 ou oo c'est-à-dire que toutes les F-structures de
classe C° ou C00 sur S2 se prolongent au disque D3 ce qui
est un cas particulier d'un résultat annoncé par Mather (1)
dans [4].

Nous allons tout d'abord démontrer que toute F-structure
sur S2 est concordante (2) à une F structure de type parti-
culier appelée « suspension ».

PROPOSITION 1. — Toute Y-structure de codimension 1 et de
classe Ç^r ^ 2 sur une variété V" est concordante à une F-
structure définie par des fonctions de Morse.

Démonstration. — D'après Haefliger [1] la notion de re-
structure est équivalente à celle de microfibré feuilleté.

E^-1

Soit F la r-structure considérée sur V", il existe p \ \ i
V"7

un microfibré, muni d'un feuilletage transverse aux fibres, F
tel que si i est la section de ce microfibré, la F-structure F
est induite de F par l'application i : .F == ^(F).

Soient (U^, fj) les cartes du feuilletage F, on peut supposer
que ce sont des ouverts de cartes de la variété E"^ donc que
U, c: R"4'1 fi : Uj -> R est une submersion donc une fonc-
tion sans point critique Vx e Up dy;fj -=^ 0.

Comme F == ^(F), la F-structure F est donnée par les

(1) Les démonstrations des propositions 2 et 3 sont d'ailleurs largement inspirées
des travaux de Mather.

(2) II est rappelé que deux F-structures Fg et F^ sur une variété M sont
concordantes s'il existe une r-structure P sur M X I induisant F. sur M X {i}
i == 0,1.

13



214 CLAUDE ROGER

cartes (Uy^^V"), //|U/rp(v")) ^t le problème est donc de
considérer les points critiques de fj restreint à une hyper-
surface de R"4'1 (il suffit de regarder les choses localement)
génériquement fj n'a que des points critiques non dégénérés.
On peut donc approcher l'application i par une application V
telle que fj restreint à U/^i'(V") n'ait que des points cri-
tiques non dégénérés, i' peut être choisie arbitrairement
proche de i, on peut donc le supposer homotopes.

Donc si F' == ^(F), F' et F sont des F-structures concor-
dantes et F' est définie par des fonctions de Morse.

Dans le cas où r == 0, on peut utiliser un argument de
« fonctions de Morse topologiques ».

Soit y une F-structure de codimension 1 sur S2, nous
pouvons supposer que y est définie par /*=== S2 -> [0, 1]
fonction de Morse. Comme îc(S2) == 2, nous pouvons affirmer :

Cardinal (points critiques d'indice 2 ou 0)
— Cardinal (points critiques d'indice 1) == 2.
Géométriquement les points critiques d'indice 0 ou 2 corres-

pondent à des singularités de type « centre » et les points
d'indice 1 à des singularités de type « col » parmi les feuilles de
la F-structure y.

Fie. 1.

PROPOSITION 2. — y est concordante à une F-structure ne
contenant que deux centres.

Démonstration. — II s'agit de supprimer les cols sans changer
la classe de concordance de y.

Soient p un centre et q un col. Soit a un arc paramétré
différentiable entre p et q. On peut supposer a générique
par rapport à la F-structure y : a ne rencontre pas d'autres
singularités, a est presque partout transverse aux feuilles de
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la r-structure et a admet un nombre fini de points de contact
d'ordre 2.

(Il est clair qu'il suffit de bouger un peu a pour supprimer
tous les points de contact d'ordre supérieur.)

Premier cas. — a est partout trans verse à y-
Soit D un voisinage tubulaire de a; la modification ci-

dessous ne change rien en dehors de D et ne change pas la
classe de concordance de y-

(D
FIG. 2.

Les r-structures (1) et (2) définies sur D sont concordantes
relativement au bord, ainsi que le prouve le schéma suivant :

Fie. 3.
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les surfaces induisent les F-structures (1) et (2) sur les plans
P et P'. Ceci décrit bien une concordance entre (1) et (2).

Dans ce cas, nous avons bien supprimé un col et un centre
sans changer la classe de concordance.

Second cas. — a possède des points de contacts d'ordre 2
avec y Nous allons trouver un arc différentiable joignant
deux centres dans une r-structure concordante à y? avec un
point de contact de moins que a. En itérant ce processus,
nous nous ramènerons au premier cas, ce qui démontrera bien
la proposition 2.

Soit a le premier point de contact de a avec y en partant
de p

FIG. 4.

Par le procédé inverse de celui défini ci-dessus, on peut faire
apparaître dans un petit voisinage de a un nouveau centre
en b et un nouveau col en a (Ceci ne change pas la classe de
concordance d'après l'argument ci-dessus.)

Soit a' un arc différentiable entre b et q. Si b est
suffisamment proche de a, a' n'aura pas plus de points de
contacts avec y entre b et q que a entre a et ç.

D'autre part l'arc a entre p et a est partout transverse
à y car, par hypothèse, a est le premier point de contact.
Le procédé décrit dans le premier cas permet de supprimer,



ÉTUDE DES r-STBUCTURES DE CODIMENSION 1 217

grâce à a, les singularités a et p ce qui achève la démons-
tration de la proposition 2.

Maintenant nous allons définir les F-structures sur S2

appelées « suspensions » et démontrer que toute F-structure
est concordante à une suspension.

Soit GÏ le groupe des isomorphismes à support compact
de classe C^ de R pour r = 0 ... oo.

Remarque. — Cette construction ne marche pas en analytique.
Mais Haefliger a montré dans [2] que TT^ESI^) = 0; donc le
même résultat reste vrai.

Soit 1 x 1 feuilleté trivialement par les {x} X 1 où x e 1
T V T

^ors /Q ^ ^ , A y./ ^ = S1 X 1 est une variété munie d'un

feuilletage de codimension 1; les deux composantes connexes
du bord sont des feuilles.

Si on contracte S1 X {0} et S1 X {1} en deux points a
et b on obtient une F-structure a(/*) sur S2 de classe 0''
avec a et & comme seuls points singuliers; les feuilles sont
soit des cercles centrés en a ou 6, (ce qui correspond à
x = f(x)), soit des droites spiralant entre des cercles (ce qui
correspond à x ^ f{x)). fe G; est Fholonomie de la F-struc-
ture a(/*); une telle F-structure sera appelée suspension.

PROPOSITION 3.
à une suspension.

Toute F-structure sur S2 est concordante
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Démonstration. — Soit y une F-structure quelconque sur
S2; d'après les propositions 1 et 2, on peut supposer que y
est donnée par une fonction de Morse n'ayant que deux centres.
Il est clair que y sera une suspension s'il existe un arc diffé-
rentiable joignant les deux centres et partout transverse à y
(on pourra alors, par le processus inverse de celui décrit ci-
dessus, trouver fe GÏ tel que a(/*) == y).

Pour trouver un arc transverse joignant les deux centres
sans changer la classe de concordance de y, on peut utiliser
le procédé défini dans la démonstration du second cas de la
proposition 2 (ici q sera un centre au lieu d'être un col, ce qui
ne change absolument rien) de proche en proche on supprimera
tous les points de contact.

Nous sommes maintenant en mesure d'annoncer et de dé-
montrer le

THÉORÈME. — r == 0 ou oo toute F-structure de classe 0'
sur la sphère S2 se prolonge en une F-structure du disque D3.
{autrement dit ^(BF?) == ^(BFf) =0).

Démonstration. — D'après la proposition 3 il suffit d'établir
ceci pour les F-structures du type « suspension ».

LEMME. — Une suspension est cobordante à un feuilletage
du tore transverse à une fibration sur S1.

Soit C et C' des courbes fermées de la suspension y
centrées respectivement en a et en b.

Soit S2 X 1 feuilletée par y X I.
Soit D2 X 1 feuilleté trivialement par D2 X {6} B e l

W == S2 x 1 u D2 X 1
C X {0} étant identifié à ôD2 X 0
C' X {0} étant identifié à ôD2 X 1.

W est une variété de dimension 3 telle que

ôW = S2 X {1} U T2 (union disjointe)
T2 = (S2 X {0} - Int D - Int D') u ôD2 X 1

si ôD === C D et D' étant des disques centrés en a et b
ôD' = C'

W est munie d'une F-structure induisant y sur S2 X {1}
et sur T2 une F-structure trans verse à la fibration donnée
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par la projection sur le premier facteur (ceci est vrai parce que
Y est du type suspension) (voir la figure suivante).

D x 9

FIG. 6.

Au voisinage de C X 0 et C X 1 (respectivement de
C' X 0 et de C7 X 1), le feuilletage de W a l'allure suivante :

FIG. 7. — Les feuilles sont en traits pleins
et les surfaces S2 X 0 et S2 X 1 sont en pointillés fins.
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. Dans le cas où r = 0 ce feuilletage de T2 se prolonge
en un feuilletage du tore solide grâce au procédé défini par
Rosenberg et Thurston dans [7] proposition 1.

. Dans le cas où r = oo ce feuilletage est défini par un
difféomorphisme f de S1, déclasse C°°, qui est son holonomie
(cf. définition de la suspension sur S2).

Mais d'après Herman [3] ou Moser [6] Hi (Difï^S1)) == 0
(il s'agit ici de l'homologie de groupe discret, c'est-à-dire de
l'homologie de l'espace d'Eilenberg-Mac Lane K (Difî00 (S1) 1))

Diff^fS1^
Donc rDifï^S1^ D'ff^S^I = ̂  tout ^^""^phisme de
classe C00 du cercle S1 s'écrit comme un produit de commu-
tateurs $ si le feuilletage est donné par f on peut donc écrire

f = [a^ ^2] . . . [^2n-l, ^2n] OÙ les a, G Difî00 (S1)

Un procédé dû à John Mather (non publié) permet de mon-
trer qu'un feuilletage de T2 donné par un difféomorphisme qui
est un produit de commutateurs est cobordant à 0.

Nous donnons ici une esquisse de la démonstration dans le
cas où f= [ai, ocg] (voir aussi [7] où un procédé analogue est
décrit).

Soit S == T2 -— (disque ouvert) la surface à bord de genre 1.
Soient a et & des cercles plongés représentant des générateurs
de 7Ti(S)

ôS ^ S1 dans ^(S) on a [ô2] = [[a], [b]]

Dans S X S1 soient Ti == a X S1 et T^ = b X S1. On

s1

0< (X )

FIG. 8.
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peut feuilleter T^ et Ta par la suspension de 04 et de <x.^ :
feuilletage transverse aux fibres.

Soit T un voisinage tubulaire trivial de T^ u Tg. Sur T
on a le feuilletage produit par [0, 1]

S X S1 - r(Ti U Ta) - [S - r(a U &)] X S1 = ôS X 1 X S1.

Le bord de T est un tore T2 : on peut vérifier que son
feuilletage est donné par la suspension de [a^ ocg] (*).

Fie. 9.

(Dans le cas général où f== [ai, ag] . . . [a^-i, ocgj le même
procédé marche en remplaçant S par la surface à bord de
genre n). Ceci démontre que toute F-structure de classe C°°
sur S2 se prolonge en un feuilletage d'une variété V3 telle
que ôV3 == S2.

Ceci est vrai en particulier pour les F-structures à fibre
normal trivial. Si FI\00 est la fibre de l'application BI\°° -> BOi
FI\00 classifie ces r-structures.

Nous venons donc de montrer Ha(FI\00) == H^Brf) == 0.

(3) Sur cette figure on voit bien que [ôS] == [ôr(a U b)] == [[a], [6]] dans 7Ti(S),
ceci parce que [ôS] == [[a], [&]] dans TCi(S).
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Comme ^(FFf) === 0 le théorème de Hurewicz nous donne

^(FFf) = Ha(Fr,00) = o
comme

^(BOi) == ^(BOi) = 0, ^(BFf) == ^(Fr,°°) = 0
et le théorème est bien démontré.

Remarques :
1) Par une construction tout à fait analogue on pourrait

définir un homomorphisnxe surjectif

Hi(Gî) -^ ^(BFï) ~> 0

pour r = 0 Mather [5] a montré que Hi(G?) = 0.
Pour r == oo Mather a montré dans [4] que

Hi(GD = Hi (Difff (Si)) = 0.
Nous retrouvons bien le résultat du théorème.

Dans le cas r ^ 0, oo il ne peut que ^(BF^) ^ 0. Cepen-
dant il résulte de [4] que l'inclusion G[ -> Gï-4 induit la
flèche nulle en homologie. Hi(Gï) -> Hi(G^) est nulle (c'est le
théorème d'ArnoPd et Moser). Donc ^(Brï) -> ^(BFî-4) est,
elle aussi, la flèche nulle; s'il existe r tel que ^(BF[) ^ 6
alors Brï+4 -^ BFï induite par l'inclusion ne serait pas une
équivalence d'homotopie, ce qui donnerait une réponse négative
au problème posé par Haefliger dans [2].

Il semble donc raisonnable de conjecturer que ^(Bf) === 0
quel que soit r ^ 2.

2) Les méthodes ci-dessus peuvent être utilisées pour les
r-structures sur une surface quelconque de genre g ^ 1.

Si Mg est la surface de genre g, pour toute F-structure
sur Mg définie par des fonctions de Morse, on a le résultat
suivant : Card (centres — Card (cols) = ^(Mg) == 2 — 2g.

Les propositions 1 et 2 impliquent donc que toute F-struc-
ture sur Mg est concordante à une F-structure aya.nt exacte-
ment 2(g — 1) cols et aucun centre.

— En particulier si g == 1 : toute F-structure sur le tore T2

est concordante à un feuilletage sous singularités.
Thurston a démontré que tout feuilletage de classe C°°

du tore était cobordant à zéro (c'est-à-dire qu'il se prolonge



ÉTUDE DES r-STRUCTUBES DE CODIMENSION 1 223

en un feuilletage d'une variété V3 telle que ôV3 = T2) : sa
méthode consiste d'abord à rendre le feuilletage trans verse
aux fibres de la projection, en supprimant successivement les
composantes de Reeb, puis à faire comme ci-dessus.

Donc toute F-structure de classe C sur T2 est cobordante
à zéro (il n'y a pas de problème pour recoller entre eux ces
feuilletages sans perte de différentiabilité car tous les germes
de feuilletage au voisinage de T2 coïncident).

Appendice 1. — Dans ce qui précède nous avons utilisé un
résultat sur l'homologie de Diff(S1) pour démontrer un théo-
rème géométrique. Nous allons voir qu'inversement, des
résultats géométriques sur les feuilletages permettent d'obtenir
des résultats sur la cohomologie de Diff (S1).

Si l'espace total d'une fibration admet un feuilletage trans-
verse aux fibres, son groupe de structure admet une réduction
à un sous groupe discret de Diff (F), si F est la fibre.

Si on note BG un K (Diff (S1), 1) un tel espace classifiera
tous les fibres en cercles muni d'un feuilletage transverse aux
fibres

EG
\

BG

EG est un espace fibre en cercles au-dessus de BG muni
d'un feuilletage (transverse aux fibres) universel.

Dans [7] Rosenberg et Thurston construisent des feuilletages
transverses aux fibres sur V3 === T^(M2) -> M2 (où M2 est
une surface compacte et Ti(M2) l'ensemble des vecteurs
tangents de norme 1 pour une certaine métrique) avec des
invariants de Godbillon-Vey (cf. [7]) non nuls dans H^V3; IR).

Mais d'après ce qui précède, ces feuilletages sont induits de
EG par une application classifiante de M2 -> BG qui définit
H^EG; R) -> H^V3; R) en cohomologie; l'invariant de
Godbillon-Vey étant fonctoriel, ceci permet d'affirmer que
H^EG; R) est non nul.

Regardons la suite spectrale de la fibration EG -> BG,

E^^H^BcîH^R))
E^==0 (^0,1
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1 E^ = H-(BG; R) = H5 (Diff (Si); R)

E^ détermine H^Eç; R)
0 -> E^-^E^-2'0-. 0.

donc

Ej'1 == Ker [H2 (Diff (Si); R) -> H4 (Diff (S^); R)]
E3.o^ H3 (Diff (Si) ; R )

Im (HI (Diff (Si) ; R) -> H3 (Diff (Si) ; R))
d'après [3]

H1 (Diff (S1); R) =0
d'où

E|'°= H3 (Diff (S1); R)

Si on regarde les différentielles d, pour i ^ 3, on voit crue
E3^ = Ej'° et E2,1 == Ej'1.

Donc H^EG; R) est déterminé par Ej*° et Ej'1.
Comme H3(EG; R) ^ 0 on a le résultat suivant :
H^Difl^S^R) et H 2 ( D j f f ( S l ) ; R ) ne sont pas simultané-

ment nuls.
[Gelfand et Fuks ont obtenu directement des résultats

beaucoup plus complets sur la cohomologie continue de
Diff (S1).]

Appendice 2. — Nous nous intéressons ici au problème
suivant :^ soit Mg une variété de dimension 2, orientable,
munie d'une I^-structure. On veut montrer que cette re-
structure s'étend à une variété de dimension 3, V3, telle que
ôV3 == Mg.

Si la ré-structure est transversalement orientée, comme
^(Fr^) == -n;i(Fre) = 0, la réponse provient alors de la théorie
des obstructions appliquées à la flèche classifiante

Dans le cas général nous allons raisonner par récurrence
sur le genre de la surface. Supposons donc le problème résolu
pour les surfaces de genre ^ g — 1.
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Soit F une F^-structure sur une surface de genre g. (g ^ 2).
Soient a et (3 deux courbes fermées en position générale
par rapport à F et représentant des générateurs de ir^Mg).
On veut faire une chirurgie feuilletée sur a ou |3 (il s'agit de
prolonger F à l'anse que Fon rajoutera).

F induit sur a et (î des restructures y a et ys- Pour
que Fon puisse faire la chirurgie feuilletée sur a et (B, il
faut et il suffit que y a ou ÏB représente la classe nulle dans
7^(BFî°) = Z/2Z.

Si Ta ^ 0 et vp ^ 0 on considère la courbe fermée.
a 7^ (+ P) alors sa F^-structure induite, Ya^B sera nulle dans
^(Brr).

On peut donc toujours faire une chirurgie feuilletée de
manière à diminuer le genre de la surface d'une unité.

FIG. 10.

Pour fixer les idées, supposons la chirurgie faite sur a.

Fie. il.

Mg_i == Mg — (voir tub. de a) u Di u Dg

Ya se prolonge en une F^-structure sur D2 soit ^^:
D^Brf.



226 CLAUDE ROGER

On a ainsi sur Mg_i une ri0-structure F définie à partir de
F et de Y<X-

Par hypothèse de récurrence, il existe W variété de dimen-
sion 3, munie d'une F^-structure F' telle que la restriction
au bord soit F

iiira JL ^ 'D'noow3 Br'

/u
Mg-i'

W3

elle vérifieConsidérons la variété V3

(Di=D,)
ôV3 = Mg. Comme r|^ === r|^ = y a oi1 peut donc définir
une application continue F" : V3 -> BI\00 (F' passe au quotient)
et r^iôv^Mg = r- La récurrence est donc bien démontrée.

— Pour commencer la récurrence : si g == 1 on sait qu'une
I\°° -structure sur T2 est concordante à un feuilletage sans
singularités. William Thurston a démontré (en utilisant
HI (Diff S1) ==0) que ces feuilletages étaient cobordants à
zéro.

r^ -structure

— On peut aussi commencera g == 0. Comme ^(Br^) = 0,
on sait prolonger une Fy° -structure sur S2. Pour passer du
tore à la sphère, le même argument de chirurgie feuilletée
(sur les deux générateurs de n^(T2)) marche.

FIG. 12.
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