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ANALYTICITE DES CONDITIONS
DE WHITNEY STRICTES

par J.P. SPEDER

Introduction

Soient X un espace C-analytique réduit de dimension pure, X .
la partie lisse de X, Y un sous-espace lisse de X de dimension pure
strictement inférieure a la dimension de X.

Dans ce papier, nous montrons que ’ensemble des points de Y
en lesquels le couple (X, . — Y, Y) vérifie les conditions de Whitney
strictes au sens d’Hironaka ([2] Définition 5.1) forme un ouvert
analytique dense de Y.

Il en résulte donc une fagon plus “économique” de construire
une stratification de Whitney ([3] Theorem 19.2). De plus, la ques-
tion de savoir si I’ensemble des points de 'Y en lesquels le couple
(Xse— Y » Y) vérifie les conditions de Whitney “normales”, forme
un ouvert analytique est alors équivalente a celle de savoir si les
conditions de Whitney “normales” (en un point) sont des conditions
“ouvertes” ([2] Lemma 5.2) — i.e. sont vraies au voisinage de ce
point, ce qui semble raisonnable si I’on veut parler a leur propos
d’équisingularité ([4] Theorem 8.1) ou méme d’équimultiplicité ([2]
Corollary 6.2) — ou encore si les conditions de Whitney (en un
point) impliquent les conditions strictes.

De tout cela, il apparait bien que les conditions strictes, outre
le fait qu’elles décrivent directement plus précisément le contact de
deux variétés, forment une “bonne” notion.

Ayant identifi¢ CM au produit cartésien C* x C? (ou M = 5 + p,
s > 1, p 2 0) a l'aide du systéme canonique de coordonnées
(z,, —, z);), considérons un sous-ensemble C-analytique réduit X d’un
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ouvert D x Y de CM de codimension 7 en tout point (s > r > 0). Nous
supposons que Y C X et que X est défini globalement par des fonctions
holomorphes f,, —, fq G.e. fi, —, fq engendrent I'idéal des fonctions
qui s’annulent sur X).

Dans ces conditions, si I est I'idéal de Y dans X et J I’idéal
jacobien de X, I est engendré par z,, —,z, et J est 'idéal engendré
par les déterminants :

%%, %,
82,.‘ ’ ’az,.r
D(f}l’_’ lr’z'l’_’zir)z
Y
9z, 0z,
ou iy, —, i, €{1,—, M} ji» — i, €{1,—, qk

Notons w : X = X I’éclatement de X le long de 1J, Y I’espace
réduit de support w~(Y) , I lidéal de Oy définissant Y et pour
i], - ,ir 6{15 —’M} etjl, -] r E{la - aq}, D(fl'l’ - ’f}r > zh s T+ 9zir)

la fonction D(fin s = dj 3 2y Z,-r) ° w.

Pour tout r-uple (i;, —,i,) de {1, — , M} et tout r-uple (j,, —, j,)
de {1, — , g} considérons I’ouvert analytique :
={REY : D(;

z O 4 =70

3Zi0 T ir)f( X,

War,—.i) s G =i Nty

~

D(f;'l’_s Jy s Zgrks Zil’_’zi”_’zir)f{ ell (9;(’;(
pour 1<k<p et I<I<r,

s . R -
(z o wD(f, = 0j, 525 2y — > Zip — ’zi')fx S I ALY

i=1

pour 1 <I<r}

Notons enfin par W = i S ) Wi, Gr—sin

Gr—ip cf1,-,q}

ouvert analytique réunion des W, _ .y ;1 _ iy

R

b
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Remarque. — Dans le cas ou X est une hypersurface définie par
une fonction f, I’ouvert analytique W devient :

N

=

N
S

. of .
wW={REY: ow) €1J06; » pour 1
(azs+k )ﬁ R

3, of .
(i>=-‘1 z; ° w-i;i-o w)ﬁ € 11104 3}

PROPOSITION. — Soit S un point de Y. Les propriétés suivantes
sont équivalentes :

i) Le couple (Xy. — Y, Y) vérifie les conditions de Whitney
le long de Y en tout point d’un voisinage de S dans Y.

ii) La fibre w='(S) est incluse dans W.

iii) Le couple (X — Y , Y) vérifie les conditions de Whitney
strictes en S le long de Y.

Preuve. — Elle s’inspire de ([1] Proposition 2).

Notons par II : C° x C? = CP la projection canonique, par TgX
Pespace tangent (CC* x C?) a X, en un point R de X, et par
NpX I'espace normal (pour le produit hermitien standard ( ; )) de
X dans C* x CP en ce point, enfin par T,Y Iespace tangent
( = {0} x CP) 2 Y en un point Q de Y.

Suivant Hironaka ([2] page 129), définissons les fonctions :

a: X

lisse — Y R*

R—— max {|(¥,DI/[¥ @}
?GNRX
?ET“(R)Y

g :X

lisse — Y R*

R—> max {IIRR,u)|/ MRRI (ul}
ueNpX

et rappelons les équivalences :
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* Le couple (Xje — Y, Y) vérifie les conditions de Whitney
en S le long de Y si et seulement si :

a) lim aR) =0
R-S
R Xjjsse — ¥

b) lim B(R)
RS

ReXjjsse = Y

Il
o

** Le couple (X;se — Y, Y) vérifie les conditions de Whitney
strictes en S le long de Y si et seulement si il existe un réel e > 0 tel
que :

—

a) lim «(R)/dAR,Y)*=0
RS
ReXjisse =Y

b) lim BR)/dR,Y)F =0
R—S

ReXfisse—Y

| ou d désigne la distance induite par le produit hermitien ( , ).

Montrons d’abord Pimplication i) = ii).

Soient S un point de w~!(S) et Gy —»14,) 5 Gy, — »J,) deux
r-uples de {1,...,M} et {1,..., q} respectivement tels que

D(f}'l9 ) jr ? Zil s ’zir)é

engendre JOj; ¢ (deux tels r-uples existent car JO; 5 est un idéal
inversible).

Nous allons montrer que éew("v—’ir)’(ip—,ir)'

Nous pouvons évidemment supposer que j, = 1, —, j, = r et que
(z, o w); engendre I@,‘g’g (idéal inversible).
Soit / un indice de {1, — , r}.

Il existe alors un voisinage ouvert I:J de S dans X et deux cons
tantes C; et C; strictement positives tels que, pour tout point
REUN w ' (Xje — Y), le point R = w(R) vérifie z,(R) # 0,
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DR)=D(f,, =, f, 32, —»2) R)#0,
E®=1z®1/ / X Iz®PF >
1<i<s
et
E® =D®I // B D= fyiz 200 By =2 )ROP >C

1<i<M

Il s’ensuit que TRX est le noyau du morphisme de CM dans
C" défini par la matrice :

Qﬁ f}
2z, R) ,—/8— oz, (R)
of, of,
5z, R) , —, 3

Considérons alors le vecteur #(R) = (u,(R), — ,up(R)) €CM tel
que pour 1 <i<M:

E;(R) ] ~
ui(R) D(R) (fl,_9 r ’zi’zil’_’zil’_’zir) (R)-
Nous avons II—)(R) I =1et,siD, j(R) est le déterminant du mineur

du coefficient de la iéme ligne et 1"'“‘e colonne de la matrice définis-
sant D(R) ,

E;(R)

u;(R) = D(R)

(2( 1)!+l ,,(R)i(R)) pour 1<i<M.

I1 en résulte que le vecteur TI(R) est un vecteur de NgX de
norme 1.

Prenons maintenant un voisinage ouvert V de S dans Y tel que
Xye — Y, Y) vérifie les conditions de Whitney le long de Y en
tout point de V.

En tout point (i) de fJ N w™1(V) (voisinage ouvert de é dans i(),
nous avons alors :

a)Pour 1 <k <p



220 J.P. SPEDER

D(fys =y Zoks 2ips = B+ 2,) R) |

ALQ = lim 0.
* R=0 B(fr =ty 32— 2,) (R)
R €0 N w1 (Xjjgpe - V)
En effet, si Q = w(Q), nous avons :
A . 1 .
Ak(Q) = !l{linQ I—]_)(T)I lD(fp_:fr ;Z',”‘, zll’—’zi,’_"zi,‘) (R)I

REW (D) N (Xjjgge—Y)

1

= lim 0,...,0, e, 00,7
e E,® 1« 50, 154, 0,...,0), u(R))]
REwW(U) N(Kijsse—Y)
< lim ! R) < ! li R)=0
— —_ =
ree  B® G oawg W
REW(0) N (Xjisge — Y) REW(0)N (Xjigse —Y)

(car Q€V).
Nous pouvons donc écrire :

- . —~
D(fp T Jy o zs+k’ zil’ -5 Z;

;l’_>zjr)§ =8k s D(f];'_a r ;zil’_’zir)é

ol g;3 est un germe de Oz 4 qui s'annule sur Y c’est-a-dire un
germe de Ig.

b)
Y 70 WRDUy, —, f, 52020 — s 1y = 2,) (R)
A i=1
B = lim =— = =0.
@ Y 710 W@ Dy~ 7, 32— 2) (B
RETNw™ I (Xjigse— Y)
En effet, en posant encore Q = w(Q), nous avons :
. A l s
= i o R)D y T r;ia )_”i\y—r
3@ im a@bmila MO it Bz ®)

REW(D) N(Xjjgpe— V)
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MR)R
Sl P l
BQ e EM®E® l(un(R)R’ T®)
REW(D) N(Xjjgse— Y)

1 1
< lim ———— BR)< lim B(R)=0
RQ E(R)E,(R) rexen R0
REW(0) N (Xijgge— ¥) REW(0) N (X jjgqe—Y)
(carQ € V).

Nous concluons comme pour a) et donc i) = ii).

Montrons maintenant I'implication ii) = iii) :
Soit S un point de w~!(S).

Il existe deux r-uples (i, ,—,i,) et (j, , —,7,) de {1 ,—, M} et
{1, —, q} respectivement tels que S GW(,.I,_',.r)(,l —ip

Il existe alors un voisinage ouvert Ug de S dans X et un entier
0(S) > 0 (d’aprés le “Nullstellensatz’) tel que, pour tout point
Q& Ug, nous ayons :

(*) D(ﬁ‘l’ s Jj, 5 Zip 7 zir)() engendre JO— 6
(%) D(fp, = iy 3 Zstk> Zigo T o Z’,:, » Z; )o(S)E 13°® O

Q
pour 1 <k<p et 1<I<r.
3 A ~ a(§)
(#%%) (.}:;1 z;o wD(f, = f; 22—~~~ 2, —, z,.r))(3

AE 1 ~
el ®) ']a(S) of(,ﬁ
pour 1<I<r.

La fibre w~XS) étant compacte (w est un morphisme propre), il
existe un nombre fini de points de w~XS), disons Sn -, S fels
que w™}(S) C U U§i ]

1<i<n

. 1
Posons 0 = max 10(S)} et prenons un réel e tel que 0<e<—.
1<i<n o

Nous allons montrer que, pour toute suite (Rm)m de points de
Xjsse — Y telle que lim R, = S, nous avons :

m-—»>oo
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a) lim a(R,)/d(R,,Y)* =0

m—>o

b) lim B(R,)/dR,, ,Y)*=0

m-—»>c

Ceci suffira évidemment a assurer ii) = iii).

Pour tout m, notons Rm le seul point de X tel que w(Rm) =R
(d’aprés I'isomorphisme analytique w : W™ ' (Xjsee — Y) = Xjigee — Y) 5
comme w est un morphisme propre, nous pouvons supposer qu’il
existe un point § € w=YS) tel que lim R = S.

m—»>oo

Nous venons de montrer qu’il existe deux r-uples (i,, — , i,) et
(jy> — »J,) tels que :

(*) D(f;,, —, f;, s 244> — > z;); engendre J O g
(**) D(f}l, B ir ;Zs+k’ zil’ Y E\il’ T zir)g € IJO (9)2,5

pour 1 <k<p et 1<I<r
(x) (2 20 @D(fy, =y s 20 20— By —s ) €17 10y

pour 1 <I<r.
Nous pouvons donc supposer que i, =j, =1,...,i,=j, =r.

Pour tout m suffisamment grand, TR,,,X est alors le noyau du
morphisme de CM dans C" défini par la matrice :

of, of,
aZI (Rm) s T s _aZ—M (Rm)
of, of,

et NRmX est le sous-espace vectoriel de C™ engendré par les vecteurs

f, f
(a R,,), - ( )))Km.
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Soit , = (U, 1> — > Uy ) un vecteur de Np X tel que Iz, Il =1.

Si, pour tout m, nous notons D(m) = D(f,, —, f, ;z;, —, z,) (R,,)
et D; (m) le déterminant du mineur du coefficient de la i®me ligne

et je“‘e colonne de la matrice définissant D(m), il est facile de montrer
que, pour 1 << M,

T = D( ) (? (=D Ty DUy, = fy 520 20— By =5 2) (Ry).
Prenons alors un vecteur v de Tnwr,pyY = {0} x C? tel que IVl = 1.
Nous avons :

- - L

I(V,um)' lD(m)l (; ; D(f]s—’ rszs+k,zly—’ Z)(R"')I)

Or, d’apres (*#*), il existe une constante K, > 0 (ne dépendant que
de S) telle que, pour m suffisamment grand :

1
IT’YI)“ I (f]s_’ r’Zs+k9zl)—9£l\’_azr) (Rm)ngAd(Rm9Y)a

pour 1 <k<p et 1<I<r.

Il en résulte que, pour m suffisamment grand,

1
a(R,) /dR,,, Y)* < prK,dR,, Y)(" )

et donc bien que lim «(R,,)/d(R,,, Y)* = 0.

m=»>co

D’autre part :

= > = ¢ 1+ S
(H(Rm) Rm, um) = D( ) [ 2 ('- 1) 1 um,l (12_:1 Z,'(Rm)

D(afl"_ 7,219211—,5;’—,zr)(Rm))]'

D’ou :
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I-I(Rm) Rm - ) < 1
IIII(Rm)RmIl U o~ ‘D(m)|\/ z lzi(Rm)lz
1<i<s
(|5 2@ DU sz = Bz Ry
1=1 | =1

Or, d’aprés (**#), il existe une constante K > 0 (ne dépendant que
de S) telle que, pour m suffisamment grand :

1
' i (R DUy, =, fr 220, —, 5, — ,2,)(R,,,)|
{D(m)| Y o 1zROP =

1<i<s

1
<KzdR,,Y)? pour 1<I<r.
Il en résulte que, pour m suffisamment grand,

: 1,
B(R,,)/dR,,,Y) < rKzgdR,, Y)(" )

et donc que

lim BR,)/dR,,,Y)=0.

Enfin iii) = i).
En effet, il existe un voisinage U de S dans X tel que :

oR) < d(R,Y)*
REUN Xy — Y) =
B(R) <d(R,Y)

ou e est le réel strictement positif induit par les conditions de Whitney
strictes en S.

Nous en déduisons que, pour toutQeUNY :

lim o«a(R)= lim BR)=0
R-Q R—Q
REX}jsee— Y REXpce—Y

et donc que le couple (X, — Y, Y) vérifie les conditions de Whitney
le long de Y en tout point de UNY.
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Ceci achéve la preuve de la Proposition.

THEOREME. — Soient X un espace C-analytique réduit de dimension
pure, Y un sous-espace lisse de X de dimension pure strictement
inférieure a la dimension de X.

1) Soit S un point de Y.
Les propriétés suivantes sont équivalentes :

i) Le couple (X, — Y ,Y) vérifie les conditions de Whitney
strictes en S le long de Y.

ii) Le couple (X, — Y , Y) vérifie les conditions de Whitney
le long de Y en tout point d’un voisinage de S dans Y.

2) L’ensemble des points de Y en lesquels le couple (X, — Y, Y)
vérifie, le long de Y, les conditions de Whitney strictes forme un
ouvert analytique dense de Y.

Preuve. — Ce théoréme étant de nature locale, nous sommes
ramenés a la situation décrite au début de larticle.

La premiére assertion n’est alors rien d’autre que I’équivalence
i) ¢ iii) de la Proposition précédente. Remarquons au passage que
nous obtenons ainsi une démonstration dans le cas complexe de
([2] Lemma S5.2) sans utiliser une résolution des singularités.

Quant a la deuxiéme assertion, si nous reprenons les notations
de la Proposition précédente, elle résulte de 1’équivalence : ii) < iii)
en écrivant les équivalences suivantes :

[(Xm‘se — Y, Y) ne vérifie pas les conditions de Whitney strictes
enSlelongdeY

[wi©® N T -W#9
[S€ w(Y -W)

La densité de Y — w(? - W) est assurée par ([3] Lemma 19.3).

C.QF.D.
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