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ANALYTICITE DES CONDITIONS
DE WHITNEY STRICTES

par J. P. SPEDER

Introduction

Soient X un espace C-analy tique réduit de dimension pure, X^^
la partie lisse de X, Y un sous-espace lisse de X de dimension pure
strictement inférieure à la dimension de X.

Dans ce papier, nous montrons que l'ensemble des points de Y
en lesquels le couple (X^^ — Y , Y) vérifie les conditions de Whitney
strictes au sens d'Hironaka ([2] Définition 5.1) forme un ouvert
analytique dense de Y.

Il en résulte donc une façon plus "économique" de construire
une stratification de Whitney ([3] Theorem 19.2). De plus, la ques-
tion de savoir si l'ensemble des points de Y en lesquels le couple
(X.. ^— Y , Y) vérifie les conditions de Whitney "normales", forme
un ouvert analytique est alors équivalente à celle de savoir si les
conditions de Whitney "normales" (en un point) sont des conditions
"ouvertes" ([2] Lemma 5.2) — Le. sont vraies au voisinage de ce
point, ce qui semble raisonnable si l'on veut parler à leur propos
d'équisingularité ([4] Theorem 8.1) ou même d'équimultiplicité ([2]
Corollary 6.2) — ou encore si les conditions de Whitney (en un
point) impliquent les conditions strictes.

De tout cela, il apparaît bien que les conditions strictes, outre
le fait qu'elles décrivent directement plus précisément le contact de
deux variétés, forment une "bonne" notion.

Ayant identifié CM au produit cartésien C5 x C^ (où M = s + p,
s > 1, p > 0) à l'aide du système canonique de coordonnées
(z^ , —, z^), considérons un sous-ensemble C-analy tique réduit Xd'un
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ouvert D x Y de C1^1 de codimension r en tout point (s > r > 0). Nous
supposons que Y C X et que X est défini globalement par des fonctions
holomorphes f^ -,/^ (Le. /p -,/^ engendrent l'idéal des fonctions
qui s'annulent sur X).

Dans ces conditions, si 1 est l'idéal de Y dans X et J l'idéal
jacobien de X, 1 est engendré par Zp — ,z, et J est l'idéal engendré
par les déterminants :

l9^ Sf,fi
02, 9z,

D(4,-,4 ;^,-,z,,)=

^,.....,8^
,̂ ' ' à2.

où ii, - , ,, e{l, - , M} /i, - , /, £{!,-, q}.

Notons a; : X ->• X l'éclatement de X le long de IJ, Y l'espace
réduit de support ^-'(Y) , 1 l'idéal de ®x définissant Y et pour
^ , - ,^e{l , - ,M}et / , , - , / ,e{l , - ,^ ,D(4,- , / ; z ^ )
la fonction D(^ , - , 4 ; ̂  , - , z,^) o a,. 1

Pour tout r-uple (;i, -, ̂ ) de {1, -, M} et tout r-uple (/i, - , /,)
de { 1 , — , q} considérons l'ouvert analytique :

w^-^^ -^) =<R e Y : ] D(^,- ,4;Z^-,Z,^ ® x . R = J ^ R ,

D(4 , -, 4 ; z^ z^, -, z^ -, z,̂  e î j ®x^
pour !<^<p et ! < / < r ,

(S z, ° û; D(^, - , 4 ; z,,z,^ - , z^, - , z^)), E 1 IJ ®v
1=1

pour 1 < / < r}

Notons enfin par W = ai,-,,,)^{i.-,M} ̂ -^(/r-^)
(/l,-*/r) c{l,-,<?}

l'ouvert analytique réunion des W/. ; ̂  ,. ..v 1 > ~ » •r/ » v 1 » ~ » Jrf

X , R



ANALYTICITE DES CONDITIONS DE WHITNEY STRICTES 217

Remarque. — Dans le cas où X est une hypersurface définie par
une fonction /, l'ouvert analytique W devient :

W = { R Ç Y : (^—°^) ^^XR Pour K f c < p ,
—s^k R

( S z . o ^ ^ c ^ eîlj®^}
v i = l dz» 'R

PROPOSITION. - Soit S un point de Y. Z,^ propriétés suivantes
sont équivalentes :

i) Le couple (X^ — Y , Y) vérifie les conditions de Whitney
le long de Y en tout point d'un voisinage de S dans Y.

ii) La fibre c^'^S) est incluse dans W.
iii) Le couple (X^ - Y , Y) vérifie les conditions de Whitney

strictes en S le long de Y.

Preuve. - Elle s'inspire de ([1] Proposition 2).
Notons par n : C5 x ÇP -> C^ la projection canonique, par T^X

l'espace tangent (CC5 x C^ à X^, en un point R de X^, et par
N^X l'espace normal (pour le produit hermitien standard ( , )) de
X dans C5 x C" en ce point, enfin par TçY l'espace tangent
( = {0} x C^ à Y en un point Q de Y.

Suivant Hironaka ([2] page 129), définissons les fonctions :
a '• Xiisse - Y ——> R+

R-——> max W^)\l\~^\ 17?)}
ueN^X

^Tr^Y

P '' XHsse- Y——^

R"——> max {|(n(R)R,^)| / |n(R)R| \^\}
MCN^X

et rappelons les équivalences :
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* Le couple (\^ — Y , Y) vérifie les conditions de Whitney
en S le long de Y si et seulement si :

a) lim a(R) = 0
R->S

R ^ Xlisse - Y

b) lim ^(R) = 0
R-ï-S

R6xlisse~Y

** Le couple (X^g — Y , Y) vérifie les conditions de Whitney
strictes en S le long de Y si et seulement si il existe un réel e > 0 tel
que :

a) lim aWld(R,\Y = 0
R->S

R€xlisse-Y

b) lim pm/dÇR,^)6 = 0
R-^S

P^lisse'y

^ où à désigne la distance induite par le produit hermitien ( , ).

Montrons d'abord l'implication i) ==> ii).

Soient S un point de c^'^S) et Q\, - , iy) , (/\, - ,/^)deux
r-uples de { 1 , . . . , M} et { 1 , . . . , q} respectivement tels que

D ( 4 , - , 4 , z ^ -- '^)s

engendre J^x,s (deux tels r-uples existent car J©x s es^ un ^déal
inversible).

Nous allons montrer que SEW/ , i\ a . \ .'• V i » — » 1 ^ » ^ / ! » — » / ^

Nous pouvons évidemment supposer que j\ = 1, — , jy == r et que
(z^ o a?)s engendre I©x g (^déal inversible).

Soit / un indice de {1 , — , / • } .
Il existe alors un voisinage ouvert U de S dans X et deux cons-

tantes C^ et Cj strictement positives tels que, pour tout point
R G Û H co-^X^- Y), le point R = ù;(R) vérifie z^(R) ̂  0 ,
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D(R) = D(^, - , /, ; Z,^, - , Z,^) (R) ̂  0 ,

Ei(R) = |Zi(R)|/ AS1^(R)1 2 >Ci
/ V i < r < î

et __________________

Ej(R) = |D(R)[ // S | D ( ^ , - , / , ; z , , z , , . . . , z - , z , ) ( R ) | 2 >Cj.
W Ki<M 1 * r

II s'ensuit que T^X est le noyau du morphisme de CM dans
C7 défini par la matrice :

'ô/, ô/, \
-1 (R) ,——— ^——W\ôzi azM \

^fr ^ ____ ^fr ̂—— ^K) , ———— , ——(K).
^1 ^M /

Considérons alors le vecteur ^(R) = (^i(R), - ,u^(R))^CM tel
que pour 1 < i < M :

UiW =î!^ D(f,,-,f, ;z,,z,^-,^,-,z^) (R).

Nous avons H7?i[R) II = 1 et, si D, .(R) est le déterminant du mineur
du coefficient de la ^ème ligne et /ème colonne de la matrice définis-
sant D(R) ,

UiW =-^-) ( t (- l)^ D, ,(R) ̂  (R)) pour 1 < i < M .
D(K) \ y = ^ ' dz, /

II en résulte que le vecteur 7Î(R) est un vecteur de N^X de
norme 1.

Prenons maintenant un voisinage ouvert V de S dans Y tel que
(^lisse ~ Y , Y) vérifie les conditions de Whitney le long de Y en
tout point de V.

En tout point Q de U H cû"1^) (voisinage ouvert de S dans Y),
nous avons alors :

a) Pour 1 < k < p ,
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.^ ,. D(/,,-,/,;z^,z, -.5; ..z,)(R)
A»(Q)= Imi^ ———^-———————————,——— =0.

R-Q 1 D(/ i , - , / , ;z ,^ , - ,z^)(R)
R 6Û nh>-l(Xu,^-Y)

En effet, si Q = u?(Q), nous avons :

VQ)= !""<, iïïàri '^'-^.^'^.-^.-.^(R)!
R<=t^(û)n(Xiisse-Y)

lim i7^ l((oî • • • î 01 ^^ oî • • - *o)î ̂ l̂^R-*Q ^'j^^
R€c^(Û)n(Xiisse-Y)

< lim Ï~TD^ a(R) < 7^ liïn a(R) = 0R-^Q ^J^) Cj R-..Q
ReG,(Û)n(Xiisse-Y) R<=^(Û)n(XHsse-Y)

(car Q € V).

Nous pouvons donc écrire :

D(/l, - , fr ; ^+J^ ^-i» - » 2?^ - » Ŝ = ̂ 3 D^ » - » /r ; z»^ - » ĝ

où ^^^g est un germe de ©^g qui s'annule sur Y c'est-à-dire un
germe de Ig.

b)
s
S Z, o o;(R) D(/i, - , /, ; 2,, 2,^ , - , Z^, - , Z,^) (R)

B(Q)= lim î-1——————————————————————=————— =0.
R-Q 1 ^i ° ̂ (R) D(/i, - ,/r ;̂ i. - > ̂ ) (R)

Reûn^-^Xusge-Y)

En effet, en posant encore Q = cu(Q), nous avons :

B(Q)- lim , ^1^, S ^(R)D(A-- . / r ;^^. - ,^->^)(R)
R-^Q IZ,(R)D(R)| 1=1 '

RG^(Û)n(XH^-Y)
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i | / n(R)R -^ \ 1
B(Q)= Um —————— ( >- >7?(R))w R-.Q Ei(R)E,(R) |V||iKR)R|| ' ï \

R(=(^(û)n(Xi,^-Y)

< lim p .p , 1 ^ ,^ )^——— lim ^=0 'R-<.Q bi(K)bj(K) ^j^j R-+Q
Recj(û)n(Xi^-Y) R€=cj(û)n(Xi^-Y)

(car Q € V).

Nous concluons comme pour a) et donc i) =^ ii).

Montrons maintenant l'implication ii) =^ iii) :

Soit S un point de co'^S).
Il existe deux r-uples 0\ , — , iy) et (j\ , — ,/,,) de {1 , — , M} et

{ 1 , — ,q} respectivement tels que SEW/, ^_^. ^. ^_^. ).

Il existe alors un voisinage ouvert Û§ de S dans X et un entier
a (S) > 0 (d'après le "Nullstellensatz") tel que, pour tout point
Q G Ûg , nous ayons :

(*) D(./^, - , f^ ; z^, - , z,^)ç engendre J ®x,Q •
r**^ nrf f - 7 7 f^ 7 ^(s) G T T^ ®- -^**^ u^f^, — , j^ , z^, z^ , — , z^, — , z^ç t: i j u^ Q

pour l < A : < p et ! < / < / • .

(***) (S ^ o Q ,D(4 , - ,4 ;z , , z^ , - , - - , - , z^ , - , z^))^
^^i ' Q

e i^^ j^) ®x,Q
pour 1 < / < r.

La fibre c^'^S) étant compacte (a? est un morphisme propre), il
existe un nombre fini de points de ^"^(S), disons S^, — , S^, fels
que cj-^S) C U Û§

i < i< n

Posons a = max ^(S,)) et prenons un réel e tel que 0<e<—.
Ki^n °

Nous allons montrer que, pour toute suite (R^) de points de
^lisse ~ ^ ^^^ ^^ ^ml ^-w = ^' nous avons :

m->00
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a) lim a(RJ/û?(R^ , Y)^ = 0
nî->°°

b) lim P(R^)/d(R^ , Y^ = 0
W-»"00

Ceci suffira évidemment à assurer iï) =» iii).
Pour tout m, notons R^ le seul point de X tel que o;(R^) = R^

(d'après Fisomorphisme analytique a? : ̂ "^(X^ - Y) -> X^ - Y) ;
comme a? est un morphisme propre, nous pouvons supposer qu'il
existe un point Sçc^'^S) tel que lim R^ = S.

m-»-»

Nous venons de montrer qu'il existe deux /--uples (i^, - , ^) et
(/i, - ,fr) tels que :

(*) D(^, - , f^ ; z,^, - , z^)g engendre J ©x g

(**) D(4, - , ̂  ; z,,,, z^ - , z^, - , z^)J G IJ0 ®x,s

pour l < Â : < p et ! < / < r .

(***) (S ^ o ^D(^, - ,4 ;z,, z^,-,z^,-,z,^ er^-r^s

pour 1 < / < r.

Nous pouvons donc supposer que z\ = /\ = 1,. . . , iy = /y. = r.

Pour tout m suffisamment grand, Tn X est alors le noyau du
—•ITt

morphisme de C1^ dans €' défini par la matrice :

^/, ôf, ^
^ (R,) , ——— , j- (R,)
021 ^M

ô^ .R ^ _______ ô^ .R ^

^ (RW) ? ——————— 5 ̂  (RW),

et N» X est le sous-espace vectoriel de CM engendré par les vecteurs
TVt

((̂ (̂ ),... ̂  (R.))) .
^àZ^ ÔZ^ //Ki<r
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Soit ^ ==(^,p-^,M) un vecteur de N^X tel que 11̂ 11 = 1-

Si, pour tout w, nous notons D(m) = D(/p -,/,.; Zp -, z,.) (R^)
et D^Àm) le déterminant du mineur du coefficient de la i^6 ligne
et/®"18 colonne de la matrice définissant D(w), il est facile démontrer
que, pour 1 < / < M, :

i r

^^iXm) (s (~ l ) / + l l im7D(A--,/.;^^.-^,-^.)(R.))
Prenons alors un vecteur "i^de Tn(R )Y = { 0 } x C^ tel que l l r l l = 1.
Nous avons :

1 P r

^91îm)^wm)\ (s ? lo^-^^^-^-^Kiuiy
Or, d'après (**), il existe une constante K^ > 0 (ne dépendant que
de S) telle que, pour m suffisamment grand :

j^- |D(/,, - , /, ; z^, z,, - , Ç, - , z,) (R,)| < K^ û?(R, , Y^

pour l < f c < p e t l < / < r .

Il en résulte que, pour m suffisamment grand,

a(R^)/rf(R^, Yr < p r K^(R^, Y)^"^

et donc bien que lim a(R^)/d(R^, Y)6 = 0.
m-*-*»

D'autre part :

(n(RJR^=——- [t (-l)Klii^(â^(RJD(m) ^=1 Vi

D(/i, - , / , ; z , ,Z i , - ,z;,-, z,)(R^)) .

D'où :
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/ n(R^)R^ ^ ^
W^Rjl um) < i

1D(W)| / S l^(Rm)12

/̂ 1<«^

r j

( S S ^-(Rm) D(^ , - , / , ; z,, Z i , - , ? , , - , z,) (R^)
'(=1 (=1

Or, d'après (***), il existe une constante Kg > 0 (ne dépendant que
de S) telle que, pour m suffisamment grand :

É z,(R^) D(/,, - ,./, ; z,, z,, - , z;, - , z,) (RJ
/ S l2<(R^)12 l"1(D(w)|

\/ Ki<s

< KB û?(R^ , Y)0' pour 1 < / < r .

Il en résulte que, pour m suffisamment grand,

(1-)fS(R^) I d(R^ , Y^ < r K^ d(R^ , Y)^

et donc que

lim ( î ( R ^ ) / û r ( R ^ , Y ) f f = 0 .

Enfin iii) =» i).

En effet, il existe un voisinage U de S dans X tel que :

a(R) < d(R, Y^
RGUn(Xi^ -Y) ^

(î(R) < d(R , Yr

où ^ est le réel strictement positif induit par les conditions de Whitney
strictes en S.

Nous en déduisons que, pour tout Q G U H Y :

lim a(R)= lim ^(R) = 0
R-^Q R-^Q

^lisse-Y ^^sse^

et donc que le couple (X^ - Y , Y) vérifie les conditions de Whitney
le long de Y en tout point de U H Y.
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Ceci achève la preuve de la Proposition.

THEOREME. — Soient X un espace C-analy tique réduit de dimension
pure, Y un sous-espace lisse de X de dimension pure strictement
inférieure à la dimension de X.

1) Soit S un point de Y.
Les propriétés suivantes sont équivalentes :
i) Le couple (X^ - Y , Y) vérifie les conditions de Whitney

strictes en S le long de Y.
ii) Le couple (X^, - Y , Y) vérifie les conditions de Whitney

le long de Y en tout point d'un voisinage de S dans Y.

2) L'ensemble des points de Y en lesquels le couple (X^ - Y, Y)
vérifie, le long de Y, les conditions de Whitney strictes forme un
ouvert analytique dense de Y.

Preuve. — Ce théorème étant de nature locale, nous sommes
ramenés à la situation décrite au début de l'article.

La première assertion n'est alors rien d'autre que l'équivalence
i) ^ iii) de la Proposition précédente. Remarquons au passage que
nous obtenons ainsi une démonstration dans le cas complexe de
([2] Lemma 5.2) sans utiliser une résolution des singularités.

Quant à la deuxième assertion, si nous reprenons les notations
de la Proposition précédente, elle résulte de l'équivalence : ii) ^ iii)
en écrivant les équivalences suivantes :

^[(Xysse — Y , Y) ne vérifie pas les conditions de Whitney strictes
^ L e n S le long de Y

V^-^S) H ( Y - W ) ^ 0

l[S G o;(Y - W)

La densité de Y - o;(Y - W) est assurée par ([3] Lemma 19.3).

C.Q.F.D.
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