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EXTENSIONS UNIFORMES
DES FORMES LINEAIRES POSITIVES

par Hicham FAKHOIjRY

1. Introduction.

Soient V un espace de Banach ordonné par un cOne convexe
fermé saillant et M un sous-espace fermé de V muni de I'ordre induit.
Ce travail propose certaines conditions nécessaires et suffisantes pour
qu’il existe a = 1 tel que toute forme linéaire f positive et continue
sur M admette un prolongement f positif et continu sur ’espace V
et vérifiant ||7|| < a|lf|l. Dans ce cas, nous dirons que le couple (M , V)
posséde la propriété de I’extension uniforme.

Dans la deuxiéme partie, aprés avoir précisé les notations uti-
lisées, nous ferons quelques rappels concernant la dualité des espaces
de Banach ordonnés. Ensuite, nous donnerons des conditions né-
cessaires et suffisantes pour que le couple (M, V) possede la pro-
priété de P'extension uniforme. En particulier, il est établi que 'exis-
tence d’une telle propriété est équivalente a la possibilité de prolonger
tout opérateur compact positif défini sur M et a valeurs dans ¢, (N),
en un opérateur continu positif de V dans ¢, (N).

Dans la troisitme partie, nous donnons une interprétation géo-
métrique de la propriété de I'extension uniforme en termes d’ab-
sorbtion de convexes compacts dans les cOnes faiblement complets.
Cette interprétation permet de construire un contre exemple dans
la derniére partie.

Dans la quatriéme partie, nous avons consigné certains cas parti-
culiers ou les résultats des deux parties précédentes permettent de
conclure 4 I’existence de la propriété de I’extension uniforme. En
fait, il est établi que le couple (M, V) posséde cette propriété dés que
Pespace M est cofinal dans I’espace V = V' — V*. D’autre part, si



76 H. FAKHOURY

I’espace M est isomorphe et isométrique a ’espace C(X) des fonctions
continues sur un compact métrisable X, et si le couple (M, V) posséde
la propriété de '’extension uniforme, il existe un relévement linéaire
positif continu du dual de M dans le dual de V. Ce résultat vaut aussi
si ’espace M est isomorphe pour 'ordre et isométrique a 1’espace
¢o(I) associé a un ensemble d’indices I quelconque. Nous terminons
par I’exemple d’un couple (M, V) d’espaces normaux positivement
engendrés, tel que toute forme linéaire positive sur M se prolonge
en une forme linéaire positive sur V ; cependant le couple (M, V)
ne posséde pas la propriété de I’extension uniforme.

2. Extensions uniformes des formes linéaires positives.

Soit V un espace de Banach ordonné par un cdne convexe
saillant fermé noté V', on désigne par V' I’espace de Banach dual
muni de la norme canonique et de 'ordre associé au cone V'* polaire
de V*. Nous noterons dans la suite B(V) la boule unité fermée de
'espace V, et B(V') la partie positive de cette boule. Si M est un
sous-espace de V, l’espace M sera muni de P'ordre induit par celui
de V. La surjection canonique de I’espace V' sur Iespace M’ est
notée R, et elle est définie par R(f) = fl; pour toute forme linéaire
fde V'.

Rappelons qu’un espace de Banach ordonné V est dit nor-
mal s’il existe a =1 tel que les inégalités y < x < z impliquent
x < a(lylivlizll). Une utilisation du théoréme de Baire montre que
si Pespace V est positivement engendré (V = V' — V'), il existe
a>=>1 tel que B(V) Cac(B(V*) U - B(V")). Ceci montre, entre
autre chose, que toute forme linéaire positive sur V est continue.
Rappelons aussi que l'espace V est positivement engendré (resp.
normal) si, et seulement si, '’espace V' est normal (resp. positive-
ment engendré) ; voir [2] par exemple.

Le résultat suivant est démontré dans [7], nous le citons en guise
de rappel :

THEOREME 2.1. — Soient M un sous-espace d’un espace vectoriel
ordonné V, et [ une forme linéaire sur M ; les deux assertions sui-
vantes sont équivalentes :



EXTENSIONS UNIFORMES DES FORMES LINEAIRES POSITIVES 77

a) La forme linéaire f se prolonge en une forme linéaire positive
f définie sur V ;

b) Il existe un convexe S engendrant I'espace V, tel que f soit
majorée par 0 < m < o sur le convexe M N (S — V"),

Si (b) est vérifice, il existe un prolongement f de f majorée par m
sur le convexe S.

COROLLAIRE 2.2. — Soient M un sous-espace fermé d’un espace
de Banach ordonné V, et fv une forme linéaire sur M. Pour que f
admette un prolongement f linéaire, positif et de norme 1 sur V,
il faut, et il suffit, que f soit bornée par 1 sur (B(V) — V') N M.

S’il existe a = 1 tel 1 que toute forme linéaire f de M'* se prolonge
en une forme linéaire f de V'"* qui vérifie |1l < a |Ifll, nous dirons
que le couple (M, V) posséde la propriété de l'extension uniforme ;
cette propriété sera simplement notée P.E.U. .

THEOREME 2.3 — Pour que le couple (M, V) posséde la P.E.U.,
il faut et il suffit, qu’il existe 1 < a < oo tel que

(BV) —=VHNM Ca@BM) — M.

- Démonstration. — La condition est suffisante, en effet si f est
un point de M de norme 1 et y un point de B(V) - VHNM
il existe un point x de B(M) tel que y <ax. Par conséquent,
f<afkx) <a Le corollaire précédent montre que f admet un
prolongement f dans V" de norme inférieure 4 a. Inversement, si
le couple (M, V) posséde la P.E.U. il existe a = 1 tel que toute forme
linéaire de M'* de norme 1 soit majorée par a sur (B(V) — V') N M.
Ceci s’exprime par 'inclusion suivante :

B(M'™") C —a[(B(V) — VY Nn M]°.

En prenant les polaires des deux membres nous avons l'inclusion

BV)-=VHNMC-aBM™*).

Or nous avons Iégalité (B(M'*)® = (B(M) + M*). En effet, en uti-
lisant le théoréme des bipolaires, il suffit de montrer I’égalité

(B(M) + MH)? = B(M™).
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Soit f un point de (B(M) + M*)° ; pour tout x de norme 1 et tout
y 2 0, nous avons f(x + y) =2 — 1. Ce qui montre que f est positif,
de plus pour y = 0, I’égalité précédente montre que f est de norme
inférieure 4 1. L’inclusion inverse se montre par la méme méthode.
Pour terminer nous avons besoin du lemme suivant.

LEMME 2.4. — Si M est un espace de Banach ordonné par un
cone fermé, les assertions suivantes sont vérifiées :

a) (B(M) — M") Cr(BM) — MY, pour tout r > 1 ;

b) Si l'espace M est positivement engendré, B(\M') — M*) est
inclus dans r BMM*) — M*), pour tout r > 1.

Démonstration. — La méme méthode permet de montrer (a) et
(b) ; nous donnerons seulement la démonstration de (b). Si I'espace
M est positivement engendré, il existe a =1 tel que B(M) soit
inclus dans a ¢ (B(M*) U — B(M")). Soient x un point de B(M")—M’
et r > 1, on peut choisir une suite (x,),.n de point de B(M*) — M*
qui converge vers x et vérifie ||lx,,, — x,|l <z,o0ur, est le terme géné-

r p—
ral d’une série de somme

1
. Pour tout ndansNonax, =y, — z,,

o y, est dans B(M") et z, dans M*. Posons x,,, — x, = t, = t} — ¢2
ou le point #, est positif et vérifie || |< allz, |l < ar,.Un raisonne-
ment de récurrence montre que x, <ti_, + ...+ ¢ +y,. Lasé-
rie de terme général ¢} converge dans le cone M* vers le point ¢ dont la
norme est majorée par « X r,, et il est clair que nous avonsx < ¢ + y,.
La norme du deuxiéme membre est majorée par r, ce qui prouve que
x €ErB(M") - M*

COROLLAIRE 2.5. — Si les espaces M et V sont positivement
engendrés, le couple (M ,V) posséde la P.E.U. si, et seulement si,
il existe a =1 tel que B(V) - V)NMCaBM") — M".

La démonstration est une application du théoréme 2.3 et du
lemme 2.4. Soit y un point de V' on pose d(y, M) (resp. d(y ,M"))
la distance de y a ’espace M (resp. au cone M*). Il est clair que nous
avons les inégalités suivantes ||yl = d (y, M) = d (y ,M).

THEOREME 2.6. — Soit M un sous-espace fermé d’un espace de
Banach ordonné V les assertions suivantes sont équivalentes :
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a) Il existe r = 1 tel que V' N (B(V) + M) C r B(V) + M*;

b) Il existe s =1 tel que pour tout point y de V' on ait
d(y , M) <sd(y,M);

¢) Le couple (M, V) posséde la P.E.U.

Démonstration. — (a) + (b) Cette équivalence est simple a établir.
(a) = (c¢) (adaptation du théoréme 2.2 de [3]). Supposons I'inclusion
de (a) réalisée et prenons les polaires des deux membres ; nous
obtenons (B(V) + M")° C r[V* N (B(V) + M)]°. En notant M*® le
polaire du cone M dans Iespace V', et en utilisant les propriétés
classiques des polaires, nous pouvons écrire

M N BV) Cr V™ + (BV) N M.

Cette inclusion est vérifiée puisque le deuxiéme membre est o(V', V)-
fermé ; en effet, B(V') N M° est faiblement compact, et la somme d’un
convexe fermé et d’un convexe compact forme un convexe fermé.
L’ensemble M*® n’est autre que le sous-cone (éventuellement non
saillant) de V' constitué des formes linéaires dont la restriction 3 M
est positive. Soit f une forme linéaire de M'* de norme 1, il existe
d’aprés le théoreme de Hahn-Banach une extension f; de f de norme 1.
Comme f, est dans M*® N B(V"), il existe deux formes linéaires 4 etg
respectivement dans V'* et B(V') N M° telles que f, = h + rg. Par suite,
h = f, — rg est une extension positive de f et de plus Al <1 + r;
ce qui montre que le couple (M, V) posséde la P.E.U.

(c) = (a) L’hypothése (c) montre qu’il existe s = 1 tel que, pour
toute forme linéaire f de M*® N B(V') on puisse trouver & de V™
qui prolonge f|yet qui vérifie | #ll <s. Par suite, f — & est un point
de M°, ce qui veut dire que B(V') N M*° est inclus dans

s+ I [V*+BV)N M)
En prenant les polaires des deux termes précédents nous avons
VENBW)+M)C(s+1) BNV +M).

Un raisonnement analogue a celui du lemme 2.4 montre que pour
tout » > 1 nous avons B(V) + M* C r (B(V) + M%) ; ce qui achéve
la démonstration.
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Si E et F sont deux espaces de Banach ordonnés, un opérateur
T de E dans F est dit positif si T(E®) C F*. L’ensemble des opé-
rateurs positifs forment un cone convexe fermé. Cependant, ce cOne
n’est pas toujours saillant ; il I’est toute fois si ’espace E est posi-
tivement engendré et le cone F* saillant.

THEOREME 2.7. — Soit M un sous-espace fermé d’un espace de
Banach ordonné V, les assertions suivantes sont équivalentes :

a) Le couple M , V) posséde la P.E.U. ,

b) Tout ogérateur compact positif T de M dans c,(N) admet
une extension T compacte positive de V dans c,(N) ;

c) Tout opérateur compact positif T de M dans cy(N) admet
une extension T linéaire positive et continue de V dans cy(N).

Si l'une de ces conditions est vérifiée, il existe a tel que pour tout
opérateur compact positif T de M dans ¢o(N) il existe un prolon-
gement compact positif T vérifiant IITII a ||T|.

Démonstration. — (a) = (b) Supposons que le couple (M, V)
posséde le P.E.U. ; pour toute suite (f,),.y dans M"" qui converge
fortement vers O ;il existe une suite (f~ ),en dans v qui converge
fortement vers O et telle que pour tout n de N on _ait ntM f,-En
effet, il existe »r = 1, tel que pour tout n il existe f de V'* tel que
5 <rlif,ll. Soit (8,),.n I'ensemble des points extrémaux positifs
de la boule unité de I'espace I*(N), muni de la topologie o (I*(N), c,(N)).
Cette suite converge vers 0. Soient T un opérateur compact positif
de M dans ¢, (N), et T' opérateur transposé de T ; 1a suite (T'(8 ))m3N
converge fortement vers 0 dans M'*. Soit (f ).eN Une suite de A\
qui converge fortement vers 0 et qui_reléve la suite (T' G nen
lopérateur défini sur V par T(x) = (f,(x)),.n €st compact positif
de V dans I'espace c,(N), et par la construction de cet opérateur,
il est clair qu’il prolonge T.

(b) = (¢) Il n’y a rien & démontrer.

(c) = (a) Comme toute suite fortement convergente vers O dans
M'* est canoniquement associée 4 un opérateur compact positif de
M dans c¢,(N), 'hypothése montre qu’une telle suite se reléve en
une suite o(V', V)-convergente vers O dans le cone V'*. L’espace V
étant tonnelé, cette suite est fortement bornée dans V'. Si le couple
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(M, V) ne posséde pas la P.E.U,, il existe une suite (f,,),,eN~dans
M telle que IIf, Il < 27", mais toute forme linéaire positive f, qui
prolonge f, vérifie ||f,ll =2" ; d’ou la contradiction. La derniére
assertion se déduit facilement de ce qui précéde.

3. Interprétation géométrique.

Dans cette partie nous supposerons que toute forme linéaire
positive sur M se prolonge en une forme linéaire positive sur V.

Soit K = R(B(V'")), il est clair que K est inclus dans B(M'"),
de plus, Papplication R étant surjective de V'* sur M'*, le convexe
K engendre le cone M'*. Comme R est faiblement continue, K est
faiblement compact ; par suite K est fermé pour la topologie forte
sur M'. Un argument utilisant le théoréme de Baire montre que K
est d’intérieur non vide dans le cone M'". Remarquons d’autre part
que la P.E.U. équivaut au fait que K est un voisinage de 0 dans M"*.
Sauf mention du contraire, K sera muni de la trace de la topologie
o(M',M) ; nous noterons A,(K) I'espace des fonctions linéaires
continues sur K et nulles a I'origine. L’espace A, (K) sera muni de la
topologie de la convergence uniforme sur K et de 'ordre naturel.
On dira que X absorbe Y §’il existe r tel que r X D Y.

LEMME 3.1. — Si I’espace M est normal, toute fonction de A,(K)
est la restriction a K d’une forme linéaire sur M' définie par un
élément de M.

Démonstration. — La restriction a K d’une forme linéaire o(M' , M)
continue sur M’ est évidemment une fonction de A, (X). D’autre part,
nous venons de voir que K est d’intérieur non vide dans M'* pour la

_topologie forte de M'. Comme M est normal, 'espace M’ est positi-
vement engendré, et il existe o = 1 tel que

BM') Cac(B(M*) U — B(M™)).

Une technique classique montre que c(KU — K) est un voisinage
de 0 pour la topologie de la norme sur M'. Par suite, il existe r > 1,
tel que r c(K U — K) contienne la boule B(M'). Soit f une fonction
de I'espace Ay(K) ; on peut prolonger, d’une fagon unique, la fonc-
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tion f en une fonction flinéaire et o(M', M)-continue sur ¢c(K U — K).
La fonction f admet une extension unique en une forme linéaire
définie sur M’ puisque c(K U — K) engendre cet espace. Ce prolon-
gement est continu sur B(M') puisque B(M') C re(K U — K), et
appartient par suite & M ; ce qui achéve la démonstration.

Le lemme 3.1 montre que les structures uniformes sur M'*
obtenues par la dualité avec M et avec A,(K) sont égales. Si I’espace
M est positivement engendré toute forme linéaire positive est continue ;
par conséquent, le cone M est a(M'* , A, (K))-complet. Nous suppo-
serons dorénavant que cette hypothése est réalisée.

LEMME 3.2. — Le couple (M, V) posséde la P.E.U. si, et seule-
ment si, K absorbe K' = ¢c(KU — K) N M,

Démonstration. — Considérons le cone M'* comme un cdne
convexe saillant abstrait engendré par un convexe compact K conte-
nant l'origine. Les méthodes de [4] montrent que Ay(K)"* s'identifie
au cone M'*, et que la partie positive de la boule unité de A, (K)'
est égale a K' = ¢(K U — K) N M"". Comme B(M"*) est a(M’ , A, (K)) -
compacte, elle est fortement bornée, et K' absorbe B(M'"). Si K ab-
sorbe K', il absorbe aussi B(M'*). Inversement, si K absorbe B(M'*), il
absorbe aussi K', puisque K' est inclus dans B(M'").

Soit C un cdne convexe saillant engendré par un convexe compact
K contenant l'origine ; on désigne par H(K) I’espace des fonctions
positivement homogénes sur C dont la restriction 4 K est continue.
Cet espace sera muni de I'ordre naturel et de la norme de la conver-
gence uniforme sur K ; ainsi, il définit un M-espace de Kakutani
qui est étudié dans [8].

LeMME 3.3. — Soit C un cone convexe saillant engendré par un
convexe compact contenant 0, si le cone C est 6(C , Ay(K))-complet,
le couple (A,(K),H(K)) posséde la P.E.U. si, et seulement si,
K absorbe K' = ¢(KU — K) N C.

Démonstration. — Considérons I’application de restriction de
H(K)"* sur C, nous savons d'aprés le lemme 29 de [8] que I'image de
la partie positive de la boule unité de H(K)' coincide avec K. Comme
la partie positive de B(A,(K)") coincide avec K’, la conclusion pro-
vient de la définition de la P.E.U.
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THEOREME 3.4. — Soit C un cbne convexe saillant engendré par
un convexe compact contenant l'origine ; si le cone C est 0(C , Ay (K))-
complet, les assertions suivantes sont équivalentes :

a) Le couple (Ay(K) , H(K)) posséde la P.E.U. ;

b) Toute fonction convexe de H(K) est majorée sur K par une
fonction de H(K) croissante pour l'ordre de C ;

~¢) Il existe m =1 tel que toute f de A,(K) majorée par 1
sur K soit majorée par une fonction g de A, (K)" de norme inférieure
am.

Démonstration. — (a) ® (c) Cette équivalence est une consé-
quence immédiate du corollaire 2.5, puisque aussi bien I'espace A, (K)
que H(K) sont positivement engendrés.

 (a) = (b) Le théoréme de Stone-Kakutani montre que Iespace
' n

des fonctions linéaires par morceaux (c’est-a-dire les fonctions A= V g;
i=1

ou g; est une fonction de 'espace A,(K)) est total dans H(K) muni
de la topologie de la convergence uniforme sur K. Soit f une fonction
convexe de H(K) de norme strictement plus petite que 1, on peut sup-
poser la fonction f positive et poser €= 1 — || f|| < 1. Il existe une fonc-

n
tion linéaire par morceaux h, = V g, telle que h, —Ef<f<h,tef.
i=1

Ces inégalités montrent que la fonction h, est majorée par 1 sur K,
et & fortiori, il en est de méme pour les fonctions (g,)i-,. Comme
le couple (A,(K), H(K)) possede la P.E.U., il existe a = 1 tel que
toute fonction g; de Ay(K) majorée par 1 sur K soit majorée par
une fonction positive g; de A,(K)" dont la norme est inférieure a a.
n
La fonction h'l = il/l g; est croissante pour I'ordre du cone, f< h +E€f
et de plus |4}l <a. Le méme raisonnement appliqué a f,=f—h;
montre I'existence d’une fonction linéaire par morceaux h;, croissante
pour lordre du cdne et vérifiant f, < k), +€%f, et ||h,|| < ae. Un
raisonnement de récurrence permet de construire une suite (hp)peN
de fonctions linéaires par morceaux, continues croissantes pour I'ordre
de C et vérifiant :
p
. ’ !
i) f—z hy S hpyy +HEPS

i=1
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if) I,y | < ae?

La série de terme général (h;,)peN converge vers une fonction A
de H(K)" croissante pour ’ordre du cone C et qui majore f.

(b) = (c) Si la propriété (c) n’est pas vérifiée, il existe une suite
(h,),en de fonctions de A, (K) majorées par 1 sur K mais telle que

toute fonction positive g, de Ay(K) qui majore la fonction 4, ait une
+

2. \ h .
norme supérieure a 22”. Posons f =), -2-:'; cette fonction est évi-
n

demment dans H(K)*, et elle est convexe. D’aprés (b), la fonction f
est majorée par une fonction # de H(K)* croissante pour 'ordre de C.
Cette fonction est bornée par ||l sur K' = ¢(K U — K) N C, puisque
K' est inclus dans (K — C) N C. Il en est de méme pour la fonction f,
ce qui montre que chacune des fonctions h, est majorée par ||A]2"
sur le convexe K'. Or le lemme 3.3 montre que le couple (A,(K"), H(K"))
posséde la P.E.U. ; d’aprés I'’équivalence de (a) et de (c), le convexe
compact K' posséde donc la propriété (c). Par suite, pour tout n
de N, il existe g, dans A, (K')" qui majore 4, sur K' et dont la norme
est inférieure & m ||4]|2" (la norme étant celle de la convergence uni-
forme sur K', et m indépendant de la fonction considérée). Ceci
contredit 'hypotheése faite sur la suite (4,), N

COROLLAIRE 3.5. — Soit V un espace de Banach ordonné positi-
vement engendré, le convexe compact K = B(V'") vérifie les condi-
tions du théoréme 3.4.

DEFINITION 3.6. — (a) Soit C un cone convexe saillant, on
appelle mesure conique sur C toute forme linéaire positive sur 'espace
des fonctions continues linéaires par morceaux définies sur C, et
muni de lUordre naturel.

(b) Soit K un convexe compact qui engendre C ; une mesure co-
niqgue m sur C est dite localisable en une mesure de Radon sur K s’il
existe une mesure de Radon u sur K telle que pour toute fonction li-

néaire par morceaux h, on a m(h) = f h(k) du(k).
K

PROPOSITION 3.7. — Soit C un céne convexe saillant engendré
par un convexe compact K contenant l'origine, si C est 6(C,A,(K))
complet et si toute mesure conique sur C est localisable en une
mesure de Radon sur K, le couple (A,(K), H(K)) posséde la P.E.U.
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Démonstration. — Soit 6 le plongement canonique de C dans
H(K)"* défini par &(k) (k) = h(k), pour toute fonction 4 de H(K).
Il est établi dans [8] que I'image de C par I'application 6 coincide
avec l’egsemble des génératrices extrémales du cone H(K)".L’en-
semble K' = 8(K') est compact s’il est muni de la trace de la topo-
logie o(H(K)',h(K)) ; ou h(K) désigne Iespace des fonctions
continues linﬁn&s par morceaux définies sur K. Par conséquent,
le complété ¢(K') de Pensemble c(K') est compact ; mais ce com-
pact est inclus dans I'ensemble des mesures coniques dont la résultante
est dans K'. Comme toute mesure conique sur C admet une loca-
lisation en une mesure de Radon sur K, toute mesure conique m
admet un prolongement canonique unique en une forme linéaire m
de H(K)'*. En effet, si u est une localisation de m, il suffit de poser
m(h) = u(hy), pour toute fonction 4 de H(K). La forme linéaire m
ne dépend pas de la localisation choisie & cause de la densité de

h(K) dans H(K). (;gci montre que cql?'\) est inclus dans H(K)" ;
par conséquent, c(K') est relativement compact dans H(K)"* pour
la topologie ’jnduite par o(H(I’(V)',h(K)). Le corollaire 10 de [4]
montre que K = 8(K) absorbe K'. Comme Iapplication & est posi-
tivement homogéne, I'ensemble K absorbe K' ; et la conclusion
provient du lemme 3.2.

DEFINITION 3.8. — Un convexe compact K contenant 0 comme
point extrémal est dit a-conique en 0 s’il existe une fonction linéaire
f définie sur C et vérifiant px < f < apg, ol pk est la jauge de K.

COROLLAIRE 3.9. — Soit C un cone convexe saillant faiblement
complet engendré par un convexe compact K contenant l'origine.
Le convexe K est a-conique si et seulement si toute mesure conique
sur C est localisable en une mesure de Radon sur K.

Démonstration. — Soient h(C) I’espace des fonctions continues
linéaires par morceaux sur C, et M(C) le cone des mesures coniques sur
C muni de la topologie a(M(C) , £(C)). Pour cette topologie I’ensemble
des mesures coniques dont la résultante parcourt un convexe compact
X forment un convexe compact noté My. Pour tout m dans Mg
on peut construire m dans H(K)" qui prolonge m, en posant

mich) = j;( hdu, pour tout 42 dans H(K), ou u est une localisation de
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m. La forme linéaire m ne dépend pas du choix de u a cause de la
densité de h(C) dans H(K) ; pour la méme raison lapplication
m = m est affine. Soit My I'ensemble formé par les m quand m
parcourt ensemble My ; c’est un convexe de H(K)" quiest o (H(K)",
h(C))-compact. d’aprés le corollaire 10 de [4], il existe a = 1 tel que
[lm?|l < a pour tout m dans Mg. Le couple (H(K) , (C(K)) posseéde
la P.E.U. d’aprés [8] avec le coefficient 1 ; par suite, toute mesure
conique de résultante ‘dans K est localisable en une mesure de Radon
portée par K, ={k € K ; py(k) = 1} et de masse inférieure a a.
n s
Soient x un point de K,, et x = Z x, une décomposition quel-
i=1

n
conque de x ; le point x est résultante de la mesure m = 2 Exi,or
i=1

cette mesure admet une unique localisation portée par K, définie
par pu= EP(x,.)gxi/P(x,.). Par suite, l'inégalité ||u|l <a implique
n

Z P.(x;) <aP, ce qui montre que K est a»conique i [Iorigine
i=1

d’aprés les résultats d’Asimow (Trans. Amer. Math, Soc. 143, (1969),
117-132). L’assertion inverse est établie dans [8].

Remarque 3.10 — (a) le corollaire 3.9 a été indépendamment
obtenu par A. Goullet de Rugy ; la méthode qu’il utilise est trés
différente de la notre.

b) 11 existe des convexes compacts K contenant I’origine comme
point extrémal tel que le cone C engendré par K soit 0(C, A,(K))
complet, et le couple (A,(K),H(K)) posséde la P.E.U. ; cependant
K n’est pas a-conique a l'origine. En effet, soit C le cone positif de
Pespace I”(N) muni de la topologie faible o (I"(N) ,ll(N)) ; on pose
K =B(~*). Comme CN K — C = K, le couple (A, K) , H(K)) possede
la P.E.U. Cependant, K n’est pas a-conique a l’origine puisque une
fonction linéaire f positive sur K qui vérifie px < f ne peut pas étre
finie sur K. En effet, une telle fonction est supérieure & 1 en tout
point de la forme (0,...,0,1,0,...) ; par suite, au point Kk,
dont toutes les coordonnées sont égales & 1 on a f(k,) = n pour tout
n dans N.
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4. Etude de certains cas particuliers et d’un contre-exemple.

PROPOSITION 4.1. — Si l'espace M rencontre lintérieur du cone
V*, le couple M , V) posséde la P.E.U.

Pour démontrer ce résultat il suffit de se reporter 4 [3] ou il
est établi que I'’hypothése implique la condition (b) du théoréme
2.6 ; la conclusion provient de la.

PROPOSITION 4.2. — Si les espaces M et V sont positivement en-
gendrés, et si le sous-espace M est cofinal dans V, le couple M, V)
posséde la P.E.U.

Démonstration. — L’hypothése montre que nous pouvons écrire
V =M* — V*.Ceci s’exprime aussi par I'égalité V = UN nBM*) — V*,
neg

Le théoréme de Baire et le lemme 2.4 montre 'existence de n = 1 tel
que B(V) C nB(M*) — V*. Ceci implique Pinclusion

BV)-=VH NMCrnBM)-VHINM.

Mais le deuxiéme membre n’est autre que nB(M*) — M* ; 1a conclusion
est une conséquence du théoréme 2.3.

PROPOSITION 4.3. — Soient M et V deux espaces de Banach or-
donnés normaux et positivement engendrés, avec M C V, tels que
toute forme linéaire de M'* se prolonge en une forme linéaire de V'* .
Si pour tout f de M et g de V' tel que f <g, il existe h de M* qui
vérifie f < h < g le couple (M , V) posséde la P.E.U.

Démonstration. — Munissant V d’une norme équivalente, on peut
supposer que I'on a B(V) = (B(V) — V") N (B(V) + V*) ; par suite,
P’espace V est isomorphe et isométrique a ’espace AO(B(V”)), (cf.
[1], par exemple). D’aprés le lemme 3.1 I’espace M s'identifie a
I'espace A,(K) R formé des fonctions fyR, ou f parcourt Iespace
A, (K). D’aprés le corollaire 3.5, il existe a = 1 tel que pour tout f
de M majorée par 1 sur B(V'") il existe g de V* qui majore f et qui
est de norme inférieure a a. Grace i I'’hypothése on peut trouver

(*) Cette proposition montre que si M est cofinal dans V il est “uniformément
cofinal”.
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h dans M" qui vérifie f< h<g. Il est clair que ||4] < |lgll <a.
Par suite, le couple (M, V) posséde la P.E.U. d’aprés le théoréme 3.4 (c).

Cette proposition montre que si le sous-espace M est un sous-
espace fortement réticulé de V (c’est-a-dire M est réticulé et tout
couple (f, g) de points de M admet une borne supérieure dans V
qui coincide avec la borne supérieure dans M) le couple (M, V)
posséde la P.E.U.

Soit M un sous-espace fermé d’un espace de Banach ordonné
V;lespace V'’ est canoniquement ordonné par le cone polaire de
V'*. L’espace M"' peut étre identifié au bipolaire M°° de M dans V'';
aussi existe-t-il deux ordres naturels sur M"' : celui construit a partir
de M/, et celui induit par V"'

LEMME 4.4. — Si toute forme linéaire positive sur M se prolonge
en une forme linéaire de V'*, les deux ordres naturels définis sur M"'
sont identiques.

Démonstration. — Soit ® la surjection canonique de V' sur
V'IM° ; cet espace peut étre ordonné par le cone (V'*). Comme on
peut le vérifier, le cone &(V'") est saillant puisque I’espace M® vé-
rifie la propriété suivante : pour tout couple (%, g) de points de M°
et tout f de V', les inégalités h < f < g impliquent que le point f
est dans M°. L’hypothése montre que I'isométrie canonique de
V'/M® sur M’ est bipositive. Par suite, sa transposée est une appli-
cation bipositive de M' sur (V'/M®)’. Vérifions que I’opérateur
canonique T de M°® sur (V'/M°)' est bipositif. Soit »'' un point
de M°°*, pour tout point f de V' nous avons T(y'") (& (f))=y"(f).
Si ®(f) est positif dans (V'/M?) il existe f, = 0 tel que &(f) = &(f,) ;
par conséquent, T(»'') est positif. Inversement, soit x un point de
(V'/M®)"*, 1a forme linéaire composée x,& est dans V''*, de plus
elle appartient 3 M®° et vérifie Txe®) = x. Ce qui achéve la dé-
monstration.

PROPOSITION 4.5. — Soit M un sous-espace fermé d’un espace
de Banach ordonné V, tel que toute forme linéaire de M'* se pro-
longe en une forme linéaire de V'*. Le couple (M ,V) posséde la
P.E.U. si, et seulement si, le couple M'" ,V') la posséde aussi.



EXTENSIONS UNIFORMES DES FORMES LINEAIRES POSITIVES 89

Démonstration. — D’aprés le lemme précédent on peut sup-
poser que M"' est un sous-espace ordonné de V'’ ; et montrer que
B(M") est o(M" , M')-dense dans B(M'”) en remarquant que leurs
polaires comcndent avec — B(M'") + M'*. Soit f une forme linéaire
de M"" de norme 1, il existe une famille ultrafiltrée (f,),., dans
M'* avec IIf,ll <1 qui converge vers f pour la topologie o(M'" , M"").
S’il ex1ste a =1 tel que pour tout « la forme hnealre f, se prolonge
en f dans V'* vérifiant IIf | <a, la famille (fa Jaea converge dans
le cone V""" pour la topologie o(V"' V') vers une forme linéaire

positive f qui prolonge f et vérifie |If]l < a IIf]l.

La condition suffisante est facile a établir et achéve la démons-
tration de la proposition.

LEMME 4.6. — Soient M un sous-espace fermé d’un espace de
Banach ordonné V, et (M ),.a une famille filtrante croissante de

sous-espaces de M tels que M= U M,. S’il existe une famille
aeA

(P,),.a de projections positives de V sur M, telles que |[P |l <a, il
existe un relévement linéaire positif de norme inférieur a a de M’
dans V'.

Démonstration. — Posons Q, l'opérateur linéaire positif de M’
dans V' défini par Q, (x) = P, (x|g), ol P, est la transposée de la pro-
jection P,. Soit U un ultrafiltre sur A plus fin que le filtre des sec-
tions finissantes, comme pour tout x dans M’ nous avons Q (x) <allxll,
nous pouvons poser T(x) = liqun Q,(x), ou la limite est prise au sens

de la topologie faible o (V' , V). Il est aisé de vérifier que application T
est linéaire positive de M' dans V' et de norme inférieure a a. Par
construction, les formes linéaires x et T(x)ly coincident sur le

sous-espace U M, ; comme cette réunion est dense dans M, la
a€eA .

forme linéaire T(x) est un prolongement de x. L’opérateur T est
le reléevement recherché.

DEFINITION 4.7. — Un espace de Banach ordonné M est dit
n,-espace s'il existe une famille (M,),.a filtrante croissante de
sous-espaces de dimension finie tels que M = UM,, vérifiant

a) Chaque espace M, est isomorphe pour lordre, et isomé-
trique a l'espace I,‘,"a (c’est-d-dire l'espace R"® muni de la norme

el = Sup (Ix;| ,i=1,...,n,)).
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b) Pour tout a, il existe une projection positive de norme
inférieure @ a de M sur M,.

Si 1 est un ensemble d’indices quelconque, I'espace c,(I) est
un w,-espace ; de méme si X est un espace compact métrisable,
I’espace C(X) des fonctions définies continues sur X estun m, -espace
(ce résultat est démontré dans [5]).

PROPOSITION 4.8. — Soient V un espace de Banach ordonné et
M un sous-espace fermé qui soit un m, espace, si (M,V) posséde Ia
P.E.U., il existe un relevement linéaire. positif continu de la surjection
canonique de V' sur M'.

Démonstration. — Le couple (Ma , V) posséde la P.E.U. . L’espace
M, est isomorphe et isométrique i I'espace ll Soient k,,... ,k,,a
les points extrémaux non nuls du simplexe B(M )il existe n, fonc-
tions affines continues (f; ) définies sur B(M ) vérifiant :

a) f(k)>0 pour tout k dans B(M_)) et i = 1,

a ’

S RACE

i=1

na
k=3 fik)k;
i=1
Pour tout i = 1,...,n, choisissons un prolongement ; de k; qui
vérifie IIk I<m IIk || (o m est 1ndependant de a), I'application T,

de M, dans V' défini par T, (k) = |||l 2 AL k, se prolonge en
i=1

un opérateur linéaire de M, dans V' qui est un relévement positif

continu de M,', dans V'. Par suite, il existe une projection linéaire

positive continue de norme inférieure & m de V sur M,, comme

Pespace M est un m, espace nous pouvons conclure grice au lemme

précédent.

Nous allons construire un couple M C V d’espaces de Banach
ordonnés, normaux, positivement engendrés, I'espace M étant réti-
culé pour son ordre propre, tels que toute forme linéaire de M
se prolonge en une forme linéaire de V'*, mais tel que le couple
(M, V) ne posséde pas la propriété de I’extension uniforme. Si X
est un compact, on note M(X) I’espace des mesures sur X.
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LEMME 4.9. — Soit M'* ([0, 1]) le convexe des mesures de pro-
babilité sur [0, 1] muni de la topologie vague ; il existe une fonc-
tion convexe, s.c.i., définie sur M** ([0, 1]), minorée par 1, et non
bornée supérieurement.

Démonstration. — Notons ¢ I'application s.c.i. définie sur [0, ‘1]
par o(t) = tx [0, 1[ ; ou x [0, 1[ est la fonction caractéristique de
[0, 1[. Si ¢ désigne le prolongement canonique de ¢ défini par
@) = u(yp) pour toute mesure u de M'*(0, 1), la fonction ¢ est
affine, s.c.i., et vérifie 0 < g < 1. En effet, la premiére assertion est
élémentaire, la deuxiéme se vérifie en utilisant I'égalité

) = Sup {u(f);fECXK), f< o}

Soit 4 une mesure de M'* ([0, 1]) et € > 0 tel que u([0,1 —€))>0;
on peut vérifier que @ (1) < 1. Si par contre u ([0,1 —€]) = 0, pour
tout € > 0, la mesure u coincide avec €, et ZZ(E:,) = 0 ; ce qui achéve
de démontrer la troisiéme assertion. Posons f(u) = 1/1 — ¢ (u) ; cette
fonction est définie sur tout M'*([0, 1]) puisque 0 <'p <1, elle
est convexe et s.c.i. car I'application ¢ = 1/1 — ¢t est convexe continue
sur [0, 1[. Comme la borne supérieure de @ sur M'* ([0, 1]) est égale
a 1, la fonction f n’est pas bornée sur M'* ([0, 1]), et est minorée
par 1.

PROPOSITION 4.10. — Le cbne des mesures positives sur [0, 1]
est engendré par un convexe compact K tel que A, (K) soit réticulé
mais ou le couple (A, (K) , H(K)) ne possede pas la P.E.U.

Démonstration. — Soit f la fonction construite au lemme pré-
cédent la fonction positivement homogéne f définie par

F) = Nl £/l )

qui prolonge f au cone M* ([0, 1]) est convexe et s.c.i. La convexité
est facile a établir, pour montrer que f est s.c.i. on peut vérifier,
par exemple, que pour toute suite (u,),ey qui converge vers une
mesure M, On a f(u) < lim 1nf f(u,). Comme f est supérieure a 1
sur M”([O 1]), la fonction f ne s’annule qu en 0 ; de plus len-
semble f 1[0, 1] est compact. Posons K = f‘ ([0, 1)) ; la jauge
px de K est identique a f Comme le cone M* ([0, 1]) est vaguement
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complet, le convexe K' = ¢(K U — K) N C est vaguement compact.
Par suite, le cone M'([0,1]) est o(M*([0,.1]), A,(K))-complet
car Pespace A, (K) s’identifie 4 C([0, 1]). Il suffit de montrer que
K' absorbe M'*([0, 1]), en effet, ¢ (K U — K) est B(M([0, 1])) sont
deux convexes compacts symétriques qui peuvent étre considérés
comme les boules unités pour deux normes définies sur Iespace
M ([0, 1] pour lesquelles c’est un espace de Banach dual. Comme
c(KU-K)CBM ([0, 1]), le théoréme des homomorphismes de
Banach montre I'existence de a = 1 tel que

BM ([0, 1])) Cac(KU—K);

par conséquent, M**([0,1]) C aK'. Si K absorbait K’, il absorberait
M ([0, 1]), ce qui est impossible car la jauge de K n’est pas bornée.
D’aprés le lemme 3.3 le couple (A,(K), H(K)) ne posséde pas la
PE.U.

Remarques 4.11. — (a) D’aprés [6] tout opérateur compact po-
sitif T de A, (K) dans ¢, (N) admet une extension compact% de H(K)
dans cy,(N) ; le théoréme 2.7 montre qu’il existe au moins un opé-
rateur T qui n’admet aucune extension positive contim‘xe T.

b) Comme K' absorbe M'* ([0, 1]), il existe une norme (notée
- 1l)sur Ay(K) équivalente a la norme de A,(K) pour laquelle
A, (K) est isométrique a I'espace C ([0, 1]). Il est possible de cons-
truire une norme (notée || - |lly) sur H(K) équivalente 3 celle de
la convergence uniforme sur K, qui induise la norme ||| - ||| sur A, (K).
Ainsi, il existe un couple M C V d’espaces de Banach ordonnés,
normaux, positivement engendrés, 'espace M étant de plus isomorphe
et isométrique & C ([0, 1]), tels que toute forme linéaire de M'*
se prolonge en une forme linéaire de V'*, mais le couple (M, V)
ne posséde pas la P.E.U.
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