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SOLUTIONS FAIBLES
D’EQUATIONS D’EVOLUTION
DANS LES ESPACES DE HILBERT

par P. BENILAN et H. BREZIS

Soit H wun espace de Hilbert sur R. Rappelons qu'un
opérateur (ou graphe) maximal monotone A est une applica-
tion multivoque de H dans H vérifiant:

(fi — fos vs — us) = 0 pour tous [uy, f1], [us, f2] €A

ainsi que R(I 4 A) = H.
On dit que A € A(w) avec w € R si A + ol est maximal
monotone et on pose

D(A) = {u e H; Au # g}.
Etant donné A € @(w), il est bien connu (cf. [3], [6], [8], [9])

que l’équation d’évolution
du
o + Ausf sur [0, T], u(0) = u,

admet une solution lorsque f est absolument continue sur
[0, T] et uy € D(A). On introduit ici la notion de solution

faible associée & fe LYO, T; H) et u, € D(A), définie par
passage a la limite & partir de solutions fortes.

On établit diverses propriétés de la solution faible u; en
particulier on montre qu’en un point de Lebesgue ¢, de f, u
est dérivable a droite en ¢, si et seulement si u(t) € D(A).

On montre ensuite, dans le cas oi Int D(A) # g que la
solution faible u est & variation bornée et que wu(t) € D(A)
en tout point de Lebesgue de f.
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On en déduit l'existence d’une solution forte lorsque f

est continue sur [0, T] et u, € D(A). On établit enfin des
résultats analogues pour le probléme périodique:

%;-‘ L Ausf,  u(0) = u(T).

1. Etude des solutions faibles.

DériviTion 1.4, — Soient A un opérateur de H et
fe L0, T; H).

a) on appelle solution forte sur [0, T] de Uéquation
du
dt
a valeurs dans H, absolument continue sur tout intervalle
compact contenu dans 10, T[ et donc p.p. dérivable sur 10, T[
(cf [9] Appendix) vérifiant

du

u(t) € D(A), T (0 + Au(®) 5 f(t) p.p-te]0, TL

+ Au s f, toute fonction u définie et continue sur [0, T]

b) on dit que u est solution faible sur [0, T] de Péquation
Z_tu + Ausf s'u existe f,eL}0, T, H), u, solution forte de
du
dt

uniformément sur [0, T].

4+ Au,>f,, tel que f,—f dans L0, T; H) et u,—>u

Lemume 1.1. — Sotent A € A(w), f et ge LY0, T; H), u et ¢
des solutions faibles sur [0, T] des équations Z—:‘ + Ausf

et dv + A¢ 5 g respectivement. Alors pour tout 0 < s <t < T,

dt

on a
lu(t) — o(t)] < e*Iu(s) — o(s)]
t
+ f e*“O|f (v) — g(v)] d=. (1.1)
Démonstration du lemme 1.1.

Par passage a la limite, il suffit de démontrer la relation
(1.1) pour u et ¢ solutions fortes et 0 < s <t < T. En
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appliquant la monotonie de A + ol
3L 1u(t) — (0P < ofult) — o)
+ (f(8) — 8(), uw(®) — (1)) pp- te]0, T[

D’ou la relation, par application du lemme de Gronwall.

Prorosition 1.1. — Sotent A € A(w), feL1(0, T; H) et

%y € D(A). 11 existe une solution faible unique sur [0, T] de
Uéquation d’évolution.

du
F + Ausf, u(0) = z,.

Démonstration de la proposition 1.1.

L’unicité résulte du lemme 1.1 en faisant g=f, s =0.
Pour l'existence, faisons appel au résultat de Kato [8]:
« étant donné f absolument continue sur [0, T] et z, € D(A),
il existe une solution forte sur [0, T] de I’équation d’évolution

— + Ausf, u(0) =z, »

Soit alors f, absolument continue sur [0, T] tel que
fo—f dans LY0, T; H) et =z,e€D(A) tel que z,—>z,

dans H. 1l existe une solution forte u, de I’équation

ddl;" + Au, s f,, u,(0) =z, Utilisant le lemme 1.1,

[ua(t) — un()] < €|z, —

+ [7 e Olfy(x) — fu(x) dt VEe [0, T].

Soit
Sup [un(t) — un(t)| < e°"(|z, — 20| + Ifs — falweo, 7, m)-

[0, T)

Donc u, converge uniformément vers une fonction u, par
définition solution faible de (—‘;—:—L + Ausf, et telle que
u(0) = .

Lemme 1.2. — Sotent A monotone, fe L0, T; H) et u
solution faible sur [0, T] de l'équation %:—‘ + Ausf. Alors
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pourtout 0 < s <t < T ettout [z,yleA, ona
¢

(w(®) — uls),u(s) — @) < [ (f(t) — y, u(z) — @) d=. (L.2)

Démonstration du lemme 1.2.

Par passage a la limite, il suffit de démontrer la relation (1.2)
pour u solution forte et 0 < s <t < T. En appliquant la
monotonie de A, on a

5 5 lut) — 2 < (F() = y, ul)) —2) pp.te]0, T

D’ou en intégrant
(u(t) — u(s), uls) — @) < 5 [u(t) — 2 — = fuls) — af

¢
< [ ) — gy ulx) — 2) de.
Le théoréme suivant constitue le résultat principal de cette

partie. Précisons d’abord la définition suivante :

DériniTion 1.2, — Soit fe L0, T; H). On dira que
€ [0, T[ est point de Lebesgue a droite (resp. te ]0, T
est point de Lebesgue) de f, s’il existe ye H tel que

t+h
lim — If(x) — y| dv =0

. 1 t+h
(resp. 1}}:[01—7; ‘f If(x) — y| dv = 0>.
n=o

La valeur y est alors unique, on la notera f(t + 0). On a

£t 4+ 0) —hmTf f(<) dr.

h>0

Rappelons (cf. [7] p. 217) que I’ensemble des points de Lebesgue
de f est de complémentaire négligeable.
Notons enfin que si

hmf t + h) existe <resp. Lhim f(t + h) existe),

h>0 ﬁ;g
t est point de Lebesgue a droite (resp. point de Lebesgue)
de f et f(t+0) = l:rf)l f(t 4+ h).

h>0
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TatoriMe 1. — Sotent A € A(w), fe LY0, T; H), u solution
fatble sur [0, T] de 3—:" + Ausf,te [0, T[ point de Lebesgue
d droite de f (resp. te€ )0, T[ point de Lebesgue de f). Il

y a équivalence entre les propriétés :
a) u(t) € D(A);
b) u est dérivable a droite en t;
¢)

lu(z 4 h) — u(?)|

<resp. lim Jut + hl)¢ — (o) < + oo).
hzo

De plus sous ces conditions on a (1):

dtu

= (0 = (f(t + 0) — Au(t))°.

Pour la démonstration du théoréme, remarquons que l’on
peut supposer A monotone en remplagant A par A 4 ol
et f par [+ ou.

Démonstration de a) = b). — Supposons donc u(t) € D(A)
et posons z = (f(t + 0) — Au(t))°>. Appliquons le lemme 1.1
avec g =f(t+0) —zeAu(t) et ¢ = u(t), on a pour tout
h>0, |ut+h) —u)] < [TIf(z)—flt+0)+2| dv et

donc

m |u(t + h}z — u(t)] < |4

h>0
h>0

Soit h, > 0, h, — 0 tel que YT ”]:) — 4t ¢, Pour tout

[z, y] € A, on a d’aprés le lemme 1.2

<u(t + h’i — U, ) — m> < ’_li_ jt-:w Fe) — g, u() — 2) de

(1) Etant donné un ensemble convexe fermé C, on désigne par C° la projection
de 0 sur C.
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d’ou a la limite, (&, u(t) —z) < (f¢+0) —y, u(t) — z).
Donc f(t + 0) — & € Au(t), c’est-a-dire & € f(t + 0) — Au(t);
u(t + h) — u(t) N

d’ou puisque |£] < |z], ona & = z. Donc 3

lorsque k0.
b) = ¢) étant immeédiat passons a la

Démonstration de c) = a).
Sous les hypothéses ¢), 1l existe h, > 0, h, -0 (resp.

h, # 0, h, > 0) tel que u(t + h}';) —u) £. Dans tous les
cas pour [z, y] €A, n

7}_ f:+hﬂ (f(x) — y, u(x) — z) dv — (f(t + 0) — vy, u(t) — ).
Si

u(t + k) — u(t)
h, > 0, ( )

y u(t) —z

< hi ftm" (F(=) — y, u(z) — ) dr.
Si
h, < 0, <“(t) __“(}f T h) i+ by — a;>

Dans tous les cas, a la limite,
(& u(t) — 2) < (f(t + 0) — g, u(t) — a).
Donc u(t) € D(A).

Remarque 1.1. — En fait, un raisonnement identique montre
que si u est solution faible de

du
Zl—t——i—Auaf

ette [0, T] vérifie Tim 1si_t f f(o)ds| < + o
ses[:.‘T] i ! i
alors u(t) € D(A) siet seulement si lim 1ult) — uls)| <+ co.
s>t -
s€l0, T)
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Remarque 1.2. — Lorsque A est univoque, u étant une

solution faible de % + Au s f, t un point de Lebesgue de f,
7 lu(t + k) — u(?)]
h

si 'on suppose hm
2>0

20
blement dérivable en .

< -+ oo alors u est fai-

Remarque 1.3. — L’inégalité intégrale (1.2) qui joue un role
essentiel dans la démonstration a été introduite en [1] pour
des opérateurs accrétifs dans les espaces de Banach. Elle
est aussi utilisée sous une forme sensiblement plus générale

dans [5].

Cororraire 1.1. — Sotent A e@(w), fe L}0, T; H) et u
fonction définie sur [0, T]. Ily a équivalence entre les propriétés

a) u est solution forte de % + Ausf.

b) u est solution faible de g—:—‘ + Ausf et u est absolument

continue sur tout intervalle compact contenu dans 10, T|.

Remarque 1.4.

Ces deux propriétés sont équivalentes aussi & la propriété
plus faible a priori: u est absolument continue sur tout inter-
valle compact contenu dans ]0, T[, continue sur [0, T]
et vérifie 'inéquation intégrale (1.2). Il serait intéressant de
savoir si toute solution continue sur [0, T] de I'inéquation

intégrale (1.2) est solution faible de I’équation j—? + Ausf.

Deérinition 1.3. — On dit qu’une fonction [ de [0, T]
dans H est a variation bornée s’il existe C tel que pour toute
subdivision 0 =gy <a; < - <a,=T de [0, T] on a

n

Y If(a) — fla,-1)| < C. On appelle variation totale de f
k=1
la borne inférieure des C. ‘

Nous résumons dans le lemme suivant quelques propriétés
des fonctions & variation bornée (cf. par exemple [3]).

19
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Lemme 1.3. — Soit f une fonction & variation bornée sur

[0, T]. Alors f vérifie:

1) f admet une limite a droite (resp. a gauche) en tout t e [0, T[
(resp. 10, T)),

2) [ |f(z + k) — f(v)| dt < Ch pour tout he]0, T|,
3) f estfaiblement dérivable p.p.sur 10, T[ et % e1(0,T; H),

4) Si de plus f est continue et faiblement dérivable a droite
(resp. @ gauche) en tout point de 10, T[, alors f est absolument
continue.

Cororraire 1.2. — Sotent A € A(w), f a variation bornée

sur [0, T] et z e D(A). Soit u la solution faible sur [0, T]

de Uéquation d’évolution
%+Amﬁmm=m (1.3)

Il y a équivalence entre les propriétés :
a) z € D(A),
b) u est lipschitzienne.
De plus sous ces conditions u est la solution forte de (1.3),
u(t) e D(A) en tout te [0, T]. :
u est dérivable a droite en tout te [0, T[ et
dtu

T8 () = (f(t + 0) — Au)).

St de plus A est univoque et f continue, u est faiblement
du

dérivable en tout te [0, T] et o (t) est faiblement continue.

Démonstration du corollaire 1.2. — Supposons d’abord
z € D(A). D’apres le théoréme 1, u est dérivable a droite
en 0 et

dtu

T 0) = (f(0 + 0) — Az)o. Soit 0 <t <t +h<T;

appliquons le lemme 1.1. avec g(t) = f(t + k), ¢(t) = u(t + h),
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s = 0: on obtient

lu(to + k) — u(to)| < e**|u(h) — 2|
+ [Pt If(z + h)— f(x)| dv. (L.4)

Soit [u(ty -+ h) — ulty)| < eoF 3‘%‘-‘

de f}h. Donc u est lipschitzienne.
Supposons maintenant wu lipschitzienne. D’aprés le théo-

réme 1, pour tout te [0, T], u(t) € D(A), (donc en particulier
b) = a)), u est dérivable & droite en ¢ et

dtu

S () = (f(e + 0) — Au()).

(O)l -+ variation totale

D’aprés le corollaire 1.1, u est solution forte. Enfin si A est
univoque, Au(t) étant borné est faiblement continu; si de

4
plus f est continue, d'u (t) est faiblement continue et donc

dt

u est faiblement dérivable.

Cororraire 1.3. — Soit A € A(w) tel que D(A) soit fermé
et AO soit borné sur les compacts de D(A).
Soit fell0, T; H e ze D(A). du

Alors il existe une solution forte de Uéquation —— + Au s f,

dt
u(0) = =x. De plus u est dérivable a droite en tout point de

Lebesgue de f et si fel?0, T; H), 1 < p < + o, alors

du
o e L»(0, T; H).

Démonstration du corollaire 1.3. — Soit f, une suite de
fonctions absolument continues sur [0, T] telles que f, —f
dans L!(0, T; H) et soit u, une suite de solutions fortes de
I’équation

du,
dt

+ Au,sf, telles que u,—u dans C([0, T]; H).

L’ensemble {u,(t);n > 0,te [0,T)} estrelativement compact
dans D(A).
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Donc [A%%;,(t)] < M et par suite

du,
7 B =

Donc

= |(fu) — Aw(0)°] < I +M p.p. sur 10, T[.

[a(6) — wn(a)| < [ Ififx)] de + M(t — s)
et a la limite
ju(t) — u(s)l < [ If(=)] de + Mt —s).
Il en résulte que u est absolument continu et d’aprés le

corollaire 1.1, u est solution forte de I’équation g—— + Ausf.
De plus on a

du
7 )] <

If(O + M p.p. sur ]0, T[.

Remarque 1.5. — L’hypothése « D(A) fermé et A° borné
sur les compacts de D(A) » est en particulier vérifiée si
D(A) = H ou bien si A =3¢, est le sous-différentiel de la

fonction indicatrice d’un convexe fermé C.

2. Cas ou Int(conv D(A)) # 4.

Dans toute cette section A désigne un opérateur apparte-
nant & @A(w) tel que Int(conv D(A)) # ¢. Rappelons (Cf.
[10] ou bien [4] pour une démonstration simplifiée) qu’alors

Int D(A) = Int D(A) et que A est borné au voisinage de
tout point intérieur & D(A).

TutorimME 2. — Sous les hypothéses précédentes, soient
feLY0, T; H) et u une solution faible de U'équation
du
Et— —l— Au 3 f.
Alors

a) u est a variation bornée sur [0, T].

b) pour tout te ]0, T[ point de Lebesgue de f, u(t) € D(A),

u est dérivable a drotte en t et %l—‘ (1) = (f(t + 0) — Au(t))o.
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Démonstration de a). — On peut toujours supposer A maxi-
mal monotone et 0 € Int D(A). Soit p > 0 et M tels que
] =p=>EeD(A) et |A%| < M. On a alors pour tout
[a:, yleA,(y — A%,z — £) > 0 pour tout £ tel que || = p

d’ou

1 1
yl=Lsup (4,8 < L(y,0+M (1 + 1ol ) (2.1)
P iE=¢ P P

Soient alors f, € LY(0, T; H), u, solution forte de
du,
—d—t—— + A-un = fn

tels que f, —f dans L0, T;H) et u, — u uniformément.
Appliquons estimation (2.1) &

[0 o — G 0] <A pp.te o, T0;

On obtient

i) — G 0] < = (0, o)
d )2 u,(t

A o+ (1 4 01
0

L [ i) a5+ Mt — s+ L [ 1 a2)
+ 55 () — ()
Posons
o) = ()] 1 + - sup ju(r){ 0 (1 10

A la limite on a

|u(t) — u(s)| < f‘ () dv + '21; (lu(s)P — [u@®). (2.2)

s

Cette estimation montre que u est a variation bornée de
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variation totale inférieure ou égale a

[ " olt) di + ;,}p— {[u(0) — [u(T)P}.

Démonstration de b). — Utilisons le lemme géométrique
suivant :
Lemme 2.1. — Soitent C un convexe ouvert et z e dC. Il

existe £ e C tel que
|z —E2 — |z —E2 < |]z— 22 VzelC.

Soit alors t € ]0, T[ point de Lebesgue de f. Si u(t) € D(A),
d’aprés le théoréeme 1, u est dérivable a4 droite en ¢ et
+
dd_tu (&) = (f(t4+ 0) — Au(t))°. Supposons u(t) ¢ D(A), alors
u(t) e dD(A), D’aprés le lemme 2.1, il existe £ e Int D(A)
tel que |z — &2 — Ju(t) — &2 < |z — u(t)]? Vze D(A). Apres
translation, on peut supposer & = 0. On a donc pour tout
he[0, t], |ult — h)? — |u(t)]® < |u(t — k) — u(t)]®. D’ou en

reprenant l’estimation (2.2)
lu(t) — ult — )| < f‘ 9(x) dv + 2% lu(t) — ul(t — B)J2.
f—

La fonction u étant continue en ¢, il existe 3 > 0 tel que
pour |h| < 8, |u(t) — u(t — h)| < ¢. D’ou pour tout h € [0, 3],

|u(t) — u(t — h)| < 2 { ) dr. Par construction de ¢, ¢
Jt—h
est un point de Lebesgue de ¢ et donc
'liTn‘ u(t)—u(t—h) < —I— 0.
h>0 h
h>0

Ce qui est contradictoire avec u(t) ¢ D(A), d’aprés le
théoréme 1.

Démonstration du lemme 2.1. — On peut toujours supposer
z=0 et C cOne convexe ouvert de sommet O. Soient
Cl={reH; (x, z) <0 VzeC} coOne polaire de C et

= {z € C!; (0, z) = — 1} ou o est un élément fizé de C.
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K est un convexe fermé ne contenant pas 0. Soit z e Ct
tel que (w, ) =0. Il existe U voisinage de 0 tel que
o+ U <=C et donc (u, z) < 0 pour tout ueU, ce qui
implique z =0. Donc Ct= U)\K.

x>0

Soit alors & la projection de 0 sur K. Montrons que
— £ e C. Sinon d’aprés Hahn-Banach, il existerait ¢ # 0
tel que ({, — &)=k > (¢, z) pour tout z€ C. Puisque C
est un cone, (¢, z) < 0 pour tout ze€C et donc L eCt et

> 0. Donc il existerait {; € K tel que (¢, £) < 0 ce qui

est 1mposs1ble car £ est la projection de 0 sur K.
Etant donné z e C, on a alors

iz 4+ E* — [E[* = |2[* + 2(z, E) < |2

Remarque 2.1. — On peut en fait, compte tenu de la remarque
1.1, améliorer la conclusion b) du théoréme 2. On a en effet:

si te]0, T] wvérifie hm—f If(=)] d= < 4+ o, alors

t—h

u(t) € D(A); si de plus t € ]0, T[ et t est point de Lebesgue
a droite de f, alors u est dérivable a droite et

dtu

5 (B = (f(t + 0) — Au(t))°.

Cororraire 2.1. — Soient A € A(w) tel que Int (conv
D(A)) # @, f continu sur [0, T] et xe D(A). Alors il existe

une solution forte unique de U'équation d’évolution
du
——t——l—Auaf, u(0) = =.

De plus cette solution u vérifie:

u(t) e D(A) pour tout te]0, T]

u est dérivable a droite et %{f (&) = (f(t) — Au(t))° pour tout
te10, T[ avec 3—;‘5 L1(0, T; H).

Ce corollaire résulte immédiatement du théoréme 2 et du
lemme 1.3.



324 P. BENILAN ET H. BREZIS

Remarque 2.2. — On peut facilement remplacer dans le
corollaire 2.1, f continue par f réglée. Il est vraisemblable
que sous les hypothéses du théoréme 2, u est absolument
continue. En dehors du corollaire 2.1, nous savons le démontrer
seulement dans des cas particuliers (cf [3]). Citons par exemple :

a) Si A € A(w) est tel que Int (conv D(A)) # ¢ et dD(A)
est différentiable, alors pour tout fe L}0, T; H) et tout
z € D(A), 1l existe une solution forte unique de I’équation

d’évolution g:-‘ 1 Ausf,u(0) = =

b) Si A € A(w) est tel que D(A) soit ouvert, alors pour tout

feL=(0, T; H) et tout z e D(A), il existe une solution forte
du

unique de I’équation d’évolution o + Au s f, u(0) = =.

Remarque 2.3. — Lorsque dim H < + oo, tous les résultats
de cette section s’appliquent a4 un opérateur A € A(w) quel-
conque. En effet, si A est maximal monotone dans H
et si 0 e D(A) (on peut toujours se ramener & ce cas), consi-
dérons H, le sous-espace engendré par D(A) et H; le
sous-espace orthogonal & H,. On vérifie facilement que
A, =A n(Hy, X Hy) est un opérateur maximal monotone

de H, et que pour tout z e D(A) = D(A,), Az = Az + H;,.

. . du , .
L’équation I + Au s f s’écrit alors par projection sur H,

et H,: d
d .
d—:‘ + Aou 5 Projuf
0 + H, 5 Projgf.
La seconde équation étant toujours vérifiée et l'intérieur

relatif & Hy, de conv D(A,) étant non vide, tous les résultats
de la section sont valables.

« Depuis le dépét du manuscrit, nous avons démontré

que lorsque dim H < + o, pour A e@(w) et feLY0, T; H)
quelconques, toute solution faible de —(ﬁ + Ausf est abso-

lument continue sur [0, T] (cf. [3]). »
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3. Solutions périodiques.

Etant donné A € @(w) avec @ < O et f absolument
continue telle que f(0) = f(T), il existe u solution forte

unique de Péquation g—t-“ + Ausf, u(0)=u(T); de plus
fl—;‘ e L*(0, T; H). (C [3]).

Le théoréme suivant généralise ce résultat :

TatoriME 3. — Soient A  mazximal monotone et
fe LY0, T; H). On suppose A coercif au sens suivant:

lim (y, 2) = - oo.
1Z|> + le
[z, Y1€EA

Alors 1l existe une solution faible sur [0, T] de I'équation
%;—‘ 4+ Ausf, u(0) = u(T). (3.1)

Etant donné u solution faible de (3.1), il existe f, € L1(0, T; H),
u, absolument continue sur [0, T] solution de d;t" + Au, 3 f,,
u,(0) = u,(T), tels que f, > f dans L}0, T; H), et u,—>u
uniformément sur [0, T).

D’autre part, Uensemble des solutions faibles de (3.1) est
un conveze fermé borné pour la norme uniforme.

Démonstration du théoréme 3. — Désignons par % P’espace
des fonctions continues de [0, T] dans H muni de la norme
uniforme et Y = L}(0, T; H). Les espaces % et 9 sont mis

en dualité par [u, f]e B X Yr— [ (f(2), u(t)) dt.
Considérons B = {[y, f1€% X Y; u absolument continue

sur [0, T] et solution de 3—;‘ 4 Ausf, u(0) = u(T)}. 1l est

immédiat que $ est monotone. D’autre part, d’apres le résul-
tat classique rappelé au début de cette section, étant donné f
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absolument continu sur [0, T] avec f(0) = f(T), il existe
u e ¥ unique tel que [u, f —u]eBR.

Enfin d’apres le lemme 1.1, si [u, f] et [¢, gl € R, pour
tout t > s

lu(t) — o(8)] < e luls) — o(s)]

+ [ |(f(x) + u(x) — (g(x) + o(x)) de
et donc
[u(T) — o(T)| < e T|u(0) — ¢(0)]

+ [T e (f(5) + ul(®) — (g(x) + o(x))] de

dott Ton tire [u(0) — 9(0)] < ﬁ_—r IF+ w) — (g + 9)ly

et donc

lu— ol < CH(f+u) — (g + o)y avee C=y——t1

Ces deux propriétés permettent d’affirmer que %, fermeture
de $ dans % X Y est maximal monotone.

Considérons alors % = {[u, f]e % = Y; u solution faible
de Z-—? + Aus f, u(0) = u(T)}. # est monotone : en reprenant
le lemme 1.1 ou 1.2, on a en effet s1 u, ¢ sont solutions faibles

des équations g?u + Ausf et % + Av¢ 5 g respectivement

% |u(®) — ¢« < é— lu(s) — o(s)[2
+ [1(f(=) — glv), u(z) — o(x) dr

pour tout 0 < s <t < T; d’ou si de plus

u(0) = u(T) et o(0) = o(T), [ (F(t) — glt), u(t) — o(t) dt > O.

Puisque évidemment B < %, ona B = 4.

Ceci démontre que si u est solution faible de (3.1), il
existe [u,, f,] €® tel que f,—f dans L' et u, —>u uni-
formément. Ceci démontre aussi que I’ensemble des solutions
faibles de (3.1) est un convexe fermé pour la topologie «(%, Y).
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Démontrons que cet ensemble est non vide et borné. Utilisons
pour cela le

Lemme 3.4. — Soient A maximal monotone coercif,
f.eL}0, T; H), u, solution faible de dCZ”—I—Aunaf,,. On

suppose (f,) borné dans L et |[u,(0)] — |u,(T)| < C. Alors
(u,) est uniformément borné.

Achevons la démonstration du théoréme 3 en montrant
qu’il existe une solution de (3.1). Pour cela considérons ’apph-
cation S qui & z € D(A) fait correspondre S(z) la valeur
en T de la solution faible de I’équation d’évolution

‘%E—I—Auaf, u(0) = .

D’aprés le lemme 1.1, S est une contraction du convexe

fermé D(A) dans lui-méme. D’autre part pour =z e D(A)
fixé, désignant par u, la solution faible de I’équation d’évolu-

tion d(Z"JrAunaf, u,(0) = $"(z), on a u,(T)= S"#(z)

et donc [u(T)] — [u,(0)] < [S*(2) — $'@)] < [S(a) — al;
donc d’apres le lemme 3.1, (S*(z)) est borné.

Appliquant alors un résultat de Browder et Petryshyn [4],
S admet au moins un point fixe dans D(A). Donc (3.1)
admet au moins une solution faible.

Démonstration du lemme 3.1. — On peut toujours supposer

u, solution forte de d‘Z" + Au, s f..

D’autre part on peut supposer [0, 0] € A.
Raisonnant par I’absurbe, supposons (u,) non uniformé-
ment borné. D’aprés le lemme 1.1, on a

Iun(t)l l n(O)I + “fn“L‘-

(0)] + If.lw et par suite |u,(0)] =+ co.
| >+ . Comme [u(T)| < [u,(t)] + Ifuls
— 4+ . Appliquant la coercivité de A,

soit  |u,lie < |u,
Donc aussi |u,(T)

on a Inf |u,t)
te(fo, T1
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du

(A0 = G ni0, wi0)
7l = (]

D’ou j: @,(t) dt = + oo. Or ceci est impossible puisque

S 0a®) dt < [fulae + [u(0)] — [(T)]-

— + o pour p.p. te]0, T[.

Cororraire 3.1. — Sotent ¢ fonction convexe s.c.i. propre
sur H et fe L*0, T;H). On suppose A = d9 coercif. Alors

il existe u solution forte de Z—? + Au s f, u(0) = u(T). De
plus -g:-‘ e L3(0, T; H).

Cela résulte du théoréme 3 et du résultat de H. Brézis [2]
qui, avec nos définitions peut s’exprimer : toute solution faible

de %;f + Ausf avec feL?0, T; H) est solution forte et

g;—‘ e 120, T; H).

Remarque 3.2. — Dans le cas ou A = d¢, I’hypothése de
coercivité est équivalente & A surjectif et (A7')° borné sur
les bornés (cf. [3]). Dans le cas général, cette hypothése n’est
pas suffisante pour avoir l’existence de solutions périodiques
faibles pour tout fe L1(0, T; H): il suffit de considérer pour

A la rotation d’angle —;— dansle planet T = 2.
Remarque 3.3. — Le lecteur pourra obtenir de nombreux

autres corollaires sur I’existence de solutions fortes de I’équa-
tion j—': + Au s f, u(0) = u(T), en utilisant les résultats de

la section II. Nous renvoyons & [3] pour I’énoncé de résultats
complémentaires.

Remarque 3.4. — S1 A est strictement monotone (i.e.
[z, y]eA, [, y]eA, v #2'=>(y—y, z—2)>0) il
du

existe au plus une solution forte de o + Au s f, u(0) = u(T).
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