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BASES DE SCHAUDER
DANS CERTAINS ESPACES
DE FONCTIONS HOLOMORPHES

- par NGUYEN THANH VAN

Introduction.

La théorie des bases (de Schauder) dans les espaces de
fonctions holomorphes joue un réle important dans la théorie
générale des bases (dans les e.v.t.), beaucoup de résultats de
cette derniére ont été établis auparavant pour certains espaces
de fonctions holomorphes, le théoréme de Dragilev-Dynin-
Mityagin qui affirme que toute base d’un espace de Fréchet
nucléaire est absolue est un exemple important parmi bien
d’autres. Cependant la théorie des bases dans les espaces de
fonctions holomorphes ne se réduit pas a ce role de modéle
particulier, elle a son propre intérét et ses résultats les plus
fins ne semblent pas susceptibles d’étre généralisés sans
grande difficulté aux e.v.t. généraux; d’autre part des bases
assez « bonnes » peuvent &tre utiles pour I’étude de certains
problémes d’approximation des fonctions holomorphes. C’est
a cet aspect qu’est consacré le présent travail.

Chapitre 1.

Avant d’aborder les bases de Schauder, nous croyons utile
de donner quelques propriétés générales des systémes biortho-
gonaux dans I’espace des fonctions holomorphes sur un ensem-
ble fortement linéellement convexe au sens de M. Martineau.
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Ces propriétés résultent de la proposition suivante: E étant
un ensemble flc. = G, F < G, T e {(H(E), H(F)), {px}

*

une suite < Ho<[:E>, {Fx} une suite < H(F), les propriétés

sulvantes sont équivalentes :

— Vfe H(E), i {f, x> Fx converge (resp. converge abso-

lument) dans H(OF) et a pour somme T(f).

@

— Y o9x.Fx converge (resp. converge absolument) dans
0
H([: E X F) vers le noyau de T.

Chapitre 2.

Soit E une partie de C. Une base {F,} de E est dite
simple de 1r® espéce lorsque chaque F, est un polyndéme
vérifiant F{P(0) =n! et F®0) =0 VK > 1, elle est
dite simple de seconde espéce lorsqu’il existe un point a € E
tel qu'on ait pour tout n:

F(a) = n!, F,(a) =Fia) = ... = F(a) = 0.

Ces bases possedent de remarquables propriétés, en voici
une relative aux bases simples de 1r¢ espéce: si {F,} est
une base de H(w) ol  est un domaine de Carathéordory,
alors {F,} est une base commune des espaces H(R,} avec

R, = gzetm: G(z,[m, oo)(log pf Us, p> 1.

Nous appliquons ces propriétés a I’étude asymptotique de
certaines suites de valeurs extrémales de la théorie d’approxi-
mation quadratique.

Enfin nous généralisons la notion de base simple aux espaces
de fonctions holomorphes de plusieurs variables, nous déter-
minons toutes les bases simples de l’espace des fonctions
holomorphes sur un polydisque et calculons I’ordre et le type
d’une fonction entiére de plusieurs variables f en fonction

des coeflicients Ax du développement Y, AxFx de [ suivant
KeN®

{Fx}, en supposant que {Fx} soit une base d’un certain

espace de fonctions entiéres.



BASES DE SCHAUDER DANS CERTAINS ESPACES 171

Chapitre 3.

Nous étudions le probléme suivant: soit Q un domaine
de H etsoit x une partiede Q telle que Q\y soit connexe,
existe-t-il une base commune pour les epsaces H(Q) et
H(y).

La réponse est positive dans le cas o Q\y est un domaine
régulier pour le probléme de Dirichlet, x étant supposé
compact. Plus précisément nous montrons que si U est une
mesure finie positive sur y absolument continue par rapport
a la mesure harmonique de y (ou plus généralement U
est une mesure admissible au sens de Widom) et s1 L(x, U)
désigne le sous-espace fermé de L2(y, U) engendré par les
polynémes, alors il existe une base orthonormale {e,} de
Li(x, U) qui est une base commune des espaces H(Q) et
H(x) et qui en plus posséde la propriété suivante:

lim [ Max |e,(s)| ] = R* Va e 10,1

n>o L z€,

ou Iy,={ze€ Q\y: h(z) = a}, R=exp—<1;-, ¢ = Flux de

h(z) a travers tout contour séparant y et CQ, h(z) désigne
la mesure harmonique de Fr. Q par rapport & Q\x.

Nous précisons notre résultat dans quelques cas particuliers.
Enfin nous présentons un cas ou la réponse est négative.

Chapitre 4.

Nous donnons quelques applications de la base {ex}.

Soit {f,} une base commune des espaces H(Q) et H(y),
nous déterminons tous les ouverts E de Q non contenus
dans yx, et tous les compacts E de Q rencontrant
(Q\x) U Fr. x avec Q\E connexe et régulier pour le pro-
bléeme de Dirichlet,tels que {f,} soit une base de I’espace
H(E). Une généralisation d’un théoréme d’interpolation di
a Zerner, Lions et Peetre est donnée; et enfin nous établissons

. (log )2 :

la formule asymptotique E (%) ~ Tog R ou E/(B) est
I'c-entropie de I’ensemble $# des fonctions holomorphes et
bornées en module par 1 dans H(Q), calculée dans la métrique

uniforme de ().
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Chapitre 5.

Ce chapitre est de caractere bien classique, il s’agit du pro-
bléme d’interpolation d’Abel-Gontcharoff. Nous I’étudions par
la méthode des bases voisines au sens de Paley et Wiener;
cette méthode a déja été utilisée en 1940 par Boas, mais nous
trouvons qu’une nouvelle adaptation peut donner des résul-
tats beaucoup plus précis, d’autre part ’économie de calculs
que présente cette méthode nous permet de donner notre
résultat dans le cadre de plusieurs variables aussi aisément
que dans le cadre d’une variable. Nous considérons aussi
des problémes connexes et montrons en particulier que,
pour tout p > 0, si [ est une fonction entiére de croissance

< (ordre e, type V%) (W = constante de Whittaker)

et s1 chaque f®™ n’est pas univalente dans le disque
{z: |z < nt7lF}

sauf pour un nombre fini d’entiers n, alors f est un poly-
nome.

Les résultats de ce travail ont été annoncés trés partielle-
ment dans trois notes aux Comptes Rendus de I’Académie des
Sciences [19].

Je tiens & exprimer ma profonde gratitude & M. Hervé dont
les conseils et les encouragements m’ont été précieux. De
multiples améliorations de ce travail lu1 sont dues.

Ma gratitude va egalcment 4 M. Combes qui m’a tant aidé
pendant mes premiéres années de recherche.

Je suis heureux de remercier M. Martineau pour l'intérét
qu’il a bien voulu accorder & mon travail, et pour le soin avec
lequel il a lu cette thése, en tant que Délégué du Département
de Mathématiques.

Je désire remercier également M. Lazard pour le trés inté-
ressant sujet de deuxiéme thése qu’il a bien voulu me proposer.



CHAPITRE 1

DEVELOPPEMENT EN SERIE
DES FONCTIONS HOLOMORPHES
SUR UN ENSEMBLE
FORTEMENT LINEELLEMENT CONVEXE

Préliminaires (Rappels sur les ensembles fortement linéelle-
ment convexes).
{2, u) = Y zwu, désigne la forme bilinéaire usuelle mettant

en dualité C* avec lui-méme, P(G") I’espace projectif
obtenu en adjoignant & C® ses points infimis. A tout hyper-
plan £ de P(C"), § = {(z0, z): 28 + <z, &> =0} on
associe le point de coordonnées projectives (g, ;) avec
L,eC et §,eCm *
Si A est une partie de P(C") nous notons par [:A
I’ensemble des hyperplans qui ne rencontrent pas A. L’ensem-

*
ble (:A étant 1dentifié & une partie de P(C") nous pouvons
* *

prendre [: [A.

DeérinitioN (Martineau [16a]). — A ouvert (ou compact)

dans C" est linéellement convexe si et seulement si [: [:A = A.
Soit Q = C* ouvert. Dire qu’'un hyperplan { de coor-
données projectives (Lo, &) (0¢ €C, ¢, € C") appartient &

Q revient 4 dire que la fonction < —>—C°—>
E ' e o B L <, G

qui ne dépend que de g, est holomorphe sur Q. Donc si
12
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T € Hon(Q) (Hen(Q) est le dual vectoriel topologique de
Pespace He(Q) des fonctions de n variables complexes
holomorphes sur Q muni de sa topologie £ — F usuelle,
quand 1l n’y a pas de confusion on écrit H(Q) au lieu de
He(Q)), T <zl ~ K?%I"CS> — px(C) est définie. On voit

aisément que ¢r({) est une fonction holomorphe au voisinage
*

de [:Q et nulle a I'infini, c’est-a-dire un élément de I’espace
*

HP(c"),o( E Q) = 3f€ HP(G")( [: Q) i f(o0) = 0;.

DériniTioN [16a]. — Q est fortement linéellement convexe
st et seulement si Q est lLinéellement convexe et Uapplication

*
T — o1 est une bijection linéaire de Hea(Q) sur HP(G..)'O( [: Q).
Par le théoréme du graphe fermé, T — ¢r est alors un
isomorphisme vectoriel topologique de He(Q) muni de sa

topologie de dual fort de Hex(Q), sur Hp(cn)‘()([:Q).
Dans la suite on suppose toujours que Q soit un ensemble

ouvert (ou compact) fortement linéellement convexe de C"
*

On met en dualité He(Q) et Hp(cn)'(,(CQ) par la forme
bilinéaire : (f, ¢> = T¢(f), ou T, est I'élément de Hes(Q)
dont I'image par l'application T — ¢r est o.

Pour simplifier on pose: y = [:Q.

1. Représentation d’une application linéaire continue.

Soit E un sous-ensemble de C™ On désigne par
Hemxpemo(E X x) l'espace des fonctions des variables
(z, ¥) e G™ X P(C") holomorphes au voisinage de E X yx
et nulles aux points (z, ). Cet espace est muni de sa topologie
inductive 4-F usuelle.

Soit  K(z, ¥) € Homxpemo (E X %), on pose pour toute
fe Ha(Q):

Tf(z) = <f, ¢ — K(z, §)).
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Tf est un élément de Hen(E) et il est facile de voir que T
est une application linéaire continue de He(Q) dans. Hen(E).
On dit que la fonction X(z, {) représente I'application T.
On constate aisément que deux éléments de Hemxpm o (E X x)
qui représentent une méme application linéaire continue de
He(Q) dans Hen(E) sont identiques.

Soit {F, ¢,} une suite dans Hen(E) X Hpem,o(x). On
dit que {F,, ¢,} représente une application linéaire continue
T de Hen(Q) dans Hen(E) lorsque pour toute fe Hen(Q)
la série Y {f, 9> F, converge dans Hen(E) et y a pour

0
somme la fonction Tf. Lorsque pour toute fe He(Q),
Y <f, 91> F. converge absolument dans Hem(E) et y a
(/]

pour somme Tf alors on dit que {F,, ¢,} représente absolu-
ment P'application T.

TatortMe 1. — St {F,, ¢,} représente (resp. représente
absolument) T alors la série Y, F. (z)e,({) converge (resp.
‘0

converge absolument) dans Hemxpemo (E X x) et y a pour
somme la fonction %(z, {) qui représente T. S
Inpersement si T est représentée par R(z, §) et si la série

Y Fu(2)eu(C) converge (resp. converge absolument) dans
. .
Hermxpem,o (E X x) et y a pour somme la fonction X(z, T)
alors {F,, ¢,} représente (resp. représente absolument) T.
Démonstration. — On se borne au cas oi Q est ouvert
(raisonnement analogue pour le cas Q compact).
a) Supposons que {F,, 9.} représente T: Montrons que
P
la suite gﬂﬁp(z, =Y F,‘(z)qa,‘(C)% est bornée dans
1]

Hemxpem,o (E X x). On raisonne par ’absurde. Supposons le
contraire, alors il existe

— une suite {z} dont les points d’accumulation appar-
tiennent & E (1);

() Cela veut dire que pour tout voisinage ¥ de E, z,€¥ pour K assez
grand.
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— une suite {U,} de voisinages fermés de yx avec
U,> U, et n.Up=x; .

— une suite croissante d’entiers {K,}, K, 7o telles que
Pon ait pour tout p:

K

(1) Max| 3 Fy(z)ed?)| > 1.
(eup K

P

D’autre part, pour toute fe€ Hx(Q) on a, par le fait que
{F, ¢} représente T:

ou l'on pose:

{R,} converge faiblement, donc fortement, vers 0 dans
Hpcmo (x)- On en déduit que {R,} converge uniformément
vers 0 sur un certain U, : c’est en contradiction avec (1).

Donc {R,(z, {)} est bornée dans Henxpemo(E X x);
montrons maintenant que {X,} converge dans cet espace,
puisque I'espace en question est de Montel il nous suffit de
montrer que toute sous-suite convergente {Jixp} a la méme
limite :

Soit JHx, =X dans Hemxpem,o (E X x), alors pour tout
zeU, ou U est un certain voisinage de E (dans GC"),
et toute fe Hn(Q) on a:

f, T80 = ljg.} <f, €= %x, (3, C)>.

Puisque {F,, ¢,} représente T on a pour toute fe Heu(Q):
K
Tf(z) =lim 3 <f, o4> Fi(s) = lim (f; € > Rxy(s, 1)

pour tout z€ U, ou U, est un voisinage de E dépendant
de f. Donc pour ze U nU; on a:

Tf(z) = <f1 C—> 3{(2’ 0>

Donc X%(z, ¥) représente T, c’est 'unique élément de
Hermxpem, o (E X %) qui représente T. Donc toutes les sous-
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suites convergentes {J}ix,} convergent versla méme fonction A.
La suite {R,} converge donc vers X. C.Q.F.D.

b) Supposons que {F,, ¢,} représente absolument T: On
constate aisément que pour toute permutation II de N la

suite  {Fpg, emw} représente T. Done % Frigo(2)ema(%)
converge vers JR(z, {) dans Hemxpem,o (E X ).
La série Y, F,(z).9,({) est commutativement convergente,
(]

donc absolument convergente dans Hemipem o (E X %), car
cet espace est nucléaire.

¢) Supposons que T est représentée par %(z, {) et que
i F.(z).9,({) converge et a pour somme X(z, {) dans

[
Hemxpemo (E X x). Pour 2z appartenant a4 un certain
voisinage U de E on a:

Tf (2) = <f, £ = %(z, 0> = lim <f, T > Fylz 0>
Tf(2) = 3 <f, o> Ful2).

Montrons que la série ), {f, ¢,> F,(z) converge uniformément
(1]

sur tout compact d’un voisinage ouvert de E. Par suite de

la convergence de Y, F,p, dans Hgmxpemo (E X x) 1l
0

existe un voisinage ouvert » de E tel que: pour tout
compact K < o, il existe un voisinage ouvert U de x

tel que i F(2)9,(§) converge uniformément sur K x U.
o
al

Cela entraine:

g
Sup | Fu(z).9.(8)] =0 lorsque petqg— .
(z,)EKXU| p

Sur 'espace Hpen(U) la fonctionnelle f:

flo) = <f, e>

peut étre représentée par une mesure b portée par un com-

pact L de U:
flo) = [ fddb.
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On a:
5 <hod Fula) = (£, 0> 3 Fu@-eu0))
=fL(§ Fy(2) . 94(2) ) )dd
|3 <00 Bl < 10] Sup| 3 @) u(0)
Donc:
Sup| % <f, 9> Fuld)| < 101 sup |3 Fufa).00)

la derniére quantité tend vers O lorsque p et qg— oo. .
La suite 3 i {fy o> Fk(z)g est donc une suite de Cauchy
0 PEN

dans Hem(w). Elle est donc convergente dans cet espace,
on en déduit que {F,, ¢} représente 'application T.

d) Sidans c) on suppose en plus que- i Fi(z).9,({) converge
0
absolument dans Hemxpemo (E X x), alors il est facile de

voir que pour toute fe€ He(Q) la série Y <f, o> F, est
(1}

commutativement convergente, donc absolument conver-
gente, dans Hen(E); donc {F,, ¢,} représente absolument T.
2. Suite biorthogonale.

1) Une suite (ou un systéme) {F,, ¢,} dans
Hen(Q) X Hp(c").o (x)

est dite biorthogonale lorsque:

<Fi’ cPj> = 8i.j'
On pose:
_ So
°G 8= G W

%, €C et % e€C* sont les coordonnées projectives de .

Soit E une partie de Q. On désigne par Ig I'application
canonique de He(Q) dans He(E), il est évident que
o(z, {) représente Ig. .
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TatorkME 2. — St {F,, ¢,} est biorthogonale et st {F,}
est totale dans He(Q), alors {F,, ¢,} représente Iy si et

seulement si la suite gé F,,(z).qak(t)i est bornée dans
HC"XP(C"),O (E X X)' o PEN

Démonstration. — « Seulement si » est évident d’apres le
théoréme 1. Supposons que 35{p(z, {) = ﬁ“ Fu(z).9,(8)¢ soit
1]

bornée dans Hexeemo (E X x). Soit {%,} wune suite
extraite convergente et soit J(z, {) sa limite, R(z, {) repré-
sente une application linéaire continue T de He(Q) dans
He(E) et on a, par suite de la biorthogonalité de {F,, ¢,}:

T(F,) = Ig(F,) = F, pour tout p,

T est donc identique & I, car {F,} est totale dans He(Q).
Il1 en résulte que HA(z, ¥) = w(z, {). Donc toutes les suites
extraites convergentes {%,} ont la méme limite o(z, {).
Puisque Heuxpem,o (E X x) est un espace de Montel, ce

fait implique la convergence de i Fi(z).9,(%).
0

Remarque 0. — Avec les mémes hypothéses, on peut
montrer que {F, ¢,} représente absolument Ig si et seule-
ment si la famille 32 Fk(z).cp,,(l)g (F désigne la famille

kec cedF
des parties finies ¢ de N) est bornée dans Hgnypem, ol E X %)
2) Soit {F,, ¢,} une suite biorthogonale dans

He(Q) X Hpem, o(2),

{F,} est dite une base (au sens de Schauder) de Hx(Q) si et
seulement s1 {F,, ¢,} représente 'application identique de
He(Q) sur lui-méme.

Tutorime 3. — {F,} est une base de Hx(Q) st {F,}
est totale dans He(Q) et {Fi(z).9,(0)}ken est bornée dans
Herxpem, o2 X %)-

Démonstration. — C’est une conséquence immédiate du
théoréme suivant d & Dynin et Mitjagin (voir [17]).
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TutoriME — Si X est un espace nucléaire et si {xz,, =}
est une suite biorthogonale dans X X X' satisfaisant les condi-
tions :

[ — {x,} est totale dans X.
— Pour toute seminorme p de X il existe une seminorme
g > p telle que:

Sup ¢(zi)p(z) = Ky < 0
avec
q(zi) = Sup {|i(a)| : q(z) < 1, v e X}.
Alors {z,} est une base absolue de X.

3) On suppose que {F,} soit une base de Hex(Q). Soit
T une application de {F,} dans He(E), E étant une partie
de C": TF, = G,.

TutoriME 4. — T peut étre prolongée en une application
linéaire continue de Hen(Q) dans Hen(E) si et seulement st

P .
% Gi(z) . 94(X) ren est bornée dans  Hgmxpm, ol E X x).

Démeonstration. — Si T peut étre prolongée en une applica-
tion linéaire continue de He(Q) dans Hen(E) que 'on note
encore par T, alors pour toute fe He(Q) on a:

Tf= g <f, o TF, = g <f, oxy Gy

la série étant convergente dans Hgn(E). Donc {G,, ¢,}
P

représente T et, d’aprés le théoréme 1, 32 G,‘(z).cp,‘(C)g

est bornée dans Henxpem o E X %) ( » o :

Réciproquement supposons que §Z Gk(z).cp,‘(t)g solt
[

bornée dans Hemxpem, o E X x). Posons

Bz, ) = 3 Gula).eu(0)-

o .
Soient {HK,} et {R,} deux suites extraites convergentes
quelconques et soient R’ et R” leurs limites respectives.
A" et R” représentent deux applications linéaires continues

T’ et T” de Ha(Q) dans Hgm(E). Ona: T'F, = T"F, = G,



BASES DE SCHAUDER DANS CERTAINS ESPACES 181

pour tout k. Donc T'=T" car {F,} est une base de
He(Q). 11 en résulte que R = R" =HR. Donc la série

Y Gi.9. converge (dans Hemxpem olE X x)) et a pour
0

somme la fonction X. Il est évident que I’application repré-
sentée par X est un prolongement de T.

Remarque 1. — D’apres le théoréeme de Dynin et Mitjagin
cité, toute base de Hex(Q) est absolue.

Remarque 2. — Dans le théoréme 4 on peut renforcer la
condition nécessaire :

Si T est une application linéaire continue de He(Q)

dans Hem(E), alors la série Y G,(z).9,({) converge absolu-
[

ment dans Hegmxpem o (E X x) et sa somme X(z, {) repré-
sente T.

Démonstration. — Puisque la base {F,} est absolue, pour

toute fe Hm(Q) lasérie Y <f, ¢:> G, est commutativement
(1}

convergente, donc absolument convergente, dans Hen(E).
Donc la suite {G,, ¢,} représente absolument I’application
T. 1l ne reste qu’a appliquer le théoréme 1 pour avoir la con-
clusion.

Remarque 3. — Puisque toute base de He(Q) est absolue,
il résulte du théoréme 1 D'assertion suivante qui sera utile
dans la suite:

Si Q est ouvert et si {F,} est une base de He(Q), alors
pour tout compact K < Q il existe un compact L < Q

et une constante finie JMb tels que pour toute série Z Ay
convergente dans He(Q) on a:

3 WFu(2).

0

S In) (Max | Fy(a)]) < db. Max
0 z€K

z€L

Cette assertion peut étre considérée comme un cas parti-
culier d’un théoréme de Newns [18].



CHAPITRE 2

BASES SIMPLES

Une suite {F,} de fonctions holomorphes sur une partie
X de C est dite:

— simple de 1re espéce lorsque chaque F, est un poly-
ndéme vérifiant : .

F(0) = n!, F{*+9(0) =0, vk > 1.
— simple de seconde espéce en un point a € X lorsque:
F.a) = Fy(a) = -+« = F{Pa) =0, F{Pa)=n!

Ce chapitre est consacré a I'étude des bases (de Schauder)
simples. De telles bases ont été étudiées par Whittaker [31],
Evgrafov [9] et Falgas [11].

Nos résultats sont essentiellement d’une variable complexe,
quelques-uns sont donnés sous forme de plusieurs variables
complexes, mais dans le cadre trivial des fonctions holo-

morphes sur un polydisque (le cas des domaines de Reinhart
s’y rameéne).

1. Bases simples de certains espaces de fonctions
d’une variable complexe.

Remarque préliminaire. — a) Pour toute partie X de
C=0C U {0}, H(X) désigne 'espace des fonctions holo-
morphes au voisinage de X muni de sa topologie limite
inductive. Soit E une partie de G, il est bien connu qu'on
peut mettre en dualité vectorielle topologique les espaces
H(E) et H,(E) par le produit scalaire :

o> = [ f@e@) d [feHE), oeH([E)]
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vy étant un cycle convenablement choisi dépendant de f
et ¢ (voir par exemple [16 b]).

b) Soit {F,; ¢,} un systéme biorthogonal dans
H(E) x H([E):

Fpo> =3,

— Supposons que  E  soit un compact 4 complémentaire
connexe et que {F,} soit une suite simple de 1r® espéce
(respectivement de 2¢ espéce en un point a € E). Pour tout
nombre R tel que le disque D(a, R) = {z: |z — a| < R}
contienne E on a (?):

Soro o FoD)oy(z) dz = CFyy 00
| =3,, (Cla, R)= {z: |z —a] =R}).
On en déduit par un petit calcul :
!
o) = DL g (c0) = gi(o0) = -+ = o) = 0
(respectivement ¢{*¥(w0) =0, Vk > 2).
— Maintenant supposons que E soit un domaine, alors

avec les mémes hypothéses on a les mémes conclusions, car
pour tout r tel que D(a, r) < E on a:

Jor, EiD)ey(z) dz = 8,

¢) Dans la suite pour ne pas compliquer le langage nous ne
considérons que les bases simples de 2¢ espéce a ’origine 0
(on les appellera tout stmplement bases simples de 2¢ espéce)
et, bien siir, les bases simples de 1r¢ espéce. Cela ne restreint
nullement la portée de nos résultats concernant les bases
simples de 2€ espéce.

1. Soit x un compact du plan C tel que l:x soit

un domaine régulier pour le probléme de Dirichlet, Leja [13]
a établi 'existence d’une suite de points {«,} de yx telle que:

lim —%— log |L.(z)] = G (z, [:x, oo) + log (Cap x)

(*) Respectivement pour tout R inférieur au rayon d’holomorphie en a de F,.



184 NGUYEN THANE VAN

uniformément sur tout compact de [:x, avec:
Ly(z) =1, L,(z) =(z—o4)(z — ) ... (2 — a,)
G(z, x, ) =Fonction de Green de [:x_ avec pdle au point oo,
Cap x = Capacité logarithmique de .

D’aprés un résultat classique de Walsh (voir [28 a], Théoréme
2 du chapitre 7; Walsh a démontré ce théoréme pour le cas

ou y et {:x sont connexes, mais sa démonstration s’étend

facilement au cas général) toute fonction f holomorphe
sur K, :

K, = gze[:x:G(z,[:x, oo) < logpgux

peut étre développée en série Y, C,L,(z) convergeant uni-
1}
formément vers f sur tout compact de X,, et ceci pour tout
P ) |Y
p€]l, o[. Dans la séne % C,L.(z) les coefficients C,

sont déterminés formellement en posant successivement
Z=0y, 3=0y ..., 2=20«, ...; les C, sont des formes
linéaires continues de f sur H(%;), donc {L,} est une base
commune des espaces H(%,)(1 < p < o).

Ainsi a-t-on prouvé le

Tutortme 1 (Lesa). — Il existe une base simple de 1re
espéce {L,} des espaces H(K,) telle que:
lim (Ll = ¢.Cap x (Ve e 1, o)
|Lal o = Sup [La(2)]
zeR,

2. Soit Q un domaine de C contenant l'origine 0 et
régulier pour le probléme de Dirichlet, on pose pour tout

re 0, 1[:
I, ={zeQ: G(z Q, 0) > —log r}
R désigne le complémentaire de Q et, pour tout ensemble
E c C, E désigne I'image de E par linversion z—>%~

Soit {L,} la base de Leja de H(X) (voir Th. 1), soit
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{$.} la suite dans Ho( [:5{) formant avec {L,} un systéme
biorthogonal (on I’appelle aussi, briévement, la base duale de

{L.}), c’est une base commune des espaces Hy(Q) (ﬁ = [\,5{)
et Hy(I,), au voisinage de l'infini on a:

R - Tk _(1sik=n+1
Ba(z) = 2w %‘ mak T AVEC Gk = %O stk < n.
En posant:
9o(z) = 1, Pa(2) = % ®%p, k+lzk
on ale
TutoriME 2. — Il existe une base simple de 2¢ espéce {,}

des espaces H(l,) telle que:

r

I oy = _ (vre]0, 1))
im  (|9,l1,) Cop. & (vre ]0, 1])

n>x

3. Soit Q un ouvert du plan C a complémentaire connexe.
On ne sait pas s1 H(Q) posséde une base simple de 1€ espéce,
méme lorsque Q est l'intérieur d’un contour de Jordan.
Cependant on a la

Prorosition 3. — St {P,} est une base simple de 1re espéce
de Uespace H(Q), alors pour toute suite complexe {a,} la
série Za,P, converge dans H(Q) st et seulement si:

lim sup |a,|*" < Ca:) o)
Démonstration. — Posons p = Cap Q.

a) Supposons que lim sup |a,|'™ < i, montrons que la
e

série  XZa,P,(z) converge normalement sur tout compact
K de Q.

Puisque {P,} est une base absolue de H(Q) 1l existe,
d’aprés la remarque 3 du chapitre 1, une constante A < o
et un compact K’' = Q tels que:

|Zo,Pjlx < AlZojP)|x (1)
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pour toutes suites finies {«;} et {a«j} telles que a; = «;
ou 0. Soit ® un ouvert & complémentaire connexe limité
par un nombre fini de Contours de Jordan analytiques dis-
joints tel que:

KcwcaencQ, Capo =17 < p.

Soit {F,} la base de H(w) formée par la suite des polynémes
de Faber-Walsh [28b], {F,} est une base simple de 1r€ espéce
telle que pour toute suite complexe {b,} la série Zb,F,
converge dans H(w) si et seulement si

lim sup [B, < . 2)
‘Puisque {P,} est simple de 1re espéce on a:
n—1
Fn - P,‘ == 2 A'], ”PJ.
Jj=0
Donc (1) donne:
|Palx < AlF|x.

. . 1 1 .
Puisque lim sup |a,|'" < P la série I|a,||F.lx

converge d’aprés (2). Donc la série Z|a,||P,Jx converge.

b) Supposons maintenant que Xa,P, converge dans H(Q),
donc normalement sur tout compact de Q (car {P,} est

une base absolue de H(Q)), montrons que lim sup |a,|*"* < 1

Soit «© la réunion des intérieurs d’un nombre fini de Con-
tours de Jordan analytiques disjoints dans Q, soit {F,}
la base de Faber-Walsh de H(w). En raisonnant comme dans
a) on voit que la série Z|q,||F,|x converge pour tout compact
K < w, donc:

. 1
Iim sup |a |¥* <
n>»»o p I nl = Cap.w

On peut choisir o tel que Cap w soit arbitrairement voi-
sine de Cap Q, donc:

. 1
i/n
hm sup | < g0
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4. Prolongement des bases simples.
Soit ® un domaine de Carathéodory, c’est-a-dire tel que

» et la’ composante connexe non bornée de [:m‘ alent la
méme frontiére. '

Prorosition 4. — Si {P,} est une base simple de 1re espéce
de H(w), alors {P,} est une base commune des espaces H(X,)
avec:

%, = {ze [@: G(z, @ ®) < logp} Uall < p < )

Démonstration. — Soit {{,} la base duale de {P,}. D’aprés
le théoréme 2 du chapitre 1 on a:

Pour tout contour (de Jordan) C dans o, il existe un
contour I' dans « et-une constante M < oo tels que:

| Piledar < M Vn. (1)
Posons : - ‘
vf = {z € Ext C: G(z, Ext C, o) = log p}
yF = {ze ExtI': G(z, Ext I, o) = log p}

Puisque ¢,(0) = ¢ (©) = -+ = ¢{(0) = 0 une géné-
ralisation du Lemme de Schwarz (voir [29], Lemme 1) donne :

[bal gy < [dalrep™ (2)

D’autre part une généralisation du lemme de Bernstein

([26a], Lemme 2.1) donne:
IPnl’ﬁ < |PnIC'Pn' (3)
Puisque o est un domaine de Carathéodory on peut choisir
les contours C et T de telle maniére que G(z, Ext C, ) et

G(z, Ext ', o) soient arbitrairement proches de G(z [:m, )
Ce fait entraine, avec (1), (2) et (3): '

Pour tout contour y dans X, il existe un contour ¥y’
dans X, et une constante M < oo tels que :

IPnH-WnH' <M vn
Donc {P,} est une base de H(%,) d’aprés le théoréme 3
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du Chapitre 1, car {P,} est totale dans H(X,) (théoréme
de Runge).

Remarque. — En gardant les notations des paragraphes
1 et 2, et en utilisant la méme méthode, on peut prouver que

— st {P,} est une base simple de 1re espéce de H(y),
alors elle est une base commune des espaces H(X,)
(1 <p < ),

— si {¢,} est une base simple de 2¢ espéce de H(Q), alors
elle est une base commune des espaces H(I) (0 < r < 1).

5. Equivalence des bases simples.

Deux suites {z,} et {y,} d’une.v.t. X sont dites équi-
valentes lorsqu’il existe un automorphisme vectoriel topolo-
gique & de X tel que ©(z,) =y, pour tout n.

Prorosition 5. — St {z,} et {y,} sont des bases absolues
d’un espace tonnelé quasi complet X (sur C) et si pour tout
n assez grand on a:

T, = % n Y avec a, =1

oM o

Yp = Br.n Tk avec B..=1

Alors {z,} et {y,} sont équivalentes.

Démonstration. — Par le théoréme de Banach-Steinhaus
on voit qu’il suffit de montrer que pour toute suite complexe

{a,} la convergence (dans X) de la série § a,y, équivaut
(1}

a celle de Y, a,z,.
[

Lemume ([22]). — St {z,} est une base d’un espace tonnelé
X et st {N}ier est une famille de semi normes continues
engendrant la topologie de X, alors pour tout ve 1l il existe
une constante finte A et un indice je€l tels que pour toute

L
série Y, a,xr, convergente dans X on ait:
[

Ni<i aka:k> < ANj<2 akwk) Vm, n.
m [
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Maintenant supposons que Y, a,z, converge dans X, puisque
[}

{z,} est une base absolue de X on a:
i |a,|Nyz,) < o pourtout jel
1]

D’aprés le lemme pour tout tel il existe A < oo et
jeI tels que:

P
Ni < 2 k9 n yk) < ANj(xu) Vm, P
en particulier:

Ni(an,n yn) = Nt(yn) < ANj(xn)7

donc:

S Ny < A 3 |aNf@) < o,
cela entraine, X étant quasi-complet, la convergence (dans
X) de la série g @Y,

De la méme fagon on montre que la convergence de Y a,y,
[}

-}

L
entraine la convergence de Y a,z,.
0

Conséquences :

a) Soit E un sous-ensemble de C, deux bases simples
de 1re espéce quelconques de H(E) sont équivalentes.

En effet si {P,} et {Q,} sont deux telles bases on a évi-
demment :

Pn = Qn + %n—1,n Qn—l + + %o, n
Qn = Pn + Bn—l.n Pn—-l + ‘e + Bo,n'

On se trouve donc dans la situation de la proposition b.

b) S1 Q est un ouvert contenant 0 et si {¢} et {¢}
sont deux bases simples de 2¢ espéce de H(Q), alors elles
sont équivalentes.

En effet par substitution des séries on trouve:

Pn = "pn_{_ Ont1,n ¢n+1 + + %k, n "I"n+k +
Yo = ¢, + Batr,n Patr + +++ + Batkn "I"n+h + .-

c) Si y est un compact régulier et si {P,} est une base
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simple de 1r® espéce de H(y), alors:
lim (|Py|x,)t/" = p Cap x Ve > 1.

En effet d’aprés la proposition 5 et la remarque qui suit
la proposition 4 {P,} est une base de H(X,) équivalente
a la base de Leja {L,}, pour tout p > 1. L’équivalence
simultanée des bases {P,} et {L,} sur les espaces H(JEP)
(p > 1) entraine:

Lim (|P,|,)! /" = lim (|Ly[5,)*** = e Cap x.

d) S1 Q est un domaine reguher contenant 0 et si {ap,l}
est une base simple de 2¢ espéce de H(Q) alors par un rai-
sonnement analogue a celui de ¢) on a:

lim (14,l5 0" =

— vre 0, 1[.
Cap R

6. Complément a un théoréme de Widom.

Dans ce qui suit (paragraphes 6 et 7) Jb désigne toujours
une mesure positive sur x.

Soit y un compact régulier, b est dite admissible (au
sens de Widom [32]) lorsqu’il existe une famille {z,},.,
de sous-compacts de yx telle que

— lim Cap y, = Cap x.

t>0

— Pour tout sous-ensemble A de x tel que Jb(A) =0

on ait:

lim inf ! (A N yx,) = 0.

t>0
! désigne la mesure harmonique de y,.
Pour chaque r 1l existe un polynéme
P,,(z) =z"+ @, -1 21 + -+ 4 a,, unique
tel que:
W2 = [P, (z)]2 db,
= B 1t aa B gl i,

Posons: -

|P.ly = Max |P,(z)|.
zeY
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Widom a montré que:
lim (|P,[, 1" = lim (M, 1" = Cap x. (1)
n>0 n>»®
Prorosition 6. — {P,} est une base commune des espaces
H(X,) (1 < o < ).

Démonstration. — Soit A = Li(x, 1) le sous-espace formé
de L2(x, w) engendré par les polyndmes, on a:

H(x) G A (2)

le signe ¢ signifie I'inclusion continue. Il en résulte que
toute forme linéaire continue ! sur A est une f.l.c. sur H(y),
donc d’aprés le théoréeme de dualité de Kothe il existe une
fonction unique ¢ € Hy(yx) telle que:

Uf) = <o, D = f 9(2)f(z) dz pour toute fe H(y)

Par Papplication ! — ¢ on peut identifier le dual A’ de A
a un espace hilbertien A* de fonctions holomorphes sur

[:X et nulles au point o avec la norme:

lolas = [l

La suite {P,} est une base orthogonale de A, soit {¢,}
la suite dans A* qui forme avec {P,} un systéme biortho-
gonal, c’est-a-dire:

W P> = [L4,(2)Py(2) dz = 5, ,.
On a:

— ¢¥(0) =0 pour k < n, ¢{*P(0) = (n+ 1! ;;:)!
= alae = o (i = IPL),
— {P,, ¥, est un systéme biorthogonal dans
H(RK,) X Ho(K,) (1 < p < o).
2) implique :
(2) impliq acm(ly)
Donc si I'on pose I', = 3ze[:x: G(z, [:X, oo) = log p‘ ona:
[¥alr, < Meldalae = Mg Vn. (3)
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En appliquant les lemmes de Schwarz et Bernstein généralisés
et en tenant compte de (1) et (3) on trouve:

[alr, < M(p, €)(1 + €)*(ey)™
|Par, < M(p, €)(1 + €)"(ey)"

avec y = Cap x, pour e arbitrairement petit et p € ]J1, .
Il en résulte que pour tout < p, 1l existe un o < p tel
que

|Palr,-[$alr, < M(7, 6) < @ Vn.

{P,} est donc une base de H(X%,), d’aprés le théoréme 3
du chapitre 1.

Remarque. — Cette proposition peut é&tre considérée comme
une généralisation des résultats du méme genre dus & Walsh
(voir [28a], chapitre 6).

7. Un résultat analogue au théoréme de Widom.

Nous gardons les notations du paragraphe 6 et supposons
que la frontiére de y soit composée d’un nombre fini de
contours de Jordan disjoints. « désigne l'intérieur de .
Soit p une mesure finie positive sur x.

Tatortme 7. — Les propriétés suivantes sont équivalentes
(i) lim ()" = lim ([P )" < oo

(i) lim (s, = lim ([P, }i" = Cap 1

(i) T L w) € Hle).

Démonstration :

(1) = (v1z) : Posons

lim ()" = lim (|P,|,)¥" =% < oo (1)

V(z) = lim sup % log | P, ()
V*(z) = Régularisée supérieure de V(z).

On voit facilement que V*(z) est une fonction sous-
harmonique non constante et:

V*(z) < logh Vzeo.
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Donc en appliquant le lemme de Hartogs on a:
Pour tout compact K <= o, il existe ¢, € ]0, A[ tel que

IPilx < M(K, &)(d — o)™ (2)

D’autre part (1) donne : pour tout ¢ € ]0, A[ il existe M, < o

tel que
Bn = “Pn"A > Ms()‘ - e)n vn. (3)

Si nous posons pour toute f= Za,P,eA = L}y, u):

Ifla = (2 |a,|ui)
Iflx = 2 |a,||P.[x

alors les inégalités (2) et (3) donnent:
Iflx < Mxlfla VfeA.
Donc pour tout compact K < o 1l existe Mg < o tel que:
Ifle < Iflx < Mk[fla VfeA.

Il en résulte: Ly, p) ¢ H(w).

(tit) = (17) : On garde les notations de la démonstration
de la proposition 6. On a:

H(x) ¢ A ¢ H(w). (4
. (o) ¢ Argm([x). ®)
I“‘)n = _P_n, ;'?;n = “'n‘pn'

n

{P,} est une base orthonormale de A et {P,; J,} est un

systéme biorthogonal dans H(X;) X Ho([J{P) pour tout
p € ]1, oo[. () implique pour tout p € ]1, oo[:

1Balr, < Mol alae =M, Vn.

Il en résulte, par le lemme de Schwarz généralisé :
Pour tout € ]0, p[, il existe M(p, ) < © tel que

1Bulr, < M(e, <)o — )™ (6)

Désignons par G, G, ... € les contours de Jordan compo-
sant la frontiére de y; soit, pour chaque ¢, C; un contour
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de Jordan dans I'intérieur de C; (i =1, 2, ..., l) et posons

C= U C;; on a d’apres (4):
1 -~ -~
|Puc < Mc[|[PyJa =Mc Vn
Si P'on pose:

Ext C = Domaine non borné limité par C

v§ = {z € Ext C: G(z, Ext C, ©) = log ¢}
alors le lemme de Bernstein généralisé donne :
IP I'fg Mce™.

Puisque pour tout p fixé on peut choisir C de maniére
que y§ soit arbitrairement proche de I',, on voit facilement
que:

Pour tout ¢ > 0 il existe M(p, c) < o tel que

IP.lr, < M(p, €)(p + ) Vn 7
D’autre part on a:
1= A Pu(2)0a(2) dz < Ly|Pilr,-|%ilr, (8)

6) + (7) + (8) donnent, pour tout pe]l, o[ et tout
ee]0, p[:

Cle, €)(p — ) < IP W, < Cle, e)e +¢)* n
Cle, e)(p + €)™ < |$ilr, < C'(p, e)(e — &)™ n

Il en résulte que pour tout p e ]1, of:

— {P,} est une base de H(%,)
= lim (|B,jr, " = . ©

{P,} est donc une base simple de 1r® espéce des espaces
H(%,). D’aprés la conséquence ¢ de la proposition 5 on a:

lim (|P,|p)¥" = ¢ Cap x Ve > 1. (10)

Cette formule entraine avec (9):

lim (u,)* = Cap .
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Il résulte immédiatement de (10):

lim sup (|P,|, )% < Cap y.

Si lim inf (|P,|,)¥" < Cap yx, alors on a aussi

n>x

lim inf (p,)'" < Cap x, car p2= fl |P,|2? du.

n>wo
Donc lim inf (|P,[,)** > Cap x et finalement :
n>w

lim (|P,], " = Cap x.

Fin de la démonstration. .
Dans cette démonstration nous avons implicitement prouvé
la proposition suivante :

Prorosition 8. — Si # est un espace hilbertien de fonctions
holomorphes tel que H(y) ¢ %6 ¢ H(w) et st {P,} est une
suite stmple de 1T€ espéce formant une base orthogonale de 6,
alors {P,} estune base commune des espaces H(R.) (p > 1) et
ona: :

Lm (|P,[ )" = Cap x.

Remarque.

— Le théoréme 7 et la proposition 8 restent valables quand
o =y est un domaine de Carathéodory.

— D’aprés le théoréme 7 et le théoréme de Widom, si p
est une mesure admissible sur y alors:

L(x, ) € H(w).

On ne sait pas si la réciproque est vraie.

8. Soit Q un domaine contenant 0, on suppose que la
frontiere de Q est composée d’un nombre fini de contours
de Jordan disjoints dont I'un contient tous les autres dans
son intérieur. Par la méthode du paragraphe précédent on
obtient la:

Prorosition 9. — Si #8 est un espace hilbertien de fonctions
holomorphes tel que H(Q) ¢ #6 ¢ H(Q) et st {$,} est

une suite stmple de 2¢ espéce formant une base orthogonale de



196 : NGUYEN THANH VAN

¥, alors {{y,} est une base commune des espaces H(l,) avec
L ={2€Q:G(z,Q,0) > —logr} (0<r<1)

et on a: _
lim (|45 " = (Cap %),

ou R désigne l'image de R = (:Q par Uinversion z —->—i—

Un exemple. — Prenons # = L3(Q) (espace de Bergman).
Pour tout entier n posons:

E, = {fe Li(Q): f(0) = 1'(0)
= ... = fe-1(0) =0, f™0)=n!}

Soit f, Punique élément de E, vérifiant:
ut = [z + i) do dy = Inf [[1f(z + iy)l* da dy.

Il est connu (Bergman) que {f,} est une base orthogonale
de L3(Q). Donc on a d’aprés la proposition 9:

lim (w,)/» = (Cap %)-1.

Un résultat analogue a été trouvé par Schiffer et Siciak par
une méthode différente (voir [25], théoreme 5).

2. Bases simples dans ’espace des fonctions holomorphes
sur un polydisque et dans certains espaces
de fonctions entiéres.

1. Notations.
Pour tout z=(z, 25, ..., 3,) €C* et
K = (K, K;, ..., K,) eN"

on pose:

=z . g K= (K D)K. (KLY
z =|z| + |zl + - + 1z, 12]. = Mfixlzil-

Soit m = (my, my, ... m,) un élément de N", on écrit
K< m lorsque K; <my, K <my ... et K, <m,; on
éerit K < m lorsque K < m et K # m. L'ordre < ainsi
défin1 n’est pas total sur N* (n > 2).
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On peut définir plusieurs ordres totaux sur N" de la
facon suivante :

supposons que < soit un ordre total sur N1 soit j
un entier compris entre 1 et n, pour deux éléments
K=(K, ... K,) e¢ m=(m ... m,) de N" on écrit
K <€ m lorsque

— ou bien K; < m,,

— ou bien K;=m; et

(Kl, Kg cee Kj—l’ Kj+1 e Kn) << (ml, my ... mj_l, mj+1 e m,,).

On définit ainsi un ordre total sur N*. En commencant
par N avec son ordre naturel, on définit de proche en proche
plusieurs ordres totaux sur N"; un tel ordre sera noté <.
H,(R) (0 < R < o) désigne I'espace des fonctions de n
variables complexes holomorphes dans la boule

{ze C": |z||, < R}.

H,(R) désigne I'espace des fonctions de n variables com-
plexes holomorphes au voisinage de la boule compacte
{zeC): lzl. < R}.

Ces espaces sont mums de leurs topologies usuelles. Les
bases de ces espaces sont absolues, c’est pourquoi on peut
indexer les bases relativement a N" La suite {z%}g.»
constitue une base commune a tous les espaces H,(R) et
H,(R). On peut mettre en dualité vectorielle topologique les

espaces H,(R) et H,(1/R) & l'aide de la forme bilinéaire :

G =3 [0 €0

Relativement a cette dualité le systéme {z%, w®} n est
biorthogonal.

2. Bases simples.

Une suite {9,}mexr de fonctions holomorphes (de n
variables) au voisinage de l'origine est dite simple de 1re
espéce lorsque 'on a pour tout m:

A, .=1
_ K m, m
CP,,,(Z) - 2 AK,"' % avec AK,m = 0 Si K 4; m.

KeN"
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Lorsque I’on a pour tout m:

A, .=1
on(z2)= Y Agn.z* avec EA:'" —0

Ken® Si K < m.

Alors {¢,} est dite simple de 2€ espéce.

Une matrice n-infinie est par définition une application
de N* X N* dans C. Le produit de deux matrices n-infinies
se définit de facon usuelle:

[Axn]-Brn] = [Cxn] avec Cxn= 20 Ax,B, .

[Ck,n] existe lorsque la série T Ag ; B, est sommable pour
tout couple (K, m)e N* X N Dans le cas ou:

[Ak,m]- [Bx,m] = [Bx,m]-[Ax n] = [k, n]

[Bk, ] est appelée matrice inverse de [Ag ,] (cette inverse
est unique).

Une matrice n-infinie [Ag ,] est dite simple de 1re espéce
(resp. de 2¢ espéce) lorsque ’on a pour tout m:

Avn=1Ak,=0 pour K & m (resp. K < m).

ProrositTion 1:

a) Une matrice n-infinie est simple de 1r¢ espéce (resp. de
2@ espéce) su et seulement si elle devient une matrice 1-infinie
stmple de 1€ espéce (resp. 2 espéce) lorsqu’on arrange les indices
sutvant n’importe quel ordre < défini sur N* (voir 1).

b) Toute matrice n-infinie de 1t¢ espéce (resp. 2¢ espéce)
est inversible et son inverse est aussi de 1re espéce (resp. 2¢
espéce).

Maintenant soit ¢,(z) = X Ag ,z* une suite simple (de
1re ou seconde espéce) de fonctions holomorphes au voisi-
nage de O et soit [Bx ,] la matrice inverse de [Ag ]

TutorEME 2:

a) {Pmimen est une base de H,(R) st et seulement st :

lim su Ag .| + |Bg | )rEnumi o R
. 2 p( 3 (Axal + B |

limj}-> oo KeN"
pour tout r < R
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b) {Pmlmenr est une base de H,(R) si et seulement si:
o Pout tout R > R, il existe r > R tel que
@) ) tim sup (3 (Acal + By )ipin < R,

[Im|| » oo KEN?

Démonstration. — En raisonnant comme dans la démons-
tration du théoréme 4 du Chapitre 1 on a:

LemME:

a) Une suite {F,},cnn d'éléments de H,(R) est 'image de
{z"}nenn par une application lLinéaire continue de H,(R)
dans lui-méme si et seulement su:

Pour tout r < R, il existe v > 1 tel que:

R

3 [Fal A7 < oo,

(Ca)

o | |, désigne la norme |Zaxz®|, = Z|ax|r*.

b) Une suite {F,}nens d'6léments de H,(R) est 'image de
{z"}menr Par une application linéaire continue de H,(R) dans
lui-méme si et seulement su: :

Pour tout ~ > é—, il existe r > R tel que

3 [F,lm < .

(Co)

Fin de I’énoncé du lemme.
Il est clair que:

(C;) <= limsup (|F,].)* < R pourtout r < R.
Pour tout R’ > R, il existe r > R tel que

CI
() == lim sup (|F,[ )"0 < R'.

Maintenant supposons que {¢,} soit une base de H,(R)
(resp. H,(R)), alors d’aprés la Proposition 1.5 et la Propo-
sition 1 {¢,} est équivalente & {z"}, c’est-a-dire {o,}
est 'image de {z"} par un automorphisme de H,(R) (resp.
H,(R)) quel’on note par A. Il est clair que {{,(z) = = Bg 2%}
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est 'image de {z"} par I'inverse de A. Donc, en appliquant
le Lemme 1 on trouve immédiatement (C,) (resp. (C,)).

Réciproquement si (C,) (resp. (C,)) est vérifiée alors
d’apres le Lemme 1 les applications :

A:z" > 9, =2 Ag,7*
B:z" > ¢, =32 Bg,z*

se prolongent en deux applications linéaires continues de

H,(R) (resp. H,(R)) dans lui-méme, ces prolongements
seront notés A et B.

Puisque [Ag ,] et [Bg ,] sont inverses 'une de I'autre
on a:

A o B =B . A = Application identique.

Donc A est un automorphisme de H,(R) (resp. H,(R))
et {9,} est une base de cet espace. C.Q.F.D.

CoroLLAIRE. — Si {9,} est une base simple de 1r® espéce
(resp. 2¢ espéce) de H,(R) ou H,(R), alors elle est une base
de H,(p) pour tout o > R (resp. p < R).

Démonstration. — Nous allons démontrer le Corollaire dans
le cas ou {¢,} est une base simple de 1r® espéce de H,(R)
(les autres cas se démontrent de la méme facgon).

(C,) est équivalent 4 la condition suivante: pour tout
r< R il existe A, < o et A, e[0, 1[ tels que

AL S (Al + [By AR < AL RYIL

Soit C une constante > 1, il résulte de I'inégalité précédente :

(cr)nmn[z (| Ay nl + By m|)rnkn—||mn] < A,(A,CR)lml,

Puisque A, ,=B,,=0 pour k< m on a:

S (1 Ak ml 1Bl )AIEIHIR < S (JA, | = | By, o (Cr)itkIHImIL,
k

k

Donc:

(€[ 3 (Anal + By )(CPHIHII] < A, CR)I,
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Cela montre que {¢,} est une base de H,(CR) pour toute
C>1 C.Q.F.D.

Remarque. — Ce corollaire peut é&tre établi par la méthode
utilisée dans I.4.

3. Application : Ordre et type d’une fonction entiére.

Soit A un domaine de Reinhart complet et borné de centre
0 de’espace C", soit p unentier > 2,log,z désigne 'itérée
d’ordre p de logz et on pose par pure convention log, z = z.
Soit f une fonction entiére de n variables complexes, on
pose:

M(r, f) = Sup |f(al, e = lim sup <& ("> )

2Ir€A r>w lOg r

p s’appelle le p-ordre de f, lorsque p est fim et > 0 alors
le (A, p)-type de f est par définition:

¢ = lim sup lt)_g,ﬂ_r___lz’l(r,)")

Soient p et v deux nombres > 0, on désigne par Bi(u, v)
Iespace de Banach des fonctions entiéres [ telles que:

1l = Sup L0 oo

r €XPp-y (vrt)

Ef(w, v) désigne I'espace des fonctions entiéres de croissance
(p-ordre, (A, p)-type) < (u, v), ER(», v) désigne I’espace des
fonctions entiéres de croissance (p-ordre, (A, p)-type) < (@, v).

Pour deux couples (a, b) et (a’, b’) de nombres réels on
éerit  (a, b) < (a/, b') lorsque: ou bien a < a’, ou bien
a=a e b<b. On écrit (a, b) < (a/, b)) lorsque
(a, b) < (a', V') et (a, b) # (a/, b').

On munit Ej(y, v) de la topologie limite projective de
Bi(w, 7) avec 7 > v, et Ei(u, v) de la topologie limite
inductive des Bi(u, t) avec © < v.

TatoriME 3. — a) St {¢,} est une base sumple de 1re espéce
de Ef{(w, v) ou EZ(!L, v), alors pour tout entier qe€ [2, p|
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et toute fonction f= 3 A9, de cet espace

g-ordre de f = @ = lim su Il log,—. [ x|
11kl 0 — log |A,|

lorsque « > 0 et fint ona:

lim sup log, olk|(|A d,(A))xt¥l
(%) si q>2

(& a-type de f =11y cup Jh1 (ad dya))emn
st gq=2

(du(A) = Sup |2¥)).

z€A

b) St {e,} est une base simple de 2¢ espéce de EA(u, v)
ou ER(u, v), alors {9,} est une base de I'espace des fonctions
entiéres H(C") et pour toute fonction entiére f¢ ER(w, v) et
tout entier q > p le g-ordre et le (A, q)-type de f sont donnés
par les formules précédentes (formules (%)).

La démonstration du théoréme se base sur plusieurs lemmes.

LemMe 1. — Le g-ordre et le (A, q)-type d’une fonction entiére
f = ZNgz, sont donnés par les formules ().

Ce lemme a été trouvé par Lindelsff dans le cas d’une variable
(n =1) et retrouvé par D. Sato. Le cas n > 1 et ¢=2
a été établi par A. A. Gol’dberg. Le cas général présenté ici
se démontre sans difficulté par une combinaison des démons-

trations de Sato [24] et Gol’dberg [12].

LemumE 2. — {9,} est une base de Ej(u,v) (resp. E}(w,v))

st et seulement st la suite :

o du(d) (logp Ikl ,
= 2 "4, (8) (log, s [ m )i em?

est une base de U'espace H,(R) (resp. H,(R)) ou:

—
R=R(p,p.,v)= SIE p>2'

-1/
(ewv) st p=2.
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Démonstration. — 1l résulte du Lemme 2 que la transforma-
tion
f=Za,7* - T(f) = Zd,(A) (log,_s|k])"*Vta,z*

est un isomorphisme de Ej(n, v) (resp. E}(u, v)) sur H,(R)
(resp. H,(R)). On a:

* ___ Pm
Pm = T (dm(A) (logp~2“m“)llmlll(-l->

d’ou le lemme.

LemMe 3. — a) St {p,} est une base stmple de 1T€ espéce de

EA(w, v) ou E}(g,v), alprs elle est une 'base de Eg(p, ¢) pour
tout triplet (q, p, o) vérifiant la condition: ou bien q est un
entier € [2, p[, ou bien g=p et (p, 6) < (g, v).

_b) Si {on} est une base simple de 2¢ espéce de Ef(n, v) ou
EA(w, v), alors elle est une base de Ej}(¢, o) pour tout triplet
(g, o, o) vérifiant la condition : ou bien q est un entier > p,
ou bien g=p et (g, v) < (p, o).

Démonstration. — Nous allons démontrer seulement a), b)
pouvant étre démontré de fagon analogue.

Casoi q=p et p = p: Enraison dulemme 3 on voit que
le résultat est une conséquence immédiate du corollaire du
théoréme 2.

Cas o p>¢q ou p=gq et pn > p: posons:

I3l
A, (vesp. BY, ) = o) o8t LI 1A, ) (resp. 1B, )
m p—2

Supposons que {¢,} est une base de EAj(u, v), alors on a
d’aprés lemme 3 et théoréme 2:

Pour tout r < R(p, 1, v), il existe A, < o et A € [0, 1]

(I) tels que r'ml [2 (A% .+ Bi m)rllkll—llmll] < A, (A R)imI,
3

On pose R = R(p, u, v). Soit Ce ]0, o[, on a d’apres

(I):
(Cr)nmu[z (A% . + BE m)rllkH—HMH] < A,(»,CR)imIl
k
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D’autre part considérons I’expression :
A (logy kD)< (log, 4| miyimie
™ (log,—a [k )1¥We (log, | m|)imIVe
P YL L o2 iy B YT w]"m" i
*n 7 Llog,—s[ml)* (log,olk)ed L(log, o m|) et

ek, m €n

On a:

ee.n <1 pour k< m et |m| assezgrand
en —> 0 lorsque |m| — oo.

On en déduit que pour |m| assez grand:
3 Ay w(A% m + B p)(Co)IHImE < 8 (AT 5 A B u)rieiHIm,
k k

Donc finalement :

(CoJ'™I[ S, By, w(AT, o+ BE )(Cr)FHImI] < A0, CRYII.

Ainsi a-t-on prouvé que: pour tout couple (ry, r;) de nombres
positifs avec ry, < ry il existe A < o et A]0, 1[ tels que

di(A) (log,_g| k| ) *ive '
A [ 3 o) ot e (40l + 1By D] < A=t
q=

Or d’aprés lemme 3 et théoréme 2 cette derniére assertion
équivaut a ce qu’il faut démontrer.
Raisonnement analogue pour le cas ou {p,} est une base

de ER(w, v).

Démonstration du théoréme 3. — Il est clair d’aprés le
lemme 3 que la transformation

f=2 Mo, —> g =232 7Nz
est un automorphisme de E,(¢, ) pour tout triplet (g, p, o)
tel que:
— ou bien 2 < ¢ < p (respectivement ¢ > p);
— oubien p=gq et (p, o) < (u,v) (resp. (&, v) < (p, o))

On en déduit que pour toute fonction entiere fe Ef(u, v)
ou Ef(w, v) (resp. f¢ ER(u, v)) la fonction g associée est
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de méme g-ordre et (A, g)-type que f. Pour avoir le théoréme
il ne reste plus qu’a appliquer le Lemme 1.

4. Remarque sur les bases simples dans les domaines de
Reinhart.

Le théoréme 2 peut étre transposé de fagon évidente aux
bases simples de I'espace H(A) ou A est un domaine de
Reinhart complet et borné, car d’aprés Aizenbert et Mityagin
[1] la transformation :

f=32n— g=Z 7Nd,(A)F,
ou d,(A) = Sup, |z*|, est un isomorphisme vectoriel topolo-

gique de H(A) sur H(U), U désignant le polydisque unité,

13



CHAPITRE 3

EXISTENCE DES BASES COMMUNES

Soient E, et E, deux parties du plan C. Une base
commune des espaces H(E,) et H(E,;) est par définition
une suite de fonctions holomorphes sur un domaine contenant
E, UE; qui est & la fois une base de H(E,) et de H(E,).
Une base {f,} de H(E,) est dite prolongeable & H(E,)
lorsqu’il existe une base commune {f,} des espaces H(E,)
et H(E,) telle que f, ={f, sur H(E,) pour tout n.

Dans ce chapitre nous nous intéressons principalement
au probléme suivant: soit Q un domaine du plan C et
soit x un compact dans Q, existe-t-ill une base commune
pour les espaces H(y) et H(Q)?

Pour qu’une base commune existe, il est nécessaire que
O\y soit connexe. En effet I’existence d’une base commune
implique que H(Q) est partout dense dans H(y); supposons
que Q\x ne soit pas connexe, alors il existe une composante
connexe U de Q\y dont la fermeture U est compacte
dans Q, et on constate aisément que toute fonction holo-
morphe au voisinage de yx est une restriction d’une fonction
holomorphe au voisinage de y U U, ce qui est impossible.

Notons que le probléme a été résolu dans plusieurs cas
particuliers : -

— Q =C et x estun continu, par Faber [10].

— Q = G, y régulier par Leja [13].

— Q est simplement connexe, x un continu, par Erokhin
[8].

— Q estle disque unité, y régulier par Walsh et Russel [30]
(par une représentation conforme on voit que ce résultat est
valable pour tout Q simplement connexe # C).
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Faber et Erokhin établissaient leurs résultats a l’aide de
représentations conformes tandis que Leja et Walsh-Russell
utilisaient la méthode des points extrémaux. D’aprés Levin
et Tikhomirov [14], Erokhin aurait généralisé son résultat
aux domaines multiplement connexes;cependant la démons-
tration est introuvable aprés le décés de Erokhin.

En 1965, Zakharyuta [33] a donné une nouvelle démons-
tration du résultat d’Erokhin par une technique d’espaces
hilbertiens. Nous allons reprendre cette technique pour résou-
dre le probléme dans le cas ot Q # C et Q\y est régulier
pour le probléme de Dirichlet.

1. Préliminaires.

Nous groupons dans cette section une série de résultats
utiles pour la suite.

1) Soit E un espace tonnelé (sur C), E’ le dual de E
et F un autre espace tonnelé. Deux bases {z,} et {y.}
de E et F respectivement sont dites équivalentes lorsqu’l
existe un isomorphisme (vectoriel topologique) T de E
sur F tel que T(z,) =y, Vk.

Si {z,} est une suite quelconque d’éléments de E, on
pose :

S({z,}, E)=3{}\}: A, €C, i Az, converge dans Et.
[1]

LemuMe 0 : — a) Deux bases {z,} et {y,} de E et F respec-
tivement sont équivalentes si et seulement si:

S({z}, E) = S({w}, F).

b) Soit {z,; =x.} wune suite biorthogonale dans E X E’
et supposons que E soit réflexif, st {x,} est une base de E
alors {z;} est une basede E' eton a:

S({ai}, E') = S*({z,), E)
ou S*({=z.}, E) désigne Uespace des suites complexes {B,}

telles que i B.\. converge pour toute {A,} € S({z,}, E).
< , .
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2) Soient 6, et 6, deux espaces hilbertiens avec produits
scalaires (z,y), et (z,y);, et supposons que 6, soit un sous-
espace partout dense dans %, et que I'application canonique
E de #, dans 6, soit complétement continue.

Alors 'opérateur B = (E*E)!2 est positif et complétement
continu dans 6, et:

(x’ y)o = (B.’B, By)l pour z et y € %6,.

L’opérateur positif T = (EE*)7'2, qui est non borné dans
¥, et prolonge B!, a pour domaine de définition ,,
T(%l) = %0, et

(z, yh = Tz, Ty)y, pour z et ye ;.

T engendre 1’échelle hilbertienne #6, (voir [17]), 6, est
le domaine de définition de T* avec le produit:

(z, y)u = Tz, T%)y pour z et ye ¥,
Lemme 1 (Zakharyuta). — Il existe une base orthogonale
commune des espaces ¥, et 36, telle que:
(exs €r)e = wi* pour tout ae€[0,1], avec p, 7 .

3) On considére trois espaces hilbertiens 36, ¢ #6, ¢ #6, avec
les produits scalaires (z, y), (1 =0, 1, 2) tels que:

No(z, 2)s < Ny(z, z); < Ny(z, 2),,

on suppose que J6; soit partout dense dans ¥, pour j > i.
Soit E; Papplication canonique de #; dans %; (i > j)
on pose:
B, = EJE 12, T, = (E;EHe.

On considére les échelles hilbertiennes 6§ avec les produits
scalaires :
(2, y)i; = (Tijz, Tiiy);-

LemMme 2 (Zakharyuta).

Hoz, G Hoy (2, 2)30 < NIT*. N3 (2, 2)gy)
Hog G 1o ((2, 2)3 < N3.Ni*. (2, 2)5)-
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4) Nous désignons par h(z) la mesure harmonique de la
frontiére de Q par rapport au domaine Q\y et nous posons
pour tout «€]0, 1[:

Q.= {ze Q\x: (z)<oc}Ux
Py ={z2€ Q\x: h(z) =«
Ifla ——SHP |£(2)l.

Soit {f,; ¢,} un systéme biorthogonal dans H(yx) X H, ( [:x)-:
(o 2> = [, fi@)oz) dz =S8,

on constate aisément que ce systéme est aussi biorthogonal
dans H(Q,) X Ho([:Qq), pour tout «€]0, 1[, et
HQ) x H, ([ 2).

ProrositioNn 1. — Si une suite de fonctions holomorphes

{f.} est une base commune des espaces H(y) et H(Q), alors
elle est aussi une base de H(Q,) pour tout « € ]0, 1].

Démonstration. — Soit {¢,} la suite dans Ho( Cx) formant
avec {f,} le systéme biorthogonal {f,, ¢,} dans

Ho) x Ho (1), H2o) x B ([2.) et H@) x B, ([a).
a) D’aprés le théoréme 2 du chapitre 1, le fait que {f,}
est une base de H(Q) implique:

Pour tout ae€ ]0, 1[, il existe be ]0, 1[ tel que:

(A) Sgp Ifala-l@als < 0.

Le fait que {f,} est une base de H(y) implique:
Pour tout be )0, 1], il existe a€ ]0, 1] tel que

(B) % Sup lfnla'l?nlb < oo.

Donc en appliquant le théoréme de deux constantes de
Nevanlinna on a:

Pour tout a€]0, «[, il existe be )0, «[ tel que:

© % Sup Ifl.-leds < .
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b) Montrons que {f,} est totale dans H(Q,). Pour cela
il suffit de montrer que H(Q) est partout dense dans H(Q,).

Pour fixer les idées, supposons que Q, soit limité par un
nombre fini de contours de Jordan disjoints &, C;, C; ... C,, G,
contenant tous les autres dans son intérieur, posons :

6, = Intérieur de &, %K, =[8(i=0,1, ..., p).
Chaque X, contient un point z ¢ Q. Nous avons:
H(Q,) = H(B) ® Ho(%y) & Ho(Hha) @ --- @ Ho(%,)),
d’autre part il est bien connu que:
— {z"},en est totale dans H(6,).
- 3—1———% est totale dans Hy(K,) e = 1,2, ..., p).
nEN

(z2 — 7)™

Donc 'espace H(C\{z, %, ..., 3,}) est partout dense dans
H(Q,). Puisque H(Q) > H(C\{z, 2, ..., z,}) on conclut
que H(Q) est partout dense dans H(Q,). Donc {f,} est
totale dans H(Q,). Notre raisonnement s’applique également
aux autres configurations de la frontiére de Q,.

D’aprés le théoréeme 3 du chapitre 1, la totalité de {f,}
dans H(Q,) et (C) impliquent que {f,} est une base de

I'espace H(Q,). Q
C.QF.D

2. Théoréme principal.

1. Soit ¢ le flux de h(z) a travers tout contour I' séparant

x et Q:
[ 1
q"%fp

g——’l désigne la dérivée de h suivant la normale de la courbe T’
n .

dh

on

ds

posons :

1
R = exp —
p‘P

Soit p une mesure finie positive et admissible (au sens
de Widom, voir par.1.6 du chap. 2) sur x, L3(x, ») désigne
le sous-espace fermé de L#(y, 1) engendré par les polyndmes.
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TutoriMe 1. — Il existe une base orthonormale {e (z)}

de L3(x, w) qui est une base commune de H(y) et H(Q)
ayant la propriété suivante:

lim (Je,]q,)"* = R* Va e ]0,1 [.

k>oo

La base duale {e,(z)} estune basecommune des espaces Ho( (: Q)

et Ho( [:x) ayant la propriété :

lim (Jejlo)* = R—* vVa €0, 1[.

La suite de cette section Il est consacrée a la démonstration
de ce théoréme.

2. Soit {P,} la base déja étudiée au par. 1.6. du chap. 2.
Pour tout ¢ > 1 désignons par F, Despace hilbertien des

fonctions f(z) = Y ¢,P,(z) avec la norme:
[
» 172
Il = (3 lalute™)” < 0
on voit facilement que :

F, = L%, u), F,CF, pourtout p > 1,
H(ip) ¢ F, ¢ H(X,) pourtout p > 1. (1)

Lemme 3. — Si Uon prend, au paragraphe 1.2., #, = F,
et #6, = Fy, alors 3, s’identifie ¢ Fa.

3. On peut supposer sans restreindre la généralité que Q
contienne 'origine 0. Soit {p,} la base simple de 2¢ espéce
dont Iexistence est attestée par le théoréme 2 du chapitre 2.
Pour tout re]0, 1[ désignons par G, I’espace hilbertien

des fonctions holomorphes f(z) = Y ¢,9.(2) avec la norme:
0

ren\1/2

ufue,=<§ |c,,|’—> <

Az

() Note sur y,: a ne pas confondre avec p, du lemme 1.
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A désigne la capacité de I'image de [:Q par l'inversion
z —> 1 On a:
z
H(,) ¢ G, ¢ H(I,) pour tout re]0, 1[. (2)

LemMME 4. — Si 36, = G, et 36, = G,, alors %, s’identifie
a Gp-.

4. On pose H, = G; et H, = F;, on construit les espaces
H, (0 < « < 1) a partir de H, et H, suivant le procédé
du paragraphe 1.2. D’aprés le lemme 1 il existe une base
commune orthogonale {e,} des espaces H,0 < « < 1)
avec:

(em en)a = V’ﬁa’ Yn / 0.
On peut identifier H, & Dl'espace hilbertien des fonctions

f(z) = 3 ciel(z) avec la norme |f]a, finie:
Iftn, = 3 oot < .

On va montrer que {e,(z)} est une base commune des espaces
H(Q) et H(y). Pour cela il suffit de montrer que:

H(x) = lim ind H,, H(Q) = lim proj H,.
Y af1
a) H(y) = liIIal\iond H,.
On peut choisir p, et p; < 1 tels que:
| R, = Q et Qc X,

On applique le lemme 2 avec 6, = F,, %, = G, et 36, = F,;
en remarquant que J6j, = H, et %6y, = F,; ona:

Fy G H,.

Maintenant si 'on applique le lemme 2 avec #, = G,,
%, = F, et %, =F, alors on a:

H, ¢ F.

Foe ¢ Hy § Fg. (3)

Donc:
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Quand « décroit vers 0, pf et pg décroissent vers 1 et (1)
donne :

lim ind Fe = H(y) (i =0, 1),

a0

donc en tenant compte de (3) on a:

lim ind H, = H(y). C.Q.F.D.

axo
b) H(Q) = lim proj H,.
aA1

Pour un certain B assez petit on a: Ry < Q.
On peut trouver r, et r(0 <ry, <r, < 1) tel que:

I, < Ry I, < ﬁp
(3) et (2) donnent:

Y

Gr. C Hﬁ C Gr,'

On applique le lemme 2 avec #, = Gy, #, = G, et 76, = Hpg;
en remarquant que 63 = H, avec o« =a(l —B) + B, et
#g = Gy, on a:

Gy C H,,

Maintenant sil’on applique le lemme 2 avec %, = G,, %, = Hp
et #, = G, alors on obtient:

H,, ¢ G
Done si I'on pose ay =a(l —B)+B =0, ri™®* =aqa(0) et

rg® = b(0) ona:
G G Hy € Gugy.

Lorsque 0 croit vers 1 alors a(0) et b(0) croissent vers 1
aussi et d’aprés (2):

lim proj G, = lim proj G, = H(Q).
871 841
Donc:
lim proj Hy = H(Q) C.Q.F.D.
871

5. Il nous reste a établir les formules :
lim (le,|,)"" = R* (Y« € ]0, 1) ()
him (Je;])'» = R~* (Va € ]0, 1]).

Nous procédons par plusieurs étapes.
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a) Soit A(Q,) l'espace des fonctions continues sur Q,

et holomorphes sur Q,, c’est un espace de Banach avec la
norme uniforme. On a:

H(Q) = lim proj A(Q,) = lim proj H,
A1 axl

H(x) = lim ind A(Q,) = lim ind H,.
1Y)

N0

Il en résulte que I’on peut choisir une fonction 8,(3) (0 < 3 < 1)
qui décroit vers 0 avec 3 telle que:

leds, < a(d)ledn, = cr(3)ud
lei-s < ei(3)leclln, = (8t
Le théoréme de deux constantes donne pour tout
o G ]81, 1 - 8[

lea < |ediledi-s < e(x, €)ugte
avec

c=(ax—38).(1—8—3)7 c(x, €) = ¢;(3)
et
e=81—906)+ (1 —38) —a

Puisque ¢\ 0 lorsque &\ 0, nous avons:

leda < c(a, €)p2t® pourtout a e ]0,1[ et e >0 (4)

b) Soit T Ilopérateur qui & chaque z= Y &€ H,
L 0 .
associe z' = Y, E.e;, avec &, = Eu2® T est une isométrie

[ @
de H, sur 'espace hilbertien Hj des fonctions f= Y {,e

0
avec:

i1z = (3 lzk|=u;“)”’ <

(1}
{e;} désigne la base duale de {e,}, c’est une base commune
des espaces H, ( [:Q) et H, ( Cx)
Toute = i %6 € HE définit une forme linéaire continue
0

sur H, de la maniére suivante :

(fa y)a = 2 % pour tout y = % e, € Hy;
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sur I’espace H(Q) qui est partout dense dans H, cette fone-
tionnelle peut étre donnée par la formule:

(9= [ f(2)y

ou y est un cycle dans Q,, cela montre que f définit la
méme fonctionnelle sur les espaces Hg pour B e [«, 1].
Nous avons

H,([@) =limind A,(&,) = lim ind H;,

aAl : aAl

Ho([:x) -—hm pr0] Ao( )——liril\%roj H3,
(ae= (00 B = (Fe ABY: fw0) = 03),

en raisonnant comme dans a) nous avons :
leida < e(a, e)pic™*e. (%)

Maintenant si nous tenons compte du fait que:

1= e, e = [, ei(@els) dz < Lalealeile

alors les 1négalités (4) et (b) donnent :

Wla < B(a, e)pft (6)

)
A, e)ud™™ < lelq < B
< el < B(x, e)ui poe, (7)

Aw, e)ui®*
c¢) D’aprés (6) et (7) les formules (%) équivalent & la formule :
log u, ~ klog R (pour Kk — o). (8) |
On va établir (8). Pour tout « € ]1/2, 1] on pose:
D=0, Ay Ifls=suplfG)

(e(z) pour n =2k

&l2) = weer(z) pour n =2k 4+ 1.

D’aprés (6) et (7) il est clair que:
(o, €)™ < |gala < (o, €)upte <1 - [-%]> (9)

{g.} est une base de H(D,), car {e,} est une base de H(Q,),
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{wek} de Hy(A,_) et H(D,) = H(Q,) & Hy(A,_,). Consi-
dérons I’échelle de Riesz {L(e°»)} avec:

a, =log u,, k= [—g—] = partie entiére de %, et désignons

par {k,} sa base naturelle.

Lemme 5. — La formule i Caln —> i Ck, établit un
(1] (1]

isomorphisme simultané des espaces H(D,) sur les espaces

Adar) =) L(e=) (1/2 < « < 1).
ola

Démonstration. — Le lemme .O dit que: X ¢,g,— 3 {k,
est un isomorphisme de H(D,) sur A,(a,) si et seulement
si la convergente dans H(D,) de la série Z {,g, équivaut
a la condition {{,} € A,(a,), pour toute suite complexe
{€.}-

Supposons que X g,g, converge dans H(D,), puisque
{g.} est une base absolue de H(D,) on a pour tout ¢ € ]0, «[:

2%l _« < .
2

D’aprés (9) on a:
T (Cus— < ¢ Z|8lg]’ . < ® (k= —"_>
JoP Gl [+]

e peut étre choisi arbitrairement petit, donc {{,} € A,(a,).
Inversement si {{,} € A,(a,) alors pour tout ee€]0, «f

T frrtes (-[3])

donc d’aprés (9):
-3
2

Z |Gl gala—e < ¢ Z[Cluy * <

pour e arbitrairement petit. Donc X {,g,(z) converge norma-
lement sur tout compact de D,. Fin de la dém. du lemme b.

Supposons pour le moment que la frontiere de Q\y se
compose d’un nombre fini de contours de Jordan disjoints
dont I'un contient tous les autres dans son intérieur, dans
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cette hypothése on a le

LemMe 6. — Il existe une base commune {¢,(z)} pour les
espaces H(D,) (1/2) < « < 1) qui posséde la propriété sui-
vante :

€'(a, )R < |o,lk < C(a, <R (" = [’3‘])

Démonstration. — Nous rappelons que R = exp 1 ol ¢
?

est le flux de h(z) & travers tout contour séparant (: Q et yx.

D’aprés Walsh (Théoréme 3.1.2 de [28¢]) si I’on désigne par
B, B; ... B, les contours composant la frontiére de Q et
par C;, C; ... C, ceux composant la frontiére de Q, alors
il existe une représentation conforme ¢ de D = Q\y sur
un domaine A défini par:

A(z — al)”"(z — )™ ... (2 — ap)"'p

(z — By)™(z — Ba)™ ... (3 — B,

avec m;y > 0, n; >0 et 2 my=2n;=1.

1 <

< R

— ¢ est une bijection continue de D sur A.
— Les images de B; et C; séparent les «; et B, res-
pectivement. Posons :

_ A —a)™ ... (z— o)™
u(z) (Z — B])n, . (Z _ ﬁq)nq
h*(z) = l(l)fgug) (sur le domaine A la fonction h*(z) est

égale & h[y7(2)]).
Q= {z: I*(z) < a}, A= [OF
Un autre théoréeme de Walsh (Th. 3.2.1 de [28¢]) établit I’exis-

tence d’'une base commune {u,(z)} pour les espaces H(Q})
telle que:
_Az—a)(z—a,) ... (z—a,)
t(z) = (z)?)b,)(z — b)) ... (z—1b)
0 <Ay <22 B, < 0 pour z€ X,
R [u(z)]" K p
VR compact < [:{-aj} N [:{bj},
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dans 'expression de u,(z) chaque a, (resp. b,) est un cer-
tain «; (resp. B).

Soit {V,} la base duale de {u,}, c’est une base commune
des espaces Hy(A,) et d’aprés [28a, p. 190] on a:

z (@ — b)) (2 — b)) (a—b) ... (2 — b,y)
Uu(z) A2ni.(z — o). (2 — ag) ... (23— aGyyy)

En posant :
u(z) pour n =2k
ex(2) = 3R"+1v+() pour n =2k 41
q’n( - ‘Pn[“l)( ]

nous obtenons la base {¢,} du lemme. Fin de la démonstra-
tion du L. 6. Posons:

b, = klog R <k = ["’ + 1] ) Ad(by) =[] L(e™)

g<la

{l,}: base naturelle de I'échelle de Rlesz {L( bn)}. Alors

le lemme 6 montre que la formule :
X9, >ZEl

établit un isomorphisme simultané des espaces H(A,) sur
les espaces A,(b,). Ce fait et le lemme 5 nous permettent d’affir-
mer que la formule:

Z Lk, > Z L8 =2k, > Ll

établit un isomorphisme simultané des espaces A,(a,) sur
les espaces Aq(b,) (1/2 < « < 1). Donc d’aprés un résultat

de Zakharyuta (théoréme 2 de [33]) ona: lim S =1, cest-a-
dire log p, ~ k log R. , o by

Il nous reste & montrer que (8) reste valable dans le cas
général, ce que nous allons faire au sous-paragraphe suivant.

d) On peut choisir B, et B,, avec 0 < B, < B, < 1, tels
que

— La frontiére de Qg est composée d’un nombre fini
de contours de Jordan disjoints dont I'un contient tous les
autres dans son intérieur. :

— La frontiére de Qg est composée d’un nombre fini
de contours de Jordan disjoints extérieurs les uns aux autres.
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Posons :
6, = Qp, 0 =Qp

6, = zeal\é-o:M <a§u60.
Br — Bo

Dy = [:_6” VY = P'E‘—p" fi = l‘-l-:-p'ek'
Les inégalités (6) et (7) donnent:

o(x, e)vi~t < Ifk‘ﬁ‘ < c’(“, s)v:+€
o(a, evi®™ < |fila, < (o, PVt (fi = phed).

Par le raisonnement utilisé dans ¢) on voit que

log v, ~ klog S(k - )

avec:
S = exp %-, ¢ = Flux de héf—)_——;:—"
a travers tout contour séparant 6, et CGI =3 i - Donc:
log p, ~ klog R. C.Q.F.D.

3. Etude de quelques cas particuliers.

1. Considérons le cas ou Q est limité par un nombre fini
de contours de Jordan dont I’'un contient tous les autres dans
son intérieur. Soit {f,} la base donnée comme exemple au
paragraphe 1.8 du chapitre 2, posons:

vi= [f Ifiz + iy)l* de dy.
G, = espace hilbertien des fonctions holomorphes f= Z c,f,
telles que |fle, = (f} |c,,|“’\o§r2")1/2 < .
0
G, = L3(Q) (espace de Bergman).

La relation (2), le lemme 4 et le reste de la démonstration
du théoréme 1 sont encore valables, donc on a:

TutoriME 2. — Il existe une base {e.} qui jouit de toutes
les propriétés mentionnées dans le théoréme 1 et qui est de plus
une base orthogonale de L}(Q).
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Remarque. — On voit sans peine que toute base orthogonale
commune {e,} des espaces L3(Q) et Li(yx, p) vérifiant:

“ek“ LiGL® = 1’ “ € H LiQ) / 0,

posséde toutes les propriétés mentionnées, en particulier le
systéme doublement orthogonal de Bergman (voir [3], p. 14)
pour L3(Q) et Li(w) dans le cas ot © = § est limité par
un nombre fini de contours de Jordan disjoints.

2. Nous supposons maintenant que la frontiére de Q\yx
soit composée d’'un nombre fini de contours de Jordan analy-
tiques disjoints dont 1'un contient tous les autres dans son
intérieur, nous posons :

Q, = Intérieur de 1, Q, = Q.
Soient 6, et 6, deux espaces hilbertiens tels que:

H(Q) ¢ %, ¢ H(Q) (@=0,1). (10)

TutoriME 3. — St {g,} est une base orthogonale commune
des espaces ¥, telle que:

“gn“%° = 1; Yan = “gn"%’;«/ .

Alors {g,} est une base commune des espaces H(y) et
H(Q) ayant la propriété:

lim (|glo)!" = R* V€10, 1[.

Démonstration. — Toute fonctionnelle (forme linéaire con-
tinue) ! sur #; est une fonctionnelle sur H(Q,), elle s’iden-

tifie donc & une fonction ¢ € Hy ( (:-ﬁ,) :

Uf) = <o, > = frjcp(z)f(z) dz pour toute fe H(T,).

De cette maniére on voit que le dual #; de 6, s’identifie
4 un espace hilbertien #; de fonctions holomorphes sur

(:S_)i et nulles au point infini avec la norme:

Iz = 1l05:
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On a:

Hy((a) cmem([a)cu(fa)cmn
¢H([@) (o)
Soit {g.} la suite dans ¥ biorthogonale & {g,}:

8 8> = [ &)8(a) dz =3,

{gn; 8.} est un systéme biorthogonal dans Ho( [:m) X H(w)
pour tout domaine « contenant y tel que «\y soit connexe.

Posons A, = [:ﬁa. Nous allons établir les inégalités :

lgila, < c(e, ) Y&t Vn (11)
lgnla, < c(a, €) y2%t Vn (11"

valables pour tout « € ]0, 1] et tout ¢ > 0.
Puisque la frontiére de Q\y est analytique la fonction
h(z) se prolonge en une fonction harmonique sur un domaine 90

contenant Q\yx. On pose:
m = Inf h(z), M = Sup k(z)

zeQ) z€®
={0VUx\{zeV:h(z) 2 a} (m<a<M).

a) Soient {a«,} et {B,} deux suites strictement croissantes
telles que:

m< a, <0, lma, =0
0 B <1, lim g8, = 1.
On pose:
Q. =0,, O =0,
h(z) — a,
_{CDUX}\{ZEOD ﬁ?d}.
On a alors:

Wes=a, arco:, 0<as<y)

n=0

(10) nous donne:

Iflai < L.lfly, pourtoute fedb, (1=0,1)
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en particulier:
lgdlas < Lalgilsg = Lavi

Le théoréme de deux constantes donne ensuite:

lgdaf < gk’ ladb < Lok

Maintenant soit « € ]0, 1[ et soit €€ ]0, 1 — «[, on peut
trouver n, = ny(x, €) tel que Q, < QF*%, on a donc:

Ifda. < [filage < Lyyi™.

L’inégalité (11) est donc établie.
b) Maintenant prenons deux suites {«,} et {B,} stricte-
ment décroissantes telles que:

0<a, <1, lim «, =0,
1 <p, <M, lim B, =0,

et posons:

Nous avons évidemment :

Uat=a, Azcaz,

n=0
Un raisonnement analogue & celui de a) nous donne successi-
vement :

I8l as < Lalgilzey = Lavic?
|giat < ek 1gl i < Lavic?
lgila« < |glagr < Loyi®*
(11') est donc prouvée.

Les inégalités (11) et (11') étant établies, le reste se fait
comme dans la démonstration du théoréme 1.

4. Un cas d’inexistence des bases communes.

Soit G un domaine régulier (pour le probléme de Dirichlet)

et soit I' un sous domaine de G, I' # G. En général H(G)
et H(T') n’ont pas de bases communes, méme lorsque G\I'
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est connexe. Voici un cas d’inexistence. On suppose qu’il
existe une suite de domaines G, telle que:

a) Chaque G, est limité par un nombre fini de contours
de Jordan analytiques disjoints

Q )
Gn < 'Gn+1 < GIH-I < G, U G,‘ == G
0

()
o(z, [TF,.G,, G,) >0, ot 2eG

et m(z, [:I‘ N F,.G,, G,‘) désigne la mesure harmonique de

[I‘ N F,..G, par rapport a G,.

TutortME b. — Les espaces H(G) et H(T') n’ont aucune
base commune.

Ce théoréme a été établi par Dragilev dans le cas ou
G et T sont simplement connexes. Notre démonstration
est inspirée de celle de Dragilev [6b].

Démonstration. — (c) entraine: pour chaque n il existe

un ouvert E, © EI‘ N F,.G, sur F..G, tel que o(z, E,, G,)
converge vers 0 lorsque n — oo.

Par un argument standard de « famille normale » on constate
que la fonction h,(z) = o(z, E,, G,) converge uniformément
vers 0 sur tout compact de G.

D’autre part il résulte du théoréme 2 du chapitre 2 que
H(G) posséde une base {w,(z)} telle que: pour toute suite

{*».,} lasérie 3 Ao, converge dans H(G) si et seulement si
(1}

lim sup |A,|Y" < 1.

Nous démontrons le théoréme 5 par I’absurde.

Supposons qu’il existe une base {¢,(z)} commune aux
espaces H(G) et H(T).

D’aprés un théoréme de Dragilev (%), {9,}, qui est une base
de H(G), est quasi-équivalente & la base {w,}. Cela veut
dire qu’il existe une permutation II de N et une suite de

(%) Premier théoréme de Dragilev (voir [17] p. 99, th. 12) : Deux bases quelconques
du centre d’une échelle de Riesz nucléaire (finie ou infinie) sont quasi-équivalentes.
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nombres non nuls {«,} telles que la suite:

q‘n = “nq’ﬂ:(n)

soit I'image de {w,} par un automorphisme de H(G).
Il est évident que {¢,} est une base de H(T).
Pour tout compact F dans G, on pose:

mg = lim inf [Max Ha,,(z)l]"", Mg = lim sup [Max [$.(2)] ]1"‘.
n>oo z€F n>w zeF

En raison de l’équivalence de deux bases {¢,} et {w,}
on a:

Sup mg = Sup My = 1.

FCG FCG
On pose:

m = Sup my,
Fcr

il est clair que m < 1.

¢) Montrons que m # 1: En effet si m =1 alors pour
toute fonction f=3 Ay, de l'espace H(I') on a:

1

Sup mg
Fcr

=1,

lim sup |2, <
ny»o0

donc Z A,¢, converge dans H(G) et la fonction f est analy-
tiquement prolongeable & G, ce qui est impossible puisque,
G étant différent de T' et contenant TI', il existe des fonctions
holomorphes sur I' et non analytiquement prolongeables
a G

d) Montrons que m ¢ 1: Supposons que m < 1. Puisque

Sup my =1 > m 1l existe un compact F dans G tel que:
FCG

meg =T > m.

Soit €€ ]0, r — m[. On peut choisir un entier N assez
grand tel que:
Gy 2 U, hx(z) < —;— pour ze U,
ou U est un ouvert contenant F et de fermeture compacte
dans Gy. Puisque Fy = Fr.Gy\Ey est un fermé dans T
on a:

lim inf [Max |4»,,(z)|]1/" < m.

n>co 2€Fy
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On en déduit 'existence d’une suite infinie croissante d’entiers
{ng} telle que:

lim sup [Max N;,,k(z)l]ll"k < m.
zEFy

Considérons la fonction V*(z):

V*(z) = régularisée supérieure de V(z)
V(z) = lim sup |4, (z)]m

V*(z) est sousharmonique sur Gy et:

" m sur Fyg
Vi(z) < 1 sur Ej.
Donc:

V*(z) < m + hx(z) < m + ¢/2 pour zeU.
D’aprés le lemme de Hartogs on a pour K assez grand:
[$af2)|m < m +€f2 +e[b=m+ 3e[b < 1,

donc my < r, c’est en contradiction avec my =r. Donc
m ¢ 1. Ainsi a-t-on:

m< 1, m # 1, m < 1.
Ce qui est absurde. C.Q.F.D.



CHAPITRE 4

APPLICATIONS DE LA BASE COMMUNE {e(2)}

Dans ce chapitre, sauf indication contraire, Q est toujours
un domaine plan #, y un compact dans Q et on suppose
toujours que Q\y soit connexe et régulier pour le probléme
de Dirichlet. On garde les notations du chapitre 2.

1. Prolongement des bases communes.

1. On sait d’aprés la proposition 1 du chapitre 2 que si
{f.} est une base commune des espaces H(y) et H(Q),
alors elle se prolonge, en tant que base, aux ensembles Qg
et 0,0 < a < 1). On se demande si {f,} peut se prolonger
a d’autres ensembles ouverts ou compacts. Le théoréme suivant
est une réponse & cette question.

TutorimME. — Soit {f,(z)} une base commune des espaces
H(x) et H(Q).

a) St U est un ouvert dans Q non entiérement contenu dans y,
etsi {f,} estune basede H(U), alors U = Qp pour un certain
B e]0, 1].

b) St R est un compact dans Q tel que:

— ON\XR soit connexe et régulier pour le probléme de Durichlet.

— X rencontre (Q\y) U Fr.y. et si {f,} est une base de
H(%), alors ou bien R = y, ou bien R = Qg pour un certain

Belo, 1[.
c) St U est un domaine tel que:
— UN\y soit connexe et régulier pour le probléme de Dirichlet.
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—U>y et UdQ, etsi {f,} est une base de H(U),
alors U = Qg pour un certain B € 10, 1].

d) Si R est un compact, X > y et K> Q, et st {f,}
est une base de H(R) alors ou bien X =y ou bien K = Qp
pour un certain B € ]0, 1].

Un résultat semblable a été établi par Dragilev dans le
cas ol Q est simplement connexe et y connexe. Cet Auteur
a démontré dans ce travail 'important théoréme suivant:

2¢ TutoriME DE DraciLev [1]. — St {f,(z)} est une base

commune des espaces H(D,) et H(D,) (0 <r, <1, < oo,
D, = {z:|z] < r}) alorsil existe une suite de nombres > 0 {A,}
et une permutation = de N telles que la suite :

(p,,(Z) = )‘nfﬂ(n)(z)

soit équivalente a la base {z*} sur Uespace H(D,) pour tout
relr, rl.

Procédons maintenant 4 la démonstration du théoréme.

Puisque la transformation f=23 ce,—>g=23 c,z* est
un isomorphisme simultané des espaces H(Q,) sur les espaces
H(Dgpe) (0 < « < 1) le deuxitme Théoréme de Dragilev
peut se transposer aux bases communes des espaces H(y)
et H(Q):

Si {f,} est une base commune des espaces H(y) et H(Q)
alors il existe une suite de nombres > 0 {A,} et une permuta-
tion n de N telles que la suite:

2a(2) = Mafrin(2)

soit équivalente & {e,(z)} sur Vespace H(Q,) pour tout
«]0, 1].

I1 en résulte que si nous désignons par {f,} la base duale
de {f.}, c’est-a-dire la base de Ho( [:x) qui forme avec

{f.} un systéme biorthogonal dans H(y) X Ho( [:x), alors
la base:

ol(2) = —f— Frol2)

est équivalente a {e,(z)} sur l'espace Hy(A,) pour tout

xe]0, 1] (A, = [8.).
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L’équivalence simultanée des bases {p,} et {e,} sur les
espaces H(Q,) entraine:

lim (|g,J)"" = lim (e " = R® (0 < « < 1). (1)

De méme on a:

m (|ph )" = lm (el " = R (0 < « < 1). (2)

LemME. — Pour tout ouvert o non vide et relativement
compact dans Q\y on a:
(a) lim [Sup9,(s)| |1 = Sup RX)
'll>°° ZEW ZEW
(b) lim [Sup [ @alz)| ]”" = Sup RO,
n>o0 ZEW Z2EW

Démonstration du lemme :
a) La formule (1) entraine immédiatement:

lim sup [Sup [@a(2)] ]1/" < Sup R"®,
n¥» oo ZEW ZEW

Pour avoir (a) il suffit de montrer que:

lim inf. [Sup | @a(2)] ]1/" > Sup FH,
ZEW ZEW

n>»w

Nous raisonnons par I’absurbe; supposons le contraire, alors
il existe une sous-suite infinie {p,} telle que:

lim. Sup. [Sup |<p,,k(z)|]”" < Sup RM. (H)
IEWL ZEW
Posons :
1
Vafz) = - log |, z)] — (log R).h(z)
V(z) = lim sup V,(z)
V*z) = rkégularisée supérieure de V(z)

V*(z) est sous-harinonique et < 0 dans Q\y (d’apres (1)).
S1 V¥z) < 0 en tout point z de Q\y alors d’aprés le
théoréme de Hartogs il existe un &(a) > 0 tel que:

V,(2) < —e(a) pour zeT, Vel 1]

(P = {z€ Q\x: h(z) = «}), cela entraine:
lim sup (|9, o) < R%™® < R*
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c’est en contradiction avec (1), donc V*(z) doit s’annuler en
un point z, € Q\x. Puisque V*(z) est sous-harmonique
< 0 dans Q\yx on conclut que V*(z) = 0.

Or T’hypothése (H) entraine:

V(z) < 0 sur un ouvert non vide de Q\y.

On aboutit ainsi 4 une contradiction puisque V(z) = V¥(z) =0
sauf sur un ensemble de mesure nulle.
La démonstration de (b) est tout a fait analogue.

Démonstration du théoréme :

a) Posons B = Sup h(z). Il est clair que Qg > U. On va
zell
prouver que Qg = U, pour cela il suffit de montrer que toute

fonction holomorphe f dans U est la restriction & U d’une
fonction holomorphe dans Qg.

Puisque {f,} est une base de H(U), {o,} est aussi une
base de cet espace; soit X a,p, le développement de f suivant
la base {,}, il résulte du lemme que:

lim sup |a,|** < R-B.

n»o

-]
Donc la série Y, a,p, converge uniformément sur tout com-
0

pact de Qg, sa somme est évidemment un prolongement de

fa Q. C.Q.F.D.

b) Soit w(z, X, Q\R) la mesure harmonique de Fr.%
par rapport & Q\X, posons pour tout re ]0, 1[:

0, = {z2e Q\X: 0(z, X, Q\RX) < r} U K.

Si {f,} est une base commune des espaces H(Q) et H(X)
alors elle est une base de H(6,) pour tout re 0, 1[.

En appliquant a) on voit que pour tout re ]0, 1] il existe
un B €0, 1[ (B dépend de r) tel que 6, = Qp.

Il en résulte que: ou bien X =y, ou bien A = Qg pour
un certain B € ]0, 1[.

c¢) et d): On raisonne comme précédemment, en utilisant
{p.} au lieu de {9,}.
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2. Relation avec la théorie des espaces d’interpolation
et le prolongement analytique en plusieurs variables.

1. La base commune {e,(z)} nous permet de donner une
généralisation & un théoréme d’interpolation di & Zerner,
Lions et Peetre (voir [4], page 65, théoréme 2.1).

Gardons les notations de la section précédente, supposons
maintenant que la frontiére de x soit composée d’'un nombre
fini de contours de Jordan analytiques disjoints, et posons:

Q, = Intérieur de %, Q, = Q
Q= {zQy:h(z) <8} Uy (0<6<1)

Avec les notations de Particle [4] de Lions et Peetre nous
avons le

TratorkME. — Quels que sotent p, et p, (avec 1 < p; < ©)
on a:

S(po; 8, H(Q0); p1, 8 — 1, H(Q,)) = H(Qy)

avec des topologies équivalentes.

La démonstration, que nous omettons, consiste & adapter
celle de Lions et Peetre en utilisant la base {e(z)} au lieu
de la base de Taylor {z*}.

2. Notre théoréme principal du chapitre 3 généralise un
théoréme de Siciak relatif au cas oi Q est un domaine simple-
ment connexe symétrique par rapport a 'axe réel et x le
segment [— 1, 4+ 1]. Comme le théoréme de Siciak le nétre
peut étre utilisé pour démontrer des résultats sur le prolonge-
ment analytique en plusieurs variables complexes, pour plus
de détails nous renvoyons aux mémoires de Siciak [26b et c].

3. Formule asymptotique pour c-entropie.

On suppose maintenant que Q soit un domaine borné
dont le complémentaire se compose d’un nombre fini de
continus disjoints de la sphére de Riemann et que y soit un
compact régulier contenu dans Q.
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# désigne 'ensemble des fonctions holomorphes et bornées
en module par 1 dans Q, Dentropie de $ dans I’espace
C(x) muni de la norme uniforme

Il = Max If(z)

est par définition la fonction de ¢ > 0 définie par:
E (%) = log Ny(%)

ou N,(B) désigne le minimum des nombres entiers p tels
qu’il existe p sous-ensembles A;, A,, ... A, de C(y), de
diamétres inférieurs ou égaux & 2¢, dont la réunion U A
contient $

Théoréme (%) :
im @ 1
e>»0 (lOg 5)2 lOg R )

Ce théoréme a été établi par Babenko et Erokhin, indépen-
damment 'un de I'autre, dans le cas ot Q est simplement
connexe et y est un continu. Le cas général ci-présent a
été traité par Levin (A. L.) et Tikhomirov [3], ces auteurs
ont donné une démonstration délicate basée sur un résultat
de Walsh concernant la représentation conforme des domaines
multiplement connexes (on the conformal mapping of multiply
connected regions, Trans. A.M.S., Vol. 82, p. 128-146).
Moyennant une base Commune « réguliére » des espaces
H(Q) et H(y), nous allons donner une nouvelle démonstra-
tion qui est comparable a celle d’Erokhim [2] par son caractére
« classique », car elle rejoint le travail de Vitushkin qui utilisait
les bases de Taylor, Laurent, Tchebicheff et Fourier.

Démonstration. — Par une représentation conforme on peut
se ramener au cas ou la frontiére de Q est composée d’un
nombre fini de contours de Jordan analytiques disjoints.

a) Fr.Q étant analytique, la fonction h(z) se prolonge en
une fonction harmonique sur un domaine U contenant Q\y.

(5) Dans un travail a paraitre « Rational Approximation and n-dimensional
diameter » H. Widom montre que le théoréme est encore vrai avec des hypothéses
plus générales (ajoutée le 2 septembre 1971).
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Soit beh(U) N ]1, o], on pose:
Q* = (U U x)\{zeU: h(z) > b}

?* =—%= Flux de h*(2) <=llibz—)> a travers tout contour

séparant [:Q* et .
|fla = Max|f(z)| avec Yo= {z2€WU: h(z) = a}.
Z2€Ya
|fla = Max |f(z)] avec Yo = {z€U: h*(z) = «}.
€YY
Le théoréme 1 du chapitre 3 nous assure I’existence d’une

base orthonormale {F,} de L3(y, ) qui est aussi une base
commune des espaces H(Q*) et H(y) telle que:

n>w

. 1\
lim (|Fi[2)n — <exp F)

. 1\=
tim (FJ7 = (exp )

n>»oo

pour tout « € ]0, 1] ({F,} désigne la base duale de {F,}).

Il en résulte:
lim (|F | ) =R* Vae]0,1] (A)
lim (|F;|)Y* = R—* VvV« € ]0, 1]. (B)

Dans la suite nous allons nous servir de cette base {F,}.

b) Rappelons maintenant quelques résultats connus utiles.

On dit qu’une suite fi, fo ... f, (suite ﬁme) d’éléments
de C(x) forme un «e-net» de % lorsque la réunion des boules
de centres f; et de rayons & contient .

N; désigne le minimum des entiers p tels qu’il existe
p éléments fi, f; ... [, de H(Q) formant un « e-net» de &.

M, désigne le maximum des entiers ¢ tels qu’il existe
q éléments f1, f, ... f, de B avec |fi—fjl = ¢ pour tout
L # J.

On a l'inégalité due 4 Kolmogoroff :

M, < N, < N-. (L)
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On va majorer N; et minorer M, moyennant les deux
lemmes suivants:

Lemme 1. — Pour tout 8 )0,r), il existe k points 2z,,2, ... z

k
avec k < (gsry tels que : U {z:|z— 7] <3}> {z:]|3 < r}.

Lemme 2. — Pour tout 38 ]0,—;—[; il existe q points
2
Zy, 3 ... Z, avec q > (2-%—) tels que: |z| <r |z —z| > 38
pour i #]. '
¢) Soit 3 €e]0, R|
L’égalité (A) nous donne:

IF,l = Max |Fy(a)] < A(L+ o)

ou A est une constante ne dépendant que de 3.
Si f=2 ¢,F, est un élément de %, on a:

Cy = f; f(z).Fy(z) dz (y est un cycle dans Q).
led < [If@IFA=) ds < [ |Fi(a) da < cte. Max |F;(z)
< cte. Max |F,(z)].

z€Q
Or (B) donne: Max |[F,(z)| < cte.(R — 8)™
2€Q ’

Donc: |¢| < B(R — 8)™ (B = ct¢ dépendant de 3§ non
de f). On en déduit:

n—1

|F =5 e < S1adiFd < £ BR — 2yt + o)~
. . 14 ¢ 1 .
On peut toujours choisir £ tel que R_¢ <R—% donc:
n—1 ©
“f- 3 oF| < (ABe § (R—3)7) (R — 3)~ = C(R — )

C est une constante indépendante de f.

Soit ¢ > 0 assez petit, puisque +W\ 0 1l existe un

(R
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n > 2 unique tel que:

(R—8p—>5s e (R—3)"< ﬁ
Pour chaque v(v=0, 1, ... n—1) fixons les points
C.1,GC 2 ..., Cy 4, tels que la réunion des disques de centres

eE

G, ; et de l;ayons g, = m contienne le disque
§z: |z] < m—;%. la constante E est choisie égale a

(2 S A+t 23)—n)’1.

Considérons les fonctions:

fioso s s = B Cose By (4 <y < )

Soit f=3 C,F, un élément de %, nous avons:
|Cy| < B(R — &)~

donc il existe j, < k, tel que |C, , — C)| < &,
On a donc:
‘ "~ v C
W= fio s sl < Eo o A(l 4+ 8) + m—3y
€ €
<3 t3
N; est inférieur ou égal au nombre des fonctions f ,
donc:

= g.

oee JH’
n—1
N <[] k.

v=0

En raison du Lemme 1 on peut choisir k, tel que:

2B\* /1 4+ 23\*» 1
ke (Cg) (F=s) =

d’autre part puisque

1 €
(R—31 " 2C
on a:
log —
n < R log2C 1,
log (R—3) ' log (R—3)
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donc:

log N; < 2 i log <;+ 28) + <log _:-)a o(e)

log NY < 2n logi ~ nln — 1) log 72 = + (log <) o(¢)

1 14 28
. [ 2 ®R—3 ] \
log N; < Tog (R —3) + (fog (R — 3))¢ + o(e) | (log ¢€)
: R —3%

. log N; 2 . 1+ 28

hm Sup fog eyt < Tog (R—¢)  {log (K — 8))F
la derniére inégalité est valable pour § arbitrairement petit,
donc:

log

. log N; 1
hn:foup (log )2 < log R (L)

d) Soit 3 €10, 1[, on a d’aprés (A):
Sup |F,(z)] < H.(R + 8)* (H = cte dépendant de 3).
ze

Soit ) a,F, une série convergente dans C(yx), on a:
[}

P 2 k % aPF LP(X, ‘Mg) k|al

pour tout entier n, ol k est une constante.
On pose :

L=[23 (755) " ~—mrmw

Soit ¢ > 0 assez petit, il existe un n unique tel que r,_; > ¢
et r, <e ona:

1
log = 1
> gtz ()40

D’aprés le lemme 2 on peut choisir les points b, ;, b, 4, . .

- by,
dans chaque disque {z:|z] < r,} avec: "

r.k\2 € . .
g > <2e> et |b,,,j — b,y > * pour 1t # .
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Considérons les fonctions
Flodonoidon = v§=]° bv'jv.F,, avec 1<y, <qg.
Nous avons manifestement :
SUp |fi s (Bl < Zry Sup [F(z) < 1

d’autre part la distance de deux fonctions distinctes de cette
forme est > ek(1 — 8) =<¢. Donc:

Puisque :

2

1 —5\» 1
2 2 .
¢ > Lok <R—|—28)

1
log 1
n = m + (lOg ?> O(S)

on a apres un petit calcul :

On en déduit :

lim inf oz o > og R

Le théoréme résulte immédiatement des inégalités (I,), (I,)
et (I5).



CHAPITRE 5

METHODE DES BASES VOISINES

Depuis les premiers travaux de Whittaker (J. M.) et Gont-
charoff (W.) on cherche a établir des relations entre les princi-
pales constantes rencontrées dans la théorie d’interpolation
des fonctions entiéres ou holomorphes dans un disque (cons-
tantes de Whittaker, Gontcharoff...). Les résultats les plus
avancés dans cette direction ont été obtenus par Cukhlova
et Dragilev [7] et Suetin [27], ce dernier auteur a réussi
notamment a établir I'identité des constantes W et G.

Nous présentons dans ce chapitre une approche de quelques
problémes de ce genre par la méthode des bases voisines.
Le théoréme des bases voisines de Paley-Wiener a été généralisé
et utilisé par Boas [4a] et Evgrafov [9] dans leurs travaux
sur Pinterpolation. Dans la littérature il y a plusieurs versions
du théoréme des bases voisines dont celle de M. G. Arsove [2]
semble &tre une des plus générales, la version particuliére
suivante, due 4 M. Pommiez [20c], nous sera utile :

TratoriME 0. — Si une suite {p,}nen 4 6éléments de H,(R)
vérifie les conditions :

Qm(Z) =z" 2 Oy m z* avec oy p, = 1
kEN"
lim sup ( > la,‘,mlr") < 1 pourtout re[0,RJ[.

mc0 k€N"— {0}

Alors elle est une base de H,(R).

1. Sur Pinterpolation d’Abel-Gontcharoff généralisée.

1. Généralités. Soit A e [0, . Pour toute fonction

f(z) = Y a,z" holomorphe au voisinage de I’origine et tout
meN"
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ke N" on pose:

[ () = 3 _an(am)O
meN"

[ m! A m—k . k
ww“=<m—m0 womek

0 dans le cas contraire.

avec

f®® est une sorte de dérivée généralisée d’ordre k de f,
lorsque A =1 on obtient les dérivées ordinaires, lorsque
A =0 on obtient les restes partiels.

Le probléme d’interpolation d’Abel-Gontcharoff généralisé
consiste & déterminer [ en connaissant les valeurs fO9(z,)
ou {z,},ens est une suite multiple de points de ™.

Notations. — Pour tout z=(z, 2z, ... z,) € C* on pose

lalh= (3 1511)™, Ial. = Max |a], 2l = Is1

/ m PN
8= (2 Fal, < 13, da(t) = Sup |27 = ()

m" désigne m.mj* ... mpn
On désigne par A, (A, 7) (0 < © < ) l'espace des fonctions
f holomorphes au voisinage de I'origine telles que :

fe)= 3 Guip#  avee  limsuplain <=
meN

On s’apercgoit que:

__ (H,(1/x) lorsque =0
A2, 7) = E% (1/A, ».7'%)  lorsque A > 0.

A, (%, ) sera muni de la topologie de H,(1/A) ou E3 (1/a, a2
Pour toute suite {z,},ex» de points de C", il existe une seule
suite simple de polyndémes de n variables {G,}.cn" telle
que :

(k). GOB(z,) = 3,

{G,} est appelée suite des polynoémes d’Abel-Gontcharoff
généralisés associée a {z,}.
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Soit C(m, A) la racine positive unique de 1’équation :

qéo (q !)_lxq = vz
Prorosition 1. — Si |z.|., <1 pour tout k, alors {G,}
est une base de Uespace A,(%, C(n, 1)).

Démonstration. — La transformation
f(z) = Z a,z" — g(z) = Z(m!)a,z"
est un isomorphisme de A,(x, C(n, 1)) sur H,(1/C(n, 2)),
désignons par G, l'image de (_,;Tm)_l par cette transformation.

Soit {@pn}men la suite d’éléments de H,(C(n, 7)) qui forme
avec {G,} un systéme biorthogonal relativement a la forme
bilinéaire :

(f = Z ap3", g = Z bya") = Zanb,
qui met en dualité H,(1/C(n, A)) et H,(C(n, 2)). On a:

ouls) = 2 5 (k). (5.2,
kE€N"
Il résulte du théoréme 0 que {¢,} est une base de H,(C(n, 1)),

donc (lemme 0 du chapitre2) {G,} estunebasede H,(1/C(n,1)).
On en déduit que {G,} est une base de A,(x, C(n, 1)).

Définition de la constante W(n, 2): W(n, 1) est la borne
supérieure des constantes R(0 < R < ) telles que: st
feA,r, R) et si, pour chaque meN" la fonction f&m
posséde un zéro dans la boule Ay = {x e C": |z|, < 1}, alors
f est identiquement nulle.

W(1, 1) = W est la constante bien connue de Whittaker.

On a les inégalités évidentes: C(rn, A) < W(n, 1),

W(g, ») < W(p, ) pour ¢ > p. D’aprés Suetin [27]:

T < WL <1
Donc:
C(n, 1) < W(n, 1) <1.
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2. Examinons maintenant de plus prés la suite {G,} des
polyndmes d’Abel-Gontcharoff généralisés. On voit que G,
est de la forme:

G(z) = (m!)* ( ; m-p, m(P )_lzp)
chaque coefficient 8,, (k< m)
d’équations :

3

p<m—q

est determiné par le systéme

m-p-q, m(P ) 7N2,)? = 0 pourtout gtelquem —k<g<m
80 m = 0

Donc 3, , est un polynéme indépendant de m des variables

2z, (m—k < qg<m), on le note ¥ (z; m—k < q < m)
On pose :
D,= M 3a(2,5 0
m nz,,ﬁ’éll n(%; 0 < g < m)
D(n, A) = lim sup (D,)'™.
TratoriMe 1. — W(n, 1) = 1
’ D(n, )
, : 1
Démonstration. a) Montrons que Wn, ) = D(n, A).
Pour cela on raisonne par ’absurbe en supposant le contraire :
1
Wi, ™ < D(n, )
Soit R e ]W 7 D(n, )\)[, ona:

hm sup D,RI™"l = + oo.

Hmll>
On en déduit Pexistence d’une suite infinie {m;};c d’élé-
ments de N* telle que:
D, RI"ll - 0, DRI < D, RI™WI pour tout ¢ < m,
Pour chaque j, soit {Z, ;} ,ens une suite de points de la
boule A, vérifiant I’égalité :

Dy, = [30(Zs 3 0 < k < m),

soit {G, ;},en~ la suite des polyndémes d’Abel-Gontcharoff
(my1)>

J

généralisés associée a {Z, ;}, on pose: P, =
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On a
|Py(z) < g . =28 (2] )R 1)
<2 R "“’J‘”(llzll <)l 1) =2
< }‘,nR—II"H(uzuw)nkn(k!)—x

Donc:

— {P;} est une famille normale sur C" lorsque A > 0.
— {P;} est une famille normale sur {zeC": |z|, < R}
lorsque A =0.

Il en résulte ’existence d’une suite strictement croissante
de nombres entiers {j,},ex telle que:

— {Pj} converge uniformément sur tout compact de C”
vers une fonction F lorsque A > 0.

— {P,} converge uniformément sur tout compact de la
boule {zeC" lz] . < R} vers une fonction F lorsque

A=0.

Dans les deux cas F est holomorphe sur un voisinage de

la boule unité A,, car R > W—(—};—i—) > 1.
Pour tout k fixé la suite {Z,,,} admet au moins une
valeur d’adhérence que I’on désigne par Z§, on a:

F e K (A, W(n, 1)), F(0) = 1,
FOO(Z%) = 0 pour tout ke N*

cela est contraire a la définition méme de W(n, A).

a
1
DOIIC m > D(n, )\).

b) Montrons maintenant que < D(n, 1). Cette

1
W(n, )
inégalité résulte immédiatement du

Lemme 1. — St |z). <1 pour tout k, alors la suite
{Gplnenn associée & {z},exn est une base de lespace

(5 m)
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Démonstration. — Reprenons les notations données lors de
la démonstration de la proposition 1, on voit sans peine que:

Max |9.(z) < C(r).R*¥ pour tout R, 0 < C(R) < oo.

1z]leo <R

D’autre part pour tout R > D(n, ) on a:
Max |Gy(z)] < 3 |3, RIVI < RI¥I S DRI
Zw <R J<k

JjenN"

< CR).RIKI, 0 < ¢R) < .

On en déduit que la série Y G(z).9,(W) est sommable dans

H(A' X A") ou: keN"
A = {zeC: |z], < D(n, 1)},
1

A//____gzeC"! “z“"" < D—(n—)\) .

Donc {G,} est une base de H(Z') et {G,} est une base de

A, <7\, B(%,T:)) On a ainsi prouvé en méme temps le

Tutortme 1': Si |zl. <1 pour tout k, alors {G,}
est une base de A, (A, W(n, 1)).

3. Examinons maintenant le cas ou:

lim sup [m[*.(log, slml) ¥ |zl < L. (1)

m>0

(q estun entier > 2, lorsque ¢=2 alors log,_, z =1log, x =2).

Leume 2. — {Gu}lnen est une base de Pespace EqAx(P’ o)
st et seulement si la suite :

B log,_s |m]  \I™HI /[m + k| \Mim+l
¢”“U%Q%4w+w> (lmu>
(. | mI* (logys | m])16)" -

est une base de H,(R) avec:

cllf.e sl g > 2
(cp)tlre=> si q= 2.
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Démonstration. — Nous allons établir le lemme dans le cas
ou ¢q > 2.

Nous savons que si le g-ordre d’une fonction entiére est fini
et strictement positif, alors son (A,, ¢)-type est donné par
la formule :

s = lim sup ((log,—sIm)mve o0 |, ) "™
c!f = lim su og, z|m ——|a
”mn_)wp( gq 2 "m“)\um" 'm >
ou les a, sont les coefficients de Taylor de la fonction entiére.
Donc:

Me=h — | (log, o m|)imWe o0\
ottet = lllllrrrnlll-f:p< q"m";\ll"‘ll <m el ll) ‘aml

\

Or la formule de Stirling donne :

lim ((m!)tmmeimntim = 1,
[im| > e
donc:

clfe = lim sup <(logq_2 "m||)llmll/.° | m| —lllmll(m !)Ilaml )l/llmll_

On en déduit que la transformation
f2) = T au — glz) = = (log,y|m])™e(m )4 m] —Himig,zm

est un isomorphisme de Ej (¢, o) sur H,(e*.o~1F).

Si 'on désigne par Gj, I'image par cet isomorphisme de
la fonction |m[*™ . (m!)*. (log,—s|m|)~'mle.G,, on s’aper-
coit que {p,} est précisément la suite d’éléments de
H,(e™>.s1¢) qui forme avec {G}) un systéme biorthogonal.
Donc d’aprés le lemme 0 du chapitre 2 {G,} est une base
de —th(p, o) si et seulement si {¢,} est une base de
H,(e™*. o).

Démonstration analogue pour le cas ou ¢ = 2.

TutorEME 2. — St {2, nenn vérifie la condition (1), alors
{Gp}nene est une base de Uespace E‘IA;(P’ R) avec:

(W(n, 2))f.p™t s1 g=2

R= 3w, 2y s ¢>2

Démonstration. — Nous allons démontrer le théoréeme dans
le cas oo ¢ > 2 (démonstration analogue pour ¢ = 2).
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(1) implique I'existence d’une suite {z,}nen» de points de
la boule unité Ay = {ze C": |z|, < 1} telle que:

lim |z, — |m[* (log,s|m|.2,] = 0.

Nous reprenons les notations du lemme 2 et posons:

— ohm A ) — 10gq~zllmll '“m—l—k“l itk —Rlikl
Yn(2) = "pn(e™.2) ,E,n(logq_zuerku [m[* > c

(sl I log, s m1) )" T
W0 = 3 () T

Il suffit de montrer que {¢,} est une base de H,(W(n, 1)).
Pour cela on utilise le fait que {¢,} est « assez voisine »
de la suite {9y} qui est une base de H,(W(n, A)) d’apres
le théoréme 1’. On a:

"l’m(z) = 2 aj. m‘an-{-j avec ao, m— 1

JEN"

La base {¢} est équivalente a la base {z"}, donc {¢,}
est une base de H,(W, n, 1)) si et seulement si la suite:

Am(2) = z”'.( S a ,,,zf) (ag, m = 1)

ZEN®
est une base de cet espace. On applique le théoréme 0, on pose :
ha(r) = 3, |a, ol
J#0
on va montrer que h,(r) >0 (|m]| — o) pour tout

r [0, W(n, A)[.
Soit :

— . J+H
F,(z) = ‘Jﬂ_&i{) =3 a <}‘: (z:'+f)"—(—:!—)i>'
On a:
lay, wl < i;j [8(zg;m 4] — 1 < g <m+])]b al

ou les b, , sont les coefficients de Taylor de F,.
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. . . 1
Soit r < W(n, 1), il existe R E]W(n, 5y oo[ et

v € |r, W(n, A)[ tels que: rR <1 et <R < 1.
D’autre part il existe A(R) < o tel que: D, < A(R)RIltlyg,
de plus: |b; | < Mp(z).= ¥, M,(x) = Max |F,(z)]. Donc:

zllo<7T

lay, Wl < A(R)M,,,(r).RHfIl( 3 (TR)—uin)

ha(r) < Mm(r)-AR)-<1 _1 T:;: <1 f rR>n

h,(r) converge vers 0 pour m — o, car on peut vérifier
a l'aide de la formule:

— loggslml _ (|m + k[*\lim+*i
o "ke~~logq-zum+ku'< [m” >

k
e MKz, m] (logy-s | m]) ) 2

(kD
*\k z*
— & &) g
que M,(r) converge vers 0 pour tout = < 1.
CororLLAalRE. — Avec la condition (1) pour toute fonction

feE4 (e, R) et tout entier p e [2, q] la fonction
1
= —— fO B k
g(z) keEN" (k"))‘f (zk)'z

est de méme p-ordre et (A, p)-type que f.

Démonstration. — Conséquence immédiate du théoréme
précédent et du théoréme 3 du chapitre 4.

Remarque :
a) Soit W(n, A, p) la borne supérieure des constantes C
. T Cr . .
telles que : si fe E3, <p, —p—> et s1 pour tout m e N* la fonction

f®& ™ posséde un zéro dans la boule {ze C": |z]|, < mlF2}
alors f est identiquement nulle.
I1 est trés probable que W(n, A, p) = W(n, A) pour tout



246 NGUYEN THANH VAN

0 €10, w[. Légalitt W(L, &, o) = W(1, 1) a 6été établie
par Suetin [27].

b) La méme méthode nous permet de retrouver facilement
Iextension donnée par Kamenetsky et Mme Macintyre 4 un
théoréme de Schoenberg: Si {z,},ex est une suite de nombres
complexes dont les valeurs d’adhérence appartiennent toutes
a [— 1, +1] etsit [ est une fonction entiére non identique-
ment nulle telle que f®(z,) =0 pour tout p, alors f

ne peut étre de croissance moindre que (ordre 1, type %)

¢) Indépendamment de nous, Rubel et Taylor [23] ont aussi
étudié l'interpolation d’Abel-Gontcharoff des fonctions ana-
lytiques de plusieurs variables par la méthode des bases
voisines. Cependant leurs résultats sont d’un autre genre.

d) Le théoréeme 2 et son corollaire généralisent tout en
précisant les résultats de Pommiez [20a] et Combes [5].

2. Sur les différences divisées successives.

1. Soit {A,} une suite de points d’un domaine D et f
une fonction holomorphe sur D, on définit la suite {f;,}
par les égalités :

for =1, fw(z) = (2 = %)™ [fa-1(2) = fa-n(ta)]

pour n = 1, 2.
On écrira :

flz) = [f(M), f(a) «y (W), f(z)]  pour n=1,2

Les {fy(z)} sont appelées les différences divisées successives
de f relatives a la suite {A,}.

M. Pommiez [20b] a étudié le probléme de I'interpolation
par les valeurs que prennent les différences divisées successives
en une suite de points. On va montrer que dans ses résultats
la constante a (0,536 < a < 0,537; a est la racine positive
de I'équation 4a* — 2® + 2> +~ 2 — 1 = 0) peut étre rem-
placé par la constante C = W(1, 0).
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2. A désigne le disque unité, soient {r,} et {z,} deux
suites de points dans A; on désigne par {C,(z)} la suite
simple de polyndmes telle que:

L,(C,) = 8, . pourtout (m,n)
ou L, désigne la forme linéaire :

Lm(f) = [f()‘l)a f<)‘2) Y f()‘m)’ f(zm)]'

TatoriMeE. — St lim 4, =0 et si lim sup |z, < C, alors
la suite {C,(z)} est une base de lespace H(A).

Démonstration. — Posons
Po(z) = 1, P,(z) = (z — M)(z — Ag) ... (2 — 1),

il est connu que {P,(z)} est une base de H(A) et que la
transformation T:

f=2aP,—>g=2%2az7

est un automorphisme de H(A).
Soit {p,(z)} la suite d’éléments de H(A) qui constitue
avec {C,(z)} un systéme biorthogonal, nous avons:

o o Puti(2)Pouti(2a)
@a(2) = Pu(z) (1 ) W)

Tou(z) = 4ulz) = 2 (1 +3w %L))>

Si {z;} désigne une suite dans {z: |z] < C} telle que
lim (z, — z;) =0 et s1 ¢n(z) désigne la fonction -

*
nous avons M)_n—(‘o"—(z)
de A. z

En raisonnant exactement comme dans la démonstration
du théoréeme VI, on voit que {{,(z)} est une base H(A).

Il en résulte que {C,(z)} est une base de H(A). C.Q.F.D.

1 —z.2%

—> 0 uniformément sur tout compact

3. TutorimME. — Si lim (log,_,n)772,| =0 et st

lim sup (log, ,n)™#|z,| < 1
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alors {C,(z)} est une base de Eip, R) avec:
R = QP—P lorsque g =2, R = C¢ lorsque q > 2.
La démonstration se fait comme précédemment.

4. Soit E(1, k(6)) I’espace des fonctions entiéres f de type
exponentiel fini telles que:

h{0) < k(8)  pour || < %%
ou hy{0) désigne l'indicatrice de f et k(0)
k(6) = cos 6 log (2 cos 0) 4 6 sin 6.

la fonction:

On munit E(1, k(0)) de sa topologie standard de limite
inductive d’espaces de Fréchet.

TatortmMe. — Si A, =n pour tout n et si

zn

— n
AN,

lim sup

alors {C,(z)} est une base de E(1, k(9)).

Démonstration. — Comme Monsieur Pommiez 1'a indiqué
dans sa démonstration, il suffit de montrer que la suite:

qJn(z)zz,,<1_*_lgl(z,,—n) (zn—n—k+1zk>

(n+1)...n+k

est une base de I’espace H(A). Pour cela on raisonne comme
précédemment.

3. Univalence des dérivées successives.

En 1940 Boas [4b] a établi le résultat suivant:
TutorkMe. — Si [ est une fonction entiére de type expo-
nentiel plus petit que log 2 et si les dérivées successives de f,

sauf un nombre fini, ne sont pas univalentes dans le disque
unité, alors f est un polynéme.
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Ce résultat vient d’étre amélioré par G. A. Read [21],
qui a remplacé la constante log 2 par 0,7259 (constante
trouvée par S. S. Macyntire). On va améliorer encore une fois

BASES DE SCHAUDER DANS CERTAINS ESPACES

le théoréme de Boas.

Soient {a,} et {b,} deux suites de points du disque

unité A, on considére les fonctionnelles :
(n—1) — f(-1)
f l(a"n) fe™(b,) si a,#b,
) = g 1
aSD ™(a,)

n!

Ly(f) = £(0).

On désigne par
forme avec

si a,=b,

{P.(z)} la suite simple de polynémes qui
{L,} un systéme biorthognal, c’est-a-dire:

L.(P,) =3, . pourtout (n, m)e N2
On peut représenter P,(z) sous la forme d’un déterminant
1 z 22 z"
R Y R _ap— b
2(ag— by) 3(ap— bo) (n+1)(ay— by)
0 1 a3 — b} a} — bt
P (Z)—‘ 1 ’ al—bl al—bl
b (n—1)t..211 0 91 n(an-1 — bn-1)
. a;— by
: M : ! . . bz
0 0 0 .(n—1)r Rl — by
( ) 2(a’n—l - bn—l)

Lorsque a, = b, = «, alors P,(z) estle polyndme de Gont-

charoff G,(z):

1 z 22 zh—1 Z"
1 0 o op—1 ol
_ 1 0 1! 2« (n—1)at—? no?-!
Cule) = =T 2mijo o ol S .
(j 0 O (n—1)! nlay_y
On peut écrire :
n . 2k
P,(z) = n! kgo (= D" *Pai@s Guys -5 @1y biy byya +oey byy) 1
n zk )
Gy(z) = n! kgo (— )" *gn-i(®es Bz -« 5 %p1) Al
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avec
Palgs @y -y Gpgy gy by ... b))
a? — b} a} — b} ajtl — pp+l
2(ag— bg) 3(ae— by) (n + 1)(ay — by)
a2 — b2 at — b1
1 a—n G %

1 a,— by ( all—-— bI§ y
= 11 11 0 21 n{ag™t — by~
(n—1)!...21! pp—

: : v )
0 0 n—1) Mg —by)
=D S — b
og  od op-1 o
1 10 I 2a (n—1)a-2  not-1
gn("’-o»“v-“’“n—l):(n__“) o) 2:! ......................
0 (n—1)!  nla_,
Il est clair que:
Pn(“o’ ceey Kpogy Koy o vy a’n—l) = gn(“O’ 125 IR “n—l)
pn(a(h c ey Qpoy, b07 ] bn——l) 1
(ap — bo)(ay; — by) ... (@1 — by-y)
bo b, by
ﬂo dagy ‘[;‘ doy ... ﬁn_ll Galttgy &y « .y @py) dotyy
Max |p.(ao, ... @uq, boy ..., byoy)] = Max|g,(ag, ..., ay-q)l
aget ;€A %EA

Donc d’apres le théoréme 1 on a:

S bl =

lim sup | pa(aoy -+ v5 @ue1y boy -

n>oo

Max

(ﬂi et );€EA
ou W désigne la constante de Whittaker.

Par les arguments déja utilisés on démontre le

<1

alors la suite {P,(z)} est une base de Vespace Ef(p, R) avec:

TatoREME. — Si hm  sup n(log,_;n)~1° Max {|a,|, |b,|} <

R = We lorsque q =2
q > 2.

lorsque
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Cororraire. — Si f e E%p, R) et si chaque f®, sauf pour
un nombre fini d’entiers n, n’est pas univalente dans le disque
D, -

D, = {z: |4 < n(log, yn)~F}

alors [ est un polynéme.

Remarque. — On peut étudier par la méme méthode 1’uni-
valence des dérivées généralisées f*™, les résultats corres-
pondants sont faciles & énoncer.

Note. — Apres avoir terminé la rédaction de ce chapitre
nous avons pris connaissance du travail sur le méme sujet
de Buckholtz (%), ’Auteur y démontre en particulier le corol-
laire ci-dessus dans le cas o ¢ =2 et p =1, sa méthode
est différente.
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