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LE PROBLEME DE CAUCHY POUR LES EQUATIONS
DE HAMILTON-JACOBI-BELLMAN

Pierre-Louis Lions (1)

(1) Laboratoire d’Analyse Numérique, Université Pierre et Marie Curie, Tour 55-65, 4 Place Jussieu

75230 Paris Cédex 05.

Résumé : Dans cet article est résolu le probleme de Cauchy pour les équations de Hamilton-) acobi-
Beliman, dans le cas uniformément elliptique. La démonstration utilise des techniques d’estima-

tions a priori basées sur le principe du maximum ainsi que des arguments probabilistes.

Summary : In this paper the Cauchy problem for Hamilton-Jacobi-Bellman equations is solved in
the uniformly elliptic case. The proof uses a priori estimates techniques based upon maximum

principle and probabilistic arguments.

INTRODUCTION

Le but de cet article est la résolution du probléme de Cauchy suivant :

du
—+ sup { A(t,v) u—f(tv) } =0 p.p.dans©® x ]0,T[

vEV

(1)

u(t,x) = 0 sur 0&; u(o,x) = uo(x) ;

ou les opérateurs A(t,v) sont des opérateurs elliptiques du 2éme ordre dépendant de la variable t

et d’un paramétre v.
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Le probleme (1) intervient dans le contrdle optimal de diffusions non-homogenes.

Nous détaillons dans la section | le probléme de minimisation stochastique associ€é a (1).

La version elliptique du probleme (1) a fait I'objet d’une étude précédente de l'auteur
[7] , et nous montrons dans la section Il comment les arguments de [7] peuvent étre adaptés et

modifiés pour traiter le cas parabolique.

Enfin remarquons que certaines équations paraboliques du type Hamilton-}acobi-
Bellman sont étudiées dans [4] , [13] , un probléme «parabolique-elliptique» étant traité dans
[10].
| - LE PROBLEME DE CONTROLE STOCHASTIQUE

1.1 - Hypothéses, notations

Soit ©un ouvert borné régulier de IRN et soit T > 0. Soit V un ensemble convexe
fermé de RP. Enfin, soient aij(t,x,v), bi(t,x,v), c(t,x,v), f(t,x,v) des fonctions de [0,T] X oxV

vérifiant
o(t,x,v) (resp. f(t,x,v)) demeure dans un borné de c21 (@ x[0,T])
(2)
(resp. w1, (& x 10,T[ )) quand v décrit V ; ol ¢ = T b, ¢,
3pE€C(V,R,), p(o) =0 telle que
(2) lo(t,x,v) —o(tx,v) < p (Ivv' 1)V (tx) E[0,T] x Vv,V EV,
0Ucp=0i]-,bi,c,f;
! 2
I S0V (txy) E[0,T] X @ XV, D, = o ol &g > v 1517,
ij,k
(3)
pour tout £ € IRN .
1 T T
Nous poserons a(t,x,v) = '2- o(t,x,v) . o' (t,x,v), ol o' désigne la transposée de o. Enfin nous

supposons la donnée initiale dans w2 &

(4) u, EW2 (@ N W (@),
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Le probléme que nous allons considérer n’est pas (1) mais

- — 4+ sup {A(t,v)u—f(t,v)} = 0 p.p. dans © x ]0,T[

u(t,x) =0 sur 36, u(T,x) = uo(x) ;

I'opérateur A(t,v) étant donné par

2

0 0

A(t,V) =Z - 3--(t,X,V) “zb-(t,X,V) + C(t,X,V) .
i I axiaxi : | ax;

Il est clair que les problemes (1) et (1’) sont équivalents a un renversement du temps
pres : o(t,x) = ¥(t,x) = ¢(T—-t,x) pour ¢ =u, a, b, ¢, f.
1.2 - Le probléme de controle stochastique
On définit un systéme admissible td comme étant la donnée de
A =(Q, F, Fy, P, Wy, v(t), vy (1))

ol i) (2, F, Fy, P, Wt) est un espace de Wiener, ii) v(t) est un processus non anticipatif a valeurs

dans V, iii) (yg x(t)) est la solution de

dys,x(t) =U(t,ys’x(t), v(t)) dw, + b(t,ys,x(t), v(t))dt si t=s.

(6)

Ysx(8)=x.

A tout systéme admissible, on associe la fonction coiit suivante :

L AT S
J(tx, d)=E [ ’ s,y x(s), v(s)) exp | = f cyg x(A),v(A))dN ) ds
t o

ol Ty St le temps de sortie de ©du processus Ye x(t).
) )
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Le probléme de minimisation est alors :

(6) u(tx)=  inf Jtx, o).

. admissible
Heuristiquement, le raisonnement de la programmation dynamique indique que u doit &tre solu-
tion de (1°). Le raisonnement est valide si on sait a priori que u est réguliére (voir [4] ).
Notre démarche est la suivante : nous montrons tout d’abord que (1’) admet une solution dans
w21, = (@ x 10,T[ ), puis que toute solution de (1’) coincide avec la fonction coiit optimum.
Aussi montrons-nous que le probléme (1’) admet une unique solution dans wh e (©x]10,T[),

et que celle-ci coincide avec (6).

Il - RESOLUTION DU PROBLEME DE CAUCHY
11.1 - Le résultat de résolution

THEOREME 11.1. Sous les hypothéses (1), (2), (3), (4), il existe une unique solution u(x) dans
w2l = (@ x 10,T[ ) de

du
——+ sup {A(t,v)u—f(t,v)} =0 p.p. dans & x 10,T[

vev

u(t,x) =0 sur 0@, u(T,x) = uo(x) .
De plus u(t,x) est donnée par

u(tx)= inf J(tx, o).
.d admissible

Remargue 11.1. Le résultat est conservé si au lieu de considérer un ensemble de controle V continu,
on considére une famille dénombrable : on supprime alors I’hypothése (2) et tout le reste est

conservé.

Remarque 11.2. Le théoréme reste exact si on suppose & non borné. Il convient alors de remplacer
dans (2) C31 (@ x [0,T]) par ng (& x [0,T]) (espace des fonctions bornées admettant des

dérivées secondes bornées en x et la dérivée en t bornée).
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Remarque 11.3. En utilisant la méthode de N.V. Krylov [5] ainsi que I’estimation corres-
pondant au cas parabolique de [6] , on peut montrer que l'unicité a lieu dans la classe
whIN+Y (@ x10,1) nc@x [0,T]).

Remarque 11.4. Nous avons de plus 'estimation suivante

flul w S Co{ sup If(v)ll o Thu I 5
A e d WM,21, oly2

ol C ne dépend ni de u_, ni des f(v).

11.2. Démonstration

La démonstration suit celle de P.L. Lions [7] . Aussi n’allons nous présenter que les
modifications qui surviennent dans le cas parabolique.
Rappelons que la méthode est de considérer (pour m fixé et Vq e ¥y, fixés dans V) le systeme

pénalisé suivant : soit € > 0 (on convient que 1 = m + 1)

dui -
e . . . . .
—— + Al ui+ B (ug - u'e'H) =f' - p.p. dans @ x [0,T[

u";(t,x) =0 sur 08 uL_(T,x) = uo(x) ;

ou Al = A(vi), fl = f(vi) et ﬁe est une fonction satisfaisant a : Be est croissante, convexe, de classe
c”, Be(t) =0sit <0, Be(t) croft vers + o quande—>0sit > 0.

Nous distinguerons deux étapes dans la démonstration :
i)  Ilestimation ul i uniforme en € et m

€ W2’1 ’OO ’
ii) le passage a la limite et I'unicité.

i) La partie estimation de la démonstration est pratiquement inchangée par rapport a [7] .

En suivant la démonstration donnée dans [7] , on constate que I’estimation

L™ (@ x ]0,T[ ) est conservée ainsi que :

|V uie(t,x) | < Const., V x €9Q’
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En admettant provisoirement le fait que

au;
(7) 3— (0,x) | < Const., V x €0
t

il est facile de déduire comme dans [7], en considérant la fonction auxiliaire
ou 2 2
w={—] +IVul~*,
ot

< Const. .

que nous avons

Hui
€ wh>(ex]0,T)
Ensuite le reste de la démonstration s’applique et nous obtenons comme en [7] (’hypothese des

coefficients d’ordre zéro assez grands devenant inutile dans le cas parabolique) que

lug(t) I W < Const., YVtE[0,T],

(®

ce qui implique I'estimation W2’1’ ® (& x 10,T[ ) annoncée.

Il ne nous reste donc qu’a montrer (7) : or si nous posons w = uo(x) + A(T-t), alors pour X assez
grand
—-5—+A w = f sur & x [0,T]
t

w(tx) 39 =0, w(T,x) =ug(x).

Donc par une application élémentaire du principe du maximum (comme dans [7] ) nous en dé-

duisons

u'e(t,x) < w(tx).

De méme pour w =u_(x) —A(T—t), avons-nous u;(t,x) > w(t,x).

o
i
aue

Et de ces inégalités découle : —a'—(T,x) <A
t

Ainsi nous avons montré

(8) I u; I < Const. (indépendante de € et de m).

w21 = (@ x10,T[)
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i) Du fait que ﬂe = Bn , si € < n,on déduit que ué décroit quand e décroit vers 0. Donc

ul(tx) ¢ ul(tx) WD P(@ x 10,T).
De plus de par le choix de ﬁe(ﬁe(t) + + o sit > 0), nous avons ui(x) = u(x) (indép. de i). Nous

noterons u(t,x) = um(t,x) (pour indiquer la dépendance par rapport a (v1,...,vm)).
Comme d’autre part Be(t) = 0, nous avons bien stir
du

m . .
—— A < f osur & x]0,T[.
m m 10, T[

Maintenant on considére (vm), suite dense dans V, et pour tout m, u. correspondra
au choix des m premiers termes de la suite. D’aprés (8) uy, est dans un borné de
w1, (@ x 10,T[ ) donc il existe u et une sous-suite encore notée U, telles que
weW2! ™ (@ x 10,T[) et u_ = u dans C@ x [0,T]) (ou dans W1 (@ x J0,T[ ) faible).

En résumé, nous avons donc :

u(t,x) =lim u (tx) =lim lim 4 u::. m(tx),
m m € ’

TeW2 2@ x10,T[), T | 3g5= 0, T(T,x) = uy(x)

ou
VVEV —;—+ A(v)u < f(v) dans & x]0,T[.
t

Pour achever la démonstration nous allons raisonner de la fagon suivante :
(2) montrer que U= u ol u est donnée par (6), (b) en déduire que U satisfait (1°), (c) en déduire

que toute solution de (1°) coincide avec u.

(a) Comme v € w21, (@ x ]0,T[ ), il est facile de montrer par un argument de classe monotone

que la formule de Ito est valable pour U(s,y, «(s)) et on obtient :
y
T(t,x) < J(t,x, o ) pour tout systéme admissible o .

Doncu < u.

Maintenant, nous introduisons (uL m) solution du systéme d’inéquations quasi-
)

variationnelles suivant (voir [3], [12] ) avec k > O fixé.

ou
— k’m + Al u'i( < fi
at . ,m .
u"(,m <k+ u;:'rl] p.p. sur & x 10, T[
©) 5
_%uk,m A B I O SR 2 B
( -(:)—t)_. + A uk’m f uk,m k uk,m "'O,

uligm(t,x)=0 sur 08P, uL’m(T,X)=UO(X)-
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Alors I'interprétation stochastique de uk m (qui s’obtient comme dans [3] et [12] ) montre que

”k m st une fonction colit optimum portant sur une classe de systémes admissibles incluse dans

celle considérée en (6).

Donc nous avons :
u(t,x) < u'i< m(t,x) (Vik,m).

D’autre part il est standard (voir [12] ) que uik,m =e“¢nb ) ue k,m oll (uie,k,m) est solution du

i+1

i+1
e ).

. i _
) remplacé par B (u, —k —u,

systéme pénalisé avec Be(uie -u
Donc nous avons
u_(t,x) = lim Vol (tx)= lim { lim {u (t,x) ;
mltX) = iy ¥ vem{bx) = tim 4 lim, em(t)
d’ou

U (t:X) =kli¢m0 i) Iing) ) uek m(t x)=kli¢m0 uli'm(t,x) > u(tx).

En conclusion u(t,x) = u(t,x) et finalement
u(t,x) = u(t,x) .

(b) Nous savons donc que u(t,x) € w2l (© x 10,T[ ). Nous pouvons alors appliquer la méthode
probabiliste de [8] pour montrer que (1’) est satisfaite. La démonstration s’adapte telle quelle et

nous obtenons

du
—-—+ sup {A(t,v)u~f(t,v)} =0 p.p. dans @ x ]0,T[

ot yevy

u(t,x) =0 sur 08, u(T,x) = uo(x) .

(c) L’unicité découle immédiatement d’un résultat de N.V. Krylov [6] .

En effet si u désigne une autre solution dans w21, = (@ x ]O,T[ ) de (1), il existe ai‘-(t,x),
Bi(t,x), v(t,x), bornées mesurables sur & x ]0,T] telles que (o‘ij) soit définie positive uniformément
en (t,x) dans ©x]0,T][ et

+ y(t,x)(u—u) < 0

d(u—u) _Z 32(u-1) +Zﬁ a(u—ﬁ)

dx; dx j Xi
p.p. dans & x ]O,T[

(u=u)(t,x) =0 sur 3, (u-u)(T,x) =0
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Donc d’aprés N.V. Krylov [6] , on en déduit :u< U p.p. Mais d’aprés la formule de 1td, comme
en(a),ona:u<u p.p.

Ceci achéve la démonstration du théoréme.

Remarque 11.5. 11 serait intéressant de montrer directement le passage a la limite par une méthode
analytique, c'est-a-dire de montrer que u(t,x) satisfait (1’) sans utiliser la fonction colit optimum.
Dans le cas uniformément elliptique ceci se fait (voir [3], [7] ) gréce a une méthode de L.C. Evans
[2], mais cette technique ne semble pas permettre de traiter le cas parabolique en toute généralité.
On peut néanmoins avec une extension de la technique de L.C. Evans arriver a passer a la limite
(voir P.L. Lions [11] ), mais ceci nécessite une régularité en t des coefficients et des données

supérieures a celle que nous avons supposée ici.

Au contraire la méthode présentée ici s’adapte au cas elliptique, et permet également

de traiter des problémes dégénérés (voir P.L. Lions [9] ).

Remarque 11.6. La partie (a) de (ii) peut &tre légerement simplifiée en adaptant au cas parabolique

les résultats de [1] .

: . 1
En effet si u'e désigne la solution du systéme pénalisé (avec ﬁe(t) =— t+) alors d’aprés
€

P'interprétation stochastique ( [1] ) des ug , nous avons immédiatement ué > u (en effet ug est
la fonction colt optimum sur une classe de systémes admissibles incluse dans celle de la section
1.2). Néanmoins, cette démonstration nécessitant I'introduction un peu lourde des évolutions

aléatoires (voir [1] ), nous avons préféré utiliser le systéme (9).
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