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SUR LES

EQUATIONS GENERALES DES LIGNES ELASTIQUES

ET LA PROPAGATION DES ONDES

Par M. Louis ROY.

INTRODUCTION

* Les recherches de Duhem sur I'Hydrodynamique et I'Elasticité(*) ont montré la
facilité avec laquelle on parvient aux équations les plus générales du mouvement des
milieux continus, par 'emploi des méthodes analytiques réguliéres de la Thermo-
dynamique générale. Frappé des avantages, disons méme de la supériorité de cette
doctrine, nous I'avons aulrefois appliquée & notre tour au fil et & la membrane flexi-
bles(*). Nous nous proposons de I'appliquer maintenant & la ligne élastique.

Bien que la théorie de la ligne élastique remonte & Bernoulli et 4 Euler, on sait
que le point de vue de ces auteurs fut & peu prés abandonné, dés que la théorie de
I'Elasticité eut été définitivement constitude. Poisson et Cauchy cherchérent, en effet,
a déduire les équations des tiges minces de celles des milieux & trois dimensions par
la méthode des développements en séries. Cette méthode consiste 4 admeltre que les
composantes de la pression élastique en un point sont développables en séries enti¢res
trés convergentes des coordonnées transversales de ce point. Or, dés 1871, cette hypo-
thése paraissait déja devoir étre abandonnée, du moins en général, par sunite de son
désaccord avec cerlaines formules rigoureuses obtenues par de Saint-Venant et, ce
qui est plus grave, avec I’expérience(*).

-(*) P. DunewM, Recherches sur I'Hydrodynamique, Annales de la Faculté des Sciences de
Toulouse, 2¢ série, t. III, IV, V; 1901, 1902 et 1903 ; Recherches sur UElasticité, Annales scien-
tifiques de I'Ecole Normale supérieure, 3¢ série, t. XXI, XXII et XXMT; 1go4, 1905 et 1go6.

(*) L. Rov, Recherches sur la Dynamique du fil flexible, Annales scientifiques de I'Ecole
Normale supérieure, 3¢ série, t. XXIX, 1g12; Sur la propagation des ondes dans les membranes
flexibles, Journal de math. pures et appliquées, 6° série, t. VIII, 1g12.

(®) J. Boussinesq, Etude nouvelle sur Péquilibre et le mouvement des corps solides élastiques,
dont cerlaines dimensions sont lrés peliles par rapport & d’autres, Journal de math. pures et
appliquées, 2° série, t. XVI, 1871, p. 125.

Fac. des Sc., 3 série, t. XVIII. 16
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Les travaux de MM. E. et I. Cosserat sur les corps minces(*) ont expliqué la cause
profonde de ces contradictions et montré la véritable difficulté des méthodes basées
sur les développements en séries et I'emploi exclusif des équations de I'Elasticité.
Leurs recherches justifient donc le retour a I'étude directe des lignes et des surfaces
élastiques, telle qu'on l'avait tentée avant la création de la théorie de I'Elasticité, et
que ces auteurs ont reprise dans leur Théorie des corps déformables(*).

La théorie thermodynamique de la ligne élastique que nous allons exposer se
trouve ainsi directement inspirée des Lravaux relativement récents de Duhem et de
MM. Cosserat.

La premiére partie du présent Mémoire traite de la ligne a six paraméires: nous
appelons ainsi la ligne la plus générale considérée par MM. Cosserat, ot T'orientation
de chaque triédre mobile par rapport & I'axe longitudinal est laissée arbitraire. L'ex-
pression du potentiel thermodynamique interne, 4 laquelle nous aboutissons, corres-
pond & celle qu’ont obtenue MM. Cosserat pour 'action de déformation; les méthodes
réguliéres de I'Energétique permettent d'en déduire, avec aisance el une entiére
stirelé, les équations générales du mouvement, en tenant compte des variations de
température el des actions éventuelles de viscosité.

La seconde partie traite de la ligne & quatre paramétres, c’est-a-dire de la ligne
considérée jusqu'ici par la plupart des auteurs, ou I'un des axes du triédre mobile
est tangent 4 I'axe longitudinal; sa théorie se déduit donc de la précédente comme
cas particulier. Dans I'’étude des petits mouvements d’une telle ligne autour d’une
position d’équilibre, nous développons en détail le cas d’une’ ligne, prismatique
droite dans son état naturel, mais dont I'axe longitudinal peut affecter une forme
quelconque dans sa position d’équilibre autour de laquelle les petits mouvements
s'effectuent. Nous obtenons ainsi des équations assez simples, qui généralisent celles
qui ont été obtenues jusqu’ici dans le cas des tiges droites, de température uniforme
et dénuées de viscosité.

La théorie de la propagation des ondes nous conduit a certains résultats trés
généraux : aucune onde n'est susceplible de se propager sur une ligne élastique affectée
de viscosité; les lois de propagation établies pour les ondes de choc restent valables pour
les ondes d'accélération et les ondes d’ordre supérieur. Ces propositions s’appliquent
aux deux classes de lignes étudiées, ce qui était & prévoir, puisque le choix du triédre
mobile a évidemment quelque chose d’artificiel. Nous insistons spécialement sur le
cas de la ligne & quatre parameétres, dont chaque section droite est un plan de symé-
trie de contexture et nous étendons ainsi a des lignes de forme quelconque des for-
mules de vitesses de propagation qui n’avaient encore été obtenues, sauf dans des

(*) E. et'F. Cosserat, Sur la Mécanique générale, Comptes rendus, t. 145, 1907, p- 1139;
Sur la théorie des corps minces, Comptes rendus, t. 146, 1908, p. 169.
(*) Hermann éditeur; Paris, 1909.
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cas particuliers, qu’a partir des équations des vibralions longitudinales, tournantes
et transversales des tiges droites et dans I’hypothése d’une température uni-
forme.

Dans toute cetle étude, le potentiel thermodynamique interne linéaire de la ligne
élastique apparait comme une fonction des déformations de la ligne au point consi-
déré. Les déformations élastiques étant supposées trés peliles au sein de chaque
trongon de ligne, on peut prendre comme expression de ce potentiel un polyndme
du second degré de ces déformafions, dont les coefficients dépendent de la nature de
la substance et de la forme de la section droite de la ligne. Ce sont les coeflicients
d’élaslicité de la ligne. Si 'on s’en tient 13, la théorie de la ligne élastique est entié-
rement satisfaisante et complélement autonome, en ce sens qu’elle n’emprunte rien
i la théorie de I'Elasticité des milieux & trois dimensions. Mais de sérieuses difficultés
surgissent si I’on veut rechercher comment ces coefficients dépendent des coefficients
d’élasticité de la substance et de la forme de la section. A cet effet, le procédé le plus
naturel cousiste & former le potentiel thermodynamique interne linéaire en partant
du potentiel d'un milieu & trois dimensions; mais il faut alors chercher, au préalable,
les valeurs des trois dilatations et des trois glissements en un point d’un trongon de
ligne en fonction des déformations de la ligne en ce point. Dans le cas de la ligne
a quatre paramétres, cette recherche est facilitée par certaines formules dues i Kirch-
hoff. Nous avons donc cherché et d’ailleurs réussi a généraliser les formules de Kirch-
hoff dans le cas de la ligne & six paramétres; malheureusement ces formules, pure-
ment cinématiques, ne suffisent pas & déterminer les dilatations et glissements, car
elles renferment trois fonctions arbitraires.

Dans le cas de la ligne & quatre paramétres, dont chaque section droite est un
plan de symétrie de contexture, on détermine ces trois fonctions arbilraires, ou du
moins on arrive aux expressions cherchées des dilatations et glisvéements, en appli-
quant i un troncon de ligne, c’est-a-dire au feuillet limité par deux sections droites
infiniment voisines, les équations de I'équilibre élastique écrites en faisant abstrac-
tion de toute force extérieure. On reconnait alors que ces équations, jointes aux for-
mules de Kirchhoff, entrainent les conditions de Saint-Venant, c’est-a-dire celles qui
expriment que la pression élastique sur tout élément paralléle 4 I'axe longitudinal
est elle-méme paralléle & cet axe. Mais, si 1'on peut admetlre, avec Kirchhoff, que
les forces extérieures et d’inertie agissant sur les éléments de volume d'une ligne
élastique sont négligeables par rapport  celles qui s’exercent sur sa surface latérale,
on ne voit plus du tout comment il est permis de faire encore abstraction des pre-
miéres, dés qu’on suppose que les secondes sont nulles. Faute de mieux, nous avons
toutefois appliqué cette méthode & la ligne & quatre paramétres. Pour celle 4 six para-
métres, nous nous sommes borné A faire le calcul des dilatations et glisserhents en
faisant abstraction des trois fonctions arbitraires. L’expression & laquelle nous som-
mes ainsi parvenu pour le potentiel thermodynamique est donc trés probablement
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incompléte et nous I'avons donnée a titre de simple indication en vue de recherches
ultérieures.

Le présent Mémoire a été résumé en trois Notes insérées aux Comptes rendus des
séances de I’Académie des Sciences de Paris :

1. La propagation des ondes sur la ligne élastique & six paramétres, séance du
1°" mars 1926;

2. La propagalion des ondes sur la ligne élastique & qualre paramétres, séance du
15 mars 1926;

3. La loi adiabatique dynamique relative aux lignes élastiques, séance du
29 mars 1926;

Et dans une communication au Congrés inlernational de Mécanique appliquée
tenu a Zurich en septembre 1926 :

Suar le potentiel thermodynamique interne des lignes élastiques.




PREMIERE PARTIE

LIGNE ELASTIQUE A SIX PARAMETRES

CHAPITRE PREMIER

EQUATIONS GENERALES

1. Préliminaires. — On appelle ligne élastique le corps élastique dont le volume
st engendré par une surface plane S, dont le centre de gravité M décrit une courbe
'M,M, appelée axe longitudinal de la ligne, de fagon que cette surface reste constam-
ment normale 4 la courbe. Celle-ci ne doit pas présenter de singularités et sa lon-
gueur, ainsi que ses rayons de courbure et de torsion en chaque point, sont supposés
trés grands par rapport aux dimensions transversales de S; de plus, si le contour
de S varie dans le déplacement, cette variation doit s’effectuer avec continuité.

La configuration géométrique de la ligne élastique, & I'instant ¢, est considérée
comme suffisamment déterminée par la connaissance d’une suite continue de triédres
Muvw, dont les arétes sont trois éléments linéaires liés 4 la matiére et dont le lieu
des sommets M, & l'instant ¢, estl’axe longitudinal M, M,. Par suite de la petitesse
des déformations élastiques au sein de chaque troncon de ligne, on convient de
négliger les pelites variations des angles de ces triédres, de sorte que nous pouvons
les supposer constamment trirectangles. L'orientation de chaque triédre Muvw, ou,
pour abréger, de chaque triédre (M), par rapport  la tangente en M i 'axe longi-
tudinal étant laissée arbilraire, la configuration géométrique de la ligne élastique
4 chaque instaunt, par rapport 4 un triédre fixe trirectangle Oxyz, se trouve complé-
tement définie analytiquement par les coordonnées x, ¥,z de M et trois paramétres
angulaires 6, 9,4, au moyen desquels s’expriment les neuf cosinus directeurs des
axes Mu, Mv, Mw par rapport aux axes fixes Oxyz. Ces six paramétres «, y, z; 6, 9, &
doivent étre regardés comme des fonctions continues du temps ¢ et d’une variable
géométrique. Si I'on prend pour celle-ci 'arc M/.ﬁ = s de l'axe longitudinal dans
son état actuel, nous dirons qu'on emploie les variables d’Euler s, t; si 'on prend
comme variable géométrique I'arc @ = w de l'axe longitudinal dans son état
primitif, m et M désignant le méme point matériel dans I'état primitif et dans I'état
actuel, nous dirons qu'on emploi€ les variables de Lagrange o, t. Comme état pri-
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mitif, nous conviendrons de prendre 1'état naturel, c’est-a-dire ’état d’équilibre que
prend la ligne quand elle n'est soumise & aucune force extérieure et quand tous ses
points sont portés & une méme température absolue T, .

Les variables de Lagrange présentent sur celles d’Euler cet avantage, que chaque
point matériel M(ix,y, z) de la ligne a tout instant est caractérisé par une valeur
déterminée de la variable géométrique ©; de sorte que les composantes de la vitesse
) Ya
YR s YRR
avec les variables d’Euler, 1'abscisse curviligne s du point matériel M n’est pas

constante par suite de 'extensibilité de la ligne, de sorte que la composanle de sa
dx
N2
long de la ligne, ce qui complique singuliérement le calcul des forces d'inertie. Pour
cette raison, nous emploierons exclusivement les variables de Lagrange «,! dans
tout ce qui va suivre.

et de l'accélération de ce point sont simplement Au contraire,

vitesse suivant Ox est

2
+ V—E—, V désignant la vitesse relative du point M le
[¢

Pour abréger, nous désignerons par la lettre d toute différentielle prise suivant
la ligne & l'instant ¢, c’est-d-dire en ne faisant varier que o, soit

(1) d= 2

d(v) 5

dw

d J , N
de sorte que le symbole T devra étre remplacé par ——-b‘ dans les résultats définitifs..
w w

Cela posé, d’aprés la correspondance établie entre les points M et m, c’est-a-dire-
Iy , 1 > N r I3

entre 'arc s = M,M compté sur I’état actuel et I'arc = m,m compté sur I'état

primitif, & I'élément MM' = ds, de composantes di, dy, dz, correspond I'élément

mm' = dw et 'on a d’aprés (1)

(2) ds = Adw,
en posant
o\ Sy N 75;—2
3) A_\/<—O—u:> +<Dw> +(‘E> _\/ \b(o) )
Nous représentons ainsi par le symbole | | une somme de trois termes analo-

gues A celui qui est écrit, les deux autres s'en déduisant par permutation sur les.
lettres; afin de simplifier au maximum I'écriture des formules qui vont suivre, nous
ferons un usage systématique de cette notation, toutes les fois qu’elle ne prétera pas
a confusion. '

L’abscisse curviligne s de M est, d’aprés (2), donnée en fonction de o, ! par la
formule

([‘) | s:fm.ldw.
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Soient p et p, les densités linéaires aux points homologues M et m; les éléments
ds et dw étant constitués par les mémes points matériels ont méme masse, d’ou

(%) cds =g, dw,
soit d’aprés (2)
(6) ' A=y,

C’est I'équation de continuilé qui détermine ¢ a chaque instant, puisque ¢, est

0

une fonction connue de .

2. Cinématique du triédre mobile. — Soient «, B, v; «,, B,,7,; %,, 8,, v, les cosinus
-directeurs des axes Mu, Mv, Mw du triédre (M) au point M(zx, Y, 2) d’abscisse curvi-
ligne M,—l\\’l =s et & l'instant ¢; a4+ dx, B+ dB, ..., v, + dy, ceux des axes du
triedre (M') au point infiniment voisin M'(x + dx, y + dy, z + dz) d’abscisse curvi-
ligne s 4 ds au méme instant. On sait qu’'on passe de (M) & (M') par une translation
-et une rotation infiniment petites, dont nous désignerons par (5, 7, ) do et (p, g, r)dow
les composantes suivant les axes mobiles Muvw, soit

Edo = adx + tdy + vdz,

pd(') - aﬂ(lll + i(jedi(jn + .K’Qin - ('X‘(ld‘z + neidneq + YldY!) ’

‘ou plus simplement, d’aprés nolre notation abrégée,

) . dx dx . dx
: 2= |a , = |u,—/, (= |a,—|;
7 . do f K dw : % dw
( , da, da,
= | - — |
\[ *dw % dw
da dx
(8 = |lo—2| — — |og ——
(8) q= |2 o)
, da do,
= |l ——| — — |4
‘do * dw

Cela posé, imprimons & la ligne un déplacement virtuel et soient 3u, 3, 3w les
composantes suivant Muvw du déplacement virtuel de M; 3w,,30,, 3w, les com-
posantes suivant les mémes axes de la rotation virtuelle du triédre (M). Ilen résulte

» .. . ol . ~ ~ ~
pour ¢, v, §; p, g, r des variations virtuelles 3%, 37, ..., 3r que nous allons calculer.
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On a, d’aprés (7),
(9) dwd(3,4,0 = |3(x, 2,, a,) dc 4 (2, 2, 2,) déx|, -

3(x,y, 2) désignant les composantes suivant les axes fixes Oxyz du déplacement
virtuel de M, soit

8(.70, y’ Z) == (1’ A‘er T Eu + (1;' i’f’;‘ "{’)BU + (11’ iljz’Yz)aw'
On en déduit

dix = addu + 2,d3v + 2, d3w + dadu + d2,3v + daw,

d’ou, d’aprés les relations entre les cosinus et les formules (8),
" (|zdix| =d%u + (gsw —riv)dow,
(10) e ddx) = d3v + (riu—piw)dw,
la,dox| =dsw + (p3v—qiu)dw.

On a d’autre part, d’aprés (7),

d(x,y,z . ) .
() ELD )2 4 G bt G b

d’ou, en tenant compte de ce que

gawu - lazoxﬂl - Ialoa‘z ’
(12) < otw, = |adz,] = — |,3a],

( Swy = [1,30{] = — laaaii,
les formules suivantes

|aadx| = (4 80up — Cau)v) dw,
(13) < B, da] = (LBw, — Z8ww) do,

( 13a,da| = (830, —130,)dw.
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Les formules (9) deviennent ainsi, d’aprés (10) et (13),

- d3u R - R "a
0 — d +gow—rev + ovw — 6w,
(O]
dso
(14) {0 = ] +riu —piw + 8w, — Idww,
(O]
dew . N L
3 = 7o +piv —gqgsu + oo, —1sm,.

Considérons maintenant les premiéres formules (8) et (12); on en déduit
(15) dem—-damnz [az,da,—-dx,a—/.J.
Mais, des formules bien connues de la Cinématique du corps solide

I d(z,5,9)

\ Tde et = ¢, By 70)s

Nd(,,8,,v)

(16) ._d’_\{—::P(z,,{iuyz)_,.(x"g’\()’
(O]

) d(a” ‘B!’ Yz)

{ _d_——_:q(‘ly 3, 1) —p(x,. 85 1)
‘ ®

\

on déduit, d’aprés (12) et les relations entre les cosinus,

|3a,da,| = — 1 |ada| do = — rion,do,

Clde,te | = qlese]|do = — qlwudw,

de sorte que (15) devient la premiére des égalités

ddw

ep = L+ qiww — r'dw,,
dw
da(l)

(17) 8g = L+ réw, — piow,

dw

- d3wy 1 ps R

oy — ——— oM, —Jow, .
d(v) p v q “

.

Les formules (14) et (17) sont, aux différences de notations prés, celles que
MM. Cosserat ont données antérieurement(*).

(*) E. et F. CossErar, loc. cit., p. 8, formules (8) et (7).
Fac. des Sc., 3° série, t. XVIII. 17
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Etablissons un dernier groupe de relations et soient sw,, 8w,, 3w, les composantes
suivant les axes fixes Oxyz de la rotation virtuelle du triédre mobile (M); ona

N N N
S, = adw, + 21,30, + 1,500,

Ao, = addw, + 2 d3o, + a,déww + daiw, + do 3o, + da, 8wy .

Remplagons alors d3w,, d3w,, d3w, par leurs valeurs tirées de (17) et da, do,, da,
par leurs valeurs (16); il vient la premiére des égalités

[ déo, s .
7o —aop + %,6q + 2,60,
da(')
(18) ’ :{jap+$|aq+($eal"
do»
do, . . .
- "OI) + Yloq + SGI
(/(v)

3. Les six fonctions caractéristiques de la déformation. — Nous avons vu qu’on
passe, a linstant ¢, du triédre (M) au triédre infiniment voisin (M') par la tran-
slation (8, v, {) dw et par la rotation (p, q, r)de. Dans I'état primitif, ces triédres
sont (m) et (m') et I'on passe de méme du premier au second par une translation
&,,1,, &) dw et une rotation (p,, ¢,, ) dw, ces six composantes étant relatives aux
axes mu, mv, mw du triédre (m).

Si donc, par un déplacement d’ensemble sans déformation imprimé a I'état pri-
mitif, on améne (m) en coincidence avec (M) de fagon que les axes homologues
mu, Mu; ... coincident, il faut, aprés cela, imprimer & (m') la translation (£—§¢,,
w—1,, {—{¢)do etla rotation (p—p,, ¢q—gq,, r—r,)de pour 'amener & coin-
cider avec (M’). La déformation en M de la ligne élastique dans son état actuel par
rapport & son état primitif est alors caractérisée par les six fonctions

1 =%, n—t, =00 p=p, d—qy, F—7r
9 d To 1 "o o I p“ 10 0

de o, ¢ en vertu des deux théorémes suivants :

1. Si les six fonctions (19) sont identiquement nulles, la déformation est nulle, en
ce sens quon passe de Uélat primilif & Uétat actuel par un déplacement d’ensemble, et
réciproquement.

En effet, si les fonctions (19) sont nulles au point M, en amenant (m) sur (M)
par un déplacement d’ensemble imprimé & I'état primitif, (m') vient sur (M') et, si
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les fonctions (19) sont identiquement nulles, cette coincidence se produit tout le
long de la ligne. Réciproquement, si, en amenant (m) sur (M) par un déplacement
d’ensemble imprimé a 1'état primitif, (m') vient en coincidence avec (M'), c’est que
les six fonctions sont nulles au point M et, si la coincidence a lieu tout le long de la
ligne, c’est que ces six fonctions sont identiquement nulles.

1. Deux: déformations, pour lesquelles les six fonctions (19) sont identiques, sont
des déformations identiques, et réciproquement.

Soient E, E, deux états déformés par rapport a I'état primitif E, pour lesquels

(20) =%, n=1w, ..., r=r

tout le long de la ligne. On passe alors de (M) & (M) de la méme maniére que de
(M,) & (M',), en ce sens que sil'on améne (M) en coincidence avec (M,) par un dépla-
cement d’ensemble effectué sur E, (M') vient en (M'), par suite E sur E, . Récipro-
quement, si E peut étre amené A coincider avec E, par un déplacement d’ensemble,
c’est qu'on passe de (M) & (M) de la méme facon que de (M,) & (M',), ce qui exige
qu’on ait les relations (20) tout le long de la ligne, par suite que les six fonctions (1g)
soient identiques pour Eel E,.

4. Potentiel thermodynamique interne et viscosité. — Il résulte de ce qui pré-
céde que le potentiel thermodynamique interne de I'élément de ligne MM' = ds doit
&tre le produit de sa masse p,dw par une fonction des six déformations (1g) et de la
température absolue T de la ligne en M. Comme o, est une fonction donnée de o,
le potentiel thermodynamique interne de 1’élément ds est donc de la forme

f(::_‘::o"q—-?lo’ ""r——ro’ T’ (!J)(l(o,

J étant une fonction des huit variables mises en évidence, et celui de la ligne entiére

) F= [ SEt i St — e P T, ) d,

'intégration étant effectuée tout le long de I'axe longitudinal primitif. Cette expres-
sion correspond & celle qu’ont obtenue MM. Cosserat pour l'action de déformation,
en cherchant une fonction des positions de deux tri¢dres infiniment voisins (M)
et (M) ayant une variation nulle dans tout déplacement d’ensemble(*). Si 1'état pri-
mitif.est homogéne, « ne figure pas explicitement dans la fonction f, puisqu’alors
p, est constant.

(*) E. et F. Cosserar, loc. cit., p. 10.
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La variation virtuelle isothermique de g est ainsi

' N o O S
(22) 3eF = (i 3% 4 / or 4 ...+ —{81‘) dw.

D’autre part, la modification virtuelle isothermique de 1'élément de ligne ds
étant caractérisée par les six variations 3%, o7, ...,3r, la Thermodynamique nous
enseigne que le travail virtuel de viscosité de la llgne doit étre de la forme

(23) 30, = _/(Fag +.Goy 4 32+ P3p + Q3¢ + Rar) do,

F,G, ..., R étant les actions de viscosité, fonctions des huit paramétres dont dépend .
déja la fonction f et en outre des six dérivées

P a N0,
(24) S = =, = “7 RN r= - .
o ot M

Comme les actions de viscosité doivent s’annuler en méme temps que ces déri-
vées, I’hypothése la plus simple est de les considérer comme des fonctions linéaires
et homogénes de ces dérivées, dont les coefficients sont seulement fonctions de & —&,,
N —" .. '—7r,, T, o. Daprés I'hypothése générale de Lord Rayleigh, nous
admettrons l'existence d’une fonction dissipative 9, c'est-d-dire d’une forme quadra-
tique des dérivées (24), telle qu’on ait

(35) (F,G,...,R)=

de sorte que le travail élémentaire de viscosité dans une modification réelle ot I'on a
3% = Zdt, ..., a pour expression

(25’) ‘ di;,, = — (llf 2DNdew .

Ce dernier travail devant étre essentiellement negahf la fonction dlSSlpatlve D
doit étre une forme quadratique définie positive(*).

(*) Pour abréger, nous représenterons trés souvent par des points placés au-dessus de
. ‘ . N 3£
la lettre les dérivées par rapport a {, soit : E= —‘—i £ = _(\T:’
¢
(*) Sur l'origine des propositions précedentes, voir P. Dungwm, Théorie thermodynamique
de la viscosité, du frottement et des faux équilibres chimiques.
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Si maintenant nous posons

'(Ru _ - (fli + l“‘). Q{l - —(f". + G)’ 'c’Rw == - (f"c. + [[)7

(26)
C,=—,+P), C=—,+Q, Co=—(,+R),

I

il vient d'apfés (22) et (23)

3T, — 5T = f (R,35+ R0+ o+ Cud)do,
-soit plus simplement, d’aprés notre notation abrégée,
@7) 50— 3G = [ IR,53 + €3l do.

Cette égalité nous montre que les expressions (26) représentent les composantes
-suivant les axes mobiles Muvw d’une force R et d'un couple C.

5. Transformation de l'expression précédente. — Nous allons transformer le
second membre de (27) en substituant aux six variations 3%, 3+, .., 8 les variations
3u,3v,3w; dw,,dw,, 3wy relatives aux axes mobiles Muvw, puis les variations 3z,
3y, 82; 8w, b, 8w, relatives aux axes fixes Oxyz. Les deux expressions ainsi obte-
nues nous permettront par la suite d’écrire presque immédiatement les équations
-du mouvement de la ligne dans chacun des deux systémes d’axes.

Nous avons tout d’abord, en remplacant 3%, 8v, ..., 8r par leurs valeurs (14)

el (17),
- - - 7 dsu . . . .
06,. — ordf = / !QI" (_—_d( + Gqow —Frov + 70wy — ga@)v>
N )
d

R
[10)
d (O]

dw,

+ @," ( L+ qivw — I‘Bun,)

-ce qui donne, par intégrations par parties,

(28) D, — 8T =

¥ ~ D~ Mgy
tRuou + (‘,uom”' ¥,

Q ) )
+/' <— \gi" +l'gR1,—q£Rw> u

D LD "

(=3 6 = O+ TR, — R ) 0,

dw ,

L\ (0]

M, et M, désignant l'origine et I'extrémité de la ligne.
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Pour obtenir la seconde expression de (27) relative aux axes fixes Oxyz, dési-
gonons par R, R, R.: C,, C,, C, les composantes de la force R et du couple €
suivant ces axes, soit

(29) (tﬂx’ gR‘y’ (‘R’z) == (1’ ri’ Y) %Ru + (1: ’ n@’H Yx) 'L‘Rl' + (12' u‘{jz' Yi) ‘(R“’ )
(30) (ezy @yv ez) = (a, 189 '[') G’,, + (qu ,3, ’ '{,) e,, -+ (12, ;r's;_., 'Y,) ew .

On a, d’aprés (9) et (29),
CD)) [R, 33| dow =R, [3ade| + R, o, dz| + Ry |32,dz| + |R,d3).
Or

R, |8adx| 4 R, 30, dx| + Rew |8, dx|
=R, 3« + R,3x, + Ruwda,) dx
+ (R,38 + R,38, + Rwdp,) dy
+ (R.3y + R,3y, + Rudy,) dz

et comme on a

R, = 2R, ], R, = %R, R = [0, R, |;

Sw, = B3y + 8,3y, + 8,8y, = — (v38 + v,38, + ,38,),
8my - ‘Ya(l + "{‘aa‘ + *{’80.’ = (uaY + ala.{l + 12872)7
8‘\'1); = QS‘B + 143181 + asalaz = _—(»Baa:+ Blaai + ‘81812),

il vient

ﬂ{uaa + glvaa‘ + fﬁwaa, = Q{z Bwy —_ S{y 30,
g{uap + ?RUS,B. + Q{waﬁ, - gixawz- - g{: 5(”:’
R.o7 + Ry, 4+ Ruldy, = R, 30, — R,30,.

L’égalité (31) s’écrit ainsi
32) |R, 35| do = |R, déx + (R,dz — R,dy) 3w, ] .

Multiplions enfin les égalités (18) respectivement par C..C,,C, et ajoutons
membre 4 membre; en tenant compte de (30), il vient

(33) leuapl dw - Iemdawxl *
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L’égélilé (27) s’écrit donc encore, d’aprés (32) et (33),
3G, — 3 J = f IR A3 + (R, dz — R, dy) 3o, + C,dEw,],
ce qui donne finalement, par intégrations par parties,

(3[') 8\61 - ’3,:‘; - lgR.raT + G.rawxl Zf

+f|_¢lgﬁ_l,6x +(—dC, + R, dz— R.dy) o, .

6. Equations du mouvement rapportées aux axes fixes. — D’aprés les principes
de I’Energétique, nous obtiendrous les équations du mouvement de la ligne en écri-
vant qu’on. a, dans toute modification virtuelle isothermique, '

(35) 30, + 3J + 30, —5:F =o, :

3G, désignant le travail virtuel des forces extérieures et 3J celui des forces d’inertie.
Le calcul de ces travaux se trouve trés simplifié par la remarque suivante.

Considérons, dans I'état primitif, un point matériel de la ligne appartenant au
trongon rapporté au triédre (m) et soient u,v,w ses coordonnées relatives a ce
triédre. Dans I'état actuel, ce point est venu en P voisin de M et ses coordonnées
relatives au triedre (M) sont u +U, v+ V,w +W; U, V, W désignant les com-
posantes suivant les axes mobiles Mu, Mv, Mw du déplacement élastique du point.
Les coordonnées absolues x,, y,,z, de P sont ainsi

s

@, =+ 2(+ U) + 2,0 + V) + o,(w + W),

-d’ol, en observant que les coordonnées relatives de P ne varient que par l'inter-
médiaire de U, V, W,

sz, =osx+ @+ U)dz+ (04 V)dx, + (w+ W)8a, + 38U 4+ ¢35V + 2, 3W, ... .

Or, dans ces formules, on peut sans erreur sensible réduire les parenthéses &
u, v, w et négliger les trois derniers termes vis-a-vis de 3z, ..., puisque le déplace-
ment élastique est trés petit vis-a-vis de la distance (u, v, w), qui estelle-méme trés
petite vis-a-vis de la distance OM(x, y, z). On a ainsi trés sensiblement

o/

T, =3x + udx + vix, + wia,. ...,
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ce qui revient & dire que le déplacement virtuel d’un point quelconque du trongon:
peut étre calculé comme si ce trongon était un corps solide. Pour calculer le travail
virtuel 3G, + 3J, nous pouvouns donc effectuer au préalable la réduction, par rapport
a chaque point M de I'axe longitudinal, des forces extérieures et d’inertie appliquées

au troncon comprenant ce point et, pour effectuer cette réduction. il nous suffit de-
partir des formules

(36) fr,=x +oau+ 2,0+ 2,W,

c’est-a-dire de procéder comme pour un corps solide.

Comme trongon relatif au point M, nous prendrons le feuillet découpé dans la
ligne par deux plans de coordonnées homologues des triédres infiniment voisins (M)-
et (M'), de sorte que la réduction par rapport & M des forces extérieures qui lui sont.
appliquées donne une force et un couple de I'ordre de MM’ = ds, soit encore de I'ordre
de do. Leurs quotients par ds ou dw représentent donc la force et le couple exté--
rieurs au point M par unité de longueur comptée sur I’étal actuel ou sur I'état pri-
mitif. De méme pour les forces d’inertie.

Cela posé, soient X,,Y,,Z; L,,M,, N, les composantes suivant les axes fixes.
Oxyz de la force et du couple appliqués a l'origine M, de la ligne, c'est-a-dire les
éléments de la réduction par rapport & M, des forces appliquées a la base correspon-
dante; X,,Y,,Z,; L, M,, N, les éléments analogues relatifs & son extrémité M,;.
X,,Y,,Z,; L, M,, N, les composantes suivant les mémes axes de la force extérieure
et du couple extérieur au point M par unité de longueur comptée sur I'état. actuel.
Dans le cas le plus général, la force extérieure appliquée & un point P de la ligne
étant fonction du temps, de la position et de la vitesse de ce point, les éléments pré-
cédents seront, d’aprés (36), des fonctions données de {, des six paramétres x, 7y, 2;
6,9,% et de leurs dérivées par rapport & t. Soient enfin X;, Y;, Z;; Li, M;, N; les.
éléments analogues 4 X, Y,, ..., N,, mais relatifs aux forces d'inertie; on a

/

(37) 8(60 + BJ - IXlawl + Lia(’).l‘ll + IX’S"L" + Lna(”me
+f|(Xe+Xi)6a;+(Le+ L) 3w,| ds.

L'équalion fondamentale (35) s’écrit ainsi, d’aprés (34),

38) (X, — R, 3, + (1L, — €, 30,
IO R0, (L + B B
b f I+ X ds — dR )0
(L, + L) ds — dC, + R, dz — R, dy] 3o,| = o.
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Cette égalité devant étre satisfaite quels que soient 3z, 8y, ..., 30, toul le long
de la ligne, on en conclut qu’on doit avoir :
I. A Yorigine M, de la ligne,

=
I
°

XI - {R.“ =0, Yi - ﬁR’yQ =0, Z: B
(39)

Ll— (a'u =0, Mn— Gyl =0, Nl— @;x -

l
2

II. A son extrémité M,,

X, + R, =0, Y, + &, =o, 7,4+ R, =o0;
o

Lz +‘o.n207 \I,+ C,,,:o, N’—}— (D:_zzo;

[II. En chaque point de la ligne,

dR X
N r—=X -+ X,
ds ¢ ¢
oy v,
ds
£&=&+%
‘ ds
(41) " '
dEé oy oz
_r R — —R — =1L, .
s + R, ds R"’ ds et
rl@y dz dx
- H —_—— i, —— = \ i
& TR R =,
dE. dr dy .
= R ——R,—— =" N..
o TRy TRy = NN

On a en outre, d’aprés (26), (29). et (30),

9 x:——a(f'g—}—F)———a‘(f",, +G)—a!('/f";+][),

(42) 5

...........................................

Telles sont les équations du mouvement rapportées auy axes fixes; nous donne-
rons plus loin les expressions des forces d’inertie.

7. Signification physique de la force & et du couple €. — La signification phy-
sique de la force R et du couple C en chaque point M de I'axe longitudinal résulte
immédiatement des équations précédentes. Supposons qu’on supprime la portion M, M
de la ligne: les équations du mouvement de la partie restante MM, ne sont pas

Fac, des Sc., 3¢ série, t. XVII. 18
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modifiées si, sans changer les forces extérieures appliquées & MM,, on applique en M
Ia force R etle couple C. D’aprés le postulat sur les liaisons, R et C représentent
donc les éléments de la réduction par rapport & M des forces de liaisons exercées
par M, M sur MM, . Inversement, ces vecteurs pris en sens contraires, soit —®R, —C,
représentent les éléments de la réduction par rapport & M des forces de liaisons
exercées par MM, sur M, M. Il résulte alors des six équalions universelles du mou-
vement des systémes matériels quel’ensemble des forces extérieures et d’inertie
appliquées a la portion M, M, de la force —®R et du couple — € doit constituer un
systeme de vecteurs nul. Autrement dit, R et C représentent aussi les éléments de
la réduction par rapport a M des forces extérieures et d’inertie appliquées a la poi-
tion M,M. Ces éléments sont donc précisément ceux qui servent a définir, en Résis-
tance des matériaux, l'effort longitudinal d’extension ou de compression, l’effort
tranchant, le moment de torsion et le moment fléchissant au point M, par leurs
projections sur la tangente a 'axe longitudinal et sur le plan normal a cet axe.

8. Démonstration directe. — Les équations (39), (40), (41) sont d’ailleurs indé-
pendantes de la considération des triédres (M) et peuvent s'obtenir par de simples
considérations de Mécanique rationnelle. L’Energétique n’intervient qu’ensuite pour
parvenir aux relations (42).

En effet, la réduction par rapport & M des forces extérieures et d’inertie appli-
quées & la portion R/l:ﬁ = s donne une force R et un couple € ayant pour com-
posantes

R, =\, + /""(\ﬁ X)) ds,

43 C, =L+, —N2%—0E—2)Y,

/0

b L)+ 0 @ ) — =D (Y, V),

3

ou les accents se rapportent a un point M’ variable de I'arc M,M. En dérivant les

trois premiéres par rapport & s, on retrouve immédiatement les trois premiéres
équations (41). En procédant de méme pour les trois autres (43), il vient

0 -
—t-l—(/-—'t;::——({—xz +ili\l+Le+Li
ds ds ds

dy s , dz /‘*’ . g
Y Ly A r ! — \ d ,
U @y 5 O Yy ds
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ce qui, d’aprés les trois premiéres (43) redonne immédiatement les trois derniéres (41).
Pour retrouver les conditions aux limites (3g), (40), remarquons que les premiéres
s’obtiennentimmédiatement en faisant s —=o dans (43). Eny faisantensuite s=M,M,,
elles deviennent )

R.=X, + /(\‘E + X, ds,

e.rz: La + (}’,-—)’,)Zl —(za—':a) Yl
Tt L 0y b 2) — (2 — 2 (Y, 4 V)]s,

les intégrations s’étendant maintenant i la ligne entiére. Pour simplifier ces condi-
tions, appliquons a la ligne entiére les six équations universelles exprimant que les
forces extérieures et d’inertie forment un systéme nul, soit

_\’{+/(Xe+xl)d3 4\, =o,

Ll +on1_Z4Y|+/[Le+Li+y(ze+zi)

—z(Y,+ Y)])ds + L, + y,Z — z,Y, = o,

En ajoutant membre & membre chacune de celles-ci & I'équation correspondante

du groupe précédent, on retrouve aprés simplications évidentes les conditions (40).

ull ne nous reste plus qu’a retrouver les formules (42). A cet effet, calculons

d’abord 3G, + 3J en tenant compte des équations déja obtenues (39), (40), {41); ce

travail virtuel est donné par (37). Remplagons-y les forces extérieures et d’inertie par
leurs valeurs (41); il vient ‘

aGe + a‘l = lxaawa + Laa(".mi + lxz':f"'z + l“gamn!

+ f [dR, 32 + (dC, — R, dz + R,dy) 3w, |.

En transformant les termesen d®,, d®,, ..., dC, par intégrations par parties, les
termes tout intégrés se détruisent avec ceux de la premitre ligne d’aprés (39), (40)
et il reste ’ '

3G, + 3 = — f IR, d3a + (R, dz — R, dy) 3o, + C,dBo,| .
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Or, soient R R, - .., Cw lescomposantes de la force R et du couple C suivant
les axes mobiles Muvw; il en résulte les formules (29), (30), puis (32), (33), d’aprés
lesquelles 1'égalité précédente devient

50, + 3 :—f[gﬂua'f_ +¢,3p| do.

Mais, d’apreés I’équation fondamentale (35), la dernidre intégrale doit &tre égale
4 3%, —5:F et la comparaison avec (27) montre que R,,R,, ..., Cu doivent btre
donnés par (26), ce qui entraine les égalités (42).

9. Equations intrinséques. — Nous appelons équations intrinséques les équations
du mouvement rapportées aux axes mobiles Muvw; nous allons les obtenir trés sim-
plement par application de I'égalité (a8).

Soient %,,y,’,f{;,; 4,5 db,, 16, les composantes suivant les axes M, uvw de la
force et du couple extérieurs appliqués a l'origine M, de la ligne; %,,y,,%i;
4,, olb,, Yo, les éléments analogues relatifs 4 son extrémité M,; &, ‘ye, Z,;
€., b, 96, les composanles suivant les axes Muvw de la force et du couple exté-
rieurs au point M, par unité de longueur comptée sur I'état primitif; %,, (y,;, Zi
9, Jdb;, To; les éléments analogues relatifs aux forces d’inertie. On a
44 30, + 30 = |X,30, + 4,30, + |B,5u, + 4,30

1lll

+ f|(a;c+§u,)au (4 + 930, do.

L’égalité (35) s’écrit ainsi, d’aprés (28),

l(%z - SRm) aui + (‘(’fl - (D'IM) 8wlll‘
+ (3B, + R,.) 8u, + (L, + C,) 30,

. QR
(=2 g, g5
(A0

N

d ) .
-+ <§Ec + i, - i& + "(D,. — (](01': + tfﬂ, — ‘ﬁ%w) ow,
D)

dc

dow =o0:

Cette égalité devant étre satisfaite quels que soient 3u, 3v, ..., 3wy tout le long
de la ligne, on en conclut qu’on doit avoir :
I. A l'origine M, de la ligue, c’est-d-dire pour v = o,

(X, — R, =o, Y, — R, =o, B, — Run = 0;

(4~ Cu=0, Mo—C, =0, M—Cu=o0;

(43)
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’

II. A son extrémité M,, cest-d-dire pour » =1, [ étant la longueur de l'axe
longitudinal dans son état primitif,

(b, + R, =0, l] +R,.=o, Z, + Ruwe=o0;

(46
(46) ! g, + C,,=o, Jdb, + €, =0, N, + Cuwe=

05

III. En chaque point de la ligne, c’esl-d-dire pour oL w <!,

2R : ,
—L 4+ gRhw —rR, =8, + 1,
dw
2R, +rR, —phe =1, +1
dw <l P = Lle Jz’
QiR w , - -
A : +p:ﬂl —qtﬁu ::“:e + ‘L"Y'N
dw
(47) \e
”:‘\—"_ + q(ow - "(O',, ‘+‘ '/’,g)lur“—‘ C:R,, — SE +‘ ii’
g
DC:‘ . o> ¢ = . l
Yo + r¢, —pCuw + LR” '“‘:_(Rw — e"’e + b ), s
A\Cw " . ,
— + pC, — qC, + ZR, — R, = "6, +1,.
Jdw

Telles sontles équalions intrinséques, auxquelles on doitadjoindre les égalilés (26);
nous aurions également pu les déduire des équations relatives aux axes fixes Oxyz
par un changement de coordonnées.

10. Expressions des forces d’'inertie. — Nous avons vu (n* 6) que la réduction
des forces extérieures et d’inertie peut s’effectuer comme si chaque troncon de ligne
-était un corps solide; on a donc, d’aprés (36),

X, ds = — X m, =— odsx — &'E mu — a, }_: my — a, Z mw('),

.m étant la masse du point P et les sommations étant étendues & tous les points
matériels du trongon de masse Z m = pds = p,dw. Or, le trongon étant un feuillet
-découpé dans la ligne par deux sections généralement obliques et infiniment voisines,
etle point M étant le centre de gravité de la section normale, les sommes 2 m(u, v, w)

sont nulles ou infiniment petites du second ordre, de sorte qu’on a simplement

X0 Yy, Z) = _r‘(x’y’z)

(*) Voir la note (1), p. 128.
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et par suite

2i, M= —slnxl, 3 =—g |l

(48) =

.
by}

"Lindice zéro tenant a ce que la force par unité de longueur (%;, ‘yl %) est rapportée
4 I’état primitif, tandis que la premiére (X;, Y;, Z;) est rapportée & 1'état actuel.
Pour simplifier au maximum les expressions du couple d'inertie, prenons pour
axes mobiles Muvw les axes principaux d’inertie relatifs au point M de la face du
feuillet passant par ce point; ces axes deviennent ainsi les axes principaux d’inertie
du trongon relatifs au point M, de sorte que nous avons, d’aprés des formules bien
connues de la Dynamique du corps solide,

€= —g, [AT2 + (C-— B) QR],
(49) Al = — 5, [B'2 + (A*— C) RT,
LT = — 5, [C"R + (B'— \") 9],

A, B, C étant les rayons de giration par rapport aux axes Mu, Mv, Mw de la face du
feuillet passant par M et

\ £ = Ias&nl = |0!’12|,
(50) /g:mg;.—:_[a,ﬂ,
R=|g,a| = —]az,]

les composantes suivant les axes Muvw de la rotation instantanée du trongon, c’est--
a-dire du triedre mobile (M). Par exemple, si le trongon est le feuillet découpé dans

la ligne par les plans infiniment voisins vMw et v'M'w', ona A*=DB*+ C*. On
déduit enfin de (49)

Le calcul qui précéde suppose évidemment les deux faces du feuillet & peu prés.
paralléles, c’est-a-dire se coupant 4 une distance de M trés grande par rapport aux
dimensions transversales de la ligne.

41. Relation supplémentaire. — D’aprés le second principe de la Thermodyna-:
mique, la quantité de chaleur 8Q, dégagée par une portion quelconque u,u, de la
ligne dans une modification virtuelle, a pour expression

ESQ:/"Bf’Tdm—BG,,,
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E désignant I'équivalent mécanique de la chaleur et 30, le travail virtuel de visco-
sitd relatif & la portion de ligne considérée i laquelle s’étend I'intégration.

La quantité de chaleur dQ dégagée dans une modification réelle est alors,
d’aprés (25"), ' '

EdQ_dt/.l(f";-{—fT,' S S )dm—;—dlf:zaﬂdm
soit encore
al T . Of
oy w=uf|g u{t+/m ) =t g |,

la quantité
T,
c=—g/fo

’ .
rdésignant la capacité calorifique linéaire comptée sur 1’état primitif.
Mais on a aussi, d’aprés la théorie de la conductibilité calonﬁque et en supposant
la ligne athermane et dénuée de sources de chaleur,

(52) dQ.—-_—dt[— <K—-—-> +//(’1 T)ds]
= dt/ [— = <—A--;—g> + Im('l‘—Te)] do,

K désignant le produit de la section droite de la ligne par son coefficient de conduc-
tibilité intérieure suivant son axe, k le produit du périmétre de cette section droite
par lecoefficient de conductibilité extérieure et T, la température absolue extérieure.
D’oti, en égalant les deux expressions (51) et (52) et puisque le champ d’intégration
est arbitraire,

(53)

T o <I\ T
A do

e~y = Yo — —> —kA(T—T,)
(1: +fnd‘ fZ/%;‘
Lo L )
Telle est la relation supplémenta;ire, c’est-a-dire I'équation indéfinie de‘la tempé-
xature; les conditions aux limites correspondantes, c'est-a-dire relatives aux deux
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e

bases de la ligne, sont celles que fournit la théorie de la conductibilité calorifique,
soit :

- 1. A Vorigine M,, c’est A-dire pour » =o,

s
)

(54) Ll

(0]

= k'(T—T,);

s

. A Texirémité M,, c'est-a-dire pour w = [,

N

(85)

|

L=
=
—

=—k(T-T),, /

—

(O}

k' désignant le produit de la section terminale par le coefficient de conductibilité
extérieure.

Le probléme général du mouvement de la ligne élastique & six paramétres est
ainsicomplétement mis en équations. Les composantes R,; R,, ..., Cw; %iﬁyi, vee, To;
étant supposées remplacées par leurs valeurs (26), (48) et (49) dans (47), ces six équa-
tions, la relation supplémentaire (53) et I'’équation de continuité (6) constituent un
systéme de huit équations indéfinies qui, jointes aux conditions aux limites (45),
(46), (54), (55) et aux conditions initiales, déterminent les huit inconnues principales

x,y,2; 0,0,0; Tie

i

en fonction de ,{. L’arc s est ensuite donné par (4).

12. Généralisation des formules de Kirchhoff. — Nous avons implicitement sup-
posé jusqu’ici que le potentiel thermodynamique interne linéaire f est une fonction
donnée des six déformations (19), de la température absolue T et de . Ces défor-
mations étant par hypothése trés petites, il suffit de prendre pour f un polynéme-
du second degré par rapport aux six déformations, dont les coefficients sont des
fonctions de T, » dépendant de la nature de la ligne et de la forme de sa section au
point considéré. On obtiendrait de méme le développement de la fonction dissi-
pative 9. En procédant ainsi, la théorie de la ligne élastique constitue en quelque
sorte une théorie autonome, en ce sens qu’elle n’emprunte rien 4 la théorie classique-
de I'Elasticité. ( ,

Toutefois, on peut se proposer de rechercher les relations entre les coefficients
de la fonction f et les coefficients d’élasticité de la substance constituant la ligne.
Cest ce qu'a fait Kirchhoff, dés 1858(*), pour une ligne & quatre paramétres, de

(*) G. Kircnnorr, Ueber das Gleichgewicht und die Bewegung eines unendlich diinnen.
elastischen Stabes (Gesammelte Abhandlungen, p. 311).
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section circulaire, isotrope, sans viscosité et de température uniforme, en formant
la fonction f 4 P'aide du potentiel d’un milieu 4 trois dimensions peu déformé.
A cet effet, il a calculé les six déformations ;, ¢; de ce milien au moyen des for-
mules, qui maintenant portent son nom et qui font connaitre la partie principale du
déplacement élastique (U, V, W) en un point (u,v, w) du trongon MM' rapporté
au trit¢dre mobile (M). Nous allons donc tout d’abord généraliser les formules de .
Kirchhoff, c’est-a-dire les établir pour la ligne élastique & six paramétres.
Considérons dans l’état primitif un point P (u,v,w) de la ligne rapporté au
triédre (m); dans I'état actuel déformé, ce point est venuen P(u+U,v 4V, w + W)
par rapport au triedre (M), le déplacement élastique (U, V, W) du point étant fonc-

’
°

tion de {, w, u, v, w. Soit alors P’ (u, v, w) le point homologue de P, par rapport
au triédre (m') infiniment voisin de (m), tel que mm' = dw; ses coordonnées par

rapport & (m) sont u + du, v + dv, w + dw, avec

(56) ' A, v, w) =, m,n)do,
en posant
(57) == Ea +{]°lU—'—)‘ol’, m =, + r,u —pw, n= :o +pov~qou'

Dans I'état déformé, P', est venu en P'. On peut alors obtenir les coordonnées
absoluesde P’ enaugmentantcelles x,,y,.2, de P soitde leurs différentielles en «,
soit de leurs différentielles en u, v, w calculées au moyen de (56); d’oui

D(m,,y,.z‘):lb(w,,y,,z,) +'n ‘\(‘Bl’yd’zi) +nb(wl,y,,2,)
dw du R) dw ’

En remplacant dans ces trois égalités «,, y,, z, par leurs valeurs

x,=x4+a@+U)+a@®+V)+ o+ W),

il vient
QX da - da, . da, .
EYN +—D‘;‘(‘¢+U? +“‘\7(v+v)+ Yo (w+ W)
MU PAY W B , U dV W ]
bag g ragy= () Fat ey
[T MU PAY dW ]
R +“‘<‘ % )J”"T\?_
YU WV d 7]
+n_‘bw+1‘\ +a,<l+h )J,

Fac. des Sc., 3 série, t. XVIII. 19
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En multipliant respeclivement par «x, 8,y et ajoutant membre & membre, de

méme par «,, B, y,, enfin par «,, §,, v,, nous obtenons encore, d'aprés (7) et (8),

U U U U
:—‘l(l- >+m +n—,
5 u v

S qQo+ W)—r(r

w
: - AAY Y
w4 r(e + U) — <,+.__E_>+n\‘ ,
W dw
;W W W/ W
~+p(v+\)—q(u+b)+ = + m A (l—{——i),
o u R w
soit enfin, d’aprés (57),
U U N U,
lm——{—m - +n 3o +i - +Gg—qyw—(r—r )u_*_q\V—rV
V AV AV oV -
(38) § I e - = e — g, + (P — ) u—(p—pw + U — pW,
IWV oW W oW
——+m o n‘\w—_\“——i—;—c +pP—p)vr—(qg—qgyu+pV—qU.

Ces formules généralisent celles que Kirchhoff a établies pour une ligne & quatre
paramétres, droite et.non torse dans I'état primitif. Pour une telle ligne, on a en
effet, en supposant chaque axe Mu tangent a 'axe longitudinal, .

ds
:tu::l’ (Tm’lc-o;po‘qo’ro):o’ :t: :l+‘\' (‘,I’Z-)ZO!
do
ds —dwv |, ., . . , R . ,
d= —da désignant la dilatation de I'axe longitudinal; d’ot =1, (m,n)=o
(O}

d’aprés (57). Les formules (58) deviennent ainsi

U U .
= S g0+ W) — (v 4 V),
Y 0V -

‘\u—— e Yo - (lL + U ) —])(10 T ‘V)v
W W .

= = +plo+ V)y—q(u+ U)

et ce sont précisément celles de Kirchhoff(*).
Tout d’abord, les fonctions U, V, W varient évidemment beaucoup plus vite en

d

(") G. KircuHoOFF, loc. cil., p. 297 el 298.
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fonction de u, v, w qu'en fonction de (') et elles sont toujours trés petites par rap-

port & u, v, w; les égalités (58) s’écrivent donc trés sensiblement

U U
l m
du hDJ
WV Y
(59) ’ IS T %
[aw aw
Ve )

Mais on peut encore les simplifier

+n

DU = " > i
trs-=I—L+@—g)w——r)u,
N
S AT et r—r)e—(p—pw,
W
—_— = 4 - ' — g ’
RS ==L (=PI — (@)

. En effet, les composanles p_, q,,7,; p,q, T

sont de l'ordre de grandeur des inverses des rayons de courbure et de torsion de
I'axe longitudinal en m et M; leurs produils par u, v, w sont donc des nombres trés
petits, en quelque sorte du premier ordre de petitesse, puisque, par définition, les
dimensions transversales de la ligne élastique sont trés petiles par rapport & ses
rayons de courbure et de torsion. Et il en est de méme des produits (¢ —¢q,)w, ...,
car les différences p—p,, ... sont de l'ordre de chaque composante p ou p,, ...,
puisque, en passant de son état primitif a son état actuel, la ligne élastique est, en

général et dans son ensemble, affectée d’'une déformation finie. Il en résulte que les

termes en q,w -‘5; , ..., des premiers membres de (5g) et provenantde [/, m, n sont

négligeables vis-a-vis des deux derniers termes des seconds membres, comme étant
au moins du second ordre de petitesse, puisque U, V, W sont trés petits vis-a-vis

de u,v,w. Les égalités (58) se réduisent donc trés sensiblement aux suivantes
N U} ] SAN U] ..
;OW ”lo—g Y _;_;o+<q_(I0)w‘("—_4ro) v,
Y WV
(60) oy Ty PRy = =) a—(p—py)w,
. W W w o
Sy Tyt =Lt @—p) v—(@—4) u,
dont la solution générale est
[ U= ;f;" up L= — % vt 4+ U,
5% 28, 21,
(61) v—1 ""v—l—r—_)" u’—p—,p"w’+ Q,
: “o 23 2;0
S p—p -4, :
‘ — 0 2 _— 2 g
\ 2 w + s v .y u + W,

(*) Voir a ce sujet : CLEBSCH-SAINT-VENANT, Théorie de I'élaslicité des corps solides, note de
la page 4a1. )
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U, UV, U étant des fonctions arbitraires de deux quelconques des trois binémes
7, W — LU, Lu—3zw, 0 — 1,0

Les dilatations et glissements o&;, g; du trongon de ligne se calculent ensuite au
moyen des formules bicn connues

! U VAN VI SN U A \ A
R .\ - {
! du " 2 L(\ du ) + (\ du ) + \du > J’

e
Y QW U U AV 0N W oW
dw N v w v M w o oow

(62)

2z, ) (g —q )+ (r—r)
4+

/v 1w\ 1 » ) ) . -
— ) (g —q,) =) ow + [ — 1) w — (C— L) i (p —po) |,

o <o / o =0

chaque terme non écrit se déduisant du précédent par permutation tournante sur
les lettres.

13. Potentiel thermodynamique interne. — Toutd’abord, on sait que le potentiel
thermodynamique interne d’un corps élastique a trois dimensions peu déformé et
de contexture quelconque a pour expression

(61‘) f['l‘°+t;‘)1‘\1+'{)z‘\a+ +‘Q'Rg3+'!‘(‘\l731’ ’ga)] de’

1 étant une forme quadratique des déformations d;, g; au point de coordonnées pri-
mitives x,y, z, contenant 21 coeflicients J;; les 28 coefficients Jo;, Jb;; sont des
fonctions de x,y, z et de la température absolue T au point (x, y, 2) etlintégration
est étendue au volume G du corps dans son état primilif. L’état primitif que nous
avons choisi étant I’état naturel, c’est-a-dire 1'état d’équilibre que prend le corps & la
température uniforme T, quand il n’est soumis & aucune force extérieure, les six
coefficients b, , b, - .., b, doivent s'annuler i cette températare T,(*).

(Y P. Dunewm, Hydrodynamique, Elasticité, Acoustique, t. 1, p. at1. : .
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" Prenons comme volume @ le trongon de ligne considéré dés le n° 6, c’est-a-dire
ici le feuillet découpé dans la ligne primitive par deux plans de coordonnées homo-
logues des triédres infiniment voisins (m) et (m'); la ligne pouvant étre considérée
comme prismatique sur une longueur infiniment petite, on a sensiblement & = Sdw,
S étant la section droite de la ligne dans 1'état primitif. D’autre part, les coefficients
Jo; et ;; peuvent &tre regardés comme de simples fonctions de o et de la tempé-
rature T en M, par suite de la petitesse du troncon. Enfin, comme nous convenons
de calculer le potentiel interne en nous limitant aux termes du second ordre de peti-
tesse, il suffit de calculer J en limitant les expressions (62) des 2;, g; aleurs termes
‘du premier ordre; nous devons par contre conserver les expressions complétes dans la
partie linéaire Jb, 2, + J,2, + ... ().

C'est ici que nous rencontrons une grosse difficulté. En effet, dans le calcul
des 2;, g; & partir de (61), nous n’avons pas le droit de négliger les fonctions arbi-
traires U, 90, W, carelles peuvent dépendre de nos six déformations §—&;, 41— 7,, -.- -
Il faudrait donc chercher tout d’abord & les déterminer, en substituant les expres-
sions (61) dans les équations générales de I’élaslicité appliquées au trongon de ligne.
-C’est bien ce qu’a fait Kirchhoff dans le cas de la ligne & quatre paramétres, mais en
simplifiant les équations de I’élasticité par des hypothéses inspirées des travaux de
‘Saint-Venant, qui sont loin d’étre & 'abri de toute critique. Ne pouvant donc songer
3 déterminer de facon vraiment satisfaisante les fonctions U, V, U dans le cas beau-
-coup plus général ot nous nous trouvons, nous nous bornerons & appliquer les
expressions trés probablement incomplétes (63). L'expression de f & laquelle nous
allons ainsi parvenir sera donc trés probablement incompléte aussi, de sorte que la
.suite de notre calcul n’aura que la valeur d’une simple indication destinée & préparer
des recherches ultérieures.

Cette réserve faite, il résulte du choix des axes muvw que les intégrales
(65) ‘ f(u, v, w, vw, wit, ) dG

sont nulles ou infiniment petites de 1'ordre de d«*, de sorte que, d’apres (63), les
termes de (64) provenant des termes en ¢; et en 0;¢g; sont nuls. Le nombre des
-coefficients d’élasticité J; et "1;; intervenant dans I'expression du potentiel de la
ligne se trouve ainsi réduit & 16. Comme on a d'ailleurs

[ wdo = (A, B, ¢,

(*) La nécessité de conserver les expressions complétes des );, g;, lorsque les coefficients
Jo; ne sont pas nuls, a été signalée récemment par M. Jouguet : Noles sur la théorie de
‘ l’Elasticité, Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, 3° série, t. XII, 1921, p. 77.

.
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A,,B,, C, étant les rayons de giration par rapport aux plans vmw, wmu, umv de la
face du feuillet passant par m, 'un d’eux étant ainsi toujours nul, il vient, d’apreés (63)

pour le potentiel thermodynamique interne linéaire et avec les réserves faites ,

T,

ZJM+$&i§i"%;<;?*§—Fw_%’IW*WJAK{
+ (:l)g S ‘rl 1—- Tl’o + i ( ,l _ 71(») _I_ (,‘ - Po)‘ —t (p - po) 'B'zl )

- ( rlo 2 L- {lo - "l 0 3 \
R A St A St i et AN )

'l_ 'A):x ( 3 + .2 L_\ ‘:0 > + {:2 (,4 ‘_ "

+<({)“ < —:—;o + 11‘,g K -_ io + 11913 & _: <o >

<o io 0

- T—0 0\ 1 — L\
+ <:f{)” /i o + '}b% = N 20 ) 1 o + ({)33( ® t‘b)
Io S T &
B® C? o A? ) Al le
+ A)M (i—ﬂl + 'fz‘ > (p —_po)2 + J{J“ ( w:, + _\Ez—l-> (q - (/o)g + U%ea (E—‘. + T> (r_ro)‘
A’, BQ‘ Cz.
- ""{")56;_2. (q - qo) ("——‘ ro) - .,):ll)“ ;‘T— (l' - ro) (p _—pu) - '{)‘57 (p - po) (q - qo) .
2o 0 T

Si l'on se borne & considérer de trés petites variations de température 6 a partir
de la température T, de I'état primitif, c’est-a-dire si I'on pose T =T, + 0, il suffit
de remplacer T par T, dansles J;, puisqu’on limite f aux termes du second ordre

d; .
IT >T=T°6’ puisque Ay (T,) est nul,

de petitesse, et de remplacer Jo;(T, + 0) par (

en effacant alors les termes entre crochets.
Dans le cas d’un milieu isotrope, le potentiel thermodynamique interne par unité
de volume a pour expression

m+m+a>

2

A
Ay Q) 0,40 w3

X, 1+ étant les deux coefficients de Lamé, v un troisiéme coefficient d’élasticité; on
obtiendra donc l'expression correspondante de f en faisant dans (66)

;RO“ - Ain = t%xs - +

b, =8, =h, = —v,

w | >

Qb =R, = b, =1,

b= d, =, =

o e

(”’bu’ *%“' "%u) = 0.
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d
dT

d . "
‘La valeur commune <71-,;—> des trois quantités —< ) est alors celle
T=T,

T=T,
-que nous avons autrefois désignée par v(*).

Il résulte de (66) que les six dérivées [’z ., ..,r) sannulent pour T=T,
de sorte que, d’aprés (26), la force R et le couple € dans L'élat
naturel sont nuls; les équations (45), (46), (47) montrent alors que la ligne est en

équilibre dans cet état, sans étre soumise & aucune force extérieure et nous retrou-

P
=
<

Sy e P=T

0

vouns ainsi la définition méme de 1’état naturel.

14. Potentiel thermodynamique interne dans le cas d'un état primitif quel-
-conque. — Supposons maintenant que I'état primitif ne soit plus I'état paturel, mais
un état d’équilibre quelconque de la ligne correspondant aux petites déformations
g —E&, 0 —mn, ..., "y—r, apartirde I'état naturel. Le potentiel thermodynamique
interne linéaire f de la ligne dans son état actuel devient un polynéme en 5 —E2'_,
nw—1'y, ..., —r'; de sorte que, pour l'obtenir, il suffit de faire

SV

—L=G—F)+CE,—3%, ...

-dans I'expression (66) supposée exacte. On voit alors que celte transformation fait
surgir des termes linéaires en Z—7%', ... provenant des termes du second degré

de (66). 11 en résulte que les six dérivées f':,,,..,r ne s’annulent pas pour T=T,,

=£%,, ..., de sorte que la force R et le couple € ont maintenant, dans 1’état
primitif, des valeurs non nulles déterminées par (26). Les équations (45), (46) et (47)
feraient ensuite connaitre la loi de forces extérieures assurant ’équilibre de la ligne

-dans son état primitif déformé.

15. Fonction dissipat;ive. — La fonction dissipative 9 de la ligne élastique se
-déduit de celle d’'un milieu & trois dimensions en procédant comme nous l'avons
indiqué pour le potentiel thermodynamique. Toutefois, comme la fonction dissi-
pative par unité de Volume d’un milien & trois dimensions est une forme quadra-
tique des vitesses de déformations, donc ne contient pas de termes linéaires, la
fonction 9, relative & une ligne de contexture quelconque et sous les mémes réser-
‘ves qu'au n° 13, renferme quatre coefficients de moins que la fonction f, donc ne
-dépend que de 12 coefficients a;;. Nous obtenons ainsi

(*) L. Rovy, Recherches sur les propriétés thermomécaniques des. corps solides, Journal de
math. pures et appl., 6° série, t. VI, 1g10, p. 225.
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2 C~: . C:’ \2 2 Bi .
(e S 0 a4 ) o (S )
to T o0 & o 2o =z Mo
| "‘ N B“" e Cil -
a:m—);T.qr ——a“ 2 I[) - (tAsqu’
<o i )

les coeflicients a;; étant de simples fonctions de «, T. 1l est bien évident que cette

expression entraine les mémes réserves que celle (66) de f.
Si le milieu est isotrope, on a

“::a”::fttzT-f—i\I, qQ,=a,=aq,= \,
_ M A
A, =, =0, = T’ (Ct“, Age» au) =0,

A et M étant les deux coefficients de viscosité de la substance (*).

16. Equations des petits mouvements. — Reprenons les équations intrinséques-
du mouvement '

R '
-3‘(&‘*-(]: ,w'—rm/vz%e-‘b%;)
(47) e

(3

Yo + q(ozlll'—" I'e,, +7|§Rw—§fﬁl.:ﬁ€e +‘:’f,~,y

pour w =0,

(45)

pour o = l,

(46) X, +R,,=0,....

(*) P. Dunewm, Recherches sar UElasticité, p. 49.
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Le probléme-des petits mouvements est le suivant ? on suppose ces équations
vérifiées pour un systéme de valeurs de
£, ¥,2; %8 v L., Togg :R,,,,‘(R,:,, o Cw
indépendantes de {, c’est-a-dire foiictions de « seulement. En supposant stable
I'équilibre ainsi défini, on cherche a les vérifier pour des valeurs infiniment voisines
4%z, y+3y, ..., Cu+3Cu '

des précédentes, les accroissements infiniment petits 3x, 3y, ..., 3Cy étant des fonc-
tions de «, t, qui vérifient le résultat de la différentiation de (47), (45) et (46), soit

" ‘\—iifi + ¢3Rw— 3R, + Rudg —R3r =230, + 3&,,
................................................. ,
(68) 336“ + q3Ce —r3C, + Cuiqg—C.3r
dw
+ 8 Rw — BR, + Ruwdn — R,37 =734, + 34,

pour v = o,
(69) 3, —3R,, =o,...;
pour w =1,
(70) 3%, + 3R, =o0,....

Dans ces éq{lations, les termes figurant hors des caractéristiques 3 doivent rece-
voir leurs valeurs correspondant & I'équilibre. Ce sont les équations des petits mou-
vemenls; nous allons calculer les différents accroissements qui y figurent.

En différentiant les six relations entre les cosinus

[l =1,...; |11‘|:0,..,,
il vient
jr8a| =0, ...; |adx, + 2,84| = o, ...

et celles-ci sont vérifiées en introduisant les angles infiniment petits /, m, n dont il
faut faire tourner le triédre (M) autour de chacun de ses axes, dans sa position

Fac, des Sc., 3¢ série, t. XVIII. ‘ 20
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d’équibre, pour lui donner Forientation infiniment voisine qu’il posséde & I'instant ¢,
soit :

,"<"Z7 37 Y): n(a,,;'5‘,7.)—411(@,,[3,,72),
(71) < a('lﬂ {51’71) l<22’ 1(5'2’ T:) T /l(y" ;@7 AL’)V

N a(y'-z'fje"x’e/’:,n(l’ n’j' Y)* 1(217161’Yl>1

formules analogues & (16).

Ces trois paramétres /, m, n‘vontjouer, dans la théorie des petits mouvements,
le méme rdle que les trois angles 6,9, au moyen desquels s’expriment les neuf
cosinus dans la théorie des mouvements quelconques. Calculons tout d’abord
8(3,%, ..., r) en fonction de I, m,n; on a, daprés (7),

- dr _ _dr
(/2) 03 KOZ L0 do ’
et, d’aprés (7) et (71),
dr .
(73) g | = —m.
wm

Soient, d’autre part, u,v, w les composantes du déplacement (3x,3v,3z)"de M
suivant les axes mobiles Muvw, c’est-a-dire

(74) u=|zsx|, v = |,dx|, w = |x,3x|:

on en déduit

du 3 dr + da S
(79) o Pde a0
Mais, d’aprés (16) et (74),
dx 'rl = Y — qu
(76) d(uh'{_ 1.

de sorte que, d'aprés (1), (73) et (79), I'égalité (72) devient la premiére des snivantes

- du ,
6 = —— + quW—rv + rn—=aum,
) o
ALY - -
{ 8 == — u— pw l— zn
) < 8, S + ru —pw + =n,
T
“ ¢ -
3 =—+4pv—qu+im— vl

(U dw
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On a de méme, d’apres (8),

doa, dx, _
: ox

(78) » °op =% dw do 7

Or, il résulte de (71) que

ey dl dn ldx,) dx

—_— =y, — O T — N,
dw *dw dw dw dw

d’oti, d’aprés (8) et les relations entre les cosinus,

dl
= -+ qn.

dsa,
dw

o —
*do

Comme enfin, d’aprés (8) et (71),

da, .

oo, | =— — rm
(l(') ? ’

I'égalilé (78) devient la premiére des suivantes

)

op=— -+ gqn —rm,
dw
R om

(79) 8=~ + rl-—pn,
n

or = + pm —ql.
\ a(v)

N Passons au calcul de 3%, ..., 3%7;. On a, d’aprés (48) et (74), en tenant compte

de ce que les dérivées par rapport au temps x,y, ... sont nulles & I'équilibre,

5%1)1.:—.00"15%] :.——_Ir’oli’

d’on

(80) 58, 1)r 3) = — 5y (u, 0, w).

On a de méme, d’aprés (49),
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puisque 9 et R sont nuls & I'équilibre; d’ou, d’aprés (5o) et (71),

ff:ii,o'(z—i-—a;d:‘, BﬁfZIaQBa,]:'l':.
de 13, la premiére des formules
© (81) 3L, by, T6y) = — (A, B*m, C*n).

Quant aux élémenls %, (y,e, ..., 96, de la réduction des forces extérieures, ce
sont, dans le cas le plus général, des fonctions de la position et de la vitesse du
triédre, c’est-a-dire de

x,y,2; %8, vy L,y ooy Var

3 ye

Les quantités 3%,, ..., 316, sont donc des fonctions linéaires de 3x,3y, ..., 3

s’

c'est-a-dire de

w,v,w; L,mn; u,v,...,n,

dont les coefficients ont des valeurs connues, dont il serait facile d’écrire les expres-
sions générales. »

11 ne nous reste plus qu'a caleuler 3(R,, R,, ..., Cu). Onaaceteffet, d’aprés (aby
et (26),

(82) — 3R, =105 S RS Er S0
+ DL+ DLE 4+ Dydr,

Si les expressions (66) et (67) sont valables, on voit que les variations 3(R,, R, . Rw)
sont indépendantes de 3p,3¢, ..., sr et les variations 3(C,, C,, Cw) ‘indépendantes
de 3%,37, ...,35(. On a dailleurs, d’aprés (77) et (79),

. du . . CL
8 = =— +qw—re+qn—_m,
dw
(83) e ,
8}':_@_+py}z—q1.

. o
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Enfin, la relation supplémentaire (53) différentié¢e nous donne

Al N B A0 N A T " N E tJl‘ DBC
84) ¢ _-—<1\———)—/.0+—E—:<f. +/., +~-~+fTiT>’

2 dw dw N

car, d’aprés (2), nous pouvons évidemment remplacer ici A par I'unité sans erreur
sensible; avec, d’aprés (54) et (55), :

Q0

(85) pour == (o, /), K = +k'0.

(\(v)

Moyennant les expressions (77) et (79) & (83), les équations (68) el (84) constituent
un systéme de sept équations indéfinies linéaires qui, jointes aux conditions aux
limites (69), (70), (85) et aux conditions initiales, déterminent les sept fonctions
inconnues u, v, w; [, m, n; 6 en fonciion de o, .

Les équations précédentes ne fout pas intervenir la variation 3¢ de la densilé
linéaire ; proposons-nous de la calculer. On a, d’aprés (6),

(86) A%z 4+ ;5_\ =0

-et, d’apres (3),

®n A = T e

dr dex 1

avec, d’aprés (74),

D'ou, d'aprés (11),

dx dsx . ddx n dsx n dox
_——— = Za——— _ _—
do do do % do % do
Mais, d’aprés (75) et (76), on a
dow|  u i
% 751 = 3% + qw —rv,

-d’oti, d’aprés (86), (87) et en remarquant qu’on peut remplacer A par l'unité dans
les résultats,

| u
3A = (—-—+qw—lu>
Qo
. a ]
(88) op+p| (-—+qw—iv> =o.




CHAPITRE 11

PROPAGATION DES ONDES

47. Préliminaires. — Considérons une discontinuité persistante se propageant
sur la ligne élastique et soient, A I'instant ¢, M le point de discontinuité sur 1’état
actuel, m son homologue sur I'état primitif.- Ce point partage la ligne en deux

I3 . 4 . . I3 s /\ TN ’ 3 . r
régions : la région 1 constituée par 'arc M|\M ou m, m et la région 2 constituée par

» T /—\ M * ’ . sa
Parc MM, ou mm,. Les vitesses de propagation de I'onde sur I’état primitif et sur
I'état actuel

dw ds
8 QT o= ST ——
(89) G dt’ ' dt’

"

comptées posilivement suivant la tangente en m et M a I'axe longitudinal menée:
N TN

dans le sens des arcs m,m = et M,M = s croissants, sont donc positives ou

négatives suivant que la discontinuité se propage de la région 1 vers la région 2,

ou inversement.

Nous conviendrons d’affecter de I'indice 1 ou de I'indice 2 toute quantité relative
aux régions 1 ou 2, et nous désignerons par la caractéristique 3' la variation brusque
qu’éprouve toute quantité discontinue A i la traversée de I'onde dans le sens positif,.
soit

A =A,—A,.

18. Les discontinuités au point de vue cinématique. — Supposons tout d’abord
la discontinuité du premier ordre par rapport aux paramétres fixant la configuration
de la ligne & chaque inslant, c’est-a-dire par rapport & x,y, 25 %, 3, ..., v, (ondede

choc). 11 existe alors 12 quantités %, u,v; @, b, ..., ¢c,, telles qu'on ait
Dw1 2'1,(4"__’~, ~ . ' .
by ( ys 2 e ‘2) :(A, Wy, v a, b, . ..y(/’,),
D(l)
(90) Ny, 25 0, 6 )
@€ ] ey Y -
y Y2 % 2 owvi b, e) 0,0

o

(*) Pour I'établissement de ces formules et d’autres analogues, voir nos Recherches sur
la dynamique du fil flexible, Annales de I'Ecole Normale supérieure, 3¢ série, t. XXIX, 1912,
p. 381 et suiv.
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Les neuf discontinuités a, b, ..., ¢, sont d’ailleurs reliées par six relations résul-

tant des relations entre les cosinus dérivées par rapport & o

da| da, da o
. 1‘\(" =0, ..., |z‘\('l l‘Dm =o0,...,
-qui donnent
(91) \ ’ lla| =0, lala|| :9’ 2 :0;
Haa| + |zal =0,  lna]+[xal=o0,  |zna]+ |za|=o0.

Les trois premiéres expriment que chaque vecteur discontinuité (a,b,c),
(a,,b,.¢), (a,,b,,c,) est perpendiculaire & chacun des axes Mu, Mv, Mw qui lui

-correspond.
D’aprés les formules (3), (6), (7), (8), (50), la discontinuité sera en général d’ ordre
zéro par rapport & A, 0; 5,7, ..., r; £,9, R et nous aurons
j ¥(s3) = o,

3% = |an|, ol = |z,}{, 81l = |, %]

(92) p=laaq|=—|xaq,, 3'q = |ra,| = —|o,qa],
| 3r = |x,a| = — |2a,|;
3 (8, R)y=—23(p.q, T,

Inversement, les formules (g91), (92) permetlent d’exprimer les douze quantités
A wev; a, b, ..., ¢, en fonction des six discontinuités 3'(%,, ..., ), ce qui donne
-par un calcul facile -

F O, v) = (o, 6,%)8" 2 4+ (o, B,, v,) 8" + (0,5 By ¥.) 3%

(a, b, c)=1(2,,8,,v,)8T—(2,8,,7,)%¢,

(93) 9 .
b =GB =
\ (a'z’ 27(::):(17 Ae’ Y)a'q——(al,{ﬂ’,-{’)a'p.

Etablissons enfin la relation entre U, et U; nous allons voir qu’elle dépend du
‘sens de la propagation par suite de la discontinuité de ¢. Supposons, en effet, que
1la discontinuité se propage de la région 1 vers la région 2 et soit 9, la valeur corres-
pondante de U: I'élément ds tranchi par I'onde pendant le temps dt se trouvant,
a l'instant ¢, dans la région 2, on a d’aprés (5) ¢,ds = s, dw, d’ou

2 o

(9[‘) . P:ch - ‘:‘0((,0 .
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Pour une propagation en sens inverse, on aurait de méme
s = 0. P
71 Ln — e Lo’

ces vitesses étant maintenant négatives, de sorte que, si U, a la méme valeur absolue
dans les deux cas, on a

5 U, + 2,0, =o0.

C’est I'extension au cas des lignes d’une relation établie par Riemann pour les
ondes planes dans les fluides et généralisée par M. Jouguet(').

Supposons maintenant la discontinuité d’ordre n>>1 par rapport & x,y,z;
«, 8, ..., v, (ondes d’accélération ou d’ordre supérieur). Il existe alors douze quan-
tités X, u,v; a,b, ..., c,, telles qu'on ait

. XX, ¥, 25 4, By .,y ,
(93) 3= (@ ) L ) Oumev;a, by oo ) (— V)

L\ (»"_p M"

et les six relations entre les cosinus dérivées n fois par rapport & » conduisent.
encore aux égalités (g1). D’autre part, la discontinuité est en général d’ordre n — 1
par rapport & A,¢; E,7,...,r; £, 9, R, de sorte que les égalités (3), (6), (7), (8),.
(50) dérivées n — 1 fois/par rapport & » nous donnent

'

G e ¢ |0 v
; ° n—p—1yP - <K1 _—P’—a> D—‘; A (—‘no) ’

dw
. At E . P 1 .
s = 1M 0 S = A (=Y
. bn—lC N
= e LRA LGl
R .
(96) 8 mﬂ = I“zaa| <—" (‘Do)p = lla an! <— Q).)p’
~r yl‘lq » Tqn NP
sz‘uazl(—%o) :——‘“za’|("—%o) 3
. At \ ‘
¥ W = i llal (_ (Oo)p - lla’i (_ ‘Do)p;

a,b“(@ygyg{)__ ayb—(p)qf")go

Y by P W SR Y

(*) E. Joueuer, Comples rendus de I'Académie des Sciences, t. 133, p.-673.
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On en déduit, d’aprés (g1), les formules analogues a (93)

. a"-—li‘; . (\n—l 7 - Du—gc
A== a0 ‘\“)Il—l + 210 D(')II—-J + 1'!0 D(Q)"“l 4
.................................... ,
(97) Rar g
a=a,0 don" — %0 "t ’

19. Equations fondamentales des ondes de choc. — Considérons, i)ou r fixer les
idées, une onde se propageant dans le sens positif, c’est-d-dire de la région 1 vers la
région 2 el soient M, M’ les posilions.du point de discontinuité aux instants [ et
t + dt; nous allons appliquer I'équation fondamentale (35) 4 la portion p,u,, w, et y,

étant deux points des régions 1 et 2, tels que u M = ¢, dl, m = ¢, dt, ¢, etz dési-
gnant deux quantités finies.

Les points u, et ., n’étant pas atleinls par I'onde pendant le temps df, les équa-
lions générales du mouvement établies dans I'hypothése de la continuité sont appli-
cables en ces deux points a Pinslant ¢{. D’aprés la signification des éléments R, C
(n° 8), le reste de la ligne, constitué par les portions m et @, pel‘lt élre sup-
primé, sauf & adjoindre aux forces extérieures la force R et le couple Cen p,, la
force — R etlecouple — € en u,. L’équation (35) appliquée a la portion p, 1, nous

donne ainsi, en utilisant les axes mobiles,

(98) 3G, +3J + 36, —3:F — |R,3u + C 30,

*a
*

=o.
Nous avouns tout d’abord
30, — 35 = f 10,30 4 4,30, do _f f232 + /" 3p| doo,

les intégrales étant étendues 4 la portion considérée. Or, d’aprés (14) et (17), les varia-
tions 82,37, ..., 3r sont de 'ordre de 3u, dv, ..., 3wy; l'expression précédente est
donc de I'ordre de -(3u, v, . .., 3wy) dt, puisque le champ d'intégration est de I'ordre
de dt, et il en est de méme de la partie de 3J + 3G, relative aux régions w, M,
M'p, non atteintes par U'onde pendant le temps df. Mais il n’en est plus ainsi de la
partie de 33 + 3G, relative ala portion MM’ balayée par I'onde pendant le temps dt.

Soient, en effet, V et V' les vilesses d'un méme point matériel M aux instants

Fac. des Sc., 3° série, t. XVIII. 21
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tet{ +di, (£,9, R') la rotation instantanée du triédre (M) & l'instant ¢ + dl; on
peut écrire d’'une maniére générale

~ de sorte qu'on a pour les différents points de MM’

- ay—ux,, ) P |
,_L'.._———————————,..., i———_‘ 3 e
dl dt dl

ce qui revient a dire que les accélérations des poinls immédiatement en avant du
front de l'onde sont infinies si la discontinuité est effectivement du premier ordre.
On a donc, pour la portion MM’ et d’aprés (48), (49) et (89),

a.i = |tl};7)ll - ffl»am"l dw

= ([28'x|8u + |o3' x| 30 + |2,8%c] 3w + | N3 Lo, | ) 2, T, ,
" car les termes en 9R, ... de 4;, lb;, Tb; donnent.des quanlités de ordre de (3w,

3w,, 8ww) dt, donc négligeables. D'oti, d’aprés (go), (92),
3 = — (3'%3u 4 3 Bv 4 33w 4+ [A% pae,|) s, T
L’expression de 3G, pour la portion MM' est, d’apreés (23),
50, = — |I,82 + P,ap| U,dt;

elle est de l'ordre de 3%, 387, ...,3r, car les actions de viscesilé F,, G,, ..., R,, qui
doivent étre calculées & 'origine de la région 2, sont des fonctions linéaires et homo-
génes de

E : a'“q : or

(99) =T =g =

de sorte que les produits (F,,G,, ..., R,) di sont finis. On a donc, d’aprés (14) et (17),

3%,‘ _ — |F2 <—M 4+ g3w —rdv + 1 3ow — :3(0,,)
(0]
+ P <ilo_wl + qoow — l‘30),,> P, dt.
* d(v)

Enfin, comme le déplacement virtuel (3u,3v, ..., 8wy) est continu tout le long
de la ligne, on a sensiblement

|R,3u + C, 30, ‘: = [3R,8u +3C,30,],
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de sorte que I'équation (g8) devient

(100) ('z8u+ 3" qsv + 328w+ |V pim,|) e, T
. (dau . - . s
+ 1‘2\ do + oW — ror 4+ (oww — 6o,
dow R R .
P ( L ¢ Bmp — oo, O dt
+ P, +4q ' o
'\ do n
+ 3R, 50 + 38 ,8m,| =0

et, comme elle doit étre vérifiée quelles que soient les fonctions du, 3v, ..., 3w, et
leurs dérivées, on en conclut qu’on doit avoir

(ror1) (¥,,G,,H,;; P,,Q,, R)V,dl = o;

) 5, 053" (5,1, )+ 3" (R, R,, Rw) = 0,

(102) - 2~ ~1 2~t ~t /0 h) h
{ e, 07 (A%, B3'q, C*3'r) + 3(C,, €y Cu) = 0.

Ce sont 13 les douze équations§ fondamentales des ondes de choc.

20- Ligne affectée de viscosité. — Si U, n’est pas nul, les équations (101) exigent

qu’on ait
(F,,G,, ..., R)dl=o0.
Comme ces six équations sont linéaires et homogeénes en Zdl — —3&'E,
qdt = —3'y, ..., rdt=—>3'r et que leur déterminant n’est pas nul, puisque la

fonction dissipative est une forme quadratique définie positive, il faut que
3'(5, 4, ..., r) soient nuls, c’est-a-dire qu'on ait, daprés (93),

(Ausvy oa, b, .. c)=o0.

De 14, le résultat suivant : )
Une ligne élastique & six paramélres affectée de viscosité ne peut élre le siége d’au-
cune onde de choc qui se propage.

21. Ligne dénuée de viscosité. — On a alors seulement les six équations (102),
avec, d’aprés (26),

(103) Reo=—S% R=—f..., Co=—/,.

Comme les six déformations £ —2,, v —m,, ..., r—r, sont supposées trés
petites, il en est.de méme de leurs variations 3'(§, 4, ..., r) alatraversée de I'onde,
de sorte que, si nous supposons la variation correspondante 3'T de la température
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également trés petite, nous pouvons calculer les variations 3'(R,, R,, ..., Cw) par
une simple différentiation de (103), soit

g VR, = — (SR I L3 b S L),
’(104) & e e e e e e e e e e e e e e e e e e e y
( 3O = = ([r T L3 0 SR8 3T,

formules ot les dérivées parlielles peuvent étre indifféremment calculées dans la
région 1 ou la région 2 en un point infiniment voisin du point de discontinuité M,
puisque les discontinuités sont Lrés pelites. Nous avons alors deux cas & distinguer.

1. La ligne est bonne conductrice de la chaleur (K 5= o). — Dans ces conditions,
la théorie de la conductibilité calorifique nous enseigne que la température ne sanrait
présenter de variation brusque; on a donc 3'T = o, de sorle que les équations (102)
deviennent, d’aprés (104),

R
(105) e e,

?+f b ([ G T =

Pour que les discontinuilés ne soient pas toutes nulles, il faut et il suflit que le
déterminant de ces six équations linéaires et homogeénes le soit, c’'est-d-dire qu’on ait

v 1"
T S S
— - -
fh— e, 4 .
" " 2 "
; fr: %2 xou(}o frr
(106) o ol \ . o,
n " " @ -~
J— 0 -
r: fr , fr2 G I‘OCL 0

équation du sixiéme degré en U°,, qui détermine six vitesses possibles de propa-
gation, & supposer toutefois qu’elles soient toules réelles. L’'une de ces vitesses étant
choisie, les équations (105) se réduisent a cinq distincles, d’ot 'on déduit un résultat
de la forme

FE by 3
(107) D :—ﬁ-—: B 'B—,
1 2 ]

les D; étant des fonctions connues, ce qui détermine 3'(%, v, ..., r) en fonctiondun
paramétre arbitraire. On déduit ensuite %, w,v; a, b, ..., c, des formules (93). Le
probléme est ainsi entiérement résolu, en ce sens que tous les éléments du mou-
vement 2 au point M se déduisent de ceux du mouvement 1 au méme point, a I'aide
d’un paramétre arbitraire auquel chaque discontinuité est proportionnelle.
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Si l'on admet la validité de Uexpression (66) de f, I'équation (106) se décompose

e 2y ’ . R4 ol
en deux équations du troisiéme degré, puisque les neuf dérivées rectangles f;,,

s

YN A e S — N, T,
v " 0% " I’
fr.E fvf - \on(vto f‘l,'é fqp
s 3 2
f::'E f'ﬁlv, f:“ - Pocho frp

I’

'fP‘I
" s ane
fq'-’ —B soocl’ 0
I’
frq

Sfigr o .,fgr sont alors nulles; I’équation (106) s’écrit donc plus simplement

"
fpr

r

fqr
f:',‘ —-c Poco‘zo

Enfin, si la ligne est isotrope, il résulte des valeurs des coefficients f; et J;

’ ‘ . y e 1 " " " ,
données au n° 13 que trois autres dérivées rectangles f,., f,., f,, sont également

nulles, de sorte que le second déterminant de (108) se réduit a

(fpr— N, 0 (fp — B0, 0%) (S — 6, T) = o,

ce qui donnerait les trois vitesses de propagation

e SN A
v 0= () w (s

)

o, désignant alors la densité cubigue dans 1’état naturel.

* I (A%’ +
:0 )’ Cu E:z

0

B?,

II. La ligne est mauvaise conductrice de la chaleur (K = o). — Dans ces condi-
tions et en supposant U, 9= o, la premiére expression (51) de dQ relative & 1'é1é-
ment MM’ est, d’aprés (99),del'ordre de df, tandis que la seconde (52) est de ’ordre
de dt*; I'expression (51) de dQ est donc nulle, de sorte due la propagation s'effectue

suivant la loi adiabatique. On a alors, en remplacant dans (51) T par —

T 1z " 1"
(110) E'Tzﬁ(fﬁﬁ'i—}—fng'v‘ + oo+ S8

et les six équations (102) deviennent, d’aprés (104),

INAY

dt’

/ rr 'l‘ 2 n rl‘ I’ Ul
’ - o )3 ! 3 N
(o4 gl a )V (S g Sl ) B

’ 1" T 1Al N
........................ + (-fEl‘+ —()_E_fTEfTr)o, = 0,
(l]l) ................ e e e e e e i e

T

" "o g " T / " .~/
<fr5+'c_ﬁ—frrfr‘i>b I+ <frr, + C_E——f'r,rf'rr,>67|+

)=o.

' T
L e e e e e 2 E—
,\ (e g/

/132

™ ¢ Poq:\'zo
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On en déduit, comme précédemment, I'équation aux vitesses de propagation

T

e

ot an2 M T "o N ! T "o
j? + C—E—( 17T 8 U, ./i-,, + L__Ef'ri./'ry, jilr + ?Efrijlrll
" 'l‘ 1" " NI v]\ W12 ane " T " !
.an_"['_—Cff'ry.f'rZ ./-/,2+C—E—«/1'-q“?ul"o fm‘“lrc_ﬁ-fr-qf'r,r —o0.
" " N7 " T TN 1" T "2
. —_— T - g S B 2. Qe
fr; + cE f'rr./'r: frn + CE f'rr-/'rv‘ ./r~ a EfTr C .O»] 0

On voit que le déterminant est encore symétrique, mais, en admetlant la validité
de Uexpression (66) de f, il ne se décompose plus comme le précédent (106) en deux
autres du troisiéme degré par suite des termes ot figure la température, du moins
dans le cas général ot la température actuelle T =T, + 6 n'est pas trés voisine de
la température T, de I’état naturel. Dans le cas contraire ot 6 est trés petit, il résulte
de ce que nous avons dit au n° 13 que les trois dérivées rectangles f;'(p, g r) sont
nulles, de sorte que I'équation (112) se décomposerait encore en deux équations du
troisiéme degré, la deuxiéme s’obtenant en annulant le second déterminant de (108).
Les trois vitesses correspondantes ne se trouveraient donc pas changées du fait de
Ihypothése d’adiabatie. En particulier, si la ligne est isotrope, ces trois vitesses.
seraient encore données par (109), le coefficient v étant alors effacé, puisque sa

)

valeur <EX-> 6 est maintenant négligeable vis-a-vis de u., par suite de la petitesse
T=T,

de 6. Enfin, le calcul des discontinuités s’effectue comme précédemment & I'aide
des équations (111) et (93).

22. Loi adiabatique dynamique. — L’égalité (110) constitue la relation supplé-
mentaire dans la propagation adiabatique des ondes de choc; nous I'avons obtenue
en annulant la quantité de chaleur dégagée pendant le temps dt par 1’élément de
ligne franchi par I'onde pendant le méme temps, cette quantité de chaleur ayant été
calculée & I'aide du principe de Carnot. Si nous la calculons, au contraire, & I'aide
du principe/d’équivélence, nous aboutirons a une forme nouvelle, nécessairement
équivalente & (110), qui correspondra i ce qu’on appelle en Hydrodynamique la loi
adiabatique dynamique. M. Jouguet, & qui I'on doit la généralisation de cette loi en
Hydrodynamique, I'a récemment établie pour un milieu quelconque A trois dimen-
sions dénué de viscosité(*); nous allons la rechercher pour les lignes éléstiques sans

- viscosité, puisque, s’il y a viscosité, nous savons qu’aucune onde de choc n’est su--

sceptible de se propager.

(*) E. JouGuET, Noles sur la théorie de UElasticité, Annales de la Faculté des Sciences de-
I'Université de Toulouse, 3¢ série, t. XII, 1921, p. 62.
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Le principe d’équivalence appliqué & une portion u, u, de la ligne s’éerit

Ve

(113) 4T, — EdQ + df((u. U dm,

ol dT, est le travail élémentaire des forces extérieures, qui comprend celui de la
force R et du couple € en y.,, de la force — (R et du couple —Ceny,, ces élé-
ments résultant de la suppression des portions M,u, el u,M,, ainsiqu’ila été expliqué
au n° 19; U désigne I'énergie interne, W Iénergie cinétique par unité de masse
et d la variation éprouvée pendant le lemps dt par l'inlégrale étendue a tous les
éléments de masse dm de la portion w, u, considérée. Si nous désignons par

(114) U = |xx], F = |2, ], W = |z, 2]
les composanles de la vitesse de M suivant les axes mobiles Muvw, nous avons

- (115) A%, == dl / |00 + 8 do — di| R,U + €, 2™

*

Cela posé, appliquons I'égalité (113)-a la-portion- . u, comprenant 'onde et pré-

D

cédemment considérée (n® 19); pour MM', on a
A4 ) = — 3O 4+ ). dm = 5,,dL;
-d’onn

d/ (‘N + 'N\) (iln —_ — ‘;06[,0(1[3'((” + ‘“),

les parties relatives & ., M et M'y, élant de l'ordre de dt*. On a de méme

d‘(‘{ﬂ = —dl73'

:P‘"U + (Dutfi ’

le premier terme du second membre de (115) étant de Uordre de df*; I'égalité (113)
-devient ainsi

EdQ =[5, 0,3 (U + ) —3"[R,U +C, ] dt,

-quantité de 'ordre de dt. Or, pour K=o, la seconde expression de dQ fournie
par (52) étant de I'ordre de dl*, on en conclut qu'on doil avoir

(116) ¢, 3"+ W) =3[R, U4 €, & =o.
Cela posé, nous avons
20 = U 4+ A* 7,
d'otr ,
28" = [(U, 4- UDa'U + A, + £, 3" £
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el d’autre part

IR+ €l = [(Ryy + Ry 57U + (€, + €, 318
+ (U, + U)a'R, + (£ + £)3'¢,].

Mais on a, d’aprés (go), (92) el (114)

(U, VW) = —T,8'(%, 4, 0),
d’ou
2'MW = — 0, (U, + U) 3% + A*(L, + &) 'p],
QBII}R'uU + eu il - ‘Do |(=R1u + "R'uz) a’i + ((a'm + euz) a’pl

U +U) 3R, + (£, +2) '€,

soit enfin, d’aprés (102),

2(p, 0, 8" W — 3" [\R, U + €, &) =T,

(sﬂltl + :’.{/UQ 5'5- + ((‘?lll + Cu‘l) ?.I,pl
. Cu\*
ﬁ“+<A>-

L’égalité (116) peut donc s’écrire sous les deux formes équivalentes

NG
= e o]

Yo Yo

(17) 2,5 +

(t}{ltl + :R‘UQ) B’E-‘ + (elll + (‘?112) a,p] =0 ’

n2 Cu :
e+ ()

L'une ou l'autre de ces égalités exprime la loi adiabatique dynamique relative

(118) 2®, T* 8"l — 3 ‘=o.

aux lignes élastiques; la seconde rappelle tout particuliérement I'une des formes
données par M. Jouguet pour les milieux & trois dimensions.

23. Ondes d’accélération avec viscosité. — Supposons maintenant la discontinuité
du second ordre en x,y,z; %, 8, ...,7,; elle est alors du premier ordre par rapport
ado; 50,4 p,g r; £,2, R et nous avons les formules (95), (96), (97) avec n = 2.
Supposons la discontinuité également du premier ordre par rapport & T. Les équa-
MRHR,, -5 Cw)

b(ﬁ)
n’ayant pas de sens au point de discontinuité M séparatif des régions 1 et 2, puis-

tions indéfinies (47) ne s’appliquent pas encore, les dérivées

que, d’aprés (26), R,, R,, ..., Cw y sont discontinus par suite de la viscosité. Mais
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nous pouvons écrire, d’aprés (27) et (35), en considérant la méme portion de ligne u. v,

que dans le cas des ondes de choc,
/ I(%e + W»i) ou + (L"e + ,,f,) 3(«)”| do

+ / IR,3% + C,3p| do — |R 3u + C,30,] " =o0.
o

Or, les deux intégrales étant de Uordre de di(3u, v, ..., 3wy), il reste

IB’:RHau -+ 3'(0“30)”‘ —=o,

égalité qui, devant étre vérifiée quel que soit le déplacement virtuel, exige qu’on ait

(llg) a'(gﬁu’:ﬁv’ ~--,6w):0,

c’est-a-dire, d’aprés (26),
3(F,G,...,R)=o0.

Nous avons ainsi six équations linéaires et homogenes en 3'(Z, *},, o), dont
le déterminant n’est pas nul, puisque la fonction dissipative est une forme quadra-
tique définie positive; il faut donc que toutes ces discontinuités soient nulles, c’est-
a-dire qu’on ait

1 ‘)(57"1’ ETL))

a2t

do

soit encore, d’aprés (97) et en supposant ¥, == o,

A, p,v; a, b, \...,CE):o,

De 14 le résultat suivant :
Une iigne élaslique & six parameétres affectée de viscosité ne peut étre le siége d'au-
cune onde d'accélération qui se propage.

24. Ondes d’accélération sans viscosité. — Les composantes R, R,, ..., Cw
étant maintenant continues, nous pouvons appliquer les équations indéfinies (47)
qui, écrites de part et d’autre du point de discontinuité et retranchées membre
4 membre, nous donnent

d g{ ) g{ y @ ~7 ~
(120) BIL( L2 v UJ) :O(%i,(l’i, ...,q‘ni),

dw

Fac. des Sc., 3 série, t. XVIII. - 22
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tous les autres termes restant continus a la traversée de 'onde, en particulier la force

el le couple extérieurs linéaires (1, Y, .-, T6,). Or nous avons, d’aprés (103),
. ¢

( \(R . N2 Y- N AT
~r 4y, WMoy 93 1oy 91 1o, O " hY |
3 = — [0 - fe 6 — 4 .. _y B —
(121) > do </2 dw Tf"" dm + +f"')"‘m + /e n\m)’

et, dapres (48), (49). (95) el (g6),

’

25,74, 0)
B (@ Wiy T = — g, 05 )
A Q)

(122) \ N -
Z'(f-fi, Ab;, %;) = poc'/iu <;\25"——, Bz;}v_i]_y C’B'L) i

Cela posé, tout comme dans le cas des ondes de choc, nous avons encore deux cas
a distinguer.

~

T
Qo
nous ne pouvons pas encore employer I'équation indéfinie (53) établie cn supposant

~r

I. La ligne est bonne conductrice de la chaleur (K == o). — Pour calculer 3

[S

continues les dérivées premiéres; mais nous pouvons écrire, d’aprés (51), (52) et en

tenant compte de ce que la viscosilé est ici nulle,

. T . "o S . . K 0T\
(123) f[-—E—(II:: + S+ —}—j,”.l)—-CT:I do = — <—I ﬁ);A

+ fk('l' — T, ds,

les intégrales s'élendant & une portion quelconque p, 11, de la ligne. Si nous prenons
pour celle-ci la portion de l'ordre de dt déja considérée comprenant le point de
discontinuité, les intégrales sont de l'ordre de dt, de sorte que (123) devient, dans
notre hypothése ou K n’est pas nul,

T

dw

~1
]

= 0.

La discontinuité est donc au moins du second ordre par rapport & T. Dans ces

conditions, les équations (120) deviennent, d'aprés (121) et (122),

oM (D, ~1 RN | SN —
. ¢ o —+ /.5 + AT =o0
(./ 2 0 u) \\(.) /.;r Dl" -f.l L\(') ’
o= Q- dp
SUAPNIEN NN 1! L R o
-/rEO\ +j,._40\ +...—+—(‘/,,z——1\o°‘l,oo-\ —=o.
dw Jdw dm

Nous retrouvons ainsi les mémes équations (105) que pour les ondes de choc,
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sauf que I'ordre des discontinuités s’y tronve simplement élevé d’une unité. Le rai-
sonnement s'achéve donc comme au n° 21, I : les vitesses de propagation sont encore
données par I'équation (106), au sujet de laquelle on peut faire les mémes obser-
vations conduisant aux équations (108) et (109). On en déduit ensuite les disconti-

-

2% \ .
nuités 8’—\1, ... par les formules analogues & (107), aprées quoi A, ., ..., ¢, sont
Jw

donnés par (97).

I1. La ligne est mauvaise conductrice de lu chaleur (K = o). — Dans ces condilions,
I'équation mdeﬁme (53) est applicable et donne, dans notre hypothése de viscosité
nulle,

T = ——(f” R N L !

c’est-a-dire, en supposant U, == o,

1

R DT T "oy L\% "o~y 07‘ "oy ar
12 9 —_ 0 — ) 4+ ... o — .
(124) vJ dw CE < = de +fr" dw + S Dw)

Les équations (120) deviennent alors, d’aprés (121), (122) et (124),

” d o7,
1" " e )y 3 il
( EZ EfT‘ 901' 0> <f~f+ fT;JT'>0 dw +

(sre+ CEfT,fn)o‘,er(r.,, E )P

1" T 7 ar
3 ane ~f -
+<Pz+—C—-—E—|/TI‘—P0b0>O = 0.

Nous retrouvons ainsi les mémes équations (111) que pour les ondes de choc,
sauf que I'ordre des discontinuités s’y trouve simplement élevé d'une unité; le rai-

sonnement s’achéve donc comme au n° 21, II : les vilesses de propagation sont
encore données par I'équation (112), avec les remarques déja faites.

25. Ondes d’ordre supérieur. — Supposons enfin la discontinuité du troisiéme
ordre en x, y, z; «, 8, ..., y,; elle est alors du second ordre par rapport & A, ¢;
E, iy sy £, 9, R, et nous la supposons également du second ordre par rapport

PP 8 P PP

a T. Les équations indéfinies (47) et (53) sont maintenant dans tous les cas appli-
cables; les premiéres nous donnent’

SRR, C)

(\(')

=0,



168 _ L. ROY.

ces dérivées étant discontinues par Uintermédiaire des actions de viscosité F, G, ..., R.
En raisonnant comme au n° 23, il vient ainsi
CC‘.’ > Dg(ii Ty ooy ")

6y —— =0
0 2 ’
D(l)

soit encore, d’aprés (g1) et en supposant U, &= o,

hypovia b, ...,c)=o.

Aucune onde du troisiéme ordre n’est donc susceptible de se propager sur une
ligne élastique & six paramétres affectée de viscosité.
Si maintenant la ligne est dénuée de viscosité, les équations indéfinies (47) déri-
vées par rapport 4 « nous donnent
‘ 0 3 o
) X(R,, R,y - Cw) ,D(%i,‘y;, oo )
[}

0 =

dw® dw

s

d’oti nous déduirions par les raisonnements déja faits les mémes conclusions qu’au
n° 24. Les discontinuités d’un ordre quelconque supérieur & 3 fourniraient exacte-
ment les mémes résullats. En définitive : ‘

Les résultats énoncés pour les ondes de choc, se propageant sur une ligne élastique

@ six paramétres, restent valables pour les ondes d’ordre supérieur au premier.




-et, dans une modification virtuelle,

DEUXIEME PARTIE

LIGNE ELASTIQUE A QUATRE PARAMETRES

CHAPITRE PREMIER

EQUATIONS GENERALES

26. Préliminaires. — Dans la ligne & quatre paramétres, I'un des axes du triédre
mobile (M), Mu par exemple, est pris tangent en M a ’axe longitudinal, de sorte que
Iorientation de ce triédre ne dépend plus que d'un seul paramétre 3. Nous avons

alors

d(x,y,2) = (B, v)ds,

de sorte que les égalités (7) deviennent, d’aprés les relalions entre les cosinus et

I'égalité (2),

ds s

=— =1, (1,9 =o;
d’ot, dans I'état primitif,
:l’ ("h’ Co):O'

Nous avons donc en définitive les relations fondamentales

N

/ i e, ‘,z
K (iﬂ)(a,ﬁ,y)___;(_\y_),
dw
- \ 2
.([25) \§:A=|+b= (i)‘, (%, ) =o,
do i
. ‘ds —do
E—5,=0= - (=7, —)=o0,

0 dw ’

d représentant la dilatation de 'axe longitudinal comptée & partir de I'état primitif

3d
(126) : ag:aa:ﬁ, 3, ) =o.

Il résulte de ces relations que les six composantes 3x, 3y, 3z; 8w, 3v,, 3u, du
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déplacement virtuel du triédre mobile (M) ne sont plus indépendantes, comme cela
avait lieu pour la ligne a six paramétres; nous en déduisons, en effet,

dé(c, y,z) = (0, 8, y)3ds + dsa(a, B, v).

Mais les variations («, 3, v) sonl donnés par les formules bien connues

Su = 3w, — BB,
N7 Wl

0f = abw, — yow,,
0«‘/ P !300)17 _— 0!0(«)!’

analogues & (16); d’ot
& dix = «ods + dz S0, — dyso,,
(127) «ddy = Bads + dxdw, —dzdw,,
( d3z = vyods + dy?)mx—dxa(-)y.

Telles sont les équations de liaisons entre sx, 3y, ..., 3w, éds. Pour obtenir les
formules analogues relatives aux axes mobiles Muvw, il suffit de remplacer dans (14)
E, 1, L et 3(%, q, {) par leurs valeurs (125) et (126); d’ou

/. asu . -
80 = 1o + qow —rov,
(128) 0o = ciiov + réua —pdw — (1 +9) v,
w
déw 5 . X
\ 0 == + pév —qgou + (1 4+ ) 3m,.

27. Equations du mouvement relatives aux axes fixes. — L’expression (21)
du potentiel thermodynamique interne se réduit ici, d’apreés (125), & une fonction
de la forme

".":ff(b,l)_pwq.__(]“, r— "u"l" “)) do,
‘ de sorte que la variation isothermique de ce potentiel est
81-5; :f(f’053+ ]f’pap')d(o.

Le travail virtuel des actions de viscosité devient de méme, d’aprés (23),

3G, — ~f(rraa + |Pap)) do.



~
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d’ott
(139) af;,.—a,.g:f(gﬁuaa +1€,3p]) do.
en posani comme précédemment
.(lso) mu:—(f’(\ + F), @" e __(f’p+ l)), er-:__(‘/v’l_}_ (9), (0/11;2_(./'vr+ R)

L’égalité (129) s’écrit encore, d’apres (126) et (33),
3G, — 8.5 = f (R, 3ds + |C,d3e,|).

Il résulte alors de I'équation fondamentale (35) de I’Energétique qu’on doit avoir
-d’aprés (36)
IX‘BCL“ + L‘Eo)“| -+ |anw, -+ Lza“).rz

+ f (X, + X032 + (L, + L) 30| ds

-’r-/(?ﬂ,,ads—i- |8id3mr|):0,

non plus quels que soient 3x, 3y, ..., 3w,, mais pour toutes les valeurs de ces varia-
tions et de 8ds vérifiant les relalions (127). Dés lors, d’aprés les principes du calcul
des variations, il doit exister trois fonctions R, R,, R,, telles qu'on ait, quelles
que soient ces sept variations,

lxlaxl + Lla(’).‘l‘ll + !Xz?)we + L;a“’m!
+ f (N, + X)) 3% + (L, + L) o, | ds
+ f(SR,,Bds + |C,d3w,]|)
+ / R (dEx + dydo, —dzdw, — 23ds)| = o,
-égalilé qui, par intégrations par parties, s’écrit encore
|(‘\a - sﬂxi) :"1.4 + (L4 - en) aw.‘n'
+ !(Xa + iﬂn\’ awq + ([‘a + cn) a‘”r:l

+ [+ X ds — dh T
+ [(L, + L ds —dC, + R, dz — R.dy] 30, |

-+ /(SR,,— [2R,]) 8ds = o.
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C’est exactement 1a I'équation (38) avec la derniére ligne en plus; nous retrou-
vons donc les mémes équations (39), (40), (41) que pour la ligne a six paramétres,
ce qui était du reste a prévoir, puisque nous avons reconnu que ces équations, sont.
indépendantes de la considération du triédre mobile (n° 8). Nous avons, en outre,
les trois derniéres lignes de (42) résultant de (130); quant aux trois premiéres, elles.
sont remplacées par la seule égalité

(131) aR, + R, + 7R, =— (/2 + F)

résultant de la premiére (130). Nous avons donc deux équations de moins que dans
le cas général, mais aussi deux inconnues de moins, puisque la ligne est & quatre-
paramétres au lieu de six.

11 est d’ailleurs facile d’éliminer les trois inconnues auxiliaires R,, R,, R,; on
déduit, en effet, des trois derniéres (41) et de (131)

’ 0 lO
o=, —s( N N— ) (M M=)
i U i 2 ds e ds

d’olt, en substituant dans les trois premiéres (41),

dr de, ( A€\ ,
—_— R — K N, — 2 +! M ;i — Y — X;,
&R ,s(Ne N >+ (M, + M= ) X, +

dr d¢ dc, )7 .
2 lem, —+ — NN =L L=y ey,

(132) { | £ (L L >+ a<l o+ =) | =y

dr dey> r ; dEe >—\

LR, — v Lo L) =27+ oz
| ds —{'Ru “(Me + \I7 dS + i Q e + L dS ] e +

Les trois derniéres (41) multipliées respectivement par «, {3, v, puis ajoutées.
membre 4 membre, donnent en outre

AN Lol o 46, ( B _d&.)_
(133) a<Le+Li— ds>+"<Mv+Mf—%‘>+Y N+ N——= ) =0

* Les fonctions R, C,, C,, €. étant supposées remplacées par leurs valeurs (130)
et (42), les égalités (132) et (133) constituent quatre équations indéfinies entre les
six fonctions inconnues principales z, y, z, ¢, ¢, T. L'interprétation des fonctions
R, R, ..., €, demeure évidemment la méme que précédemment (n° 7); les équa--
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tions (132) et (133) correspondent & celles qui ont été données notammenl par

Thomson-Tait (*) et MM. Cosserat (*).

28. Equations intrinséques et relation supplémentaire. — L’expkessioﬁ (129)
s’écrit encore, d’aprés (128) et (17),

30, _OT"‘—/LR" +qow-—lov) :

+ ‘(0" < dJ('J,, + 30w —1 Bw \’ :I dw,

de sorte que I'équation fondamentale (35) devient, d’aprés (4h),

I%laul + ‘(’gl a(')ml + I(" qiall‘! + '(’Ezamuzl

+/|(ﬂ’v"+%i)5u+(ffe+§fi)5w”fdm

+f| R, —I—qow~rov>

diw, .
(0,"< ow, + (]8(.),“ —_ 7‘5@,.)‘ :I do =o0

+ do

et doit étre vérifide pour toutes les variations d3u, 3v, ..., 3w, vérifiant les deux
derniéres égalités (128); il doit donc, d’aprés les principes du calcul des variations,
exister deux fonctions R,, Rw, telles qu'on ait, quelles que soient ces six varia-
tions,

lc ”1611‘1 + 5‘gqa‘”ml + I%zauz + izawm‘

+f'l(%e+%i)8u+(§£e+%)aw"|dm ‘ l

{ " diu - _»)
+f8§1u(\~——d(') 4+ g3w — r3v

d3
+.°R,,[ docf +r8u—p3w—(|+b)8(ow:|

) do
+Ro| —— +piv—giut( +\)am]
+ eu<d;m +qa‘”w_'0w>|§dw =o.

(') Tuomson et Tarr, Trealise on natural philosophy, vol. I, Part. IT, § 614.
(*) E. et F. Cosserat, Théorie des corps déformables, p. A2.

Fac. des Sc., 3¢ série, t. XVIII. 23
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Cette égalité s’écril encore, par intégrations par parties,

I(E%l - i/}{m) a a, + (:’fa - (DIH) a")ml ’

)30

ue ne

Q¢
+ f% ‘<%(‘ + ?B, —_— _\:‘)" . ’IQRH' + ,‘“{r> au

G N ‘\G’u o . (0 ~
+ ~e + ,1; - ’[ (/11) + 7 ( v O(v)”

Qo

+ (¥, + R, 8u, + (4, +C

o€, > . ]
+ [al‘be—{—clln — \(“’ —rC, +pCu+(1+2) 1RmJ 3w,
Jdo

o . b(?m - 5 e
+[(H)e+"‘)i__ S pC, +4qC, — (1t + D)iR',:la(nw%dm =:0.

De 14, les équations intrinséques : les conditions aux limites (43), (46) déji obfe-
nues et les six éguations indéfinies

D&R” . oy Q)
dw + (/‘ERU' - I‘SRr - ‘l‘t' + %i’
IR, ‘ | ( ¢
S PR, — pRe =, + s,
(\{ w < e
_\_— + pt()Rp_ q"Ru ::;'e + @i
. (AXO}
(ls[l) , ' o
t\c 2 i 3
) . +q(&w—'r(o’r :‘(’lt‘+ ‘(i“
dom
(.\e R} ( ( : |
\()' + r (L'" — pCw— (l + ‘\) R = t‘u’e +“u”7"
DGw d )
dom pc, —(]Gu +(| +O)PR,-:LI~‘“0 + (’H”"’

i

auxquelles on doit adjoindre les équations (130) et ou R,, Rw sont deux inconnues
auxiliaires. On voit qu’elles coincident avec les équations (47) ou 'on fait (v, ) =o.
Les expressions des forces d’inertie (n° 10) restent les mémes, le troncon de ligne
étant ici le feuillet d’épaisseur ds compris entre les plans infiniment voisins Mow,
Mv'w'; les rayons de giration A, B, C, qui figurent dans les formules (49), sont

ainsi relatifs & la section droite de la ligne, les axes Mv, Mw étant ses axes cenlraux
d’inertie; on a donc ici A® = B* + C*.
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Enfin, la relation supplémentaire (53) devient

M2/ KT
A _ 2 >~/f(. F0(T—T,)

NI/ do \ 1 + 0 do

N ‘D " u[) " br ) 22’)
(jr\ 2 +./|1) Y, jrq \t frr \t> —E—’

)

la fonction dissipative ) se réduisant ici & une fmme (uadratique définie positive
des quatre dérivées par rapport au temps J, p, qo 1

29. Potentiel thermodynamique interne. — Tout d’abord, les équalions (60)
deviennent ici )

U
w0 ta— g yw—r—r)v,
W
au - (’ - ,0> 0 — (p—po) 1‘U7
W
T (p—p)v—(g—qu

et donnent, en intégrant,
U=+ (g—q)wu— (r—r)uw + U,
» 2

' l
V= —r)——(p—p)wu+T,

u .
W = (p—p,) uw — (g —q,) e u,

ql, D, U’ étant trois fonctions arbitraires de v, w. 1l en résulte que les six défor-
mations, limitées A leurs termes du premier ordre, ont pour expressions

), =304+ (g—g)w—(r—ryv,

(135) gzz(p—p)v%—\—‘u—

L — —(p—pJr0+ ot
\ e 0 )

et I'on voit qu elles sont indépendantes de u.

Nous avons, au n° 13 et a titre de simple mdlcahon fait le calcul du potentiel
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thermodynamique interne linéaire f de la ligne & six paramétres, en faisant abs-
traction des fonctions L, ©V, 7. Nous allons ici faire le calcul de f en tichant d’en
tenir compte, c’est-a-dire en suivant, faute de mieux, la méthode de Kirchhoff. ‘

Supposons que chaque section droite mvw de la ligne soit un plan de symétrie
de contexture; dans ces conditions, le potentiel thermodynamique interne par unité
de volume est de la forme

(136) O =L, + 4,9, + 0,0, + ., + 4,9,
+ '!JI(;‘I ’ a‘z’ ‘\3’ gl) + '!J-z<gg7 g:;)'

4, el L, étant des formes quadratiques des déformations indiquées, soit
! ALY d
Y= N ‘1+ { {‘u‘=+ {’u 1 ‘l
‘{‘m .
TR S UVURES S U7 I
o S 't a4 2 .
(137)

+ (Jb:m ‘\s + "l"ss( 4> ‘\(s + —l)ﬂ .(/ 1
2 2
N 27?2 - "{)r:agez + 2‘1)569293 + J,“g?s,

'{)”

les coefficients d’élasticité A; du n° 13 élant ici désignés par -5
Soient, d’autre part, N,, N,, N,; ., T, les composantes de la pression rela-

tives aux axes muvw; on sait qu on a”

2P , N
(138) N == .:'{‘4 +

! AN

—“~=

I oo

N y e

1 1

|

-~

ce qui permel d’écrire
2(b:N1‘\a+ Neb-z+ +T3J3+ QL{) - {1 1 +'a’:bz+‘{'x‘\s+°’{’ngi’

Cela posé, le potentiel thermodynamique fdw de I'élément de ligne MM' est

‘ fd(o:/@d‘(ﬁ,

I'intégrale étant étendue au volume © = Sdw conslitué par le troncon de ligne dans
son état primitif et les coefficients Jb;, J;;, fonctions de o, T, devant étre traités

dans l'intégration comme des constantes.

donné par V'égalité
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~1
~1

‘On a donc

(139) 2f=f(Niba+Nzas+"’+T3g3+2t%o_‘?‘r{)l‘\a +J{),L\,+Jl~)3‘\,+.{l‘g.)ds

Tintégralion étant étendue a la section droite primitive de la ligne dans le plan mvw.

En convenant de nous limiter au cas d’une trés petite variation de température 6

_ par rapport & I'état primitif, nous savons que les coefficients J; sont trés petits de
" Yordre de 0; il nous suffit donc ici de limiter les déformations a leurs termes du pre-

mier ordre, Cest-a-dire d’employer les formules (135) méme pour la partie linéaire
de (139).
L’hypothése faite par Kirchholl et ses successeurs, que nous avons critiquée dans

Y

I'lntroduction, consiste alors  calculer I'intégrale (139) en appliquant au trongon
de ligne les équations de I'équilibre élaslique, dans. [ hypothése de forces extérieures
-nulles. Ce calcul ayant déja été fait par d’autres auteurs, du moins dans le cas d’'une
température constante, nous nous bornerons a de bréves indications (*).

Les déformations ?,, g; étant indépendantes de u, il en est de méme, d’aprés

-(138), des six composantes de pression, de sorte que les équations d’équilibre s’écri-

vent
\T T, ON T 0T IN
(140) Lo, pp o, il
Dw ) w QU w
avec, comme condilions aux limiles sur le contour de S, .
. ! )
(141) BT, +vT,=o0, = 6N, +yT,=o, 8T, +N,=o,

8, v étant les cosinus directeurs d’'une demi-normale au conlour dans le plan mvw

-et par-rapport aux axes mv, mw. h

Tout d’abord, la premiére équation (140) s’écrit, d’aprés (135), (136), (137) et

(138),
wu aql »al

{G‘ Y0 + :lul{l;,, Yoow + I{‘,b w =0,

.avec eomme condition au contour, d'aprés la premiére (141),

B, [(p~p)v+ﬂj+ b = —pyw + S|
u(‘ 56 0 w « L6 p po }
+ Yg"';b:is L(p"po)v + —\l + {)56 L* (P pu) w + g

Ces équations délerminent la fonction 4L, et I'on voit qu'elle est proportion-

M) A. Love, A treatise on the malhemalical theory of elasticily, 1 éd., vol. II, p. 6.
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nelle & P —p,- Il en est donc de méme de ¢,, g, d'aprés (135), de sorte qu’on peut.
écrire

(v ST g8 =5G—

la quantité (j,, qui dépend de la forme de la seclion, étant homogéne au produit.
d’un coefficient d’élasticité par le carré d’une longueur, c’est-a-dire & une force.

On démontre ensuite (*) que les équations restantes (140) et (141), jointes & I'ex-
pression (135) de 0, entrainent les conditions de Saint-Venant

(143) N,.N,, T)=o,

de sorte que les quatre premiéres égalités (138) s’écrivent, d’aprés (136), (137) et
(138),

S0, l»,,L% +.b,0,+ 4,9, +4, =N,
\ 1,0 O, + {»g,k,—i- {»Q;L\,-F {)NJ, +d,=o,
( A0, + 'llut b+ g, + A, =o,

{)Htl+ l)m‘e+ {)Iil;—i_ {'Mga i 'l’b:‘O'

(144)

Elles déterminent les quatre déformations qu1 y ﬁgurent en fonction linéaire
de N,; on en déduit en particulier

(145) N, =8, +F,

& désignant le module de Young de la ligne suivant son axe longitudinal et F un
autre coefficient d’élasticité. D’autre part les trois derniéres équations (144) déter-
minent J,, J,, g, en fonclions linéaires de J,; si donc on remplace ces trois défor-
mations par leurs valeurs ainsi obtenues dans la partie linéaire de (13g), cette éga-
lité s’écrit, d’aprés (142), (143) et (145),

s =SG—p) + f G, 42, + 3 @5,

Y

a calculer en fonction des
et .b;;. Remplagons enfin d, par sa valeur (135); les axes mow étant les axes cen~
traux d’inertie de la section S, on a

F, # désignant deux coefficients d’élasticité faciles

f(v, w, V) dS = o, / ', wh)dS = (C*, BY) S,

(*) A. Lov, loc. cit.. pp. 96 & ¢8.
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B et C élant les rayons de giration de S par rapport a ses axes centraux d’inertie,
-de sorte qu’il vient finalement

6) L= H 2T LB+ B — )+ GO =]+ G

Si nous avions fait le calcul de f en procédant comme au n° 13, c’est-a-dire en
faisant abstraction des fonctions 4l, V), UY, nous aurions trouvé, dans le cas d’une
.contexture quelconque et sans supposer 0 trés petit,

(147) z—é = a4, + 24,0 + (L, + b, [*+ B (g —q,) + C(r— ry)']
4L (B* + C) + Ay B + 4, C (p—py)°
- 2 [‘/{“IGBE((I - qo) + "%lﬂce(l' - IQD)] (p - po) .

On voit que ce résultat a la méme forme que le précédent (146), puisque celui-ci
suppose (J,,, Jb,,) = 0: la dilférgnce ne porte que sur la valeur des nouveaux coeffi-
cients d’élasticité €, §, &, # en fonclion des anciens. Il est donc possible que I'ex-
pression douteuse E66) relative & la ligne & six paramétres fasse connaitre la forme
effective de la fonction f.

" Dans le cas particulier d’'un milieu isotrope, en a

b, =d, =, =—v, b, =k, =1, =%+,
Jbu = ”R‘)la = ‘Ll)w =X ’ l‘%u == "L"wss == '}bsc =,

tous les autres coefficients [; et erijv étant nuls, sauf A,,; de sorte que les équa-
tions (144) deviennent
v 7\@+2§LD,—~VZN,,
O + 2pd, —v =0,
2O + 2pd —v=o0,

: 9,=0,

@ =2, + 2, + 2, désignant la dilatation cubique. On en déduit

N:u?)/\-k-ap‘:‘__ o
! DN ST A+

O+ ) O =ud, +

et 'on trouve ainsi que les coellicients &, &, J6 ont pour valeurs

v

)\—f-y..

- 3%+ 24 - [
(48)  E=u L F=—iy

~p
R A T ’ H =2, —
!
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D’aprés la formule (147), on aurait
A+, =k+owm—y ila place de &,

A,
2.0, » » I .

—v ) » ¥,

On voit que 2., coincide sensiblement avec J0, car le second terme de J6 est
négligeable vis-a-vis de 2L, comme étant de l'ordre de 6°. La présence de v dans
A, + b, tient & ce que la formule (147) ne su ppose pas la température 9 trés petite;
mais, si § est trés petit comme le suppose 1'expression (146), v est de I'ordre de 0,
donc. négligeable vis-a-vis de % + aw. Cette valeur i + au. que donne ainsi la for-
mule (147) pour le module de Young était d’ailleurs & prévoir, puisque les formules
(135) débarrassées des fonctions U, 9, W donnent (3, d,) = o pour u =o, cest-
a-dire dans la section droite de la ligne; elles ne tiennent donc pas compte de la
‘contraction Lransversale corrélative de la dilatation longitudinale. Or, on a

Sh+o2u W
A+ ——7\—{—};,

At 2n—uw = 2)¢,

¢ désignant le coefficient de Poisson; les deux modules coincideraient donc pour
6 =0, c’est-d-dire si 1'on faisait abstraction de la contraction transversale.

Remarquons enfin que, par suile de la petitesse de 6 que suppose la formule
- (146), on a sensiblement

o . d:’ﬁ) i
F=3'0, avec %ﬁ(ﬁ —

nous avons alors, d’aprés (146),

Jyp=88,  [p=GS, [ =05 C)S,

(149) "
fTJ - g'Sy

toutes les autres dérivées secondes de f étant nulles. En particulier on a, pour une-
substance isotrope et d’aprés la deuxiéme (148),

F' : ', avec <—dv 3
O — — -V i v = S .
. ’ ([1 / r=r,

30. Fonction dissipative. — On sail qu’on passe du potentiel thermodynamique -
interne a la fonction dissipative relative au méme milieu en réduisant le potentiel

L



SUR LES EQUATIONS GENKRALES DES LIGNES ELASTIQUES. 181

A ses termes du second degré par rapport aux déformations et en remplacant chaque
déformation par sa dérivée par rapport au temps et chaque coefficient d’élasticité
par le coefficient de viscosité correspondant. La fonction dissipative @ corresport-
dant A I'expression (146) de f est ainsi '

o . . . .
(150) 2%—_—3(02%— B¢ 4+ C*r*) + gp°,

e et g étant les deux coeflicients de viscosité de la ligne et le second dépendant,
de la méme maniére que (§, de la forme de la seclion. En particulier, pour une
substance isolrope, on a

3\ 4+ 2M
e=M—3

formule analogue a la premiére (148), o .\ et M désignent les deux coefficients
de viscosité de la substance.
L’égalité (150) nous donne

o
" 1

(151) Dy, =eS, D =g8, 4)(q p = e(B',C)S,

toutes les autres dérivées secondes de ¥ étant nulles.

31. Equations des petits mouvements. — En procédant comme au n° 16, les
équations (68) des petits mouvements s’écrivent ici

AR, .. o '
|” Y “ +q°:ﬂw‘—‘l‘oiﬁv +:_Rwaq—§’ﬁnar:8%” —|—5t13“
Jd® g
0)86 ~ 0 ~
4 + qb(&w - "’JG,, + @woq — (?,,51' == 5%9 + 8.‘1’[,
(152) Qo
aev R ~ ‘a ~ o & ~ ~ ~ ~
Yo + 7 0(’11 — poew + (/uor — Cwop — Ofﬂw -— :Ruroa = Oelllo,, + Oz‘ll)i;
¢ . ¢
| \8(0
Otw b\ o IR REEN ¢ ~ ~ O N
\\ o+ p3C, — q3C, + C,3p — C,3¢9 + 3R, + R,32 = 3%, + 390;,

car, dans les deux derniéres, nous pouvons, d’aprés (125), remplacer = par I'unité,
puisque les termes 3R, et 3R, seraient du second ordre; nous avons, en oulre,

les mémes conditions aux limites (69), (70) que précédemment.

Fac. des Sc., 3¢ série, t. XVIII. 2/
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Cela posé, les égalités (77) deviennent, d’aprés (123), (126) et en remplagant en-
core Z par 'unité dans les deux derniéres,

! du
PR— +qw —rv,
(\(0)
AL}
b \ 8
(153) \o:\—“+ru—pw——n,
do
dur
O =-—+pv —qu + m.
| do

Le déplacement infiniment petit de la ligne autour de sa position d’équilibre ne
dépend donc plus ici que des quatre paramétres géométriques u, v, w, I, puisque m
et n sont donnés par les deux derniéres (153). Moyennant ces simplifications, le calcul
s'achéve comme précédemment, les variations 3(p, q, r; %, ‘yi, iy L Mg, 96)
restant données par (79), (80), (81). Nous avons d’autre part, d’aprés (130),

~ IS "o "o o1 "
— 3R, :f(wOD +./"\p°l’ +qu°(1 ‘*‘J‘gr‘" +.f(\'1'0

(154) )

"

- o’ . " . " .
3 o) .. 9 “9) .. N..dpr
20 +D3p + Dydg + Do,

les variations 3(R,, Rw) étant ici des inconnues auxiliaires, et la relation supplé-
mentaire (84) devient :

(\ (O]

(\0 (\ DO TD (/BN 124 M
(155) o5 = o (Kqm) =16 + B (30 + /5.
Enfin, la formule (88) qui fait connaitre la variation de la densité se réduit 3

du ’
Bp-}—p(i)-%—qw—l‘v)zo.

32. Cas d'une ligne homogéne, prismatique droite a 1'état naturel. — Si, dans
son état naturel, la ligne est homogéne prismatique droite, les équations précédentes
comportent de trés grandes simplifications. Tout d’abord, p,, q,, r, étant nuls, p, q, r
sont trés petits, puisqu’ils représentent trois ‘des déformations dans I'état d'équili-
bre. On peut donc négliger dans (152) les termes en qS{Rw, r3®,, ..., qui sont du
second ordre; il vient ainsi, en supposant pour simplifier 3(%,, U,, ..., 7,) = o,
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SUR
[ 2R,
Du)
/ 33 €0
\ D(V)

‘“Rwoq— «B 5r=2a ];,,

+ Cp —C,3q + 3R, + R, =23,

LES KQUATIONS GENERALES DES LIGNES ELASTIQUES

183

avec, d’aprés (153), (79), (81) et en ne conservant que les termes du premier ordre

S gll‘)g =

dm

do

B

0

O

d*w R n
- ——— O" = pr—
dw?’ dw
\:(
, W at’l-r:——c
dwdtr’ ' ve

2

>v

d

2
(O}

v

b

do

D’autre part, les égalités (154) devienneni, d’aprés (149)v'el (151), cest-a-dire en
admettant que chaque section droite de la ligne soit un plan de symétrie de contex-

ture,
,_i%ﬂoaa-ﬁ'weo —&—+g'6+eb:l;t’
‘ f__ °S@v :B'(saq+ead>=—3*<5%ju:+e%>’
\ 36 = C83r + edr)= C \8%+ea_i‘v\7>

Les équations (156) des petits mouvements sont ainsi

2 2 2
u hig)) Pw u
— + Fo+e ¢ ¢ ==
\m (8\w'+ + awn>'+‘R”MJ +Rosm =rym
IR d*v M )
Lt Ry — Ru~— = — gy j
Qdw dw do» 0
AR w o Rw jw
! do "do *dow® e
‘l_< o+ \w>+@¥u+€Nw: A
3 Yo T INou Yor TR T PR A
d AR Yw v A du
SB’<8——-— e—r > — — 34 g =
Dm dw? dw’dit + G do® Cu dw R — R ) o
v Xv A Fw u
—-sc=<z» -.——>_— = SR, — R, — =
-y du’ M e" do *dn® 5{!, (RL dw °

Fw

dwdl’

v

dwdtt
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Ces équations ne supposent pas encore que la ligne soit homogéne et de section
constante; faisons maintenant cette hypothése, afin de simplifier I'écriture. En éli-
minant les inconnues auxiliaires 3R,, 3R, il vient en définitive

|

M L0 Yu I v Ow
1" 2“"3’““‘{_6 +—<R,\ “'{"RuvL \
[§

hO) d» Qi S do* )/ Fo Dl"’

\zl \3[ \2 A 3

o ¢ T oV W >*l
(D——+(——+—-‘ v 4+ Co—s )| = s, —
0 g AYOR 4 A*S ¢, dw® et o

Mo ) [E ) du Xw \) v

ge +e —_ § Ry . il

(159) S0t dw*dl Sl de R, dm +6 dm® G dor R” do Tt Rm u-)
159) -

o Qv
7 —
‘o ‘\ (')2 D t‘s ;e D le )

Cdw NERT 1 D u AR Al Ny d
{"T-T'i"e—'_"—"‘_—"[\ <$Ru"(——C g‘*‘Czl' )‘—:R —Ig‘—fﬂ "(—l"

‘it "
Qo ) “Ao? "do

Mw 1w
o dw ol B a2 )’

¢, désignant maintenant la densité cubique. Les conditions aux limites (69) et (70)

I

I

sont, d’aprés (157) et les deux derniéres (158), et en effacant les indices :

pour » = (o, ),

R du du

S i<zf(._,+ 0+ebmbt>:°’

Yo, e I TIPS L 2

C'S +[{" Yo O "W\‘R”'ST) Tl TG M) - T(T\T] =%
8 __(, Yw dtw T R T dw

B*S +Lt‘ dew* Te do® - _Q_g(\m"’ﬁﬁ u‘T(")T + st::) L g\m«\l!] =0

(160)

30 [ N
N

Qo g do M

— Fe—— | =0,

do* do* ot/

b <I" d*w Yw
Bs

390 ¢ v n v
= 8 — e = - 0
(0% do' QM ’

¢, désignant toujours la densité cubique. Ces conditions aux limites supposent des

+

w

forces extérieures données appliquées sur les bases; mais le probléme se pose sou-
vent de facon différente, les extrémités M,, M, de l'axe longitudinal étant mainte-
nues fixes, ou les bases correspondantes encastrées. Si les extrémités M,, M, de
I'axe longitudinal sont maintenues fixes, sans autres forces appliquées sur les bases
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qu’en ces points de fixation, les six premiéres (160) doivent étre remplacées par les
suivanles :

(161) - pour o = (0, I), (a, v, w)=0o0

et 'on doit annuler 5(4, b, 96) dans les six autres. Les six premiéres (160) déter-
minent ensuite les variations (%, y Z) des réactions des points fixes M,, M, sous
I'influence des petits mouvements. )

Si, au contraire, les bases sont maintenues fixes, c’est-d-dire si la ligne est encas-
trée & ses extrémités, on a les conditions (161) et, en outre, celles qui expriment la
fixité du triédre (M) & chaque extrémité, soit (I, m, n) = o d’aprés (71), c’est-a-dire
finalement, d’aprés (153) :

. v dw
our w = (o, 1), l,, —, =o0.
P ¢ ©0 < dow dw )
Les formules (160) font ensuite connaitre les variations (%, "y,, <oy Tb) des

réactions et couples d’encastremerit sous I'influence des petits mouvements.
Enfin, la relation supplémentaire (155) devient, d’aprés (149),

26 d 20 T, . du
(162) CFI_: c\w<Kc\w>—ke+Eo.g,§ dwdt
Les équalions indéfinies (159), (162), jointes aux diverses conditions aux limites
que nous avons élablies, conslituent les équations générales des vibrations longi-
tudinales, tournantes el transversales d’une ligne élastique homogéne, prismatique
droite dans son état naturel, mais dont 1'axe longitudinal peui affecter une forme
quelconque dans sa position d’équilibre aulour de laquelle les vibrations considé-
rées s’effectuent. On voit que les quatre fonctions inconnues u, I, v, w se trouvent
séparées dans les équations (159) et (160) si 'on a

. (m'vy g{wy eu) elyy ew) =o,

c’est-a-dire si la ligne en équilibre est simplement tendue sans étre fléchie ni tordue.
Elle est alors nécessairement rectiligne dans cet état d’équilibre comme elle I'était
a Iétat naturel, et les équations (159) et (160) deviennent les équations connues du
mouvement vibratoire des tiges droites, complétées toutefois par les termes relatifs
a la température et & la viscosité. Remarquons enfin que, dans ce cas, la tempéra-
ture n’influe que sur les vibrations longitudinales, et nous retrouvons ainsi un résul-
tat que nous avons autrefois obtenu par la méthode des développements en séries,
pour les tiges isotropes de seclion circulaire (*).

(*) L. Rov, Sur les équations des tiges droiles, Annales de la Faculté des Sciences de Tou-
louse, 3¢ série, t. II, 1g1o0.
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CHAPITRE 1

PROPAGATION DES ONDES

33. Préliminaires. — Nous allons examiner dans ce dernier chapitre les simpli--
fications que les formules (125), (126) déterminent dans les formules générales du
n° 18, et supposons, tout d’abord, la discontinuité du premier ordre en x, vy, z;

%, 8, ..., v, (onde de choc). Nous avons encore les formules (go), (91), (92), (93),
sauf que la deuxiéme ligne de (92) se trouve remplacée par

(163) 80 = |}, |e, x| = o, |, x| =0
et la premiére ligne de (93) par
([64) ()‘r Mv"):(% .3,‘{) 8.

Ces formules expriment que la discontinuité (%, u, v) est dirigée suivant Mu,
c’est-A-dire suivant I'axe longitudinal de la ligne; nous dirons que cette disconti-
nuité est longitudinale.

Supposons maintenant la discontinuité d’ordre n > 1 par rapport & x, y, z;
« B, .., v, (onde d’accélération ou d’ordre supérieur). Nous avons encore les for-
mules (95), (96), (97), sauf que les deuxiéme et troisiéme ligne de (96) se trouvent

remplacées par

b?l—l “

Q" PP

3 = e[ (— XY,  lgM =0, |gi|=o0

et les trois premiéres de (97) par

ES
n—1
Q

(165) | Oh ) = (o 1) ' s -
» dw

La discontinuité (, ., v) est donc toujours longitudinale. Enfin, quel que soit
Yordre de la discontiuuité considérée, la discontinuité (a, b, ¢) est normale & 'axe

longitudinal, d’aprés la premiére (91); nous dirons qu’elle est transversale.

¢

34. Equations fondamentales des ondes de choc. — Les calculs développés au.
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n° 19 restent valables, en tenant compte des particularités résultant des formules
(125), (126), de sorte que I'équation (100) s’écrit ici

(3'%u + |A*'piw,|) 5 T,

+ [F dou qsw—rav> + lv,(dom“ + qaww—rao)p)‘ ]”Dodl

* do dw

+ |3'R, 50+ 3'C 30, =o0.

Comme cette équation doit 8tre vérifiée pour toutes les valeurs des variations
su, 3v, ..., 3wy vérifiant les deux derniéres (128), il doit exister deux fonctions G,, H,,
telles qu’on ait, quelles que soient ces variations,

(166) (3'd3u, 4+ |A*3 piw,|) 8,07,
. dsu R
+3F,< +qow—r8v>
dU)
d
+ Gg[ il + réu—pdw— (1 +9) Bm,,,:l
do
T dow - .
+ Hgi ] + p3v —qdu + (1 +9) am,,]
. (O]

-+

P» <@& + qa(’)w —_— f‘aml,>\ ) (t dl
*\ dw ) °

+ 3R, u+8C,80,] =o0.
On en conclut qu’on doit avoir
(167) (¥,,G,,H,,P,,Q,,R)V,dl = o,
(168) g'"(R,, Rw) =0,

(50230 3" R, =0,
( 6,0 (A*'p, B*¥'q, C*3'r) + 3'(C,,, C,, Cu) = 0.

‘u?

(169)

Ce sont les équations fondamentales des ondes de choc qui correspondent aux
-équations (1o01) et (102).

35. Ondes de choc avec viscosité. — Si U, n’est pas nul, les équations (167)
-exigent qu’on ait B
(F,,G,,...,R)dt =o0.
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Comme la premiére el les trois dernidres sont linéaires et homogénes par rapport
A Ml = — 3, ([), tj, rydt = — '(p, q, r) el que leur déterminant n’est pas nul,
puisque la fonction dissipative est une forme quadratique définie positive, il faut
que 3'(d, p, ¢, r) soient nuls, c’est-a-dire qu’on ait, d’aprés (164) et les trois der-
niéres (93),
Oy v a,b, ..., ¢c)=0.
De 14, le résultat suivant :

Une ligne élastique & qualre paramétres affectée de viscosité ne peut étre le siége
d aucune onde de choc qui se propage.

36. Ondes de choc sans viscosité. — Nous avons alors seulement ies six équa-
tions (168), (169) avec, d’aprés (130),

SRu = "_,f"\a ((0” ) Gv’ (o”’) == -—fl(l‘: q,r)

et, comme au n° a1,

SRy = — (fd )+ L3P + L339 + /337 + [T,
([70) .................................................. ,

¥ Cuo = — [y + S 3P + [1g8'q + 587 + [T

Cela posé, nous avons deux cas & distinguer.
1. La ligne est bonne conductrice de la chaleur (K 3= 0). — Alors 3'T est nul,
de sorte que les équations (169) deviennent, d’aprés (170),

N ~ 1o N [N
g (So— e, TN+ [P + g3 g + /13 r =0,
([71) e e s
s S 4 S 4 (a0 3 —o.

De 14, I'équation aux vitesses de propagation

i I

.o Nz .
Se—aC Sy o Sy
(|72) N R R =o,

"’

’r WM 2 ..',:
fr') frp J rz G ‘:oll 0

qui, dans le cas ot chaque section droite de la ligne est un plan de symétrie de con-
texture et d’aprés (149), se réduit a

(8= 20 (G — A5, 1) = o,

¢, désignant ici la densité cubique.
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II. La ligne est mauvaise conductrice de la chaleur (K = o). — Nous avons alors,
comme cas parliculier de la"formule (110),

V - ~) T N 1o
(173) ) 8T = —C-E (f'r‘)o d+ If'rpopl)’

de sorte-que les équations (16g) deviennent, d’aprés (170),

" T e e\ o 1" T ' i\ g
(fas+c—E“fm—Po‘ o>°9+ cee <far+c—ﬁf;‘\fn>°"=0'

" T "o " T 2 ;
— )+ ... == S —C e, %, )3 =0,
(fr0+cEfTr 'r‘\)O + +<fr+cEf'rr Cxolo>bl o

De 13, I'équation aux vitesses de propagation

ur T Ury e o1 T /" 1"
fb +E'f1“\—90(‘o"'./‘\r—*—'c,——E-"fT‘\f'rr
...................................... == 0.
rr T r"eoart " T 12

—_ v fret == S — G, U°
fr()+cEf1’rfT() fr+cEf'rr h U

Dans les deux cas qui viennenl d’étre étudiés, les égalités (168) expriment que
I'effort tranchant reste continu a la traversée de I'onde. Il résulte enfin des formules
(126) et (168) que les égalités (117) et (118), exprimant les deux formes de la loi
adiabatique dynamique, deviennent ici ’

(175) 2903,(‘1 + (""‘R'I“ + 5*RIIQ) a"\ + I(em + cllﬁ) a,Pl - O’
M-

Dans le cas ot chaque section droite de la ligne est un plan de symétrie de

2¢%, 0% 8" U — @' I:kR%,, +

contexture et oi ’on se borne 4 considérer de petites variations de température, les
équations (174) deviennent, d’aprés (149),

< , Tg"

{‘9+ cE _POODA)>8D:0’ ((z‘,,_;\‘po‘l)’“)a'p:o,

(176)
& —0,0%) 3 (g, 1) =0,

¢, désignant ici la densité cubique et ¢ la capacité calorifique par unité de volume.
La premiére vitesse de propagation résultant de 'annulation de la premiére paren-
thése exige que 3'(p, ¢, r) = o, c'est-a-dire qu’on ait, d’aprés (93), (a. b, ..., ¢,) =o0;

Fac. des Sc., 3 série, t. XVIII. 25
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d’aprés (164), la discontinuité restante (%, 1, v) est longitudinale. En particulier,
si la ligne est isotrope, la vitesse de propagation 9, est'donnée par la formule

T /7wy \

8+é—f(>\+y> —wl=o,
qui"co'l'ncide avec celle que nous avons oblenue autrefois pour les tiges droites par
des considérations trés différentes (').

La deuxiéme vitesse de propagation résultant de 'annulation de la seconde paren-
thése de (176) exige que 3'(, ¢, r) = o, c’est-d-dire, d’aprés (164) et la deuxiéme (93),
qu’on ait '

(v a,b,¢)=o.

Les deux derniéres (93) nous montrent alors que les deux discontinuilés res-
tantes (a,, b,, c,), (a,, b,, ¢,) sont transversales, la premiére étant dirigée suivant Mw,
la deuxiéme suivant Mwv. .

Enfin, la troisiéme vitesse (176) exige que d'(d, p) = o, dou (%, 1, v) = o0
d’aprés (164); les deux derniéres (9g3) montrent que les discontinuitlés (a,, b,, c,),
(a,, b,, c,) sont alors toutes deux longitudinales. Quant & la troisiéme (a, b, ¢), nous
savons qu’elle est toujours transversale (n° 33).

On déduirait immédiatement de (175) la forme particuliére que prend la loi
adiabatique dynamique dans chacun de ces cas de propagation.

Ainsi se trouvent étendues & des lignes élastiques de forme quelconque des for-
mules de vitesses de propagation qui n’avaient encore été obtenues, sauf dans des
cas particuliers, qu’a partir des équations des vibrations longitudinales, tournantes
et transversales des tiges droites et dans 'hypothése d’une tempéralure uniforme. ’

37. Impossibilité d’ondes du second ordre par rapport aux coordonnées qui
seraient en méme temps du premier ordre par rapport aux cosinus. — Il résulte
des formules (125) que si la discontinuité est du premier ordre en «, 3, v, elle doit
étre en général du second ordre en x, y, z. Reprenons donc le probléme de la pro-
pagation des ondes en partant des formules

S y,2) o, ’
Forrap = ) (T

(77) e, B, ...

d(w, 1)

!

1) o, b, cone) (1, —q,).

(") L. Rov, Recherches sur les propriélés thermomécaniques des corps solides, Journal de
math. pures et appl,, 6° série, t. VI, 1910, p. 251.
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Rien n'est changé aux discontinuités en p, g, r; €, 9, R qui restent d'ordre
zéro, mais la discontinuité devient, d’aprés (125), du premier ordre par rapport a
et, par suite, par rapport & ¢. On a en effet, en dérivant l'expression de ),

N dx Y
1 D = |——,
(4 do dow dw?
d’oti, d'aprés (123) et (177), .
(78) ¥ — | (1, — D)
178 —_— = || (1, —D,).
S . d(w, 1) °
Comme d’ailleurs
Yz da N
= (1 4)) +a—,
ARD) dw

on a, d’aprés (177) et (178), la premiére des formules
(179) (1+2)(a,b,¢) = (ks p,v) — (2, 8, 7) || .

Les égalités (178) et (179) remplaceni maintenant les relations (163) et (164).

Cela posé, les raisonnements faits pour parvenir & 1'équation (166) subsistent,
sauf que 3'd est nul; nous avons donc encore les équations (167) et les trois der-
niéres (169), les trois autres étant remplacées par

(180) YR, R, Ru) = 0.

Or, s’il y a viscosité, (F,, P,, Q,, R,)d!l sont des fonctions linéaires et homo-
génes de 3'(p, ¢, r) & déterminants non nuls; si donc U, n’est pas nul, il faut qu’on
ait 3'(p, ¢, r) = o; d’ou, d’aprés les trois derniéres (93),

(181) . (a,b,...,¢c,)=o0.

La discontinuité est par conséquent au moins du second ordre pour les cosinus;
d’aprés (179), la discontinuité (i, w, v) est longitudinale.

S’il n’y a pas viscosité, la premiére (180) et les trois derniéres (169) deviennent,
d’aprés (170) et en tenant compte de ce que 30 est nul, un systéme de quatre équa-
tions linéaires et homogénes en 3'(p, ¢, r, T). Or, si K est différent de zéro, 3'T est
nul; sinon, d’aprés (173), ¢'T est une fonction linéaire et homogéne de 3'(p, q, r).
Dans les deux cas, nous arrivons donc & un systéme de quatre équations linéaires
et homogénes en 3'(p, ¢, r), ce qui exige que ces trois variations soient nulles,
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et Uon retrouve ainsi les conditions (181). On reconnait aisément que ces résultats
sont généraux, ce qui nous permet d’énoncer la proposition suivante :

Une onde d’ordre n > 2 par rapport aux coordonnées, se propageant sur une
ligne élastique & quatre paraméires, ne saurait étre dordre n — 1 par rapport aux
cosinus.

38. Ondes d'ordre supérieur avec viscosité. — Nous sommes ainsi conduits &
considérer maintenant le cas d’'une onde du second ordre en x,y,z; «, By oy Yoo
‘c’est-a-dire du premier ordge par rapport 4 3, p, ¢, r, T. Les considérations du n° 23
nous conduisent encore auxf‘ équations (119), d’ott 'on déduit

3(F,P,Q,R)=o0.

Ce sont la des équations linéaires et homogénes en 3'(d, p, ¢, r) a déterminant

non nul; si donc ¢, est différent de zérs, on doit avoir

B’M:o, dou (h,p,v;a,b,...,¢)=0
(XU}
d’aprés (165) et les trois derniéres (97). Comme ces résultats s’étendent aisément
aux ondes d’ordre supérieur, ainsi que nous l'avons vu au n° 25, et qu’ils ont déja
été obtenus pour la ligne & six paramétres, nous arrivons & la proposition générale
suivante : '

Une ligne élastique affectée de viscosité ne peut étre le siége d'aucune onde qui se

propage.

39. Ondes d’ordre supérieur sans viscosité. — La discontinuité étant encore
supposée du second ordre, nous pouvons, comme au n° 24, appliquer les équations
du mouvement (134), qui donnent, d’aprés (122),

3 ‘\g{u +o ot 3 2 —o0 3 ‘\('(Rv’ %R”’) —
dw ool Yo ’ dw ’
(182) e \
3 D((’uvel-y Cw) + 90%20<A2~v °p , B3 aq , C3 & ) —o,
\ dw dw dw Qo
avec
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et
. ..
o\
dw _2 cE( ;’(\ar_\f_(:)_+ f;;,g'%% >’

suivant que K est différent de zéro ou égal & zéro, la derniére expression suppo-
sant U, F=o.
) Mbg{u

Si alors on remplace 3 —~_ v - par leurs valeurs (183) dans la premiére et les
Jw

v
trois derniéres équations (182), nous retrouvons les quatre équations (171) et-(174),
sauf que les discontinuités d’ordre zéro qui y figurent 8", ... se trouvent rempla-

Q)

r . e s . ~ ad ] 14

cées par des discontinuités du premier ordre ¢'—, ... Tous les résultats obtenus
w

au n° 35 pour les ondes de choc restent donc valables pour les ondes d’accélération, .
et il est facile de reconnaitre qu’ils subsistent également-pour des ondes d’un ordre
quelconque supérieur au second. Comme cette conclusion’ était déja celle a laquelle
nous étions parvenu pour la ligne & six paramétres, nous pouvons énoncer la propo-
sition générale suivante :

Les ondes d’accélération et d'ordre supérieur se propagent sur les lignes élastiques
suivant les mémes lois que les ondes de choc.
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