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GEOMETRIE DU GROUPE DE HEISENBERG

par

Pierre Pansu

Résumé. On part d’un sujet de concours (X 2014) ou est introduit le
groupe de Heisenberg de dimension 3 : c’est I’ensemble des matrices
3 x 3 triangulaires supérieures et avec des 1 sur la diagonale. Les
chemins de Carnot sont les chemins dont la vitesse, a translation a
gauche pres, est confinée dans un plan. La non-commutativité per-
met de relier deux éléments quelconques du groupe de Heisenberg
par un chemin de Carnot, et de définir la distance de Carnot. Sa
dimension de Hausdorff est 4. Tout est a I’avenant : bien qu’elle
releve du calcul différentiel le plus ordinaire, la géométrie de Car-
not est fractale. On tachera de décrire la vie dans un univers aussi
étrange. On expliquera aussi en quoi cette géométrie émerge de la
thermodynamique, de la théorie du contrdle optimal, et comment
elle est intimement attachée aux groupes nilpotents.
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1. Un sujet de concours

1.1. Le groupe de Heisenberg et ses chemins

Au concours d’entrée a I'Ecole polytechnique, en 2014, la com-
position de mathématiques B tournait autour de I’ensemble H des
matrices réelles 3 x 3 triangulaires supérieures, avec des 1 sur la dia-
gonale, appelé groupe de Heisenberg,

Hz{(il);f;) ’w,y,zeR}.
001

Les deux premieres parties étaient des préliminaires algébriques.
On vérifiait que H est un sous-groupe de SL(3,R). On reliait la mul-
tiplication dans H & ’addition dans ’espace vectoriel

L:{(865> ‘m,y,zER}.
000

via ’exponentielle des matrices. On reliait chemins dans H et chemins
dans L. Si v : [0, L] — H est un chemin de classe C', alors, pour tout
t € [0, L], v(t)~'4/(t) € L. Réciproquement, pour toute application
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continue ¢ : [0,7] — L et tout point de départ hy € H, la solution ~
de I’équation différentielle

7'(t) =v)$(t),  (0) = ho,

est un chemin de classe C' dans H. On peut penser &

0 u(t) w(t)
t— o) = [0 0 w(t)
00 O

comme le controle de la courbe v, avec ses trois commandes u, v et w.
La troisiéme partie du sujet s’ouvrait sur la définition des chemins
de Carnot. Ce sont ceux qui sont contrdlés par des applications ¢ ou
w = 0. Autrement dit, se déplacer le long d’un chemin de Carnot
revient a limiter a deux le nombre de commandes disponibles.

1.2. Parentheése : parking

Cela s’apparente au probléme concret suivant : comment faire un
créneau avec une voiture? La position de la voiture est repérée par
les deux coordonnées du centre de gravité de la voiture, et une direc-
tion, celle de I'axe de la voiture, soit 3 degrés de liberté. Une fois fixée
une position initiale, toute autre position s’en déduit par un déplace-
ment du plan. Remarquer que les déplacements forment un groupe D,
un sous-groupe du groupe affine. Un mouvement infinitésimal de la
voiture est déterminé par un vecteur du plan, orienté dans le sens
des roues avant, de longueur proportionnelle a la vitesse de rotation
des roues. Autrement dit, une voiture dispose de deux commandes
seulement. Les trajectoires de la voiture dans le groupe D sont tout
a fait analogues aux chemins de Carnot du groupe H (méme si les
deux groupes ne sont pas isomorphes).

1.3. Accessibilité

Nous savons par expérience qu’en 'absence d’obstacles, en la pilo-
tant correctement, on peut amener la voiture en n’importe quelle
position. Voici I’énoncé similaire pour le groupe de Heisenberg.

Proposition 1. Pour tous points hg, h € H, il existe un chemin de
Carnot reliant hg da h.
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Soit v : [0, L] — H un chemin de classe C*. Si
)

1 2(t) 2(t) 1 —z(t) —2(t) + z(t)y(t)
AH)=10 1 y(&)|, alors )" '=[0 1 —y(t) :
00 1 0 0 1

doit
02'(t) 2'(t) —=()y'(?)
)Y () =10 0 y'(t)
00 0

On voit que v est un chemin de Carnot si et seulement si pour tout
t € [0,L], 2(t) — z(t)y'(t) = 0. Autrement dit, il y a une bijection
entre chemins de Carnot d’origine

0 o <0
ho=10 0 uo
0 0 O

et chemins de classe C! issus de (zg, o) dans le plan R2. A un chemin
de Carnot correspond son image par la projection

1 x z
7:H— R, 01 y|+—(z,y),
001
(qui est un homomorphisme de groupes). Réciproquement, étant

donné un chemin de classe C! o : t +— o(t) = (z(t), y(t)) dans R?, tel
que o(0) = (x0,y0), on le reléve en un chemin de Carnot v en posant

Aﬂ:%+Axwﬂwﬁ:m+/x@

Si o1 et o sont deux chemins de classe C! reliant (z9,%0) & (z,v),
les hauteurs des relevements a H different de

zl(L)—zg(L):/ xdy—/ xdy:/ x dy.
o1 o2 T102

L’intégrale curviligne de = dy le long du lacet G109 obtenu en suivant
d’abord o9 puis o1 a l’envers s’interpréte comme l'aire algébrique
entourée par ce lacet.

Pour relier hy a h, on relie (xg,yo) & (x,y) par un segment oy,
puis on ajuste la hauteur z;(L) en remplagant oy par un chemin oy
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qui, avec o1, entoure 'aire algébrique requise. Un arc de cercle fait
Paffaire.

1.4. Distance de Carnot-Carathéodory

On peut déplacer une voiture d’une position & une autre quel-
conque, mais cela a un cotit qui dépend des positions relatives. Le cofit
minimal définit une distance sur le groupe D des déplacements du
plan. Il en est de méme dans le groupe de Heisenberg.

Définition 2. La longueur d’un chemin de Carnot est par définition la
longueur euclidienne de sa projection dans R?,

L
Long(y) i= Long(x() = [ V/[lw o] .

La distance de Carnot-Carathéodory d.(ho,h) est la borne inférieure
des longueurs des chemins de Carnot reliant hg & h.

On vient de montrer que d. est finie. L’argument montre en fait
que d. définit la topologie usuelle de H : d.(hg, h) tend vers 0 si et
seulement si hg 'h tend vers Is.

1.5. Autosimilarité

On appelle dilatations les difféomorphismes de H définis pour e > 0

par
1 x 2z 1 ex €%z

e 01 y]l =101 ey

001 00 1

Alors 6. est un automorphisme du groupe H : d:(gh) = 0:(g)dc(h) :
c’est la conjugaison par la matrice diagonale

el 00
0 10
0 0 ¢

Si v est un chemin dans H, on a 7(d:(7y)) = en(y), donc
Long(d:(7)) = € Long(7).

Les propriétés suivantes découlent de la définition.
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(1) d. est invariante a gauche : pour tout g € H, on a
de(gho, gh) = d(ho, h).
(2) d. est homogene de degré 1 sous les dilatations J. :
de(8e(ho), 0c(h)) = ede(ho, h).

On reconnait les propriétés familieres des normes sur un espace vec-
toriel de dimension finie. L’argument de compacité qui donne 1’équi-
valence des normes s’applique aussi ici.

Proposition 3. 1l existe des constantes ¢ > 0 et C > 0 telles que, pour

1
touth:(0%5> € H, on ait
001

cmax{m, ‘y|7 V ‘Z|} < dC(I37h) < Cmax{’m‘7 |y’7 \Y% ’Z’}

La démonstration de cette inégalité concluait le sujet de concours.

2. Symétrie
2.1. Automorphismes

Le groupe de Heisenberg posseéde davantage de symétries qu’il
n’apparait & premieére vue. Dans le groupe SL(3,R) des matrices de
déterminant 1, son normalisateur (les éléments g € SL(3,R) tels que
g 'Hg C H) est le groupe des matrices triangulaires supérieures.
Il contient en particulier les matrices diagonales, qui forment un
groupe a 2 parameétres (dont le groupe des dilatations d. est seulement
un sous-groupe a 1 parametre),

A:{(gl/oabg) ‘a, bER*}.

0 0 b
L’action par conjugaison de A sur N produit les automorphismes
1z 2z 1 (1/a®b)x (b/a)z
Agp O 1y =10 1 ab’y
001 0 0 1

Il y a d’autres automorphismes. En effet, la théorie des groupes de
Lie prédit que toute bijection linéaire ¢ de I qui passe au travers du
crochet

(([M, M) = [€(M), £(M")]
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détermine un automorphisme L de H, a travers ’exponentielle de
matrices,

(1) L(exp(M)) = exp(£(M)).

(
Si M = ( ) et M' = (§1§ 15’/ on calcule

0

coo
oo
oc g

OOuv —uv

Une bijection linéaire ¢ de L préservant le crochet doit préserver la

droite
= {(35) <7}

Dans la base évidente de L, sa matrice est de la forme

ac 0
bd 0 , ad—bc#0,
e fad—bc

il s’agit d’un groupe & 6 paramétres. Etant trés proche d’étre com-
mutatif, le groupe H possede presque autant d’automorphismes que
le groupe commutatif R3.

2.2. Coordonnées exponentielles

D’apres la formule (1), les symétries se voient mieux dans les co-
ordonnées exponentielles

0uw
(u, v, w) '—>exp<(888>> =10

Dans ces coordonnées, un automorphisme L est linéaire : £ est la
lecture en coordonnées exponentielles de L.

2.3. Isométries

Lesquels, parmi ces automorphismes, sont des isométries de la dis-
tance de Carnot-Carathéodory ?

Soit K C L le sous-espace vectoriel défini par 1’équation w = 0.
Pour chaque h € H, I'image hK de K par la translation a gauche
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par h est un sous-espace dans I’ensemble des matrices qui est tangent
a H. On l'appelle le plan horizontal en h. L’application h — hK
s’appelle le champ de plans horizontal, il est noté K. Un chemin de
Carnot n’est autre qu'un chemin de classe C'! dans H dont la vitesse
est horizontale en tout point.

La figure 1 représente le champ de plan horizontal.

ef,’
%%%®®/’:’
@ QQQQ/////
e 8® -7
@ © -
@ 0}

FIGURE 1. Le champ de plans horizontal

La premiére contrainte, pour étre une isométrie, c’est de préserver
le champ de plans K.

Lemme 4. Un automorphisme L de H, associé a une bijection liné-
aire £ de 1L, préserve le champ de plans horizontal K si et seulement
si {(K) = K.

Démonstration. Un automorphisme s’entend bien avec les transla-
tions a gauche 7, : L o7, = 711, © L. Par conséquent, I'image par L
de K est a nouveau un champ de plans invariant a gauche. Il reste
a vérifier qu’en la matrice unité, ce champ de plans coincide avec K.
Comme la différentielle en 0 de exp est I'identité, en la matrice unité,
L(K) vaut ¢(K). O

La seconde contrainte, c’est de préserver la longueur. Or 7o exp :
L. — R? coincide avec la projection sur K parallelement & W. Par
conséquent, si L est 'automorphisme de H associé a une bijection
linéaire ¢, mo Loexp = moexp of = /g puisque £(K) = K. On conclut
que L est une isométrie de la distance de Carnot-Carathéodory si et
seulement si £(K) = K et £ est une isométrie de K.
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Si £k est une rotation, alors £ est une rotation d’axe W. Si i est
une symétrie, alors £ est un demi-tour dont I’axe est une droite de K
(en effet, la restriction de ¢ & W est le déterminant de sa restriction
a K.

Les translations a gauches sont des isométries. On peut montrer
aisément que toute isométrie de la distance de Carnot-Carathéodory
est la composée d’une translation a gauche et d’un automorphisme
isométrique. On conclut qu’en coordonnées exponentielles, la distance
de Carnot-Carathéodory posséde une symétrie de révolution autour
de chaque axe vertical, et un demi-tour autour de chaque droite hori-
zontale.

La figure 2 représente le champ de plans horizontal K en coordon-
nées exponentielles. Dans ces coordonnées, on voit bien la symétrie
de révolution.

FI1GURE 2. Le champ de plans horizontal en coordonnées exponentielles

3. Propriétés rustiques

On entend par la celles qui reposent seulement sur 'homogénéité
et I’auto-similarité.

3.1. Dimension de Hausdorff

La proposition 3 encadre les boules de d. par des parallélépipedes.
Plus les boules sont petites, plus les parallélépipedes sont aplatis. Par
exemple, imaginons qu’a intérieur de Pamphi Carnot de 1’'Ecole poly-
technique, les distances soient données par la distance d., et que la
boule unité soit 'amphi lui-méme. Une boule de rayon 10cm, soit 100
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fois plus petite, serait contenue dans un parallélépipede de hauteur
10000 fois plus petite, soit I1mm. Monter, i.e., se déplacer vers le haut,
a un colt exorbitant aux petites échelles. De la méme fagon, déplacer
latéralement sa voiture d’un millimetre a un coiit tres important, en
proportion : il faut la déplacer vers ’avant ou l'arriere de plusieurs
centimetres.

Dans le groupe de Heisenberg, c’est exactement l'inverse aux
grandes échelles. Les grandes boules contiennent des parallélépipedes
a allure de gratte-ciel. Il n'y a pas d’analogie dans le groupe des
déplacements, qui ne possede pas de dilatations globales.

En premiere approximation, la dimension de Hausdorff compte le
nombre de boules de rayon € nécessaires pour recouvrir un ouvert
borné, un cube par exemple. Comme les boules de rayon ¢ de d.
occupent une hauteur €2, il faut en empiler e~2 pour recouvrir une
aréte verticale du cube, et il faut e~2 piles pour recouvrir le cube,
d’ott €% boules. Un raisonnement plus rigoureux invoque le volume
euclidien des boules : comme le jacobien de . vaut *, le volume
d’'une boule de rayon e est proportionnel & €4, donc il en faut e=*
pour recouvrir le cube. Voici la définition précise de la dimension de
Hausdorff.

Définition 5. Soit (X, d) un espace métrique. Soit n > 0. La (pré-)
mesure de Hausdorff p-dimensionnelle & ’échelle 1 d’un sous-ensemble
relativement compact A C X est la borne inférieure des sommes

Z diam(A;)?,
J

sur tous les recouvrements de A par des ensembles A; de diametre
< n. En faisant tendre n vers 0, on obtient la mesure de Hausdorff
p-dimensionnelle HP(A).

Lorsque p varie, HP(A) = 400 si p est petit, HP(A) = 0 si p est
grand, la transition se fait pour une unique valeur de p qu’on appelle
la dimension de Hausdorff de A.

Proposition 6. La dimension de Hausdorff (d’un ouvert borné) de
(H,d.) est 4, et la mesure de Hausdorff 4-dimensionnelle est pro-
portionnelle a la mesure de Lebesgue.
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En effet, pour tout recouvrement, on a diam(A;)* > vol(4;), donc
HP(A) > vol(A). D’autre part, il existe des recouvrements par des
boules qui réalisent cette inégalité a un facteur multiplicatif pres.
On termine par un analogue (di & Alfred Haar) de la caractérisation
(& un facteur multiplicatif prés) de la mesure de Lebesgue : c’est
la seule mesure invariante par translations a gauche, finie sur les
compacts et positive sur les ouverts.

3.2. Catalogue de dimensions

De la méme fagon, on calcule les dimensions suivantes :

(1) Les chemins de Carnot ont une dimension de Hausdorff égale
al.

(2) Un chemin de classe C! qui n’est pas de Carnot a une dimen-
sion de Hausdorff égale a 2.

(3) Une surface de classe C? a une dimension de Hausdorff égale
a 3.

La propriété 3 repose sur le fait qu'une surface de classe C? conte-
nue dans H ne peut pas étre partout horizontale. Plus précisément,

Proposition 7. Sur une surface de classe C? contenue dans H, le lieu
des points o le plan tangent est horizontal est d’intérieur vide.

Démonstration. On note 0 la 1-forme différentielle § = dz—xdy sur H.
lzz
Pour h = (8 ! 11;> € H, on calcule

1 —x —z+4+2xy 0 dxr dz 0 dr dz— xdy
htdh=10 1 —y 00 dy|l=1[0 o0 dy
0 0 1 0 0 O 0 0 0

Cette expression montre que le plan horizontal en A est le noyau
de 6. On raisonne par ’absurde. Si S est un ouvert d’une surface de
classe C? qui est horizontale en tout point, alors la restriction de 6
a S est identiquement nulle. Par conséquent, la restriction de df a S
est identiquement nulle. Or la restriction de df = —dz A dy a hK est
non dégénérée, contradiction. O

Revenons a la figure 2 qui représente le champ de plans horizon-
tal K en coordonnées exponentielles. Quand on s’éloigne de l'axe
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vertical I3 + W, il tourne, c’est ce qui empéche une surface de lui
étre tangent. C’est aussi ce qui permet aux chemins de Carnot d’aller
partout.

3.3. Films et bulles de savon

Dans l’espace euclidien R", tout lacet de longueur L borde une
surface d’aire < L?/4m. L’égalité a lieu pour un cercle contenu dans
un plan.

Voici une construction simple qui donne une borne un peu moins
bonne, en L2. A translation prés, on peut supposer que le lacet v est
basé a l'origine. On utilise les homothéties euclidiennes : on définit
S :[0,L] x [0,1] — R™ par S(e,t) = ev(t). L'aire de S est < L.

Dans le groupe de Heisenberg, la construction analogue S(e,t) =
d:v(t) permet de remplir un lacet de Carnot de longueur L par une
surface de mesure de Hausdorff 3-dimensionnelle < C' L. La meilleure
constante C' n’est pas connue.

Dans I'espace euclidien R”, un ouvert borné A & bord de classe C*
obéit a 1’inégalité isopérimétrique

vol(A4) < ¢, vol(9A)™/"1,
Le cas d’égalité est réalisé par les boules. L’inégalité isopérimétrique
dans le groupe de Heisenberg prend la forme

HY(A) < CHP (DAY,
La constante optimale C' n’est pas connue, [CDPTO07].

4. Propriétés plus fines

Dans cette partie, on va donner des formules pour les quantités défi-
nies précédemment de fagon plutot abstraite : la distance de Carnot-
Carathéodory, les mesures de Hausdorff 1-, 2- et 3-dimensionnelles.

4.1. Géodésiques

Chercher le plus court chemin de Carnot v entre 'origine et un
point h revient a chercher un chemin o dans le plan entre ’origine et
7(h), enfermant (avec le segment [0, 7(h)]) une aire algébrique don-
née. La solution est connue depuis 'antiquité : c’est un arc de cercle.



GEOMETRIE DU GROUPE DE HEISENBERG 13

Si w(h) # 0, il est unique. Les géodésiques minimisantes, i.e., les che-
mins parcourus a vitesse constante et réalisant la distance entre leurs
extrémités, sont donc les relevements horizontaux d’arcs de cercles
parcourus a vitesse constante. Le sujet de concours donnait des for-
mules, en coordonnées exponentielles, pour un paramétrage sur [0, 1]
de toutes les géodésiques minimisantes de longueur 1 issus de I3. Nous
allons les retrouver ici.

m(h)
1/¢

Etant donnés deux angles 0 et ¢, soit 0g,4 I'arc de cercle du plan
parcouru a vitesse 1, partant de l'origine avec la vitesse (sin 6, cos ),
et dont le vecteur vitesse tourne a son tour avec vitesse angulaire
constante ¢. Alors, en notation complexe v = u+iv, le vecteur vitesse
est

o(t) = (5 —0+0t) _ ;=0 jidt

On obtient 0g 4(t) en intégrant,

0,4(t) = /Otv(s) ds = ;e_ie(eiqbt —1).

Soit g, son relevement horizontal d’origine /3 dans H. En coordon-
nées exponentielles, la forme 6 s’écrit

1 1
0 = dw — i(udv —vdu) = dw — 5%(5611)).

Par conséquent, la coordonnée verticale de g 4(t) vaut

w(t) = ;%< /O Lo emion 1 S0 ds>

56
1ot 1 ¢t — sin(¢t)
_53(5—?6&1))_7%2 .
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La géodésique 7y, est minimisante tant que sa vitesse n’a pas fait
un tour complet, i.e., tant que |¢t| < 27. Elle est minimisante sur
lintervalle [0, 1] si et seulement si |¢| < 2.

Proposition 8. Le chemin de Carnot vp 4, 0 € R/277Z, ¢ € [-27,27],
réalise la distance entre ses extrémités. Inversement, tout chemin de
Carnot de longueur 1, parcouru d vitesse 1 et réalisant la distance
entre I3 et son extrémité est I'un des vy 4. En particulier, la sphére
unité de centre I3 est paramétrée en coordonnées exponentielles par
0, 8) —s (;ei‘"(ews —1), W}, (9, 6) € R/277Z x |~2m, 2x].

La figure 3 représente la sphere unité de la distance de Carnot-
Carathéodory, en coordonnées exponentielles. Elle posséde une sy-
métrie de révolution. Elle présente deux points singuliers en forme de
pointes tournées vers I'intérieur, sur 'axe vertical.

FIGURE 3. La sphere unité de la distance de Carnot-Carathéodory

En effet, si w(h) = 0, i.e., lorsque h appartient a l'axe vertical
passant par la matrice unité, il y a par symétrie de révolution, une
infinité de plus courts chemins reliant la matrice unité a h. Chacun
est le relevement horizontal d’'un cercle complet passant par I’origine,
donc une sorte d’hélice. La figure 4 représente la réunion de toutes
ces géodésiques, c’est une surface de révolution.

4.2. Films de savon

4.2.1. Mesure de Hausdorff 1-dimensionnelle. Pour les chemins de
Carnot, la mesure de Hausdorff 1-dimensionnelle ! coincide avec la
longueur.
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FIGURE 4. La réunion des géodésiques joignant deux points

4.2.2. Mesure de Hausdorff 2-dimensionnelle. Soit v un chemin de
classe C! qui n’est pas de Carnot en un point hg = 7(0). Quitte &
translater a gauche, on peut supposer que hg = I3 est la matrice
unité. Soit € > 0 petit. On s’intéresse a l'intersection de v et de
la boule B(I3,¢) relative & la distance de Carnot-Carathéodory d..
Appliquons lui la dilatation ;.. Comme c’est une homothétie pour
la distance d.,

617e(y N B(I3,¢€)) = 61/:(v) N B(I3,1).
Comme la vitesse 7/(0) n’est pas horizontale, quand & tend vers 0,

01/ (7y) converge vers I'axe vertical I3+W. Considérons la quantité |6|
vue comme une mesure sur 7. Comme 6760 = 20,

/ 0] = / 1570)
YNB(I3,¢) 617¢(YNB(I3:¢))
= o)
51/8(’YHB(13,E))

~e? / |6].
(I3+W)NB(I3,1)

Cela suffit & démontrer que la mesure de Hausdorff 2-dimensionnelle
(sphérique) H? sur v est proportionnelle & |6)].

4.2.3. Mesure de Hausdorff 3-dimensionnelle. Soit S une surface de
classe C? qui n’est pas horizontale en hg = I3. Par le théoreme des
fonctions implicites, au voisinage de I3, l'intersection du plan tan-
gent & S, TS et du plan horizontal hK est une droite sur laquelle on
peut choisir un vecteur ha(h) tel que a(h) € K est unitaire et est fonc-
tion C! de h. Les lignes intégrales de ce champ de vecteurs permettent
de paramétrer localement S (voir la figure 4 pour un exemple) :
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on note 7 la ligne intégrale du champ de vecteurs directement ortho-
gonal hJa(h) (ou J désigne la rotation de 7/2 dans K) partant de
ho, puis on note ¥; la ligne intégrale de ha(h) partant de ~(t). L’ap-
plication
(37 t) — 1/}(37 t) = %t(s)

est un difféomorphisme local. La 2-forme différentielle ¢,ds A6 définit
une mesure sur S. Par un argument similaire a celui du paragraphe
précédent, on montre que |¢.ds 6| est proportionnelle & la mesure de
Hausdorff (sphérique) 3-dimensionnelle H3. Autrement dit, dans des
coordonnées adaptées au feuilletage de S par les chemins de Carnot,
H3 = H!' x H? est une mesure produit, de la mesure 1-dimensionnelle
le long des chemins de Carnot contenus dans S, et de la mesure 2-di-
mensionnelle dans la direction transverse.

4.2.4. Surfaces minimales. Depuis L. Euler et J.-L. Lagrange, on sait
caractériser par une équation aux dérivées partielles les surfaces S
dans l'espace euclidien qui sont extrémales pour l'aire (on dit parfois
minimales). Cela signifie que pour toute famille & un parametre
t — S(t) de surfaces telles que S(0) = S, et qui coincident avec S
hors d'un voisinage d’un point, la dérivée %Aire(S(t))H:O = 0. Ces
surfaces modélisent les films de savon. Leur méthode s’applique
aussi pour H>. L’équation obtenue a une interprétation géométrique
simple.

Proposition 9. Une surface de classe C?, nulle part horizontale, est
extrémale pour H? si et seulement si les chemins de Carnot tracés
dessus sont des lignes droites.

Autrement dit, il est aisé de construire des exemples de telles sur-
faces : la réunion d’une famille de classe C? quelconque de droites
horizontales est extrémale en dehors de son enveloppe. On peut mon-
trer que si, en outre, la restriction de m a une telle surface S est in-
jective, alors S est minimisante : parmi toutes les surfaces de méme
bord, son aire (au sens de H?3) est un minimum absolu. L’argument
s’étend a des surfaces modérément singuliéres, comme ’exemple sui-
vant.
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Considérons la famille des droites du plan R? orthogonales & une
droite donnée D. Choisissons un relévement horizontal D de D, puis
relevons horizontalement chaque droite perpendiculaire D’ & partir du
point de D situé au-dessus de D N D’. On obtient une surface mini-
misante Sp, invariante par le groupe & un parametre des translations
a gauche le long de D. Fixons un élément h € S 5> appartenant au
relevement horizontal D’ d’une perpendiculaire D’ & D. Appliquons
la translation a gauche de h a S5. La nouvelle surface hSp5 coupe Sp
le long de D'. Considérons la surface S réunion de la moitié gauche
de Sp et de la moitié¢ droite de hS5. C’est une surface minimisante
qui ne possede pas de plan tangent le long de D'. Un tel phénomene
ne se produit jamais pour les films de savon euclidiens.

En coordonnées (z, vy, z), dans lesquelles § = dz — x dy, si D a pour
équation x = 0, Sp est le plan d’équation {z = 0}, sa translatée
de (1,0,0) est le plan d’équation {z = y}. S est la réunion de deux
demi-plans se rencontrant le long de la droite {y = z = 0}.

4.3. Bulles de savon

Considérons maintenant des surfaces fermées S de classe C?. Les
surfaces qui sont extrémales parmi les surfaces enfermant le méme
volume modélisent les bulles de savon. Elles aussi sont caractérisées
par une équation aux dérivées partielles. Lorsqu’on substitue a l'aire
euclidienne la mesure H?, on trouve & nouveau une condition géomé-
trique.

Proposition 10. Soit S une surface de classe C2, extrémale pour H? d
volume intérieur constant. Au voisinage d’un point ou le plan tangent
a S n’est pas horizontal, il existe une constante r telle que les chemins
de Carnot contenus dans S sont les relevés horizontaux de cercles
euclidiens de rayon r.

Lorsqu’on reléve horizontalement tous les cercles de rayon r pas-
sant par 'origine a partir du méme point I3 de H, on obtient la sur-
face de révolution 3 représentée en coordonnées exponentielles sur la
figure 4. On peut montrer qu’elle est extrémale & volume intérieur
constant. En ce sens, c’est une bulle de savon. On sait que c’est,
a translation et dilatation pres, la seule surface fermée extrémale a
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volume intérieur constant et de classe C2, [RR08]. On conjecture
depuis 35 ans que c’est la surface de plus petite aire (au sens de H?3)
a volume intérieur fixé, [CDPTO07]. A ce jour, seulement des résul-
tats partiels ont été obtenus. Par exemple, 8 est optimale parmi les
surfaces de révolution, [Mon08], ou parmi les surfaces bordant un
ensemble convexe, [MR09].

5. Retour sur le controle

Le déplacement d’un véhicule (éventuellement avec remorques) est
un exemple d’une vaste classe de problemes issus de I'industrie : robo-
tique, contrdle de procédés dans I'industrie chimique ou la production
d’énergie.

Un systeéme contréolé peut étre modélisé par une famille de champs
de vecteurs X (¢,u) dans un espace R"™ dépendant du temps ¢ et
d’un parametre u € R® représentant les commandes disponibles. Un
controle est une application U de [0,7] dans R° La trajectoire =y
dans R" partant de x( et contrélée par U est la solution de ’équation
différentielle

V() =X(t,U(), ~(0) = 0.
Le probléeme d’accessibilité consiste a décider si tout point de R"
(ou au moins d’un voisinage de zg) est 'extrémité v(7") d’une trajec-
toire controlée.

Si on se donne une fonction k sur R¢ le cotit d'un controle est
fOT k(U(t))dt. Le probleme du contréle optimal consiste a trouver
le contrdle qui minimise le colit parmi ceux qui conduisent de la
position xg & une position x7 donnée. En particulier, a déterminer
les spheéres, lieux des positions atteignables avec un colit donné.

Par exemple, les chemins de Carnot dans H correspondent a la

famille linéaire indépendante du temps X (u, v) = uMigp +vMp1p, ou
010 00O
Migpp=(000], Myp=11001
00O 00O

et la fonction de coiit est k(u,v) = Vu? + v2. Le systéme est acces-
sible (proposition 1) et on a pu résoudre le probléme du controéle
optimal et dessiner les sphéres (proposition 8 et figure 3).
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5.1. Accessibilité en codimension 1

Le théoréme suivant (que nous ne démontrerons pas) donne une
réponse assez compléte.

Théoréeme 11 (théoréme de I’orbite de Nagano-Siissmann, [Mon02])
On considére un systéme de controle a ¢ commandes, impair par
rapport auxr commandes, défini sur un ouvert de R™ contenant I’ori-
gine. Il existe un entier d compris entre c et n tel que ’ensemble des
points atteignables depuis 'origine par une trajectoire controlée soit
une variété immergée de dimension d, i.e., localement une réunion dé-
nombrable d’images disjointes d’immersions injectives de R% dans R™.

On retrouve un résultat classique, une condition d’existence d’un
facteur intégrant pour une 1-forme différentielle.

Corollaire 12. Soit 0 une 1-forme différentielle définie sur un voisi-
nage de 0 dans R", de classe C? et qui ne s’annule pas. On considére
le systéme de contréle linéaire par rapport aux commandes défini par
le noyau de . On suppose que le lieu des points accessibles depuis 0
n’est pas un voisinage de 0. Alors il existe des fonctions f et g définies
au voisinage de 0 telles que 0 = fdg.

Démonstration. Le nombre de commandes est ¢ = n — 1. Par hypo-
these, n — 1 = ¢ < d < n, donc d = n — 1. Cela entraine que ’es-
pace tangent & chaque composante accessible coincide avec ker(6).
La différentielle df s’annule sur cet espace tangent. L’algebre bili-
néaire indique qu’il existe une 1-forme différentielle de classe C! j3
telle que df = 0 A . Alors

0=ddd=doAB—0ONAdB=—0AdB.

La restriction de [ aux composantes accessibles est fermée donc
exacte. Localement, il existe une fonction h de classe C' telle que

B8 =dh mod 6. Alors
dd=dh NG, de ") =e"(—=dh N6+ db)=0.

La forme fermée e "6 est localement exacte, e "0 = dg, 6 = fdg

avec f = el O
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5.2. Trajectoires singuliéres et contrdle optimal

Revenons au probleme du contrdle optimal. Il s’agit de minimi-
ser une fonction sur I’ensemble des trajectoires reliant deux points.
Pour appliquer les méthodes du calcul des variations, on a besoin que
Papplication qui & un contrdle U associe le point final ®(U) = (7))
ait une différentielle surjective. Dans ce cas, on dit que la trajectoire
controlée par U est réguliere. On peut voir cette condition comme
une forme quantitative de I’accessibilité. Lorsqu’elle est satisfaite, on
peut montrer que le contréle optimal est la solution d’une équation
différentielle du second ordre.

Il existe des trajectoires singuliéres non constantes, il en existe
méme qui minimisent le cofit, méme dans le cas linéaire. C’est le cas
dans I'exemple suivant, en dimension 4. On est dans H x R et on
considere la famille

X (u,v,w) = (uMigo + vMoi0, w).

Alors le controle constant ¢ — U(t) = (0,0, 1) et la trajectoire ¢ —
(I3,t) sont singuliers et minimisants. Cela se traduit dans 'aspect
de la sphere de rayon T : au point (I3, 7)), elle présente une pointe.
La figure 5 représente l'intersection de la sphere de rayon 1 avec
une coupe de dimension 3 de I'espace H x R, ’hyperplan d’équation

{y =0}

FIGURES. Une coupe d'une sphére FIGUREG6. Une sphere du systéme de
de H xR Martinet
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Voici un autre exemple, en dimension 3 cette fois. Il s’agit du champ
de plans donné comme le noyau de la 1-forme différentielle

dz — 2% dy.

La droite {x = z = 0} est une trajectoire singulieres, minimisante. Les
spheres présentent des singularités encore plus marquées, la pointe
est de la forme {y, z < e~V T}, elle ne peut pas étre décrite par des
inéquations algébriques, [BC99]. La figure 6 montre une sphere de ce
systeme, dit de Martinet.

Ces trajectoires singulieres sont une pierre dans le jardin du spé-
cialiste du contréle. On conjecture que la réunion des trajectoires
singulieres issues d’un point zg est de mesure nulle, mais la question
reste ouverte depuis plusieurs décennies. On conjecture que les trajec-
toires minimisantes singuliéres sont de classe C''. On sait seulement,
depuis peu, qu’elles ne peuvent pas présenter de coins, voir le survol
[Rif17].

6. La thermodynamique selon Carathéodory

En 1909, le mathématicien grec Constantin Carathéodory a pro-
posé un formalisme pour la thermodynamique permettant une formu-
lation mathématique des principes de cette discipline, [Car09]. Pour
lui, I’état d’un systéme physique est décrit par un point dans un
espace R™. Les grandeurs comme le volume, la pression, 1’énergie
interne sont des fonctions différentiables des coordonnées. Ce n’est
pas le cas pour la chaleur. Cette derniere est produite ou dissipée
lors de I’évolution du systéme, en quantité qui dépend fortement de
I’évolution suivie, et non seulement de I’état initial et de I’état final.
Carathéodory postule que la quantité infinitésimale §¢) de chaleur
produite lors d’une transformation infinitésimale de I’état dépend li-
néairement de la variation des coordonnées. Autrement dit, §Q) est
une 1-forme différentielle sur R"™.

Les transformations durant lesquelles aucune chaleur n’est pro-
duite ou dissipée sont appelées adiabatiques. Elles sont réalisables
expérimentalement, en gardant le systéme thermiquement isolé et
en le faisant évoluer trés lentement. Carathéodory baptise second
principe Pexistence d’états arbitrairement voisins d’un état donné
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qu'on ne peut pas rejoindre par une transformation adiabatique.
D’apres le corollaire 12, il existe deux fonctions d’état T" et S telles
que 0Q) = T'dS. Carathéodory baptise S entropie et T température.
L’entropie est constante le long des transformations adiabatiques.
On retrouve la formulation due a Clausius du second principe de
Sadi Carnot.

C’est ainsi que Carathéodory réduit un postulat commode mais un
peu mystérieux (existence de la fonction d’état entropie) & un postu-
lat plus naturel, I’inaccessibilité. Naturel en apparence, car ’inacces-
sibilité n’est pas spécialement aisée a vérifier expérimentalement, la
formulation de Carathéodory a donc donné lieu a un débat continu
au fil des décennies.

La terminologie Carnot-Carathéodory est due a M. Gromov. Au-
tant la référence a Carathéodory est fondée, autant celle a Carnot
doit étre vue comme un mot d’esprit, renvoyant les nombreux au-
teurs qui ont redécouvert des critéres d’accessibilité jusqu’au milieu
du xx° siecle a une antériorité tres ancienne.

7. Géométrie asymptotique

7.1. Le groupe de Heisenberg discret

On appelle groupe de Heisenberg discret le sous-ensemble
lz =z
HZ:{<01y) ‘x,y,zEZ}.

001
C’est un sous-groupe. Par bien des c6tés, il ressemble au groupe com-
mutatif Z3. Munissons-le d’une distance invariante & gauche en dis-
crétisant la définition de la métrique de Carnot-Carathéodory. Ce qui
remplace le sous-espace vectoriel K, c’est ’ensemble des 4 matrices

S = { Moo, Mo10, M1, My10}-
Les chemins de Carnot sont remplacés par les suites d’éléments
ho, h1, ..., hi de Hy satisfaisant
Vi=1,...k, h;'h €S,

La longueur d’une telle suite est k, la distance dg(h,h’') est la lon-
gueur minimum d’une suite reliant hg = h a hy = h'. Elle est a
valeurs entieres. L’espace métrique obtenu est discret. Toutefois, a
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grande échelle, il ressemble a (H, d..), ou plutot, & une variante de d.,
notée di, ol la norme euclidienne v/u2 + v2 sur R? utilisée pour défi-
nir la longueur des chemins de Carnot est remplacée par la norme ¢;
|u| + |v|. La figure 7 représente la sphere unité de (H,d;), c’est une
version polygonale de la sphere de d., elle comporte des parties planes
qui ont été évidées pour laisser voir l'intérieur de la sphere.

\ffr
7
i

FIGURE 7. La boule unité de la distance d;

On vérifie aisément que ds n’est autre que la restriction de d; au
sous-ensemble Hy de H.

Multiplions la distance ds par €. Pour réaliser ’espace métrique
(Hgz, eds), il suffit de considérer la restriction de d; au sous-ensemble
d:(Hz). Lorsqu’on fait tendre ¢ vers 0, 6.(Hy) devient de plus en
plus dense dans H, on peut dire que la suite d’espaces métriques
(Hz, eds) converge vers (H, dy). La notion de convergence appropriée
est la topologie de Gromov-Hausdorff pointée, [Edw75], [Gro81].

Il résulte entre autres de cette observation que le nombre d’élé-

ments dans une boule de rayon n de (Hz,ds) croit comme n.

7.2. Groupes de type fini

Un groupe abstrait G est de type fini s’il possede un sous-ensem-
ble fini § tel que tout élément de G soit un produit d’éléments
pris dans S. C’est le cas des groupes commutatifs Z%, des groupes
de symétrie des pavages euclidiens et non-euclidiens mais aussi des
groupes fondamentaux qu’on rencontre en topologie. On trouve dans
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la galerie de Jos Leys de nombreuses figures associées a des groupes
de type fini : http://www.josleys.com/galleries.php?catid=5,
http://www.josleys.com/galleries.php?catid=7.

La notion de chemins discrets s’étend a un groupe G muni d’un
systéeme générateur S, ainsi que la distance ds. Deux systéemes géné-
rateurs finis donnent des distances équivalentes sur GG. Une idée pro-
fonde, due & M. Gromov, [Gro81], est que le fait de voir un groupe
de type fini comme un espace métrique a équivalence pres permet
d’apporter de 'intuition géométrique, et parfois les outils de I'ana-
lyse, a I’étude algébrique de ces groupes. Son point de vue a donné
naissance a la théorie géométrique des groupes, une branche devenue
majeure de la topologie depuis les années 1990.

Décrire le comportement des espaces métriques (G, eds) lorsque e
tend vers 0 est riche d’enseignements. La famille converge au sens de
Gromov-Hausdorff pointé si et seulement si GG contient un sous-groupe
d’indice fini qui est nilpotent, i.e., 'opération de prise de commuta-
teurs [a, b] = aba~'b~1, itérée un nombre borné de fois, aboutit & 1’616
ment neutre. Les espaces limites, appelés cones asymptotiques, sont
des groupes continus munis de métriques & la Carnot-Carathéodory.
Il en résulte par exemple que le nombre de points dans une boule de
rayon n de (G,eds) croit comme une puissance de n (voir [BLD13]
pour des estimations plus précises). D’une certaine fagon, tous les
invariants & grande échelle pour les groupes de type fini nilpotents
s’étudient par passage a la limite continue. C’est méme le cas pour le
comportement en temps grand des marches aléatoires.

7.3. Conclusion

L’idée de cone asymptotique s’inspire de celle de cone tangent
(on parle plus souvent d’espace tangent). En retour, la notion de cone
tangent est utile en théorie du contréle. Les systemes de controle liné-
aires en les commandes possedent des cones tangents en tous points,
ce sont des systémes invariants a gauche sur des groupes continus nil-
potents, voir le livre [BR96]. Par exemple, le cone tangent (en n’im-
porte quel point) au systéme de la voiture & garer est le groupe de
Heisenberg.
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En géométrie, le groupe de Heisenberg est un prototype, un

exemple commun a plusieurs théories. Il appartient a la théorie du
controle et a la théorie géométrique des groupes. Ces deux théories
trés éloignées s’enrichissent mutuellement par les éclairages qu’elles

apportent a leurs exemples commun. C’est ce qui fait la popularité

du groupe de Heisenberg parmi les géomeétres.
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