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MODÉLISATION FLUIDE DES PLASMAS
DANS LES TOKAMAKS

par

Jacques Blum

Résumé. Ce texte présente dans un premier temps les deux ap-
proches pour la modélisation d’un plasma (gaz ionisé) en présence
d’un champ magnétique : l’approche microscopique basée sur les
équations cinétiques (Vlasov, Boltzmann,...) et l’approche macro-
scopique basée sur les équations de la magnétohydrodynamique
(MHD) et comment l’on passe de l’une à l’autre. Pour une machine
du type Tokamak qui vise à réaliser la fusion de noyaux d’atomes
légers par le principe du confinement magnétique, on montrera
qu’il existe des échelles de temps allant de la microseconde (temps
d’Alfven) à la seconde (temps de diffusion résistive) et que le
modèle peut être simplifié en se plaçant à l’échelle de temps du
phénomène qu’on se propose d’étudier. On établira ainsi le principe
de l’évolution quasi-statique de l’équilibre du plasma dans un
Tokamak et on montrera comment, avec des méthodes numériques
appropriées, on peut reconstruire en temps réel l’équilibre du
plasma à chaque instant de la décharge (lignes de flux, surfaces
magnétiques, densité de courant, frontière libre du plasma,...).
Ce problème rentre dans la catégorie des problèmes inverses, qui
sont mal-posés au sens d’Hadamard et on montrera comment,
à l’aide de techniques mathématiques de régularisation, on peut
les rendre bien-posés. On pourra alors aborder le problème du
contrôle de l’équilibre du plasma en temps réel, tel qu’il se pose
dans chaque Tokamak, en utilisant des bases hilbertiennes associées
à l’opérateur aux dérivées partielles qui régit le phénomène. Ce
dispositif sera utilisé dans le Tokamak WEST en cours de montage
au CEA à Cadarache, qui vise à tester le divertor en tungstène qui
sera réalisé pour ITER.

Publication originelle dans Journées X-UPS 2015. Des problèmes à N corps aux
Tokamaks. Éditions de l’École polytechnique, 2015.
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1. Introduction

La MHD (magnétohydrodynamique) est la description mono-fluide
d’un plasma (gaz ionisé) placé dans un champ électromagnétique.
Nous allons présenter ici la description bi-fluide (électrons et ions)
connue sous le nom de modèle de Braginskii, qui est la base des
processus de transport qui ont lieu dans un plasma collisionnel. Nous
montrerons qu’à l’échelle de temps de la diffusion résistive, le plasma
est en équilibre à tout instant.

Nous allons présenter l’équation de Grad-Shafranov dans la par-
tie 3 pour l’équilibre dans une configuration axisymétrique par l’in-
troduction d’un flux poloïdal qui est la principale inconnue de notre
problème. Dans la partie 4, nous présentons le problème inverse qui
permet de déterminer à chaque instant la configuration d’équilibre
et en particulier la densité de courant toroïdal du plasma à par-
tir de mesures expérimentales (mesures magnétiques, polarimétrie,
interférométrie, pression cinétique, effet Stark...). Dans la partie 5,
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nous montrons comment les équations de transport peuvent être ré-
écrites de façon consistante avec les équations d’équilibre. Le fait que
la vitesse de diffusion tangentielle est beaucoup plus grande que la
vitesse orthogonale nous permet de dire que les densités et tempéra-
tures électroniques et ioniques peuvent être supposées constantes sur
chaque ligne de flux.

En moyennant les équations de transport sur chaque surface
magnétique, on obtient un ensemble d’équations de diffusion para-
boliques 1D pour ces densités et températures, la variable d’espace
étant n’importe quel label de la ligne de flux. Cet ensemble d’équa-
tions modélise le transport entre lignes de flux et permet d’avoir un
ensemble d’équations de diffusion 1D avec des coefficients géomé-
triques calculés à partir des équations d’équilibre. Ceci permet de
suivre l’évolution quasi-statique de la configuration d’équilibre de
façon consistante avec les équations de transport.

2. Les équations de la magnéto-hydrodynamique

Un plasma est un gaz ionisé composé d’ions et d’électrons. Les
équations cinétiques décrivent le plasma à l’aide d’une fonction de
distribution fα(x,v, t) (avec α = e pour les électrons et α = i pour
les ions), où x est la position du point, et v la vitesse des parti-
cules. L’équation cinétique d’un plasma collisionnel est l’équation de
Fokker-Planck

(2.1) ∂fα
∂t

+ (v · ∇x)fα +
F α

mα
· ∇vfα = Cα

où mα est la masse des particules et F α la force appliquée aux parti-
cules et Cα est le terme dû aux collisions entre particules. Cette ap-
proche microscopique requiert la résolution d’une équation aux déri-
vées partielles 6D (6-dimensionnelle) en espace-vitesse plus le temps.
Cette équation est difficile à résoudre pour des raisons computation-
nelles. On dérive à partir de cette équation une approche macrosco-
pique basée sur les équations fluides de la façon suivante. On définit
la densité des particules par :

nα(x, t) =

∫
fα(x,v, t)dv,
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la vitesse du fluide par :

uα(x, t) =
1

nα

∫
fα(x,v, t)vdv,

et le tenseur pression par :

Pα(x, t) = mα

∫
fα(x,v, t)(v − uα)(v − uα)dv,

qui dans le cas isotrope devient :

pα(x, t) =
mα

3

∫
fα(x,v, t)(v − uα)

2dv.

En multipliant l’équation (2.1) par une fonction test ϕ(v) et en inté-
grant sur l’espace des vitesses, on obtient les équations fluides. Le pre-
mier moment (correspond à ϕ = 1) nous donne l’équation de la den-
sité des particules :

∂nα
∂t

+∇ ·
∫
fαvdv − 1

mα

∫
∂F α

∂v
fαdv = 0.

Comme ∂F α/∂v = 0 pour les forces électromagnétiques et comme les
collisions ne changent pas le nombre de particules, on obtient :

∂nα
∂t

+∇ · (nαuα) = 0

Le second moment est obtenu en prenant ϕ = mαv, et on obtient
l’équation de la quantité de mouvement :

mα
∂

∂t
(nαuα)+mα∇x·

∫
fαvvdv−

∫
∇v ·(F α·v)fαdv =

∫
mαvCαdv

où l’on pose : v = (v − uα) + uα. À l’aide de l’équation de conserva-
tion de densité, on obtient :

mαnα

(∂uα

∂t
+ uα · ∇uα

)
= −∇.Pα + nαF α +Rα

avec F α = Ze(E+uα ×B) où Ze est la charge des particules et Rα

est le taux de change de la quantité de mouvement dû aux collisions.
Le troisième moment nous donne l’équation d’énergie à laquelle

il faut ajouter des relations de fermeture sur le flux de chaleur qui
viennent d’un modèle de transport.
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Les équations de la magnétohydrodynamique à un fluide s’ob-
tiennent en définissant la densité de masse

ρ = mene +mini

= meZni +mini ≈ mini,

la vitesse du fluide

u =
meneue +miniui

ρ
≈ ui,

la densité de courant

j = −eneue + Zeniui

= ene(ui − ue)

la pression scalaire
p = nekTe + nikTi,

où k est la constante de Boltzmann. Il faut y ajouter les équations
de Maxwell puisqu’on est en présence d’un champ magnétique B et
d’un champ électrique E. Les équations de la MHD résistive pour un
seul fluide (voir [Bra65]) s’écrivent alors

(2.2)



∂ρ

∂t
+∇ · (ρu) = s (Conservation des particules)

ρ
(∂u
∂t

+ u · ∇u
)
+∇p = j ×B

(Conservation de la quantité de mouvement)
3

2

(∂p
∂t

+ u · ∇p
)
+

5

2
p∇ · u+∇Q = s′

(Conservation de l’énergie des particules)

∇×E = −∂B
∂t

(Loi de Faraday)
∇ ·B = 0 (Conservation de B)
E + u×B = ηj (Loi d’Ohm)
∇×H = j (Loi d’Ampère)
B = µH (Perméabilité magnétique)

où Q désigne le flux de chaleur, η le tenseur de résistivité, s et s′ les
termes sources. Nous donnerons dans la section 5 les équations du
modèle à deux fluides comme dans [Bra65].
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Pour simplifier le système (2.2), nous devons définir quelques cons-
tantes de temps caractéristiques du plasma. Le temps d’Alfvén τA est

τA =
a(µ0mn)

1/2

B0

où a est le petit rayon du plasma et B0 le champ magnétique toroïdal.
Son ordre de grandeur est la microseconde dans les Tokamaks actuels.

La constante de temps de diffusion de la densité des particules n est

τn =
a2

D

où D le coefficient de diffusion des particules. De même, la constante
de temps de diffusion de chaleur des électrons et des ions sont

τe =
nea

2

Ke
, τi =

nia
2

Ki

où ne, ni sont la densité respectivement des électrons et des ions
et Ke, Ki sont leur conductivité thermique. Ces constantes τn, τe, τi
sont de l’ordre de la milliseconde dans les Tokamaks actuels.

Enfin, la constante de temps de la diffusion résistive de la densité
du courant et du champ magnétique dans le plasma est donné par :

τr =
µ0a

2

η

et est de l’ordre de la seconde.
Si une constante de temps globale pour la diffusion dans le plasma

est définie par
τp = inf(τn, τe, τi, τr)

nous observons que
τA ≪ τp.

À l’échelle de temps de la diffusion τp, le terme ρ(∂u/∂t+ u∇u) est
petit comparé à ∇p (voir [MPS72, NG78]) et l’équation d’équilibre

∇p = j ×B

est satisfaite à chaque instant.
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3. Équilibre du plasma dans un Tokamak

Les équations qui décrivent l’équilibre d’un plasma en présence
d’un champ magnétique sont d’une part les équations de Maxwell et
d’autre part les équations d’équilibre du plasma lui-même. Les équa-
tions de Maxwell magnétostatiques suivantes sont satisfaites dans
tout l’espace (plasma inclus) :

(3.1)

∇ ·B = 0

∇×
(B
µ

)
= j

où B représente le champ magnétique, µ la perméabilité magnétique
et j la densité de courant. La première relation de (3.1) est l’équa-
tion de conservation de l’induction magnétique et la seconde est le
théorème d’Ampère.

L’équation d’équilibre du plasma s’écrit :

(3.2) ∇p = j ×B

Cette équation (3.2) signifie que le plasma est en équilibre lorsque la
force ∇p est égal en tout point à la force de Lorentz de la pression
magnétique j ×B. On déduit immédiatement de (3.2) que

B · ∇p = 0(3.3)
j · ∇p = 0.(3.4)

Ainsi, pour un plasma à l’équilibre, les lignes de champ et de courant
reposent sur des surfaces isobares (p = const.) ; ces surfaces, engen-
drées par les lignes de champ, sont appelées surfaces magnétiques.
Afin qu’elles restent à l’intérieur d’un volume borné de l’espace, il est
nécessaire qu’elles aient une topologie toroïdale. Ces surfaces forment
une famille de tores emboîtés (voir figure 1). Le tore le plus interne
dégénère en une courbe qui est appelée axe magnétique.

En coordonnées cylindriques (r, z, ϕ) (où r = 0 est l’axe vertical
du tore), l’hypothèse de symétrie axiale consiste à supposer que le
champ magnétique B est indépendant de l’angle toroïdal ϕ. Le champ
magnétique peut être décomposé sous la forme B = Bp + Bϕ, où
Bp = (Br, Bz) est la composante poloïdale et Bϕ est la composante
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Figure 1. Surfaces magnétiques toroïdales pour un Tokamak

toroïdale. À partir de l’équation (3.1) on peut définir le flux poloïdal
ψ(r, z) tel que

(3.5)


Br = −1

r

∂ψ

∂z

Bz =
1

r

∂ψ

∂r

En ce qui concerne la composante toroïdale Bϕ nous définissons f par

(3.6) Bϕ =
f

r
eϕ,

où eϕ est le vecteur unité dans la direction toroïdale, et f est la
fonction diamagnétique. Le champ magnétique s’écrit :

(3.7)



B = Bp +Bϕ

Bp =
1

r
[∇ψ × eϕ]

Bϕ =
f

r
eϕ

Le champ poloïdal et le champ toroïdal sont représentés sur la
figure 2 qui montre le Tokamak comme un transformateur dont le
plasma est le secondaire. La figure 3 représente les Tokamaks Tore Su-
pra (CEA Cadarache, France), JET (Joint European Torus, Culham,
Angleterre), et ITER (en construction à Cadarache).
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Figure 2. Schéma de principe d’un Tokamak

Figure 3. Tokamaks Tore Supra (à gauche), JET (au mi-
lieu, avec l’aimable autorisation d’EUROfusion) et ITER
(à droite, crédit © ITER Organization)

D’après (3.7), dans une configuration axisymétrique les surfaces
magnétiques sont engendrées par la rotation des lignes de flux ψ =

const. autour de l’axe r = 0 du tore.
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De (3.7) et de la seconde relation de (3.1) nous obtenons l’expres-
sion suivante pour j :

(3.8)


j = jp + jϕ

jp =
1

r

[
∇
(f
µ

)
× eϕ

]
jϕ = (−∆∗ψ)eϕ,

où jp et jϕ sont respectivement les composantes poloïdale et toroïdale
de j, et l’opérateur ∆∗ est défini par

(3.9) ∆∗. =
∂

∂r

( 1

µr

∂·
∂r

)
+

∂

∂z

( 1

µr

∂·
∂z

)
Les expressions (3.7) et (3.8) pour B et j sont valides dans tout

l’espace car elles ne font intervenir que les équations de Maxwell et
l’hypothèse d’axisymétrie.

Dans la région du plasma, la relation (3.3) implique que ∇p et ∇ψ
sont colinéaires, et donc p est constant sur chaque surface magnétique.
Ce qu’on note par

(3.10) p = p(ψ)

La relation (3.4) combinée avec l’expression (3.8) implique que ∇f
et ∇p sont colinéaires, et donc f est aussi constante sur chaque surface
magnétique

(3.11) f = f(ψ)

La relation d’équilibre (3.2) combinée avec l’expression (3.7) et (3.8)
pour B et j implique que :

(3.12) ∇p = −∆∗ψ

r
∇ψ − f

µ0r2
∇f,

ce qui conduit à l’équation d’équilibre dite de Grad-Shafranov :

(3.13) −∆∗ψ = rp′(ψ) +
1

µ0r
(ff ′)(ψ),

où ∆∗ est l’opérateur linéaire elliptique donné par (3.9) où µ est
égal à la perméabilité magnétique µ0 du vide, et p′ et f ′ désignent
respectivement les dérivées de p et f par rapport à ψ.
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De (3.8) il est clair que le terme de droite de (3.13) représente
la composante toroïdale de la densité de courant du plasma. Il fait
intervenir p(ψ) et f(ψ), qui ne sont pas mesurées directement dans
le plasma.

Dans le vide, le flux magnétique ψ satisfait à

(3.14) −∆∗ψ = 0.

L’équilibre d’un plasma dans un domaine Ω représentant la région du
vide est un problème à frontière libre. La frontière libre du plasma
est définie soit par son contact avec un limiteur D (ligne de flux la
plus extérieure à l’intérieur du limiteur), soit comme étant une sépa-
ratrice magnétique (courbe hyperbolique avec un point-X). La région
Ωp ⊂ Ω contenant le plasma est définie par

(3.15) Ωp = {x ∈ Ω | ψ(x) ⩾ ψb},

où soit ψb = maxD ψ dans la configuration du limiteur, soit
ψb = ψ(X) dans la configuration du point-X (voir Figure 4).
La détermination numérique de la frontière libre du plasma est
présentée dans [HB+15].

Supposons que les conditions de Dirichlet au bord, h, soient don-
nées sur Γ = ∂Ω qui est la section poloïdale de l’enceinte à vide, les
équations gouvernant le comportement de ψ(r, z) dans l’enceinte à
vide sont finalement :

(3.16)

−∆∗ψ =
[
rA(ψ) +

1

r
B(ψ)

]
χΩp dans Ω

ψ = h sur ∂Ω
avec

A(ψ) = p′(ψ), B(ψ) =
1

µ0
(ff ′)(ψ), ψ =

ψ −maxΩ ψ

ψb −maxΩ ψ
∈ [0, 1]

dans Ωp (ce flux normalisé est introduit de sorte que A et B soient
définis sur l’intervalle fixe [0, 1]), χΩp est la fonction caractéristique
de Ωp.

Le but de la section suivante est de donner une méthode pour
l’identification en temps réel du courant du plasma, c’est-à-dire les
fonctions non linéaires A et B dans l’équation elliptique (3.16).
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Figure 4. Définition du bord du plasma (ligne bleue
épaisse). À gauche, l’exemple JET (Joint European Torus),
configuration point-X. À droite, l’exemple TORE SUPRA
(le Tokamak CEA-EURATOM à Cadarache), configuration
avec limiteur (le limiteur est représenté par la ligne noire).
Les lignes bleues fines représentent les iso-contours de ψ.

4. Le problème d’équilibre inverse

4.1. Mesures expérimentales. Les données de mesures expéri-
mentales sur JET (voir figure 5) sont :

• Les mesures magnétiques
• ψ(Mi) = hi sur Γ, donné par les boucles de flux. Grâce à

une interpolation entre les points Mi ces mesures produisent la
condition de Dirichlet au bord h.

•
1

r

∂ψ

∂n
(Ni) = gi sur Γ, qui correspond à la composante du

champ magnétique poloïdal, mesuré par les sondes magnétiques,
qui est tangente à l’enceinte à vide. En effet, d’après (3.7) la



MODÉLISATION FLUIDE DES PLASMAS DANS LES TOKAMAKS 69

composante tangentielle de Bp est égale à la composante normale
1

r

∂ψ

∂n
de 1

r
∇ψ.

• Les mesures polarimétriques qui donnent la rotation de Faraday
de l’angle de radiation infrarouge qui traverse la section du plasma le
long de plusieurs cordes Ci :∫

Ci

ne(ψ)B∥ dl =

∫
Ci

ne(ψ)

r

∂ψ

∂n
dl = αi,

où ne représente la densité électronique qui est approximativement
constante sur chaque ligne de champ, B∥ est la composante du champ
poloïdal tangent à Ci et ∂/∂n représente la dérivée normale de ψ par
rapport à Ci.

• Les mesures interférométriques qui donnent les intégrales de den-
sité sur les cordes Ci ∫

Ci

ne(ψ) dl = βi.

• Les mesures de pression cinétique obtenues à partir des mesures
de pression et de température, par exemple dans le plan équatorial :

p(r, 0) = pd(r).

• Et les mesures d’angle MSE (Motional Stark Effect) prises en
divers points xi = (ri, zi) :

m(Br, Bz, Bϕ)i = γi

avec

tan(m(Br, Bz, Bϕ)) =
a1Br + a2Bz + a3Bϕ

a4Br + a5Bz + a6Bϕ
.

4.2. Énoncé du problème inverse. Le problème d’identification
numérique est formulé comme un problème de minimisation des
moindres carrés avec une régularisation de Tikhonov. La fonction
coût est définie par :

(4.1) J(A,B, ne) = J0 +K1J1 +K2J2 +K3J3 +K4J4 + Jε
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Figure 5. À gauche : les droites vertes représentent les
cordes utilisées pour les mesures de polarimétrie et d’in-
terférométrie. À droite : partie d’une enceinte à vide. Au
milieu en bas, un exemple de maillage d’éléments finis uti-
lisé pour les simulations numériques.

avec
J0 =

∑
i

(1
r

∂ψ

∂n
(Ni)− gi

)2

J1 =
∑
i

(∫
Ci

ne
r

∂ψ

∂n
dl − αi

)2

J2 =
∑
i

(∫
Ci

nedl − βi

)2

J3 =

∫ Rmax

Rmin

(
p(r, 0)− pd(r)

)2
dr

J4 =
∑
i

(
m(Br, Bz, Bϕ)i − γi

)2
et K1, K2, K3 et K4 sont des paramètres de poids permettant de
donner plus ou moins d’importance aux mesures expérimentales cor-
respondantes [BLO+90].
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Le problème inverse de la détermination de A et B est mal posé
au sens d’Hadamard. Par conséquent une procédure de régularisa-
tion peut être utilisée pour le transformer en un problème bien posé
[TA77]. Le terme de régularisation de Tikhonov Jε contraint les fonc-
tions A, B et ne à être suffisamment lisses et s’écrit :

Jε = ε1

∫ 1

0
[A′′(x)]2dx+ ε2

∫ 1

0
[B′′(x)]2dx+ ε3

∫ 1

0
[n′′e(x)]

2dx

où ε1, ε2 et ε3 sont les paramètres de régularisation.
Il faut remarquer que la densité électronique ne n’intervient pas

dans (3.16). Cependant, dès que l’on veut utiliser les mesures pola-
rimétriques il est nécessaire d’inclure ne (et donc l’interférométrie)
dans la procédure d’identification. Le problème inverse peut finale-
ment être formulé comme suit :

(4.2)
{

Trouver A∗, B∗, n∗e tels que
J(A∗, B∗, n∗e) = inf J(A,B, ne)

4.3. Identification numérique. Le problème (3.16) se résout en
utilisant une méthode d’éléments finis [Cia78]. Soient H1(Ω) et V =

H1
0 (Ω) les espaces de Sobolev usuels. L’approximation par éléments

finis est basée sur la formulation faible suivante :

(4.3)


Trouver ψ ∈ H1(Ω) tel que∫
Ω

1

µ0r
∇ψ · ∇vdx =

∫
Ωp

[rA(ψ) +
1

r
B(ψ)]vdx ∀v ∈ V

De manière classique, Ω est approché en utilisant des triangles par
un domaine polygonal Ωh, l’espace V est approché par un espace Vh
de dimension finie n. On utilise une méthode d’éléments finis P1
dans laquelle les fonctions dans Vh sont affines sur chaque triangle et
continues sur tout le domaine.

Soit K la matrice de rigidité de la méthode d’éléments finis. No-
tons aussi (abusivement) ψ ∈ Rn les composantes de la fonction flux
magnétique approchée dans Vh.
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Les fonctions inconnues A, B et ne sont approchées par une dé-
composition dans une base réduite (ϕi)i=1,...m

A(x) =
∑
i

aiϕi(x)

B(x) =
∑
i

biϕi(x)

ne(x) =
∑
i

ciϕi(x)

Cette base peut être constituée de divers types de fonctions (poly-
nômes, splines, ondelettes, etc.) [BB97]. Soit u le vecteur de R3m

défini par u = (a1, . . . , am, b1, . . . , bm, c1, . . . , cm). Avec ces notations,
la discrétisation du problème (4.3) s’écrit comme suit :

(4.4)
{

Étant donné u ∈ R3m, résoudre l’équation

K̃ψ = D(ψ)u+ h par la méthode du point fixe,

où D(ψ) désigne la « matrice du courant de plasma » n×3m, et K̃ est
la matrice de rigidité modifiée pour imposer la condition de Dirichlet
au bord représentée par h.

Le problème d’optimisation inverse discret est :

(4.5)


Trouver u minimisant :
J(u) = ∥C(ψ)ψ − k∥2 + uTΛu

avec ψ satisfaisant à (4.4),

où C(ψ) est l’opérateur d’observation. La quantité C(ψ)ψ repré-
sente les sorties du modèle correspondant aux mesures expérimen-
tales, données plus haut, notées k. La matrice Λ représente les termes
de régularisation. Le premier terme de J dans (4.5) correspond à
J0 +K1J1 +K2J2 +K3J3 +K4J4 et le second à Jε.

Pour résoudre ce problème nous utilisons un algorithme basé sur
une méthode de point fixe pour (4.4) et l’équation normale pour (4.5).
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4.3.1. L’algorithme. À la ne itération, ψn et un sont donnés. L’ap-
plication non linéaire u 7→ ψ(u) est approchée par la relation affine

ψ = K̃−1[D(ψn)u+ h]

et la fonction coût est à minimiser par

J(u) = ∥C(ψn)ψ − k∥2 + uTΛu

= ∥C(ψn)K̃
−1D(ψn)u+ (C(ψn)K̃

−1h− k)∥2 + uTΛu

= ∥Enu+ Fn∥2 + uTΛu

avec des notations évidentes. L’équation normale

(ET
nEn + Λ)u = −ET

nFn

est résolue pour remplacer un par un+1. Alors une méthode du point
fixe pour (4.4) permet de remplacer ψn par ψn+1

ψn+1 = K̃−1[D(ψn)un+1 + h].

Puisque l’algorithme est habituellement initialisé par l’équilibre à
l’instant précédent, deux ou trois itérations sont en général suffisantes
pour assurer la convergence. Un logiciel C++ appelé EQUINOX
[Bos01, BBF08, BBF12], basé sur l’algorithme présenté ci-dessus, a
été développé en collaboration avec le CEA-IRFM à Cadarache, et
a été implémenté pour JET (Joint European Torus) et pour TORE
SUPRA (le Tokamak CEA-EURATOM à Cadarache). La figure 6
montre une sortie graphique d’Equinox pour JET. Avec toutes ces
techniques, il est possible de suivre l’évolution quasi statique de l’équi-
libre du plasma, dans les configurations TORE SUPRA ou JET, avec
des frontières libres définies par contact avec le limiteur ou par un
point-X. Il est aussi possible de simuler des configurations ITER.

5. Le système de transport

Plusieurs groupes ont développé des modèles de calcul pour les pro-
cessus de transport dans les Tokamaks. Ils utilisent généralement une
géométrie uni-dimensionnelle, supposant que les surfaces magnétiques
sont des cylindres avec des sections circulaires concentriques avec
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Figure 6. Une sortie d’EQUINOX. Le plasma est dans
une configuration point-X. Sur la colonne de gauche, les
fonctions identifiées p′, ff ′ et ne ainsi que la densité du
courant toroïdal j et le facteur de sécurité q sont affichés
en terme de ψ et de r (dans le plan équatorial).

l’axe magnétique. De plus, ces modèles ignorent la condition d’équi-
libre (∇p = j × B) et utilisent une loi d’Ohm simplifiée (E = ηj).
Le modèle qui est présenté ici (voir aussi le chapitre 6 de [Blu89]) est
compatible avec l’équation d’équilibre pour des configurations axisy-
métriques et prend en compte des sections non circulaires des surfaces
magnétiques.

Les équations de transport restent uni-dimensionnelles en utili-
sant un paramètre approprié pour les lignes de flux comme variable
« radiale » comme cela a été montré dans [HH76] pour le transport
néoclassique.

5.1. La technique de moyennisation. Soit χ une coordonnée ar-
bitraire qui paramètre la surface magnétique S ; nous définissons la
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moyenne sur S d’une quantité arbitraire A par

(5.1) ⟨A⟩ = ∂

∂V

∫
V
AdV =

1

V ′

∫
S

AdS

|∇χ|
,

avec
V ′ =

∂V

∂χ
=

∫
S

dS

|∇χ|
.

où V est le volume délimité par la surface magnétique S.
Une telle moyenne a les propriétés suivantes :

(5.2) ⟨divW ⟩ = ∂

∂V
⟨W · ∇V ⟩, ∀W ,

(5.3) ∂

∂t
(V ′⟨A⟩) = V ′⟨Ȧ⟩+ ∂

∂χ
⟨Auχ · ∇V ⟩, ∀A

où Ȧ désigne la dérivée temporelle au point fixe (r, z), alors que ∂/∂t
désigne la dérivée temporelle à χ fixé. Le vecteur uχ est la vitesse de
la surface à χ constant, définie par

(5.4) χ̇+ uχ · ∇χ = 0.

De (5.3) on peut déduire que

(5.5) ∂V ′

∂t
=

∂

∂χ
⟨uχ · ∇V ⟩.

Nous allons maintenant moyenner les équations de transport de
Braginskii (voir [Bra65]) afin d’obtenir un ensemble d’équations
de diffusion 1-D par rapport à la variable d’espace χ. Comme la
vitesse de diffusion parallèle à la surface magnétique est plus grande
que la vitesse de diffusion perpendiculaire, nous supposerons que
les densités et températures sont constantes sur chaque surface
magnétique.

5.2. L’équation de densité. L’équation de conservation de la den-
sité électronique ne peut s’écrire en terme de la vitesse du flot élec-
tronique ue,

(5.6) ṅe +∇ · (neue) = S1,

où S1 est un terme source.
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En moyennant (5.6) sur une surface magnétique, en multipliant
par V ′ et en utilisant les relations (5.2) et (5.3), nous obtenons

(5.7) ∂

∂t
(neV

′) +
∂

∂χ
⟨ne(ue − uχ) · ∇V ⟩ = ⟨S1⟩V ′.

Si le flux de particules relativement à une surface à χ constant est
défini par

(5.8) Γe = ⟨ne(ue − uχ) · ∇χ⟩,

l’équation (5.7) peut s’écrire

(5.9) ∂

∂t
(neV

′) +
∂

∂χ
(ΓeV

′) = ⟨S1⟩V ′.

5.3. Les équations d’énergie. Si on néglige les termes de viscosité,
les équations d’équilibre d’énergie pour les électrons sont

(5.10) 3

2
ṗe +∇ ·

(
Qe +

5

2
peue

)
= j ·E −Q∆ − ui · ∇pi + S2,

où pe et pi sont, respectivement, la pression des électrons et des ions,
Qe le flux de chaleur électronique, Q∆ l’échange de chaleur électron-
ion, ui la vitesse du flux ionique et S2 un terme source.

Suivant [Bra65], nous avons

Q∆ =
3me

mi

ne
te

(Te − Ti),

pe = nekTe, pi = nikTi, ne = Zni,

où te est le temps de collision électronique et k la constante de Boltz-
mann.

En moyennant (5.10), en multipliant par V ′ et en utilisant (5.2),
(5.3) et (5.5), nous obtenons

(5.11) 3

2(V ′)2/3
∂

∂t
[pe(V

′)5/3] +
∂

∂χ

[
(qe +

5

2
kTeΓe)V

′
]

=
[
⟨j ·E⟩ − ⟨uχ · ∇pe⟩ − ⟨ui · ∇pi⟩ −Q∆ + ⟨S2⟩

]
V ′,

avec qe = ⟨Qe · ∇χ⟩.
De manière analogue, l’équation d’équilibre d’énergie ionique est

(5.12) 3

2
ṗi +∇ ·

(
Qi +

5

2
piui

)
= Q∆ + ui · ∇pi + S3,
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où Qi est le flux de chaleur ionique et S3 un terme source. En uti-
lisant la même technique que pour l’équation d’énergie électronique,
on obtient

(5.13) 3

2(V ′)2/3
∂

∂t
(pi(V

′)5/3)

+
∂

∂χ

[(
qi +

5

2

kTiΓe

Z

)
V ′

]
− Γe

ne

∂pi
∂χ

V ′ = Q∆V
′ + ⟨S3⟩V ′,

avec qi = ⟨Qi · ∇χ⟩.

5.4. Les équations de flux. La vitesse uΨ d’une surface à Ψ

constant est définie par

(5.14) Ψ̇ + uΨ · ∇Ψ = 0.

Nous avons

(5.15) Ψ̇ =
∂Ψ

∂t
+
∂Ψ

∂χ
χ̇.

En utilisant les définitions (5.4) et (5.14) pour uχ et uΨ, l’équation
(5.15) devient l’équation d’évolution pour le flux poloïdal Ψ,

(5.16) ∂Ψ

∂t
= (uχ − uΨ) · ∇Ψ.

Définissons maintenant le flux toroïdal Φ par

(5.17) Φ =
1

2π

∫
V

Bt

r
dV

et le facteur de sécurité q par

(5.18) q = − 1

2π

∂Φ

∂Ψ
.

Des définitions (5.16) et (5.18) on peut déduire

(5.19) q = − 1

4π2
∂V

∂Ψ
⟨r−2⟩f.

De plus, on a

(5.20) ∂Φ

∂t
=
∂Φ

∂t

∣∣∣
Ψ
− 2πq

∂Ψ

∂t
.
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Suivant [HH76] et [PSZ78], la dérivée temporelle de Φ à Ψ fixé est
égale à

(5.21) ∂Φ

∂t

∣∣∣
Ψ
=

1

2π

∂V

∂Ψ
⟨E ·B⟩.

On peut alors déduire de (5.16), (5.19)-(5.21) l’équation d’évolution
pour le flux toroïdal Φ :

(5.22) ∂Φ

∂t
=

1

2π

∂V

∂Ψ

[
f⟨r−2⟩(uχ − uΨ) · ∇Ψ+ ⟨E ·B⟩

]
.

5.5. Le choix du paramètre χ pour la surface de flux
Définissons Ne, σe et σi par

(5.23) Ne = neV
′, σe = pe(V

′)5/3, σi = pi(V
′)5/3.

La variable Ne est le taux d’électrons entre deux surfaces magné-
tiques adjacentes, tandis que σe et σi sont respectivement les entropies
électronique et ionique. Il suit clairement de (5.9), (5.11) et (5.13)
que Ne, σe et σi restent constants pendant les évolutions adiaba-
tiques ; on les appelle des variables adiabatiques.

Les équations (5.9), (5.11), (5.13), (5.16) et (5.22) constituent un
ensemble d’équations 1D par rapport à χ, pour les cinq variables Ne,
σe, σi, Ψ et Φ. Si on prend une de ces quantités adiabatiques comme
variable χ, nous verrons que le système se réduit à un ensemble de
quatre équations de diffusion.

L’idée la plus simple est de prendre Ψ comme variable indépen-
dante. C’est ce qu’ont fait Byrne et Klein dans la première version
de leur code G2M (voir [BK78]) et Holmes et al. dans leur étude
des FCT (Flux Conserving Tokamaks) (voir [HPL80]). Mais, dans
les tokamaks conventionnels, le flux poloïdal varie avec le courant du
plasma et les tensions d’induction externes. Il semble donc mieux de
prendre pour χ le flux poloïdal normalisé Ψ, qui reste dans l’intervalle
[0, 1]. C’est ce qu’ont fait Shumaker et al. (voir [SBAM82]) et aussi
Turnbull et Storer (voir [TS83]).

Mais dans les tokamaks actuels, le flux toroïdal Φ est moins mobile
que le flux poloïdal Ψ. Le champ toroïdal externe appliqué est si grand
que, grossièrement parlant, le flux toroïdal est presque invariant pen-
dant la décharge d’un tokamak. C’est pourquoi nous pouvons choisir
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pour χ le rayon moyen de section de la surface magnétique, défini à
partir du flux toroïdal par

(5.24) χ =
( Φ

πB0

)1/2
,

où B0 est une constante, par exemple le champ toroïdal externe appli-
qué. C’est le choix fait par Hinton et Hazeltine (voir [HH76]) et utilisé
par Miller (voir [Mil80]) pour le contrôle de forme des Doublets et
par Blum et al. (voir [BLFT81]).

Il faut aussi indiquer que Helton et al. (voir [HMR77]) et Hogan
(voir [Hog79]) utilisent le paramètre de flux de surface

(5.25) χ =
( V

2π2R0

)1/2
,

où R0 est le grand rayon du Tokamak. Le volume V n’est pas une
variable adiabatique, et c’est pourquoi chaque phase de l’évolution
doit être scindée en deux étapes : une phase d’évolution où la géomé-
trie de la surface magnétique est fixée et où χ, donné par l’équation
(5.25), est pris comme paramètre de flux de surface, et une phase adia-
batique où un nouvel équilibre est calculé, en maintenant les quantités
adiabatiques Ne, σe et σi constantes.

Finalement, indiquons qu’Hirshman et Jardin (voir [HJ79, Jar81])
laissent χ représenter un paramètre arbitraire de flux de surface, et la
vitesse des surfaces à Φ constant est calculée en dérivant par rapport
au temps l’équation de Grad-Shafranov.

Le paramètre de flux de surface χ étant défini par (5.24), les équa-
tions (5.9), (5.11), (5.13), (5.16) et (5.22) peuvent se récrire comme
un système de quatre équations de diffusion 1-D par rapport à χ.
En effet, on déduit de (5.22), puisque ∂Φ/∂t = 0, que

(5.26) (uχ − uΨ) · ∇Ψ = −⟨E ·B⟩
f⟨r−2⟩

.

Par conséquent, (5.16) donne

(5.27) ∂Ψ

∂t
= −⟨E ·B⟩

f⟨r−2⟩
.

À partir de la loi d’Ohm
(5.28) E + u×B = ηj
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on peut déduire que
(5.29) ⟨E ·B⟩ = η⟨j ·B⟩,

où η est la résistivité de Spitzer. De plus, on peut déduire

(5.30) ⟨j ·B⟩ = − f2

µ0V ′
∂

∂χ

(C2

f

∂Ψ

∂χ

)
,

avec
C2 = V ′⟨r−2∇2χ⟩.

Ainsi (5.27) devient

(5.31) ∂Ψ

∂t
− ηf

µ0C3

∂

∂χ

(C2

f

∂Ψ

∂χ

)
= 0,

avec C3 = V ′⟨r−2⟩. En différenciant (5.31), on obtient l’équation de
diffusion suivante pour Ψ′ = ∂Ψ/∂χ :

(5.32) ∂Ψ′

∂t
− 1

µ0

∂

∂χ

[ηf
C3

∂

∂χ

(C2Ψ
′

f

)]
= 0.

On déduit des définitions (5.17) et (5.24) de Φ et χ, la relation sui-
vante pour f :

(5.33) f =
4π2B0χ

C3
.

L’équation (5.32) peut s’écrire

(5.34) ∂Ψ′

∂t
− 1

µ0

∂

∂χ

[ηχ
C2
3

∂

∂χ

(C2C3

χ
Ψ′

)]
= 0.

La quantité adiabatique Ψ′ est reliée au facteur de sécurité q par

(5.35) Ψ′ = −B0χ

q
.

L’équation (5.34) est une équation parabolique 1-D qui caractérise la
diffusion résistive du flux poloïdal par rapport au flux toroïdal.

Considérons maintenant l’équation d’énergie électronique (5.11).
Comme il a été montré dans [HH76], on a

(5.36) ⟨j ·E⟩ =
⟨jϕ/r⟩⟨E ·B⟩

f⟨r−2⟩
+ ⟨uχ · ∇p⟩,

avec
⟨jϕ/r⟩ = − 1

µ0V ′
∂(C2Ψ

′)

∂χ
.
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Mais, à l’aide des relations (5.29), (5.30), (5.33) et (5.36), le terme de
droite de (5.11) se simplifie, de sorte que l’équation d’énergie électro-
nique n’est autre que

(5.37) 3

2(V ′)2/3
∂σe
∂t

+
∂

∂χ

[(
qe +

5

2
kTeΓe

)
V ′

]
= −ΓeV

′

ne

∂pi
∂χ

+
ηχ

µ20C
2
3

∂

∂χ
(C2Ψ

′)
∂

∂χ

(C2C3

χ
Ψ′

)
−Q∆V

′ + ⟨S2⟩V ′·

Les équations de densité électronique et d’énergie ionique (5.9) et
(5.13) sont inchangées, de sorte que le système d’équations (5.9),
(5.37), (5.13) et (5.34) constitue un ensemble d’équations 1-D pour
Ne, σe, σi et Ψ′ en terme de χ. Pour clore ce système d’équations il
est nécessaire d’exprimer les variables adiabatiques Ne, σe, σi et Ψ′.
C’est ce qui est fait dans [HH76], où les flux classique, néoclassique
et anormal sont exprimés comme des combinaisons quasi-linéaires de
∂ne/∂χ, ∂pe/∂χ, ∂pi/∂χ, et ⟨E ·B⟩. Hirshman et Jardin (voir [HJ79])
donnent une description complète de ces flux dans les régimes Pfirsch-
Schluter et banane.

Dans la section suivante, nous allons utiliser des expressions
simplifiées pour Γe, qe et qi qui correspondent au modèle appelé
« diagonal ».

5.6. Le modèle diagonal. Dans le modèle « diagonal » nous sup-
posons que

(5.38) ne(ue − uχ) = −D∇ne, Qe = −Ke∇Te, Qi = −Ki∇Ti,

où D est le coefficient de diffusion électronique et Ke et Ki sont les
conductivités thermiques électronique et ionique respectivement.

Nous avons donc

Γe = −D⟨∇2χ⟩ ∂ne
∂χ

,

qe = −Ke⟨∇2χ⟩ ∂Te
∂χ

,

qi = −Ki⟨∇2χ⟩ ∂Ti
∂χ

,

(5.39)
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et les équations (5.9), (5.37) et (5.13) deviennent

(5.40) ∂Ne

∂t
− ∂

∂χ

(
DC1

∂ne
∂χ

)
= ⟨S1⟩V ′,

(5.41) 3

2(V ′)2/3
∂σe
∂t

− ∂

∂χ

(
KeC1

∂Te
∂χ

)
− 5k

2

∂

∂χ

(
DC1Te

∂ne
∂χ

)
=

ηχ

µ20C
2
3

∂

∂χ
(C2Ψ

′)
∂

∂χ

(C2C3

χ
Ψ′

)
+
DC1

ne

∂pi
∂χ

∂ne
∂χ

−Q∆V
′ + ⟨S2⟩V ′,

(5.42) 3

2(V ′)2/3
∂σi
∂t

− ∂

∂χ

(
KiC1

∂Ti
∂χ

)
− 5k

2

∂

∂χ

(DC1Ti
Z

∂ne
∂χ

)
+
DC1

ne

∂ne
∂χ

∂pi
∂χ

= Q∆V
′ + ⟨S3⟩V ′

avec C1 = V ′⟨∇2χ⟩.
Le modèle de diffusion diagonal est alors constitué par les équations

(5.40), (5.41), (5.42) et (5.34).

5.7. L’équation d’équilibre moyennée. L’équation d’équilibre
de Grad-Shafranov peut s’écrire

(5.43) −∇ · ( 1

µ0r2
∇Ψ) =

∂p

∂Ψ
+

1

2µ0r2
∂f2

∂Ψ

La moyenne de l’équation (5.43) sur une surface magnétique et l’uti-
lisation de la relation (5.2) conduisent à

(5.44) −Ψ′ ∂

∂χ
(C2Ψ

′) = µ0V
′ ∂p

∂χ
+

1

2
C3
∂f2

∂χ
.

Puisque p = (σe + σi)/(V
′)5/3, les équations (5.33) et (5.44) nous per-

mettent de déterminer les fonctions f(χ) et V ′(χ) si les profils Ψ′(χ),
σe(χ), σi(χ) et les coefficients géométriques ⟨r−2∇2χ⟩ et ⟨r−2⟩ ont
été calculés auparavant.

L’intégration de (5.44) sur le plasma donne

(5.45) Ip = −C2Ψ
′(χmax)

2πµ0
,

où Ip est le courant de plasma total et χmax la valeur de χ au bord
du plasma.
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5.8. Couplage des systèmes d’équilibre et de diffusion.
Conditions au bord. L’équation de Grad-Shafranov requiert la
connaissance des fonctions p(Ψ) et f(Ψ). Les équations de diffusion
(5.9), (5.37), (5.13) et (5.34) (ou (5.40), (5.41), (5.42) et (5.34) pour
le modèle diagonal) permettent de calculer Ne(χ, t), σe(χ, t), σi(χ, t),
et Ψ′(χ, t). Les équations (5.33) et (5.44) permettent de calculer f(χ)
et V ′(χ) à chaque instant. Les dérivées ∂p/∂Ψ et ∂f2/∂Ψ peuvent
alors se déduire de l’ensemble des équations de diffusion 1-D.

Mais d’autre part, pour résoudre ces équations de diffusion, il est
nécessaire de connaître les coefficients géométriques ⟨∇2χ⟩, ⟨r−2∇2χ⟩
et ⟨r−2⟩, qui sont déduits des calculs d’équilibre.

Les équations de diffusion ne nécessitent aucune condition au bord
sur l’axe magnétique, puisque C1, C2 et C3 s’annulent avec V ′ pour
χ = 0. Sur le bord du plasma (χ = χmax), les valeurs de la densité
électronique ne et des températures électronique et ionique Te et Ti
sont spécifiées. L’équation (5.44) est une équation différentielle du
premier ordre pour f par rapport à χ ; sa condition au bord est donnée
par la valeur de la fonction f sur le bord du plasma, qui est égale au
champ toroïdal externe appliqué B0 multiplié par R0.

La condition (5.45) est une condition de Dirichlet au bord pour Ψ′.
En résumé, nous avons

(5.46)
ne(χmax) = n0e, Te(χmax) = T 0

e ,

Ti(χmax) = T 0
i , f(χmax) = R0B0,

et

(5.47) Ψ′(χmax) = −2πµ0
Ip
C2
.

Le couplage entre l’équation d’équilibre 2D de Grad-Shafranov et
les équations de transport1D, qui dépend de la géométrie des lignes de
flux est appelé modèle de transport 1 1/2 D. Il permet de suivre l’évo-
lution quasi-statique de l’équilibre à l’échelle de temps du transport
(voir [BLF84]). Il est bien sûr nécessaire d’ajouter dans les équations
de transport les termes sources dus à un chauffage additionnel (injec-
tion de neutres, chauffage haute fréquence HF) ainsi que, dans la loi
d’Ohm, le courant engendré par le système HF, comme réalisé par
exemple dans le logiciel CRONOS (voir [A+10]).
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