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FONDEMENTS MATHEMATIQUES
DE I’APPRENTISSAGE STATISTIQUE

par

Christophe Giraud

Résumé. 1.’objectif d’un algorithme de classification est de prédire au
mieux la classe d’un objet a partir d’observations de cet objet. Un
exemple typique est le filtre a spam des messageries électroniques
qui prédisent (plus ou moins bien) si un courriel est un spam ou
non. Nous introduisons dans ces notes les principaux concepts fon-
damentaux de la théorie de la classification statistique supervisée
et quelques uns des algorithmes de classification les plus populaires.
Nous soulignons chemin faisant I'importance de certains concepts
mathématiques, parmi lesquels la symétrisation, la convexification,
les inégalités de concentration, le principe de contraction et les es-
paces de Hilbert & noyau reproduisant.
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1. Introduction

En ce début de siecle, nous observons un accroissement phéno-
ménal de l'utilisation des mathématiques, a la fois dans 'industrie
et dans les laboratoires scientifiques. Cet essor de 'importance des
mathématiques va de pair avec ’explosion des volumes de données
collectées et ’accroissement de la puissance de calculs des ordinateurs.
Dans l'industrie, la modélisation mathématique apparait & tous les
stades de la vie d’un produit. Depuis la conception technique, avec
force de simulations numériques, via la production, avec I'optimisa-
tion des ressources et des flux, jusqu’au marketing et la distribution
avec des prévisions basées sur 'analyse de grandes bases de données.
Dans les laboratoires scientifiques, la modélisation mathématique de-
vient de plus en plus cruciale, en particulier en biologie et médecine
ou les scientifiques doivent extraire des informations pertinentes des
données massives qu’ils produisent grace aux récents développements
biotechnologiques.

La classification automatique est peut-étre I'un des usages quoti-
diens les plus invasifs des mathématiques. L’objectif de la classifica-
tion automatique est de prédire au mieux la classe y d’un objet x a
partir d’observations de ce dernier. Un exemple typique est le filtre a
spam de notre messagerie électronique qui prédit (plus ou moins bien)
si un courriel est un spam ou non. La classification automatique est
omniprésente dans notre quotidien, filtrant nos courriels, lisant auto-
matiquement les codes postaux sur nos lettres ou reconnaissant les
visages sur les photos que nous publions sur les réseaux sociaux. Elle
est aussi extrémement importante en sciences, par exemple en mé-
decine pour effectuer des diagnostics précoces a partir de données a
hauts débits, ou pour la recherche in silico de médicaments efficaces.

Nous introduisons dans ces notes les principaux concepts fonda-
mentaux de 'apprentissage statistique (supervisé). Nous décrivons
dans la partie 2 la modélisation mathématique d’un probléme géné-
rique de classification. Dans la partie 3, nous analysons la précision
prédictive d’un algorithme universel de classification et dans la par-
tie 4 nous dérivons de cet algorithme théorique des algorithmes numé-
riquement implémentables et populaires. Les appendices rassemblent
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des résultats techniques nécessaires pour la définition et 'analyse des
algorithmes de classification.

2. Modélisation mathématique

Par soucis de simplicité, nous allons nous restreindre au cas ou il y
a seulement deux classes (comme pour le filtre & spam). Le probléeme
de la classification automatique peut alors étre modélisé de la maniere
suivante. Soit X un espace mesuré. On observe conjointement un point
X € X et une étiquette Y € {—1,+1}. Notre objectif est de construire
une fonction h : X — {—1,4+1}, appelée classifieur, telle que h(X)
prédit au mieux ’étiquette Y.

Supposons que le couple (X,Y) € X x{—1,+1} est issu d’un tirage
selon une loi P. Pour un classifieur h : X — {—1,+1} donné, la
probabilité de mauvaise classification est

L(h) =P(Y # h(X)).
Comme |Y —h(X)| € {0,2}, nous avons par le théoréeme de Pythagore
L(h) = S E[(Y — h(X))?]

N N N

1
E[(Y - E[Y|X])*] +  E[(E[Y|X] - h(X))?).
En conséquence, L(h) est minimal pour le classifieur de Bayes
hy(X) =sign(E[Y|X]) ou sign(x) = 1y50 — la<o pour z € R.

Lorsque la loi P est connue, il suffit donc d’utiliser le classifieur de
Bayes h, pour avoir la plus petite probabilité possible de mauvaise
classification.

Malheureusement, la loi P est en général inconnue et on ne peut
donc pas calculer le classifieur de Bayes h,. En pratique, nous avons
uniquement acces a des données dites d’apprentissage (X;,Y;)i=1,..n
i.i.d. de loi P et notre objectif est de construire a partir de ces données
d’apprentissage un classifieur h : X — {=1,+1} tel que L(ﬁ) — L(hy)
est aussi petit que possible.
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3. Minimisation du risque empirique

Comme la loi P est inconnue, nous ne pouvons pas calculer la pro-
babilité de mauvaise classification L(h). On peut cependant calculer
a la place la probabilité empirique de mauvaise classification

~ 1 & .
Ln(h) = — D Lyisnixy) = Pu(Y # h(X)),
=1

ou @n = %Z?:l 0(X:,Y7)- A un ensemble H de classifieurs, appelé
dictionnaire, on peut associer le classifieur de minimisation du risque
empirique
(3.1) hsc € argmin Ly, (h).

heJ
La définition de ce classifieur est tres naturelle, cependant deux ques-
tions fondamentales se posent immédiatement : quel dictionnaire H
choisir 7 et comment /};g-{ se comporte-t-il comparativement & h, 7 Ces
deux questions sont bien évidemment fortement reliées. En décom-
posant la différence entre les probabilités de mauvaise classification
L(hgc) et L(hy), on obtient

0 < L(hs) — L(hy) = min L(h) — L(h.) —i—L(/fzg{)—zréigr{lL(h).

erreur d’approximation erreur stochastique

Le premier terme mesure la qualité de 'approximation de h, par un
classifieur h € H. Cette erreur d’approximation est purement déter-
ministe et élargir le dictionnaire H ne peut que la réduire. Le second
terme mesure 'erreur résultant de la minimisation sur h € H de la
probabilité empirique de mauvaise classification fn(h) au lieu de la
vraie probabilité de mauvaise classification L(h). Ce terme est sto-
chastique et il tend a augmenter lorsque H grossit. Ce phénomeéne est
illustré figure 1. Dans cette illustration dans X = R?, les classifieurs
du dictionnaire Hyi, = {h(z) = sign((w, x)) : ||w|| = 1} ne sont pas
suffisamment flexibles et ils produisent une classification de mauvaise
qualité. Dans ce cas, 'erreur d’approximation est grande. A Popposé,
les classifieurs du dictionnaire

Hpoly = {h(z) =214(xz) — 1 : A polygone dans X}
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FIGURE 1. Exemples de classifications produites par diffé-
rents dictionnaires. Gauche : avec des classifieurs linéaires Hj,.
Centre : avec des classifieurs polygonaux H,oly. Droite : avec des
classifieurs basés sur des formes quadratiques.

sont tres flexibles et ils peuvent toujours reproduire exactement
la classification des données (X;,Y;)i=1,. n. L’erreur empirique

o~

En (/f;g{poly) est donc toujours nulle, mais hg{poly tend a mal classifier une

nouvelle donnée (X,Y) et lerreur stochastique L(B;() —minpegc L(h)
est grande. Le dernier exemple, basé sur un ensemble moins flexible
de classifieurs quadratiques produit de meilleurs résultats.

Pour choisir un bon dictionnaire H, il faut donc trouver un bon
équilibre entre les propriétés d’approximation de H et sa taille. La
premiere étape pour développer un principe de sélection de diction-
naire H est de quantifier la probabilité de mauvaise classification du
minimiseur du risque empirique ﬁg{

3.1. Probabilité de mauvaise classification avec /f;(}{

Comme mentionné ci-dessus, augmenter la taille de H tend a aug-
menter lerreur stochastique L(/ﬁg{) — minpeq¢ L(h). En fait, ce n’est
pas exactement la taille du dictionnaire qui compte, mais plutot sa
flexibilité en terme de classification. Par exemple, nous ne pouvons
pas classifier correctement les trois points étiquetés

{((0,1),+1),((1,1),-1), ((1,0),+1) }
avec les classifieurs dans Hj,. A linverse, pour tout ensemble
(i, Yi)i=1,..,n de points étiquetés, il existe h € ooy tel que
h(a:z) = Y;-.

Nous quantifions cette flexibilité de classification par le coefficient
d’éclatement

(3.2) Sp(H) = max . card{(h(z1),...,h(xy)) : h € H},

(15,20 )EX
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qui donne le nombre maximum d’étiquetages différents de n points
qui peuvent étre produits par les classifieurs dans H. Par exemple,
comme on peut obtenir a partir de H,q, tous les étiquetages pos-
sibles de n points (distincts), nous avons S, (Hpely) = 2". A Tinverse,
le nombre d’étiquetages possibles de n points avec les classifieurs
dans Hj;, est plus limité. En effet, la proposition 1 partie 3.3 implique
que S, (Hiin) < (n+1)2. Le prochain théoréme nous fournit une borne
supérieure de l'erreur stochastique et un intervalle de confiance pour
la probabilité de mauvaise classification L(/ﬁ}() en terme du coefficient
d’éclatement.

Théoréme 1 (Controle de I’erreur stochastique) Pour tout t > 0, nous
avons avec probabilité au moins 1 — e~

- 21og(2S
(3.3) L(hg) — min L(h) < 4/ =—82223010) 08(283(n ,/
heH

et

(3.4) L) — /210g 2ng \/;

Démonstration. Nous segmentons la preuve en trois lemmes. Le pre-
mier lemme montre que les termes de gauche dans (3.3) et (3.4)
peuvent étre bornés a l'aide du maximum sur H de la différence
entre l'erreur empirique de mauvaise classification et la vraie erreur
de mauvaise classification
(3.5) An(H) = sup |Ln(h) — L(h)|.

heXH
Lemme 1.1. Pour tout dictionnaire H et entier n, nous avons les
bornes supérieures

~

L(hse) = min L(h) < 28n(30) et [L(hae) — Ln(hac)| < An(30),

Démonstration. Pour tout h € 3, nous avons En(ﬁﬂ) < Ln(h) et
donc
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Comme cette inégalité est vraie pour tout h € H, nous en déduisons
directement la premiere borne du lemme 1.1. La seconde borne est
évidente. O

Pour démontrer le théoreme 1, il reste & prouver qu’on a

A (30 < 2 210&(259{(n))+ t
n 2n

avec probabilité au moins 1 —e~*. Nous segmentons la preuve de cette

borne en deux lemmes.

Lemme 1.2. Avec probabilité 1 — et nous avons

~ ~ t
Ay (H) < E[AL(H)] + o
n
Démonstration. Nous avons ﬁn(f}() =F((X1,Y1),...,(Xn,Ys)) avec

F: (Xx{-1,+1})" — R

T1,Y1)5- -+ xnvyn *Sup} 11 (zi) — h)|.
(o), nmzy# L(h)

Pour tout (z1,41),- -, (Zn,yn), (2}, yi) € X x {—1,41}, nous avons

|F((.7,‘1,y1), ) (x{uy;)a oo (Tns Yn))
1

= F((n ), ), ()| <

En conséquence, l'inégalité de concentration de McDiarmid (voir
théoréeme 4 de lappendice B) nous assure qu’avec probabilité au
moins 1 — e~2"° nous avons A, (H) < E[A,(H)] + s. Le lemme 1.2
en découle (avec le changement de variable s = /t/(2n)). O

Il reste & borner 'espérance de A, (H) a laide de Syc(n).

Lemme 1.3. Pour tout dictionnaire H, nous avons l’inégalité

2log(28s¢(n))

E[A,(H)] <2 -
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Démonstration. La preuve du lemme 1.3 est basée sur un argument
classique et élégant de symétrisation.

La premiere étape de la symétrisation est de représenter la proba-
bilité de mauvaise classification L(h) comme 'espérance de la proba-
bilité empirique de mauvaise classification

L =P 2000 =B Y1505, |

ol ()?z,?,)lzln est indépendant de (X, Y;)i=1,..» et est identique-
ment distribué. Dans la suite, nous noterons E pour 'espérance par
rapport aux variables ()Af,, }71)@:1” et [E pour ’espérance par rap-
port aux variables (Xj,Y;)i=1, . n. Les inégalités de Jensen et Fatou
nous donnent

E[A,(30)] = {sup ‘ Z Lyizn(x;) — [:L Z: 127&’@')] H

heXH

~ 1 &
< EE — 1. Ny—1s < ‘ .
[;Sllela% n;( Yi£h(X,) n;éh(Xi))]

La seconde étape consiste a capitaliser sur la symétrie des variables
Ly 2nx) — 1y, Lh(X) - Nous introduisons n variables aléatoires i.i.d.

(04)i=1,...n indépendantes de (X;,Y;, )~Q, 171)Z:1n et de loi
P,(0; = 1) = Py(o; = —1) = 1/2.

Par symétrie, on remarque que (ai(lyi#h(xi — 1)7_7%(;(_)))1._1 , 2 la
méme loi que (1yﬁgh(Xi) — 1?_75,1(;(,))%,:1 __,» donc nous obtenons

E[A(H)] < EEE, [SUP *Zaz Ly anx;) — {/Z.;éh()}i))”

heH

<2 max max E,|sup |— Za h
h ye{—1,+1}n zeXn 7 hed I TyiFh()

< 2EE, [sup |— oily 4p
gl ot

it
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ou la seconde inégalité découle de 'inégalité triangulaire. Pour tout
(z,y) € X™ x {—1,41}", nous introduisons l’ensemble

Vae(z,y) = {(lyﬁéh(zl)v ) ]-ynyéh(;rn)) : h e X}

La derniére majoration de E[A,,(H)] peut s’écrire comme

E[ﬁn(ﬂ{)] < 2 x max max E,| sup [(o,0)|,
n o oye{—1,+1}n zeXn V€V (2,1)

ou (z,y) est le produit scalaire canonique sur R™. Remarquons au
passage qu’entre le membre de gauche et le membre de droite nous
avons remplacé l'espérance sous la probabilité inconnue P par une
espérance sous la probabilité connue P,. Pour tout y € {—1,+1}"
remarquons aussi qu’il y a une bijection entre Vg¢(z,y) et 'ensemble
{(h(x1),...,h(zyn)) : h € H}. En conséquence, nous avons la majora-
tion

Ad(Vse(x,y)) < Sn(FH).
ey T8 rd(Vae(o,0) < 8a(30

Au regard des deux derniéres inégalités, il suffit de démontrer que

(3.6) Eg[itelg (o, v)]] < v/2nlog(2card(V)),

pour tout ensemble V C {-1,0,+1}"

pour conclure la preuve du lemme 1.3. Démontrons (3.6). Avec la no-
tation V# = VU -V, I'inégalité de Jensen nous donne pour tout s > 0

Eq Elég <‘77U>|] =E, LS;?I;W; U>} < % log E, Ls;?p; es<"’”>}

1
(3.7) < = log E,[e%7]).
soe( > )

En combinant le fait que les o; sont indépendants, que (e* 4+ e~ %) <
2e7°/2 pour tout x € R et que v? € {0,1} pour tout v € V#, nous

obtenons
n

n
1
Eg[es<o,v>] _ HEo[esviai] _ H §(esvi + e—svi)
i=1 =1
L 2,2 2
< Hes vy /2 < e /2‘

.
I
—
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En injectant cette majoration dans (3.7), nous obtenons

1 d(V#
E,[sup [{o,v)]] < log(card(V7) 8 pour tout s > 0.
veV S 2

Le terme de droite est minimal pour s = /2log(card(V#))/n, ce qui
nous donne la majoration

Eq[sup| (@, v)[] < \/2n log(card (V#)).
veV
Nous obtenons finalement la borne (3.6) en remarquant que
card(V#) < 2card(V). La preuve du lemme 1.3 est compleéte. O

Les bornes (3.3) et (3.4) s’obtiennent directement en combinant les
trois lemmes. O

3.2. Sélection de dictionnaire

Soit {Hi,...,Has} une collection de dictionnaires de classifieurs.
Nous aimerions sélectionner parmi cette collection, le dictionnaire H,
avec la plus petite probabilité de mauvaise classification L(/ﬁg{*).
Ce dictionnaire H,, dit dictionnaire oracle, dépend de la probabilité
inconnue P, il n’est donc malheureusement pas connu du statisticien.
Dans cette partie, nous allons développer a partir du théoreme 1 une
procédure reposant sur les données pour sélectionner parmi la col-
lection {H;,...,Hpr} un dictionnaire Hpz ayant des performances
similaires a celles de H,.

Le dictionnaire oracle J, est obtenu en minimisant la probabi-
lité de mauvaise classification L(ﬁ}() sur H € {Hy,...,Ha}. Une
premiere idée est de sélectionner Hz en minimisant sur la collec-
tion {1, ..., Hps} la probabilité empirique de mauvaise classification
L, (/h\j{) Cette procédure de sélection ne donne pas de bons résultats
car pour tout H C H’ on a toujours Ly (hse) < Ln(hg), donc la
procédure tend a sélectionner le dictionnaire le plus gros possible.
Pour batir une bonne procédure de sélection, nous devons prendre en
compte les fluctuations de L, (hg) autour de L(hs). La borne (3.4)
du théoreme 1 nous offre un controle de ces fluctuations. En élaborant
a partir de cette borne, nous obtenons le résultat suivant.
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Théoréme 2 (Sélection de dictionnaire). Considérons la procédure de

sélection de dictionnaire

m = argmin {L,(hs, ) + pen(Hom)},
m=he M 210g(2 S, (H))

avec pen(H) =
n

t

Alors, pour tout t > 0, avec probabilité au moins 1 — e™" nous avons

(38) Llhs,)

. . 2log(M) + 2t
< f L(h)+2 Hm —.
B B, ) 2pentm)} + T

Avant de prouver le théoréme 2, commentons la borne (3.8).
Comme minpegc L(h) < L(hg), nous obtenons avec probabilité
1—e7t que

L(hst,) < Lihse,) + 2 pen(3e.) + ng(z\fw -
En particulier, cela nous permet de comparer la probabilité de mau-
vaise classification du classifieur sélectionné a celle du meilleur clas-
sifieur parmi la collection {ﬁg{l, . ,ﬁg{M}.

Remarquons aussi que le second terme de la borne (3.8) augmente
en \/2log(M)/n avec le nombre M de dictionnaires candidats. Enfin,
nous noterons que les résultats restent valides si on prend pen(H) plus

grand que 2 +/210g(2S,,(H))/n.

Démonstration du théoréme 2
Rappelons la notation A, (H) = supp,cg¢ |Ln(h) — L(h)’. Les lemmes 1.2
et 1.3 nous assurent qu’avec probabilité au moins 1 — e~ nous avons

log(M) +t
2n

simultanément pour tout m=1,..., M.

(3.9) A, (Hn) < pen(H,,) +

En conséquence, le lemme 1.1 et la définition du critére de sélection nous
donnent qu’avec probabilité au moins 1 — e~*

log(M) +t

(3.10) log(M) +t '

< min’M{En(Tl}cm) + pen(3H,,)} + m

m=1,...
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Pour conclure, il suffit de controler L, (ﬁj—(m) en fonction de infpeqc,, L(h).
Cela peut étre fait directement en combinant les inégalités (3.3) et (3.4),
mais la majoration résultante peut étre améliorée par le raisonnement ci-
dessous.

Pour comparer Zn(ﬁg{m) a infyeqe,, L(h), commengons par remarquer
que pour tout h € 3, nous avons

Lo(hse,,) < Lu(h) < L(h) + Ay (30),

donc en prenant 'infimum sur h € JH,, nous obtenons pour tout m =
1 M

yoeeey

Lo(hse ) < i A .
Ly (hae,,) < hé%gm L(h) + Ap(Hm)

En combinant cette majoration avec (3.9) et (3.10), on trouve

-~ . . log(M) +t
L(hg.) < f L(h)+2 Hm 24/ ————.
(hoez) < min  { inf L(h)+2pen(Jin)} + 5
La preuve du théoréme 2 est complete. U

Remarque. En combinant (3.9) avec le lemme 1.1, on obtient un in-
tervalle de confiance pour la probabilité de mauvaise classification

P(L(hg,,) € [Ln(hsc,) — 0(i,t), Ln(hac,,) + 8(, 8)]) =1 — et

log(M) +t

avec o(m,t) = pen(Hz) + o

3.3. Dimension combinatoire de Vapnik-Chervonenkis

Le calcul des coefficients d’éclatement S,,(3) peut étre complexe
en pratique. Cependant, une propriété combinatoire remarquable de
ces coefficients d’éclatement permet d’obtenir une majoration simple
de S, (H), ne dépendant de H qu’a travers une unique quantité,
la dimension de Vapnik-Chervonenkis de J définie ci-dessous.

Par convention on posera So(H) = 1. On appelle VC-dimension
de H Ventier dg¢ défini par

dy = sup{d € N: Sg(H) =29} € NU{+oo}.

Elle correspond au nombre maximum de points de X qui peuvent
étre classifiés de toutes les facons possibles par les classifieurs de .
La proposition suivante donne une majoration du coefficient d’écla-
tement S, () en fonction de la VC-dimension dg.
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Proposition 1 (Lemme de Sauer). Soit H un ensemble de classifieurs
de VC-dimension dg¢ finie. Pour tout n € N, on a
dge n! .y
Su(30) <Y CE < (n+ )™ avee Ci={ A@m-in 7!
i=0 0 pour n < i.

Démonstration. Nous commengons par prouver par récurrence sur k
I'inégalité

dg¢
(3.11) Sk(H) <> G
1=0

pour tout H de VC-dimension finie dg.

Considérons dans un premier temps le cas k = 1. Si dy = 0, aucun
point ne peut étre étiqueté de deux manieres différentes, donc tous
les points ne peuvent étre étiquetés que d’une seule maniere. Il en
découle que S;(H) = 1, qui est égal & CY. Si dy¢ > 1, nous avons
S1(H) = 2 qui est égal & CY + C1.

Supposons maintenant que (3.11) est vraie pour tout k < n — 1.
Considérons H de VC-dimension dy finie. Comme on vient de le
voir, lorsque dg¢ = 0 tous les points peuvent étre étiqueté d’une seule
maniére donc Si(H) = 1 et (3.11) est vraie pour tout k. Considérons
maintenant le cas dy¢ > 1. Soient z1,...,x, € X et définissons

H(z1,...,zn) = {(h(z1),..., h(zy)) : h € H}.

L’ensemble H(z1,...,x,) ne dépend que des valeurs de h sur
{®1,..., 7}, donc on peut remplacer I par F={h|r,, . ..} h€IH}
dans la définition de H(xq,...,x,). Comme dy est inférieur a dy,
on peut supposer sans perte de généralité que X = {z1,...,x,} et
H =T, ce que nous faisons par la suite. Considérons I’ensemble

H ={heH:h(z,) =1et h’:h—2><1{xn}69{}.

Comme H(z1,...,zn) = H'(x1,...,25) U(H N H')(z1,...,2y,) nous
avons
(3.12) card(H(z1,...,2zn)) < card(H (z1,...,2))

+ card((H ~ H')(z1, ..., 20)).
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Nous allons majorer séparément le cardinal de H'(xy,...,x,) et
celui de (H ~ H)(x1,...,2y,).

(1) Pour commencer, remarquons que
card(H'(z1, ..., zn)) = card(H'(z1, ..., Tn-1))

car on a h(x,) = 1 pour tout h € H'. Ensuite, on observe que la
VC-dimension dg de H’ est au plus dy — 1. En effet, si d points
Tiy,...,xi; de X = {x1,...,x,} peuvent étre étiquetés de toutes les
maniéres possibles par H', alors x,, ¢ {x;,,...,x;,} vu que h(z,) =1
pour tout h € H'. De plus, 'ensemble {z;,,...,2;,,x,} peut étre
étiqueté de toutes les maniéres possibles par H par définition de H’,
donc d+1 < dg¢, ce qui implique dg¢ < dg¢ — 1. En appliquant (3.11)
avec k =n — 1 on obtient

card(H'(x1, ..., 2,)) = card(H (21, ..., Zn_1))
(3.13) dy—1

<> Gy
1=0

(2) Si h,h' € H~H' vérifient h(x;) = b/ (x;) pouri=1,...,n—1,
alors ils vérifient aussi h(x,) = h'(z,,) par définition de H'. En consé-
quence, on a comme précédemment 1’égalité

card((H N~ H')(z1, ..., x,)) = card((H N~ H')(x1, ..., 2pn-1)).

De plus dgy g est inférieur a dgc car H ~ H' C H donc 1’équa-
tion (3.11) avec k = n — 1 donne

(3.14) card((H ~ H) (w1, ..., z0))

dgc

= card((H ~ H') (21, ..., 2p_1)) < Zcriz—l ~
=0

En combinant (3.12), (3.13) et (3.14), on obtient
dse dac dac
card(H(z1,...,x,)) < Z cil 4 Z Cr_, = ZC’,ZZ ,
i=1 i=0 i=0

car %, + C*"L = C% pour i > 1. Il en découle que (3.11) est vrai
pour k = n et la récurrence est établie.
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La seconde borne de la proposition est obtenue par
d

d ; d
Y oci< Z?—: <Y Cin'=(1+n)t
i=0 T =0

i=0
La preuve de la proposition 1 est compléte. O

Donnons quelques exemples de VC-dimension pour quelques dic-
tionnaires simples de X = R?. Les preuves sont laissées en exercice.

Exemple 1 : classifieurs linéaires. La VC-dimension de I’ensemble
5 = {h(x) = sign((w,2)) : [lw] = 1}
de classifieurs linéaires est d.
Exemple 2 : classifieurs affines. La VC-dimension de I’ensemble
3 = {h(x) = sign((w,z) +b) : wl =1, b€ R}
de classifieurs affines est d + 1.

Exemple 3 : classifieurs hyper-rectangulaires. La VC-dimension de
I’ensemble

H = {h(x) = 214(z) — 1 : A hyper-rectangle de R%}
de classifieurs hyper-rectangulaires est 2d.

Exemple 4 : classifieurs a polygones convexes. La VC-dimension de
I’ensemble

H = {h(z) =214(z) — 1 : A polygone convexe de R}

de classifieurs par polygones convexes est +00 (prendre n points sur la
sphére unité : pour tout sous-ensemble de ces points, on peut prendre
leur enveloppe convexe comme polygone convexe).

4. De la théorie vers la pratique

4.1. Convexification du risque empirique

Les classifieurs par minimisation du risque empirique analysés pré-
cédemment possédent de bonnes qualités statistiques, mais ils ne
peuvent pas étre mis en ceuvre en pratique a cause de leur coiit en
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temps de calcul. En effet, il n’existe pas de fagon efficace de mini-
miser (3.1) car ni H ni En ne sont convexes. Un certain nombre des
algorithmes de classification les plus populaires sont obtenus par une
simple relaxation convexe du probléme de minimisation (3.1). La pro-
babilité empirique de mauvaise classification Zn est remplacée par un
substitut convexe et ’ensemble des classifieurs H est remplacé par un
ensemble fonctionnel convexe F C RY,

Considérons un ensemble convexe F de fonctions de X dans R.
Une fonction f € F n’est pas un classifieur, mais on peut l'utiliser
pour classifier en étiquetant les points en fonction du signe de f.
En d’autres mots, on peut associer a f le classifieur sign(f). La pro-
babilité empirique de mauvaise classification de ce classifieur peut
étre réécrite sous la forme

~

n n
Ln(sign(f)) = % DLy, sien(r)(X)<0) = % > 1y fx <oy
i=1 i=1
Remplagons maintenant la probabilité empirique de mauvaise classi-
fication En par un substitut convexe se prétant bien au calcul numé-
rique. Un moyen simple et efficace d’obtenir un critere convexe est
de remplacer la fonction de perte z — 1, par une fonction convexe
z — £(z). Nous allons développer cette idée et considérer dans la suite
les classifieurs obtenus par la procédure

(4.1) hg = sign(fs)

N s ~ 1 ¢

o fy= ar}gn;m LE(f) avec LY(f) = - D Y f(X0).
€ i=1

Ce classifieur peut étre calculé numériquement de fagon efficace car

a la fois F et Lﬁ sont convexes. De nombreux classifieurs populaires

sont obtenus en résolvant (4.1) pour des choix spécifiques de F et ¢,

voir par exemple les parties 4.3 et 4.4 pour quelques exemples.

Quelques fonctions de perte convexes £ classiques. Il est naturel de
considérer une fonction de perte £ qui est décroissante et positive.
Habituellement, on demande aussi que ¢(z) > 1, pour tout z € R
car cela nous permet de donner une majoration de la probabilité



APPRENTISSAGE STATISTIQUE

75

de mauvaise classification, voir le théoréme 3. Quelques fonctions de

pertes classiques sont

. la perte exponentielle ¢(z) = e~

z

« la perte logit /(z) = logy(1 4+ €7 %)

. la perte hinge ¢(z) = (1 — 2)+

(avec (x)4+ = max(0,x))

voir la figure 2 pour un tracé de ces trois fonctions.

loss

FIGURE 2. Tracé des pertes exponentielle, hinge et logit
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Quelques exemples classiques d’ensembles fonctionnels F. Les prin-

cipaux exemples classiques d’ensembles fonctionnels F peuvent étre

regroupés en deux classes.

Une premiére classe d’ensembles J est obtenue en prenant des com-
binaisons linéaires d’une famille finie H = {h4, ...

(4.2)

F

{f  f(z) = gﬂjhj(a:) avec 3 € e},

,hy} de classifieurs
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ou C est un sous-ensemble convexe de RP. Des choix typiques pour €
sont

. le simplexe {8 € RP: 3; > 0, >7_, B; < 1},
. la boule {# € RP : |5]; < R}
« ou tout ’ensemble RP.

Ces choix apparaissent notamment dans les méthodes de « boosting »,
voir partie 4.4. Les classifieurs de base {hi,...,hy} sont souvent ap-
pelés weak learners. Un choix populaire pour les weak learners est
hj(x) = sign(xz; —t;) avec t; € R.

Un seconde classe classique d’ensembles F est obtenue en prenant
une boule d'une espace de Hilbert a noyaux reproduisant (qu’on ap-
pelle RKHS, pour Reproducing Kernel Hilbert Space en anglais). On
renvoie a I'appendice A pour une bréve introduction aux RKHS. Plus
précisément, considérons un RKHS Fj; de noyau k et notons par || f||s
la norme hilbertienne de f € Fi. Pour alléger les notations, dans la
suite on écrira simplement F pour Fj. Minimiser Ef; sur la boule
{f € F:|fllsy < R} est équivalent a minimiser sur F le probléme
lagrangien dual

(43) fy = argminLi(f) avee L (f) = LS U X))+ AT
i=1

pour un certain A > 0. Ce type de classifieur apparait notamment
dans les algorithmes de type Support Vector Machine, présentés par-
tie 4.3. Il s’avere que le minimiseur fs de (4.3) est de la forme

n
(4.4) fr = Bik(Xi,.).
i=1
En effet, notons V' Pespace linéaire engendré par k(X1,.),..., k(X,,.)
et décomposons f = fy + fiyL sur V @ VL. Par la propriété de

reproduction on a f(X;) = (f, k(Xi,.))5 = (fv, k(Xi, )5 = fv(Xi),
donc la formule de Pythagore nous donne

L+ fys) = - SO0 (X)) + AlLfv I3+ ALy 3
=1
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Comme A est strictement positif, tout minimiseur de f de ZfL doit
satisfaire fvl =0, donc il est de la forme (4.4). De plus, la propriété
de reproduction nous assure de nouveau que (k(Xj,.),k(Xj,.))s =
k(X;, X;) donc

D BiBik(Xi, X;).

2
Toig=1

> Bik(X;, )
j=1

Le probléeme de minimisation (4.3) est donc équivalent a

(45) fr=> Bik(X;,.) avec

j=1
B = al/;g%lm{a ZE(ZﬁjYik(Xj,Xi)> + A BiBik(Xi, X;)}-
ek i=1 Nj=1 ij=1

Cette formulation est cruciale en pratique, car elle réduit le probléme
de minimisation infini-dimensionnel (4.3) a un probléme de minimi-
sation n-dimensionnel qui peut étre résolu efficacement. Dans la par-
tie 4.3 sur les Support Vector Machines, nous donnerons une descrip-
tion plus précise des solutions de ce probléeme lorsque £ est la perte
Hinge.

4.2. Propriétés statistiques

Le classifieur /ﬁff donné par (4.1) avec F et ¢ convexes a 'avan-
tage de se calculer facilement, mais a-t-il de bonnes propriétés statis-
tiques ?

Lien avec le classifieur de Bayes. Le minimiseur du risque empi-
rique /ﬁg{ de la partie 3 était un minimiseur de la version empirique
de la probabilité de mauvaise classification P(Y # h(X)) sur un en-
semble H de classifieurs. La fonction f} minimise a la place la ver-
sion empirique de E[¢(Y f(X))] sur un ensemble fonctionnel F. Le
classifieur ﬁg{ peut donc étre vu comme une version empirique du
classifieur de Bayes h, qui minimise P(Y # h(X)) sur ’ensemble des
fonctions mesurables h : X — {—1,+1}, alors que la fonction fg est
une version empirique de la fonction f¢ qui minimise E[/(Y f(X))]
sur l’ensemble des fonctions mesurables f : X — R. Une premieére
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étape est de comprendre le lien entre le classifieur de Bayes h, et
le signe de la fonction f¢. Il s’avére que sous des hypothéses tres
faibles sur ¢, le signe de f! coincide exactement avec le classifieur de
Bayes h., donc sign(f¢) minimise la probabilité de mauvaise classifi-
cation P(Y # h(X)). Démontrons maintenant ce résultat.

En conditionnant par X on obtient

E[((Y /(X)] = E[E[(Y /(X)|X]]
= E[ﬁ(f(X))P(YZHX) +U(—f(X)A - P(Y=1|X))/|.
Supposons que ¢ est décroissante, dérivable et strictement convexe

(par exemple perte exponentielle ou logit). En minimisant l’expres-
sion ci-dessus on obtient que f£(X) est solution de

C(=f(X) _  PY =1]X)

(X)) 1-PY =1[X)
Comme /¢ est strictement convexe, on a f(X) > 0 si et seulement si
C(=f(X))/(f(X)) > 1, done

FiX)> 0= PY =1]|X) > 1/2
— E[Y|X]=2P(Y =1]X)—-1>0.
Comme h,,(X)=sign(E[Y|X]) (voir partie 2), on obtient sign(f£)=h..
Cette égalité reste vraie pour la perte Hinge (exercice!).
Pour résumer la discussion ci-dessus, la fonction cible f¢ approchée

par fy est intéressante pour le probléme de classification car son signe
coincide avec le meilleur classifieur possible h..

Majoration de la probabilité de mauvaise classification. Nous nous
concentrons maintenant sur la probabilité de mauvaise classification
L(Erf) du classifieur hy = sign(fg) défini par (4.1). En pratique,
il est intéressant d’avoir une majoration de la probabilité de mau-
vaise classification L(Eg) qui puisse étre évaluée a partir des données.
Le prochain théoréme fournit une telle majoration pour des exemples
typiques d’ensembles F.

Théoréme 3 (Borne de confiance pour L(f;g)). Pour tout R > 0, on
définit AU(R) = |((R) — {(—R)|. On suppose que la fonction de perte
¢ est conveze, décroissante, positive, a-Lipschitz sur [—R, R] et vérifie
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0(z) = 1,<0 pour tout z dans R. On s’intéresse au classiﬁeurﬁg défini

par (4.1).
(a) Lorsque F est de la forme (4.2) avec C = {5 € RP : |B|; < R},

nous avons avec probabilité au moins 1 —e~t

2log(2 t
210802) | ng(r) /L.

n 2n
(b) Soit F une boule de rayon R d’un RKHS de noyau k vérifiant

k(z,z) <1 pour tout x € X. Alors, avec probabilité au moins 1 —e™",

(4.6) L(hy) < LY(f5) + 2R

on a
~ ~y 2R t
(4.7) L(hs) < Lﬁ(fg>+%+M<R> 5

Démonstration. Commengons par prouver une majoration générale
de L(hy) treés similaire au théoreme 1.

Lemme 3.1. Supposons que supgey |f(z)] < R < +o0o. Alors pour

toute fonction de perte £ vérifiant les hypothéses du théoréme 3, on a

avec probabilité au moins 1 — e~ !

(4.8) L(hs) < LE(f5)

|+ AUR) 5

2a
+ — max E,[sup
n xzeXn feF

Zaif(ffi)

i=1

ol o1,...,0, sont des variables aléatoires i.i.d. de loi Py(o; = 1) =
P,(o; = —1)=1/2.

Démonstration du lemme 3.1. La preuve de ce lemme repose sur
exactement les mémes arguments que la preuve du théoreme 1. La
premiére étape est de remarquer que l'inégalité ¢(z) > 1,.9 pour
tout réel z nous donne
L(hg) = P(Y f5(X) < 0) < LY(f) avec L*(f) = E[((Y f(X))]
< Ly(f) + AL

ot AL(F) = sup |LL () — L))
fex

L
L

Comme dans le lemme 1.2, I'inégalité de concentration de McDiarmid
(théoreme 4 de 'appendice B) assure qu’avec probabilité au moins
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1—etona

~ -~ t
AL(T) S E[AL()] + AUR) /-
n
Pour conclure la preuve du lemme, il suffit de montrer que
~ 2c "
4.9 EAfL F — max E,[sup oif(xz;)l].
(49) BN < T myEeloup| 3o (@)

En suivant exactement les mémes arguments que dans la preuve du
lemme 1.3 (en remplagant 1y, _.p(x,) par £(Y;f(X;))) on obtient

ZU’L vif '1"7, ‘

Finalement, on utilise que £ est a-Lipschitz pour Conclure : le principe
de Contraction (proposition 5 de 'appendice B) nous donne

~ 2
E[AY(F)] <= max max E,[sup
n ye{-1,+1}" xz€Xn feF

n
- [sup oil(yif(x;))|] < aEy[sup oy f ()
fei}‘zz i 4 [fei}“;lZ(Z]
o [sup o f(x;
sup Z if (i)

En combinant les deux derniéres majorations on obtient (4.9) et le
lemme 3.1 est démontré. g

(a) Prouvons maintenant la borne (4.6). L’application 5 —
D105y Bihj(xi) est linéaire, donc elle atteint a l'un des
sommets de C son maximum et son minimum sur la boule €. En
conséquence, on a

Zaszz ] U[max T ]
b 7p
En appliquant llnegalité (3.6) avec

V= {(hj(l’l), .. .,hj(-ﬁn)) g=1,... ,p},

dont le cardinal est inférieur a p, on obtient
Zazf Zi ] < R +/2nlog(2p).

La borne (4.6) découle du lemme 3.1.

Zaz

2 o
feg

2 fon
fesx
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(b) Démontrons maintenant la borne (4.7). On note ||.||5 la norme
dans le RKHS. La formule de reproduction et I'inégalité de Cauchy-
Schwarz nous donne

IS o] = (2.3 ki), | < 1| S bt
1=1 =1 1=1

En appliquant de nouveau I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient

EU[ sup ‘ >orq oif () ‘ i oik (i, )Hg]

Iflls<R
2
< [ ]

SR \/2?21 k(xth)Ea[Uf] < R\/ﬁ,

ou on a utilisé k(x,z) < 1 dans la derniere inégalité et E[o;0;] =0
pour i # j dans l'avant-derniére. En combinant de nouveau la pro-
priété de reproduction avec I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient

|f(2)] = [(f, k(z,.))s] < R\/k(x,2) < R.
Le lemme 3.1 donne alors
~ ~p 2aR t
< It sl
L(hg) < Ly,(f5) + T +AUR)N 5

ce qui acheve la preuve du théoreme 3. O

|<n|

Il est possible de démontrer des bornes de risque similaire a (3.3)
pour L(ﬁg{), nous renvoyons a Bousquet, Boucheron et Lugosi [1] pour
un panorama de tels résultats. Dans la derniere partie de ces notes,
nous allons décrire deux algorithmes de classification tres populaires :
les Support Vector Machines et AdaBoost.

4.3. Support Vector Machine

Les Support Vector Machines (SVM) correspondent a l’estima-
teur (4.3) avec la perte Hinge ¢(z) = (1 — z)4. La classification finale
s’effectue avec hy(x) = sign(fy(x)). Nous allons donner une interpré-

tation géométrique de la solution fg, interprétation qui est a ’origine
du nom « Support Vector Machine ».
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Proposition 2 (Vecteurs supports). La solution de (4.3) avec £(z) =
(1 —2)4 est de la forme fg( )= B; k(X;, z) avec

Bi=0 si Y fr(X;) > 1
Bi = Y;/(2An) si Yifr(X;) < 1
0< YiB: <1/(2An) siYifs(X;) =1.

Les vecteurs X; d’indice © tel que Ez # 0 sont appelés vecteurs sup-
ports.

Démonstration. Notons K la matrice [k(X;, X;)]; j=1,.n. Nous sa-
vons par (4.5) que la solution de (4.3) est de la forme

f?zzgjk(Xja )
avec B\zargmin{z (1-Y, K,B]) +)\BTK6}

n
BeR™ 1=1

[u—

Le probleme de minimisation ci-dessus n’est pas régulier, donc on
introduit des variables de reldchement & = (1 — Y;[Kf];)+ et on
reformule le probléme de minimisation comme suit

~ ) 1 —
(4.10) (8,€) = argmin { Z &+ )\BTKﬁ}.
B,EER™ tels que \ T i1
&i>1-Y;[Kp]; B
§i=>0
Ce probleme est maintenant régulier et convexe et les conditions de

Karush-Kuhn-Tucker pour le probleme lagrangien dual
(B,€) = argmin{ Z&HBTK[J’ Z ai(&—1+Y;[KB); )wgi)}.

donnent les formules

conditions de 1¢ ordre :

n
QA[KB]]' = ZKUO(Z‘Y% et aj +’7j = —,
i=1
conditions de relachement :

min(ai,gi -1+ Yl[KB]Z) =0 et min('yi,é) = 0.
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FIGURE 3. Classification par un SVM linéaire : I’hyper-
plan frontiere {xr € R? : (@,z) = 0} est représenté en
noir, les hyperplans de marge {x € R* : (@,z) = +1} et
{z € RY: (@,z) = —1} sont représentés en pointillés bleus et
rouges respectivement. Les vecteurs supports sont représentés
par des carrés.

On déduit de la premiere condition de premier ordre que B\Z =
a;Y;/(2)\). Comme fg( Xi) = [K ,B]Z, la premiere condition de rela-
chement donne f; = 0 si Y;f5(X;) > 1. La seconde condition de
relachement couplée & la seconde condition de premier ordre im-
plique que Bl =Y;/(2\n) si a >0et0< Y-@- < 1/(2An) sinon. Pour
conclure la preuve de la proposition, on remarque que lorsque que
fl > Oonaﬁl et a; non nuls, et donc Yfg( i) = 1—51 < 1wvula
premiere condition de relachement. O

Interprétons géométriquement la proposition 2.

Interprétation géométrique : noyau linéaire. Considérons le noyau le
plus simple k(z,y) = (x,y) pour tout z,y € R%. Le RKHS associé est
I'espace des formes linéaires F = {(w,.) : w € R?}. Dans ce cas

n n
= Z&(Xi,m) = (w,x) avec W = Z&Xi,
i=1 i=1

donc le classifieur /ﬁg(l‘) = sign({w, z)) classe les points en fonction
de leur position par rapport & I'hyperplan {z € R? : (@,z) = 0}.
La normale & I’hyperplan @ est une combinaison linéaire des vec-
teurs supports, qui sont les points X; tels que Y;(w, X;) < 1. Ils sont
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FIGURE 4. Classification avec un noyau non linéaire : la clas-
sification linéaire dans F produit une classification non linéaire
dans X via I'image réciproque de ¢.

représentés par des carrés sur la figure 3. Les hyperplans
{z eRY: (D,2) =+1} et {zeR:(D,a)=—1}

sont habituellement appelés hyperplans de marge. Pour finir, notons
la propriété suivante des SVM. Si on ajoute a I’ensemble d’appren-
tissage (X, Yi)i=1..n un point X, vérifiant Y, 11(w, Xpp1) > 1,
alors le vecteur w et le classifieur /ﬁg ne changent pas. En d’autres
mots, seules les données mal classifiées ou classifiées avec une marge
insuffisante (i.e. Y;(w,X;) < 1) influencent I’hyperplan frontiere
{x € RY: (@, ) = 0}.

Interprétation géométrique : noyau défini positif quelconque. Notons
par ¢ : X — F Papplication ¢(x) = k(z,.). La propriété de reproduc-
tion combinée a la proposition 2 nous donne

Fr(@) = (Fos 6la))s = <Z@¢<Xi>,¢<m>> |
=1

F

Un point z € X est classifié selon le signe du produit scalaire ci-
dessus. En conséquence, les points ¢(z) € F sont classifiés selon le
classifieur linéaire sur &F

f > sign (@, f)z) ot @y = »_ Bip(X;).
=1

La frontiere {z € X : fg(x) = 0} du classifieur hs est donc Iimage
réciproque par ¢ de ’hyperplan {f € F : (W, f)5 = 0}, comme repré-
senté figure 4. Nous observons que le noyau k délinéarise le SVM, dans
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FIGURE 5. Classification de molécules & ’aide d’un SVM.

le sens ou il produit un classifieur non linéaire ﬁg pour le méme cofit
numérique qu’un classifieur linéaire dans R".

Vous pouvez observer les SVM a I'ceuvre avec la petite démo :
http://svm.cs.rhul.ac.uk/pagesnew/GPat.shtml

Pourquoi les RKHS sont-ils utiles ? 11 y a principalement deux rai-
sons pour utiliser un RKHS. La premiére raison est de permettre de
délinéariser un algorithme en envoyant X dans F avec ¢ : © — k(x,.),
comme représenté dans la figure 4. Cela permet d’obtenir un algo-
rithme non linéaire pour un cofit similaire a celui d’'un algorithme
linéaire.

La seconde raison pour utiliser un RKHS est de pouvoir employer
sur n’importe quel ensemble X des algorithmes définis pour des
vecteurs. Imaginons par exemple qu’on veuille classifier des protéines
ou des molécules en fonction de leur propriétés thérapeutiques.
Notons par X notre ensemble de molécules. Pour tout z,y € X,
représentons par k(z,y) leur similarité (selon des critéres a définir).
Si le noyau résultant k : X x X — R est défini positif, on peut alors
directement appliquer un SVM pour les classifier, comme illustré
figure 5. Bien siir, le point clef dans ce cas est de construire le
noyau k. En général, le noyau k(z,y) est défini en fonction de cer-
taines propriétés de x,y qui sont connues pour avoir de 'importance
pour le probleme de classification. Par exemple, le nombre de courtes
séquences communes est un indice utile pour quantifier la similarité
entre deux protéines. La complexité du calcul de k(z,y) est aussi
un critére crucial pour les applications sur des données complexes.
Nous renvoyons aux excellents slides de Jean-Philippe Vert pour la
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description d’applications prometteuses en biologie et médecine :
https://members.cbio.mines-paristech.fr/~jvert/talks/
120302ensae/ensae.pdf

4.4. AdaBoost

AdaBoost est un algorithme qui tend & calculer une solution
approximative de l'estimateur (4.1) avec la perte exponentielle
{(z) = e~ * et l'espace fonctionnel F = span{hy,..., hp} ol hy,... , h,
sont p classifieurs donnés.

Le principe de I'algorithme AdaBoost est de réaliser une minimisa-
tion dite agressive de (4.1). Plus précisément, AdaBoost produit une
suite de fonctions fm pour m = 0,..., M en partant de fo = 0 puis
en résolvant récursivement pour m =1,..., M

.]?m = .]/C\m—l + /Bmhjm

n
o (Bm,jm) = ar_gimin % > exp (_Y;(J?m—l(Xi) + /th(Xi))> -
e =1
La classification finale est effectuée a aide de h Mm(z) = sign(fM(J:))
qui est une approximation de ﬁ% défini par (4.1).
La perte exponentielle permet de calculer (5,,,jm,) trés efficace-
ment. En effet, en posant wgm) = ntexp(=Yifm_1(X;)), on peut
écrire

%Zexp (*Y% (fmfl(Xi) + th(Xi)))
i=1

n n

= (e —e7P) Z ?Ul(m)lhj(Xi);aéYi +e P Z wl(m).
i—1 i=1

Lorsque la condition suivante
(m)
ertm(j) = die wim L, (x)#v; 1
et wz(m) 2

est satisfaite, les minimiseurs (B, jm,) sont donnés par

pour tout 7 =1,...,p,

1 1— ]
Jm = argminerr,,(j) et B, = =log <€W> '
&t 38\ e )
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En remarquant que —Y;h(X;) = 21y, ,(x,) — 1 on obtient la formu-
lation standard de ’algorithme AdaBoost.

AdaBoost

Init : wgl) =1/n,fori=1,...,n
Iterate : Form=1,...,M do

Jm = argmin erry, (j)

Jj=1,...p
2B = log(1 — erry, (jm)) — log(erry, (jm))
wgmﬂ) = wgm) exp(2Bmln,, (x,)#v,), fori=1,....n
STOP if ‘nrllin errpm41(y) > 1/2
J=1,..pP

7 M
Output : far(z) =) _; Bwhj,, (x).
On remarque que ’algorithme AdaBoost donne de plus en plus de
poids dans err,,(j) aux points X; qui sont mal classifiés a I’étape m.

Vous pouvez observer AdaBoost & 'ceuvre (pour des classifieurs h;
par demi-espaces) avec I'application récréative :
http://cseweb.ucsd.edu/~yfreund/adaboost/

5. Pour aller au-dela de cette introduction

Nous renvoyons le lecteur intéressé a aller au-dela des concepts
présentés dans ces notes a l'article de synthese de Boucheron, Bous-
quet et Lugosi [1]. Cet article comprend notamment une bibliographie
assez exhaustive. D’un point de vue plus pratique et appliqué, I'incon-
tournable livre de Hastie, Tibshirani et Friedman [5] décrit et discute
de trés nombreux algorithmes opérationnels. Enfin, nous soulignons
que les concepts introduits ici apparaissent aussi pour le probleme de
ranking (ordonner au mieux des données, 'exemple le plus célebre
étant les moteurs de recherche sur internet), voir Clémengon, Lugosi
et Vayatis [3].

Appendice A. Espace de Hilbert a noyaux reproduisants
(RKHS)

Les espaces de Hilbert & noyaux reproduisants, dit Reproducing
Kernel Hilbert Spaces (RKHS) en anglais, sont des espaces de Hilbert
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fonctionnels dont la norme décrit la régularité des fonctions. Les
RKHS vérifient aussi une propriété de reproduction particuliere, qui
s’avere cruciale en pratique car elle permet une mise ceuvre numérique
efficace.

Une fonction k£ : X x X — R est dite définie positive si elle est
symétrique (k(z,y) = k(y,x) pour tout z,y € X) et si pour tout
NeN z,...,zy€Xetay,...,axy €ERona

N
(Al) Z aiajk:(xi,mj) 2 0.
i,j=1
Exemples de noyaux définis positifs :

. noyau linéaire : k(x,y) = (z,y)

. noyau gaussien : k(z,y) = e~ le—yl?/20%

. noyau histogramme (d = 1) : k(z,y) = min(z,y)
« noyau exponentiel : k(x,y) = e~ llz=vll/7

On peut associer a un noyau défini positif £ un sous-espace de
Hilbert F de R* appelé espace de Hilbert de noyau reproduisant k.

Proposition 3 (Espace de Hilbert a noyau reproduisant (RKHS))
A tout noyau défini positif k sur X, on peut associer un (unique)
espace de Hilbert F C RY vérifiant

o k(z,.) € F pour tout x € X
« propriété de reproduction : f(z) = (f,k(x,.))s pour tout x € X
et fed.

L’espace F est appelé espace de Hilbert de noyau reproduisant k.

Démonstration. Considérons ’espace linéaire Fy engendré par la fa-
mille {k(z,.) : 2 € X}

N
Fo = {f:X—)R:f(x):Zaik(mi,x), N e N,
i=1

T1,..., TN € X, al,...,aNG]R}.
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A —_ N _\M .
Atout f =370 ak(w;,.) et g =37, bjk(y;,.) on associe

N M N M
(fs9)g0 = Zzaibjk(ﬂﬁi,yj) = Zaig(xi) = ijf(yj)-
i—1 =1

i=1 j=1

Les deux dernieres égalités indiquent que (f, g)5, ne dépend pas du
choix de la décomposition de f et g, donc cette quantité est bien défi-
nie. De plus, 'application (f, g) — (f, g)7, est bilinéaire, symétrique,
positive (vu (A.1)) et on a la propriété de reproduction

f(z) = (f, k(x,.)y, pourtoutz e X et feF.

L’inégalité de Cauchy-Schwarz (f, g)5, < || fll5,lgll5, combinée a la
formule de reproduction donne

(A.2) [f (@) < VE(z,2) [|fll5o-

En conséquence ||f|l5, = 0 implique f = 0 donc (f,g)5, est un
produit scalaire. L’espace Fy est donc un espace pré-hilbertien et
pour obtenir JF il nous suffit de le compléter. Considérons deux suites
(x;) € XN et (a;) € RY vérifiant > i js1 @iajk(wi, ;) < +oo. L'inéga-
lité (A.2) nous assure que pour tout M < N et z € X on a

N N
Z al-k:(aci,;r)‘ < VE(z,x) Z a;ajk(xi, xj).
i=M+1 i, j=M+1

Lorsque »_; ;-q aiajk(z;, ;) est fini, le membre de droite tend
vers 0 lorsque M, N tendent vers l'infini, donc les séries partielles
Z@'JL a;k(z;, z) sont de Cauchy et convergent lorsque N — o0.
On peut donc définir ’espace

F={f xR ()= E;k(mv (2:) € XN,
- (a;) € RY, Z a;a;k(x;, xj) < —i—oo}
ij>1

et la forme bilinéaire
o

(f9)5 =Y aibjk(wi,y;) =D aig(zi) = > b;f(y;)
i=1 Jj=1

3,j=1
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pour f =377, aik(v;,.) et g = > 72 bjk(y;,.). Exactement comme
précédemment, 'application (f,g) — (f,g)s est un produit scalaire
vérifiant la propriété de reproduction

flz) = (f,k(x,.))s pourtout z € Xet fed.

Finalement, l'espace ¥ muni du produit scalaire (.,.)s est la complé-
tion dans R* de Fy muni de (.,.)3,, donc c’est un espace de Hilbert
a noyau reproduisant. O

La norme d’une fonction f dans un RKHS F est fortement reliée a
la régularité de f. Cette propriété apparait clairement dans I'inégalité

(@) = @) = [{f. k2, ) — k@, ))s| < I flls k2, .) — k@, )]s

Nous illustrons ce point en décrivant le RKHS associé aux noyaux
histogrammes et gaussiens.

Exemple 1 : RKHS associé au noyau histogramme
L’espace de Sobolev

F= {f € C([0,1],R) : f est p.p. différentiable
avec f' € L*([0,1]) et £(0) = 0}

muni du produit scalaire (f, g)y = fol f'g" est un RKHS de noyau
reproduisant k(z,y) = min(x,y) sur [0,1]. En effet, k(z,.) € F pour
tout z € [0, 1] et

1
flx) = /0 (W) ly<e dy = (f, k(z,.))s, pour tout f € Fetxz € [0,1].

Dans ce cas, la norme || f||5 correspond simplement & la norme L? de
la dérivée de f. Plus cette norme est petite, plus f est réguliere.

Exemple 2 : RKHS associé au noyau gaussien. Notons par F|[f] la trans-
formée de Fourier dans R? de normalisation

1 .
F[f](w) = oz |, f(t)e it
(2m) /R pour f € LY(R?) N L3(R?) et w € RY.

Pour tout o > 0, I’espace fonctionnel

Fo = {f € Co(Rd)le(Rd) tel que/ \F[f](w)fe("wi?/? dw < —i—oo},
Ra
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muni du produit scalaire

()5, = (2?2 [ FIGIR(g)@)e” " do
R4

est un RKHS associé au noyau gaussien

k(z,y) = exp(—|ly — z||*/20%).

En effet, pour tout x € R? la fonction k(x,.) appartient & F, et un
calcul direct donne

(k(z,.), f)g, = F1 [F[f]](z) = f(z) pour tout f € Fetxe R4,

L’espace JF,, est composé de fonctions tres régulieres et la norme || f||,
controle directement la régularité de f. Remarquons que lorsque o
augmente 'espace F, rétrécit pour ne contenir que des fonctions de
plus en plus régulieres.

Appendice B. Inégalités probabilistes

Les analyses non asymptotiques en apprentissage statistique re-
posent treés souvent sur l'inégalité de concentration de McDiarmid [6].

Théoréeme 4 (McDiarmid (1989)). Soit X un ensemble mesurable et
considérons F : X" — R telle qu’il existe 61,...,0, vérifiant

’F(azl,...,x;,...,xn)—F(xl,...,xi,...,xn)’ < 6;

pour tout x1, ..., Ty, i € X, pouri=1,...,n. Alors, pour toutt >0
et pour toutes variables indépendantes X1,...,X,, on a

2
P(F(X1,...,Xn) > E[F(X1,...,Xn)] +1) < exp(—dQL).
T4+--+02
Nous renvoyons le lecteur au Chapitre 9 du livre de Devroye, Gyorfi
et Lugosi [4] pour la preuve classique de ce résultat, preuve qui com-
bine simplement 1'inégalité de Markov avec un argument martingale
(par conditionnements télescopiques). Une preuve plus conceptuelle
basée sur la méthode d’entropie est donnée dans le livre de Bouche-
ron, Lugosi et Massart [2], Chapitre 6.
Un second concept important en apprentissage statistique est le

principe de contraction.
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Théoreme 5 (Principe de contraction). Soit Z un sous-ensemble borné
de R™ et ¢ : R — R wune fonction a-Lipschitz vérifiant p(0) = 0.
Pour des variables aléatoires o1, ...,0, i.i.d. de loi

Py(o; =1) =Py(0; = —1) = 1/2,

[ <o J

Un preuve concise est donnée dans le Chapitre 11 du livre de Bou-

nous avons

[sup ‘ Z oip(2;

Z€Z

[sup ’ Z ;2

z€Z

cheron, Lugosi et Massart [2].
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