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DE NAVIER-STOKES VERS EULER

par

David Gérard-Varet

Résumé. Une question trés naturelle est de savoir si, dans la limite
d’une tres faible viscosité (v — 0), les solutions des équations de
Navier-Stokes convergent vers celles des équations d’Euler. Cette
question est considérée dans ce texte, dans deux cadres différents :
le cas ou les équations sont posées dans un domaine sans bords, et
le cas d’'un domaine borné (qui est redoutablement plus difficile, &
cause de la présence de couches limites). L’étude de ce passage & la
limite dans le cas avec bord permet de présenter une équation mal
posée, ’équation de Prandtl.
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Nous souhaitons dans cette partie et la suivante évoquer une facette
trés actuelle des recherches en mécanique des fluides : 'analyse des
phénomenes de petite échelle. Mathématiquement, ces phénomenes
sont induits par des petits parametres dans les EDP qui décrivent
les écoulements. Pour identifier ces parameétres, on doit au préalable
« adimensionner » le systeme, c’est-a-dire le renormaliser en définis-
sant des échelles (de longueur, de temps, etc.) typiques du phénomene

Publication originelle dans Journées X-UPS 2010. Facettes mathématiques de la
mécanique des fluides. Editions de ’Ecole polytechnique, 2010.
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considéré. Illustrons ce processus sur le modele classique des équations
de Navier-Stokes :

{atu+u-Vu+Vp1/Au:0,

divu = 0,

ou v = pu/p est appelé viscosité cinématique. Nous notons U et L
des vitesse et longueur typiques du probleme. Par exemple, si 'on
considere un écoulement dans un canal, U sera la vitesse moyenne au

milieu du canal, et L sa largeur. Nous posons
L

uw=Uv, x=Lx, t:Etl’ p=U?.

A Taide de ces nouvelles quantités, on aboutit au systéme sans di-

mension
1
o +u - Vi +V'p — —Av =0
Re
div'u' =0
avec pour unique parametre le nombre de Reynolds
. UL
Re & 22,

v
Or dans la plupart des écoulements intéressants, dont les écoulements
turbulents, ce nombre de Reynolds est tres élevé. Ainsi, Re est de
Pordre de plusieurs millions pour un écoulement d’air autour d’une
aile d’avion. Un probleme central en hydro- et aérodynamique est
donc d’analyser le comportement du systéme
{@u—i—u-Vu—i—Vp—aAu:O
(NS9) .
divu =0
quand € — 0. On souhaite connaitre le comportement asymptotique
de la suite de solutions (u?). Ce probleme a fait I'objet de nombreuses
études mathématiques. Il a principalement deux sources de difficul-
tés :
« lirrégularité des solutions.
« les bords du domaine d’évolution.

Nous allons aborder ces deux aspects dans les paragraphes sui-
vants.
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4.1. Convergence dans des domaines sans bords

Nous négligeons ici les effets de bord et considérons (NS¢) dans
tout lespace R Dans ce contexte, le probleme de la convergence
des solutions lorsque ¢ — 0 dépend de la régularité des solutions
considérées.

Soit up € L*(RY) une donnée initiale de divergence nulle, que nous
supposons pour simplifier indépendante de €. Soient u®, € > 0, les
solutions turbulentes associées, au sens de la définition 2.2.2 de [3].
Ces solutions vérifient I'inégalité d’énergie

1 ¢ 1
(4.1.1) §||u5(t)||%2+6 / VU (s)||22 ds < §||u0|\%2, pour tout ¢.
0

En particulier, la suite (uf) est bornée dans espace L>®(RT, L*(R%)),
et admet donc des valeurs d’adhérence pour la topologie faible*.
Rappelons que la topologie faible* sur le dual topologique E’ d’un
espace vectoriel normé E est simplement la topologie de la conver-
gence simple. Ici, L°(R*, L2(R)) est vu comme le dual topologique
de Vespace L'(RT, L?(R%)) : u¢ converge vers u’ pour la topologie
faible* si :

Vo € LYRT, L2(RY)),

+oo +oo
/ / us(t,a:)v(t,x)dxdt—>/ / ud(t, z) v(t, z) dx dt,
0 R? 0 R4

quand € — 0. On souhaite déterminer les équations vérifiées par les
valeurs d’adhérence u°. En particulier, un tel champ u? satisfait-il les
équations d’Euler, c’est-a-dire le systéeme (NS¢) avec e =07

Cette question est maintenant bien comprise. Schématiquement :

« si la donnée initiale ug génere une solutions u de 1’équation
d’Euler sur [0,7], T > 0,
« si cette solution est « raisonnablement » réguliére,

0 coincide avec u sur ]0,7[. Pour

alors toute valeur d’adhérence u
illustrer cette idée, considérons le cas favorable ou u vérifie :
we C([0,T], LA (RY),

) J - d T > 0.
Vu € L2(]0, T[xR%) 1 L*=(]0, T[xRY),
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Considérons la différence v¢ = u® — u. Le champ v* est une solution
du systeme

O® + 0% - Vo' +u- Vot +0° - Vu+ Vp® — eAv® = eAu,
(4.1.2) ..
dive® = 0.
Faisons le produit scalaire dans L?(R%) de v® avec les deux membres
de la premiere équation de (4.1.2). Notons que, comme dans [3], cette
manipulation formelle peut étre justifiée rigoureusement, par exemple

vig troncature en fréquences. Apres intégration par parties, on aboutit
a linégalité

1 t t
SO re [V @I < [ [ s o) Vuts, )| dods
2 0 o Jrd
t
—l—E// |Vu(s,z)| Vv (s, x)| dzds
0 JRA

pour presque tout ¢ €]0,T[. Ainsi,

1 t
3 1VF Ol < el Vulta + [Vulim [ o7l ads
On conclut par un lemme de Gronwall que
[0 oo (z2) < IVl L2 V22 exp ([|Vul = 1),

ce qui montre la convergence de u° vers u dans L>(0,T; L?*(R%)) avec
un taux /.

Naturellement, la convergence de u® vers u peut étre établie sous
des hypotheéses de régularité beaucoup moins fortes sur u. C’est en
particulier vrai en deux dimensions d’espace, grace au simple trans-
port du tourbillon w le long des lignes de courant, cf. [1]. En particu-
lier, la convergence est vérifiée pour les solutions w & tourbillon borné
considérées dans [1]. Pour une description beaucoup plus complete
des résultats de convergence existants, nous renvoyons a [11].

En revanche, sous la seule hypothese que les solutions de Leray u®
satisfont la borne d’énergie

1, . t E
Sl + < [ v <,
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I'identification du ou des possibles systemes limites est une ques-
tion ouverte. En effet, la convergence faible* de u® vers u’ dans
L>®(]0,00); L*(R%)) (& sous-suite prés) ne suffit pas pour passer a
la limite dans le terme non-linéaire

u® - Vu© =div (u° @ u®).

En particulier, le produit des limites faibles* u®®@u n’est pas a priori
la limite faible* du produit v ® u. Pour s’en convaincre, on peut
considérer I'exemple élémentaire f€(z) = sin(x/e). Dans L%(0,1)
muni de la topologie faible*, on a f¢ — 0 mais |f¢|?> — 1/2 # 0.

En d’autres termes, identifier les limites faibles possibles du tenseur
u® ® u® est compliqué par les phénomenes de petite échelle qui se
développent au sein du fluide, et se répercutent sur la structure de u®
en fonction de €. Comprendre a quoi ressemblent ces limites faibles est
un enjeu majeur en théorie de la turbulence : c’est le probleme dit des
lois de fermeture. Notons qu’en plus des phénomenes d’oscillations
haute fréquence (comme dans la fonction sin(z/¢)), des phénomenes
de concentration en espace peuvent se produire. C’est en particulier
le cas pres des bords du domaine, comme nous allons le discuter au
paragraphe suivant.

4.2. Cas des domaines a bords : la couche limite

Lorsque les solutions de Navier-Stokes u® et la solution d’Euler «
sont définies sur un ouvert a bord €2, la question de la convergence
se complique considérablement. La difficulté vient des conditions au
bord 052 que l'on ajoute & 'EDP (NS¢). Pour ¢ # 0 (Navier-Stokes),
le fluide adhére a la paroi, ce qui se traduit par une condition de
Dirichlet

(4.2.1) ulaq = 0.

Mais pour ¢ = 0 (Euler), le fluide peut glisser le long de la paroi.
Seule la condition de non-pénétration

u-nlga =0

subsiste. Ce changement de conditions au bord se traduit par une
concentration de u® prés de 082 lorsque € — 0. La fine couche pres du



80 DAVID GERARD-VARET

bord dans laquelle ce phénomene a lieu est appelée la couche limite.
Ainsi, tout 'enjeu est de comprendre 'impact de cette couche limite
sur I’asymptotique ¢ — 0. De fagon plus précise, le probleme est de
savoir si le champ de vitesses se concentre sur une distance € pres du
bord : c’est le sens du théoreme suivant, di a Kato [9)].

Théoréme 4.2.2. Soit d = 2 ou d = 3. Soit ) un ouvert borné régu-
lier. Soient u et u® des solutions réquliéres de (NS) de [4] et (4.2.1),
et Euler sur [0,T], de méme donnée initiale. Alors u* — wu dans
L>(0,T; L*(Q)) si et seulement si

T
5/ / |Vuf|> — 0, quand ¢ — 0.
0 Jd(z,00)<e

Notons que ce théoréme a deux aspects remarquables. D’une part,
il fournit un critere a la fois quantitatif, nécessaire et suffisant de
convergence. D’autre part, il souligne 'importance de 1’échelle € dans
le phénomeéne de concentration. Or cette échelle n’est pas intuitive,
car la partie parabolique de I'équation O;u — eAw incite plutot a
considérer 1’échelle y/e. Ceci étant dit, on ne sait pas a 'heure actu-
elle exploiter le théoreme de Kato. La question de la convergence
demeure essentiellement ouverte, méme en supposant les solutions
trés régulieres. Elle constitue sans conteste un des plus grands défis
mathématiques issus de la mécanique des fluides.

4.3. La théorie de Prandtl

Les conclusions du paragraphe précédent ameénent naturellement a
évoquer la théorie de Prandtl, qui constitue une des rares tentatives
de compréhension de la couche limite. Cette théorie porte le nom
du célebre mécanicien des fluides Ludwig Prandtl (1875-1953), qui
I’a présentée en 1904 & Heidelberg lors du Congres International des
Mathématiciens [13]. Elle est aujourd’hui exposée dans tous les manu-
els de mécanique des fluides, mais sa justification mathématique est
une source de difficultés considérables.

Nous nous contenterons ici de la décrire pour des écoulements
plans : © € R?. Nous introduisons un systéme de coordonnées locales
pres de 0L, avec x1 I'abscisse curviligne et x9 > 0 une coordonnée
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normale au bord. Nous décomposons également le champ u® dans la
base de Frénet, avec une composante tangentielle 4] et une compo-
sante normale u5.

Prandtl propose dans [13] un développement asymptotique double
échelle du champ de vitesses, sous la forme

u§ (t, 1, m2) = uf(t, 21, 2) + uS (¢, 21, 72/ VE),
Ug(t, $17$2) ~ Ugu(t,l'l,l'g) + \/gugl(t7;1:1’x2/\/g).

Selon ce développement, le champ de vitesses se décompose en

(4.3.1)

. une partie réguliere (u®",v"), solution de 1’équation d’Euler,
. une partie singuliere de type « couche limite », décrite par

(’LLCI,’UCI) — (’LLCI,’UCI)(t,ZL‘l,XQ),

dont les variations sont localisées pres du bord, sur une épaisseur que
Prandtl suppose d’ordre y/c. En particulier, dans le modeéle suggéré
par Prandtl, le critére du théoreme 4.2.2 est vérifié. Si ce modele
est valide, on a bien convergence des solutions de Navier-Stokes vers
celles d’Euler.

Formellement, en injectant le développement (4.3.1) dans les équa-
tions (NS) de [4], on obtient I’équation que doit vérifier le correcteur
(u!, v). Précisément, le champ

déf.
ul(taxlaXQ) = u?u(t,xl,O)+u‘{l(t,:n1,x2),

u(t, 21, Xa2) & Xo 00us (1, 1, 0) + g (¢, 21, X2),
satisfait la fameuse équation de Prandtl
(Opuy 4 u1Oruy + ugdotiy — Oy
= (O 4+ uf"0pui") | x,—0, X2 >0,
(4.3.2) O1uy + doug =0, Xo >0,
(u1, u2)|x,=0 = (0,0),

lim  w; = u{"|x,=0, u1li=0 = uo,1-
Xo>-+oo 1| 2=0U> | )

Il s’agit d’un systéme de Navier-Stokes dégénéré, dans lequel ne figure
plus ni terme de pression, ni terme de diffusion tangentielle. Plus
important encore, il ne subsiste qu’une équation d’évolution sur w1,
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qui devient la seule véritable inconnue du systeme. La composante
normale uy s’obtient & partir de u; par intégration de la contrainte
de divergence nulle.

Notons que la courbure de 0f) n’intervient pas explicitement dans
I’équation. Elle y intervient cependant de maniere indirecte, a travers
les propriétés de u®", et a travers le domaine de définition de ’abs-
cisse curviligne x;. A notre connaissance, trois types de domaines ont
été jusqu’ici étudiés : 1 € R, 21 € T, et 21 € (0,L). Les deux pre-
miers sont adaptés a la description de phénomeénes locaux en x1. Le
domaine (0, L) convient a I’étude d’écoulements autour d’obstacles
fins : 1 = 0 correspond alors & une extrémité de ’obstacle, et on
complete I'équation par la donnée de uq|z,—o (outre une condition
initiale a t = 0).

Bien que 'asymptotique proposée par Prandtl paraisse naturelle,
sa pertinence préte a discussion. Comme souligné par Prandtl lui-
méme, il est peu probable que le développement (4.3.1) soit valide
uniformément en espace-temps : la principale raison est le phénomene
de détachement de la couche limite, cf. figure 1. Néanmoins, I’équation
de Prandtl semble étre un bon modéle en amont du détachement,
et demeure centrale en hydrodynamique [7]. Mieux comprendre son
domaine de validité revét donc un enjeu considérable.

FIGURE 1. Le phénomeéne de détachement de couche limite.

D’un point de vue mathématique, deux problémes se posent :

« d’une part, le caractére bien posé de I’équation (4.3.2) : existence
et unicité de solutions, continuité par rapport aux données,

. d’autre part la justification du développement (4.3.1).
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Ces deux problemes dépendent beaucoup des cadres fonctionnels
considérés. A notre connaissance, I’équation de Prandtl a été résolue
dans deux cadres :

(1) Pour (z1,X2) € R x R4 et des données analytiques en xi,
I’équation est bien posée localement en temps : nous renvoyons a
[14, 10] pour des énoncés précis.

(2) Pour (z1,X3) € (0,L) x Ry et des données monotones en X,
I’équation est bien posée localement en temps, et méme globalement
sous de bonnes hypothéses sur le terme source dans la premiére équa-
tion de (4.3.2) : cf. [12, 16].

La justification de (4.3.1), et plus généralement de la convergence
des solutions de Navier-Stokes vers Euler n’a été établie que sous
des hypotheses d’analyticité en z1 et Xo [15]. La régularité analy-
tique permet en particulier de filtrer les oscillations en x1. Or ces
oscillations peuvent créer des instabilités, invisibles a I’asymptotique
« anisotrope » de type Prandtl. C’est ainsi le cas des instabilités de
Rayleigh [2]. En exploitant ce phénomeéne, E. Grenier a montré dans
[6] que 'asymptotique (4.3.1) n’est pas valable dans H'(Q) (défini
au début du paragraphe 3.2 de [4]). La question de sa validité dans
LP(Q2), ou en 'absence d’instabilités de Rayleigh, subsiste.

De facon plus fondamentale, le caractere bien posé de 1’équation de
Prandtl dans des espaces fonctionnels « standard » (espaces de Sobo-
lev, de Holder) est resté jusqu’ici un probléme ouvert. Nous décrivons
au paragraphe suivant quelques difficultés de ce probléme, ainsi que
des éléments de réponse apportés trés récemment dans [5].

4.4. Caractere mal posé de ’équation de Prandtl

Pour simplifier, nous considérons le cas (z1,X3) € T x RT et
u®™ = 0. Notant z9 au lieu de X5, ’équation devient
Opuy + u101uy + ugOouy — Oauy =0, dans T x R,
(4,4,1) O1uy + Oous =0, dansT x R+,

(Ulau2)|12=0 - (070)5 x21—1>H-i}OO Uy = 07 ul|t=0 - UO,l-
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Toujours pour simplifier I’exposition, nous ne considérons que des
fonctions exponentiellement décroissantes en x9 : cela nous amene a
introduire I'espace

L2, {f = f(@a) | supy, e f(x2)| < +o0}.

D’autres dépendances en la variable xzo pourraient étre envisagées.
Enfin, nous cherchons & déterminer si cette équation est bien ou mal
posée pour des données initiales de type Sobolev en x1, c’est-a-dire
dans les espaces

ppm At

{u1 = wr(21,22) = Y pcq W (w2) ™™ | Yo [K™ ||ﬂ’f||%g§p < oo},

m > 0.

On peut noter ’analogie de cette définition avec celle donnée au para-
graphe 2.1.d de [3] (les coefficients de Fourier remplacent la transfor-
mée de Fourier).

Avant méme toute démonstration mathématique, avoir une intui-
tion de la bonne réponse s’avere délicat. Concrétement, la difficulté
vient de I'absence d’estimation sur le systéme linéarisé. Considérons
le cas particulier de solutions de la forme (u1,u2) = (U(t, z2),0).
La composante horizontale vérifie 0;U — 8§U =0, Ulzy=0- L’équation
linéarisée s’écrit :

Owur + UOhug + ugdoU — 6§u1 =0, dansT x RT.

(4.4.2) Ohur + Oous =0, dans T x R,
(Ul, u2)|x2:0 — (07 O), le_l)I’ﬂ—]oo ul = 0

Une estimation L? standard fait apparaitre le terme f usUu1. Or us
étant obtenu via la contrainte de divergence nulle, ce terme est po-
tentiellement aussi mauvais que [ [9uq]|u1].

Une analyse sommaire de Fourier semble confirmer cette « perte
de dérivée en 1 ». Précisément, le gel des coefficients de (4.4.2), et la
recherche des solutions en ondes planes du type

(u,0) = e~ (@ 5), (4@,9) #0
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aboutissent a la relation de la relation de dispersion
k
w = kU +i0,U = il?

Cette relation suggere qu’a ¢t > 0 les modes de Fourier en x1 croissent
exponentiellement avec k, ce qui est incompatible avec un controle
Sobolev. Mais cette analyse est inadéquate. Une fagon de s’en
convaincre est de considérer une version simplifiée de (4.4.2), ou I'on
néglige a la fois la diffusion verticale et les variations en temps du
profil (U(t,z2) = Us(x2)) : le systeme devient

Our + UgOyug + UQUé =0, dansT xR™".
(4.4.3) O1ur + Oous =0, dans T x R,

U2|zo—0 = 0, u1lt—0 = uo,1.

De nouveau, une analyse a coefficients gelés aboutit a une « mau-
vaise » relation de dispersion. Mais dans ce cadre tres simplifié, un

calcul explicite est possible, et fournit pour une donnée initiale g 1
la solution

uy(t, x1, x2)
T2
= UO’l(IL‘l — US(ZL'Q)t, ZL'Q) +t U;(:L'Q)/ 81UO71(1'1 — Us(z)t, Z) dz.
0

On établit a partir de cette formule le caractére faiblement bien posé
de ’équation dans des espaces de régularité Sobolev en 1, faiblement
au sens ou il y a perte finie de dérivées par rapport a la donnée initiale.

Au niveau non linéaire, la version non diffusive de 1’équation de
Prandtl, c’est-a-dire (4.3.2) ou (4.4.1) sans le terme du, s’avere éga-
lement résoluble pour des données Sobolev ou C¥, par la méthode
des caractéristiques. Nous renvoyons a l'article [8], pour une étude
approfondie de I’équation non diffusive.

Au vu de cette analyse sans diffusion, il est alors naturel de croire
au caractere bien posé de ’équation complete de Prandtl. En fait,
il est montré dans [5] que le systéme (4.4.1) est fortement linéaire-
ment mal posé. En bref, les solutions de ’équation sont soumises a
un mécanisme de forte instabilité. Ce mécanisme met en jeu la dif-
fusion verticale et les points critiques (en z2) du champ de vitesses.
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En particulier, les résultats de [5] ne sont pas en contradiction avec
les résultats positifs obtenus sans diffusion ou pour des données mo-
notones.

Nous en venons maintenant a une description plus précise de ces
résultats. Nous considérons de nouveau 1’équation linéarisée (4.4.2).
En plus des espaces H", nous introduisons des espaces de fonctions
de (1, z2) analytiques en z : pour tout 8 > 0,

déf. ~, ; PN —
Bp = {ur = Ypeg Wl (wa)e®™™ | [[@f[|rgg, < Cp e P, wE}.
Ces espaces donnent un cadre dans lequel 1’équation est bien posée,
comme le montre la proposition (facile) suivante :

Proposition 4.4.4 (Caractere bien posé en analytique)
On suppose 8§U ecY (R+; ngp), k=0,1. Il existe p > 0 tel que :

pour tout T' avec  — pT > 0, et tout upy € Eg, (4.4.2) a une unique
solution

uy € C([O,T); Eﬁpr)v ui(t,-) € Eg_p, U lt=p = uQ,1 -

On peut, grace a cette proposition, introduire ’opérateur solution
T(t,s) défini par
T(t, s)ug et u(t,-), uli=s = up.
Notons que les espaces Eg sont denses dans les H™, ce qui rend
naturelle la notation suivante : pour tout T' € L(E3, Egr), mi,ma > 0,
déf. | Tu®|| rm

| T\l 21 rmey = sup

€ RU {+oo}.
upo€lg ||u0||Hm1

En particulier, ||T'||z(gm1 gmey) est fini si T' se prolonge en un opéra-
teur continu de H™! dans H™2. Une conséquence des résultats de [5]
est le :

Théoréme 4.4.5 (caractere mal posé en Sobolev). On peut trouver U
régulier, d décroissance exponentielle en xo, tel que : pour tous § > 0,
m, =0,

sup || T'(t, s)|l cepm, prm=my = +00.
0<s<t<s
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Nous concluons ce texte par quelques idées de preuve du théoréme
4.4.5. Le point clé est la construction de solutions approchées « insta-
bles » de (4.4.2). Plus précisément, le k-iéme mode de Fourier en x4
de ces solutions croit comme e®V*t pour k£ > 1. Cette tres forte
amplification permet d’aboutir au théoreme. Concretement, la preuve
passe par trois grandes étapes.

(1) On conduit une analyse asymptotique de I’équation (4.4.2),
dans la limite des hautes fréquences en z1 : kK — +oo . Grace a cette
analyse asymptotique, la recherche des solutions approchées instables
de (4.4.2) se réduit a un probléme spectral pour un opérateur diffé-
rentiel sur R.

(2) On résout ensuite ce probléme spectral.

(3) Une fois les solutions approchées instables construites, on uti-
lise la formule de Duhamel pour en déduire le théoréme.

Nous donnons ici quelques éléments de compréhension des deux
premieres étapes, en commencant par ’analyse haute fréquence de
(4.4.2). Pour clarifier I'exposition, nous négligeons les variations en
temps de U : U(t, z2) = Us(x2). Avec cette simplification, le systéme
(4.4.2) est a coefficients constants en (¢, x2), et nous cherchons des
solutions haute fréquence sous la forme

ui(t, 1, x0) = i elw(e)ttz)/e U;(l‘z),
up(t, w1, w9) = e~ L WOy (25), e < 1.

Le systeme se réécrit alors comme une équation différentielle du troi-
siéme ordre sur v, :

(w(e) + U vl — Ulve +icv® =0, x5 >0,
1}6‘1‘2:0 =0, U;’m:O = 0.

Comme précédemment, il est utile d’étudier d’abord le systéme
sans diffusion, correspondant & (4.4.3) :

{(w +Us)v' = Ulw =0, x9 >0,

v’m:o =0.
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Ce systéme se préte a des calculs explicites : en particulier, il existe
une famille & un parametre d’éléments propres, donnés par :

déf. déf.
w=w, = ~Us(a), v =1, = H(ze—a)(Us —Us(a)), a>0,
ou H désigne la fonction de Heaviside. On peut noter que la régularité
de v, change selon que a est ou non point critique de Us. Remarquons
aussi que w, € R, ce qui, de retour aux solutions de (4.4.3), fournit

des solutions oscillant comme e@at/€,

L’enjeu est alors de comprendre 'effet de la perturbation isvé?’) sur
ces oscillations rapides. On montre essentiellement la chose suivante :
lorsque a est un point critique non dégénéré de Ug, w, subit une
correction d’ordre /¢ de partie imaginaire négative. Ce phénomene
provoque donc une croissance exponentielle des solutions, sur des
temps d’ordre /. Ce mécanisme est responsable du caractére mal
posé de I’équation.

En pratique, on introduit un point critique non dégénéré a. de U :
Ul(ac) = 0, et par exemple U (a.) < 0. Le mode propre approché est
cherché sous la forme suivante :

w(e) = —Usg(ae) + Ver,

ve & H(zo — ac) (Us(z2) + w(e)) + ﬁV(%).

Le correcteur V = V(2), z € R est cherché a décroissance rapide en
z = +o00. Ses variations sont ainsi localisée pres de x2 = a., et com-
pensent les discontinuités de la solution sans diffusion. Formellement,
V satisfait le systéme suivant :

2
(T + U;’(ac)%)v’ —UMa) 2V +iV® =0, z#£0,
V] -7, [V’] =0, [V”] = -U"(a.),

ImV = 0.
+oo

|Z:0 - |z:0 |z:0

Pour 7 arbitrairement fixé, il s’agit d’un systéme a priori surdéter-
miné. En particulier, il est prouvé dans [5] que pour 7 = 0, ce systéme
n’admet pas de solution. L’idée est qu’il existe un couple (1,V) avec
ImT < 0 satisfaisant ce systéme. La condition Zm 1 < 0 donne l'in-
stabilité expliquée plus haut.
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Poursuivant I’analyse de [5], on peut simplifier ce probléme et abou-
tir au probleme spectral suivant :

(PS) : Trouwver 7 € C avec Imt < 0, et une solution W de

d d3
(446) (’T - 22)2@W + Z@ ((T - 22)W) == 0,

telle que lim, y_ oo W = 0,lim, 400 W = 1.

La résolution du (PS) est alors entreprise comme suit. On remarque
que I’équation (4.4.6) est une équation du second ordre sur X = W' :
(4.4.7) i(r—2)X"—6i2 X'+ ((r—2%)*—6i) X = 0.

Pour montrer l'existence de solutions (7, X) de cette équation, on
introduit alors le probléme aux valeurs propres auxiliaire :

det. 1, 6z
Ay @
Y E Y T

/ —
2u+ U= QU

(22+1)

La proposition suivante est établie dans [5] :
Proposition 4.4.8. A : D(A) — L? est autoadjoint, de domaine
D(A) @ {uen!, Aue £},

déf.
avec 24 {u € Lfoc,/(z2 + D)Hul? < —1-00} ,
R
déf.
et H' Y {u € Hﬁ)c/(z2 - 1)4|u2+/(z2 + 13 < +oo}.
R R
De plus, A admet une valeur propre a strictement positive.

Le caractere autoadjoint de A est facile a établir. Pour I'existence
d’une valeur propre positive, on utilise la décomposition Au = Aju+
Asu, avec

2 1 6z
Ay D(A) —s 2, A S " !
1 ( ) b 1U Z2 + 1u + (22 + 1)2“’ )

et

5 6
As: D(A 2 A déf'i.
2 ( )'—>£a 2U (Z2+1)2u
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On vérifie facilement que A; est autoadjoint négatif dans £2, et
que As est lui-aussi autoadjoint. Plus important, opérateur Ay est
A1-compact : pour toute suite (up)nen dans D(A) satisfaisant

(un)nen bornée dans L2, (Ajup)nen bornée dans L2,

la suite (A2t )nen est relativement compacte dans £2. Par des résul-
tats classiques d’analyse spectrale, on en déduit alors que Yegs(A) =
Yess(A1) C R_, ol Xeg désigne le spectre essentiel (c’est-a-dire le
complémentaire dans le spectre des valeurs propres isolées de multi-
plicité finie). De plus, (Au,u) > 0 pour u(z) = e 2%°, ce qui permet
de conclure.

Une fois cette proposition démontrée, des changements de variables
permettent d’obtenir un couple (7,Y) avec 7 = —y/a < 0, et

(7 - 22)Y" — 62" + (7 - 22)? — 6)Y =0.

Formellement, cette équation ressemble a (4.4.7) (& des facteurs i
pres). Pour obtenir (4.4.7), on utilise la

Proposition 4.4.9. Y admet une extension holomorphe, encore solu-
tion, dans

U. 9o <]—ioo, —ilr[Y2] U [l —H'ooD.

De plus, dans les secteurs argz € (—mw/4+ 6,7/4 —0), et argz €
(37 /4 + 8,57 /4 — 6),8 > 0,

Y(2)] < Cs exp(—22/4).

Cette proposition découle de résultats classiques d’analyse com-
plexe. On peut méme obtenir dans chacun des secteurs un dévelop-
pement asymptotique de la solution pour |z| — +oo. Cela permet de
définir
déf.

X(2) € Y(e %), zeR.

On vérifie alors que le couple (7 - gim/ 47, X) est solution de (4.4.7)
avec Im 1 < 0, et X qui tend vers zéro en £oo.

Pour conclure la résolution du probleme spectral, on vérifie que
Jg X #0, ce qui permet d’introduire W (z) = ([ X)_1 J7 . X. Nous
renvoyons a [5] pour tous les détails.
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