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INTERACTION FLUIDE-SOLIDE

par

David Gérard-Varet

Résumé. Ce texte traite du mouvement d’un corps solide plongé dans
un fluide visqueux. Apres la présentation des équations correspon-
dantes, la question du probléme de Cauchy est traitée, et enfin on
présente une discussion autour du paradoxe de Cox-Brenner (selon
lequel aucune collision ne serait possible entre un corps plongé dans
un bassin rempli de liquide, et soumis a la gravitation, et le fond de
ce bassin). Il y est en particulier montré que ce paradoxe tombe en
défaut dés que le solide est suffisamment irrégulier.
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Dans le texte précédent [6], nous avons considéré les équations de
Navier-Stokes dans le cas ot la variable spatiale = décrit R?, ¢’est-a-
dire en I'absence d’interaction avec des obstacles ou des parois. Nous
souhaitons évoquer ici un aspect de cette interaction : le mouvement
de corps solides immergés dans un fluide.

Pour éviter le paradoxe de d’Alembert relatif aux fluides parfaits
irrotationnels (voir le paragraphe 1.7 de [2]) il est préférable d’inclure
dans la description du mouvement le terme de frottement visqueux.

Publication originelle dans Journées X-UPS 2010. Facettes mathématiques de la
mécanique des fluides. Editions de ’Ecole polytechnique, 2010.
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Mais ce terme géneére a son tour un paradoxe, mis en évidence par Cox
et Brenner [1] dans les années 60 : dans les fluide visqueux, les corps
solides coulent mais ne touchent jamais le fond! C’est ce paradoxe
que nous allons expliciter et analyser dans les paragraphes suivants.

3.1. Equations du mouvement d’un corps solide
dans un fluide visqueux

Pour fixer les idées, nous considérons le cas d’un seul solide rigide
et homogene, plongé dans une cavité emplie d’un fluide visqueux,
incompressible et homogene. Nous souhaitons décrire la dynamique
du solide jusqu’au temps de premiere collision. La cavité € est un
ouvert connexe de R?, d = 2 ou 3. Elle se décompose en

Q% St U F®

ou S(t) et F(t) sont les domaines occupés respectivement par le solide
et le fluide a l'instant ¢. Le solide S est connexe. Nous supposons que
le fluide est décrit par les équations de Navier-Stokes. Nous notons up
et pr les vitesse et pression du fluide, pr sa densité, pup sa viscosité.
Ainsi :
pr (Owup +up - Vup) — ppAur = —=Vpr — pr gegq,
(NS) t>0,z € F(t),
divup =0, t>0,2 € F(t),
avec —pr geq la force de gravité. Parallelement, le mouvement du so-
lide est régi par les conservations des moments linéaire et angulaire.
Pour d = 3, en notant zg(t) € R3 la position du centre de masse,

Us(t) € R? sa vitesse, et wg(t) € R3 la vitesse angulaire, ces conser-
vations s’écrivent

msUs:/ Ygndo —mgges,
aS(t)

(S3D) Jsws = wg X (Jgwg) + Js/ (r —xg) x (Xgn)do
8S(t)

+ ,05/ (x —xg) x (—ges )dx.
S(t)
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Selon les notations consacrées, Yg(t,z) € M3(R) est le tenseur de
cisaillement du solide, Jg(t) € M3(R) sa matrice d’inertie, mg sa
masse, et pg sa densité. Le vecteur n(t,-) désigne la normale unitaire
sortant du solide S(t). Lorsque d = 2, wg et J, sont des scalaires,
et le systeme se réduit a

mSUS:/ Ysndo —mg ges,
8S(t)

(SQD) Jswg = JS/ (m — xS)J‘ . (ES n) do
25(t)

tos [ (o w) (~gea)da,

\ S(t)

ou l'on note y+ et (—y2,y1) Porthogonal d’un vecteur y = (y1,y2)
de R2. Le couplage entre les sous-systémes fluide et solide se fait via
I'interface 0S(t). Introduisons pour cela la vitesse ug(t,x) en tout
point z du solide :

ug(t,z) & {Us(t) +ws(t) x (z —as(t) sid=3,
T s +ws@ - as)t sid=2

On a alors

(In)

(2sn) las@y = CurD(ur)n —pr) lase)
urlosy = uslos);

ou D(up) := (%(&uF’j + aqu,i))U est la partie symétrique du gra-
dient. On complete le systéme en exprimant que le fluide adhere a la
cavité :

(Adh) urlan =0,

et en spécifiant les conditions initiales, c’est-a-dire la position initiale
du solide S(0), ainsi que up|i—o, Us(0) et wg(0).

Ce systeme d’équations aux dérivées partielles est passablement
plus compliqué que le systéme de Navier-Stokes usuel. Outre la pré-
sence d’équations supplémentaires, la principale difficulté est qu’il
s’agit d’un probléeme a frontiére libre, I'interface entre les domaines
fluide et solide se déplagant au cours du temps. La construction de
solutions pour ce systeme est abordée dans le paragraphe suivant.
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3.2. Solutions turbulentes et fortes

Pour décrire les solutions du systéme fluide solide, nous aurons be-
soin de plusieurs espaces fonctionnels. Ceux-ci reposent sur la notion
de dérivée faible, contenue dans la

Définition 3.2.1. Soit n > 1, Q un ouvert de R", v € LL (). On

loc
dit que v admet une dérivée faible g; € Ll () dans la direction

ie{l,...,n}si
/ﬁ@¢:—/@@,V¢eDm%
) Q

ot D(Q) est 'espace des fonctions C*° & support compact dans €.
On peut montrer qu’une telle fonction g; est unique, on la note J;v.
Le gradient faible Vv est le champ (01v,...,0,v).

Muni de cette notion, on peut définir I'espace H' () des fonctions
v € L*(Q) qui admettent un gradient faible Vv € L?(Q)". C’est un
espace de Banach, muni de la norme

loliF = llvlZz + [VolZ.

On distingue deux grands types de solutions pour le systéme fluide-
solide :

« des solutions dites turbulentes ou “a la Leray”, obtenues par des
méthodes de compacité. Ces solutions sont tres proches des solutions
turbulentes introduites au texte précédent pour I’équation de Navier-
Stokes. En particulier, elles existent pour tout temps. Leur unicité
est un probléme ouvert, ce méme en deux dimensions d’espace.

« des solutions dites fortes, c’est-a-dire régulieres. Elles peuvent
étre obtenues par méthode de point fixe, et sont uniques (au moins
parmi les solutions fortes).

3.2.a. Solutions turbulentes. La construction des solutions tur-
bulentes passe par une formulation variationnelle du systeme dans
tout €2. Concretement, on pose

u(t, ) S ug(t, 2) g () + up(t, ©) 1y (@),

déf.

(3.2.2) ,
p(t,2) L ps1g (@) + prlpp (@), p5(ta) S psigy(@).
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L’avantage de ces nouvelles inconnues est que la contrainte de rigi-
dité dans le solide s’écrit simplement (sous de bonnes hypotheéses de
régularité)

(3.2.3) psD(u) =0, t>0,zeq.

Par ailleurs, le déplacement des domaines fluide et solide au cours du
temps s’écrit sous la forme d’équations de transport

dp+ div(up) =0, 9p° +div(up®) =0, t>0,zecQ.
Apres multiplication par une fonction test et intégration par parties,
ces équations de transport aboutissent aux formulations variation-

nelles : .
/ / P3t¢+pu'v¢) +/Qp0¢(0) =0

// poui+ o) + [ o) =

pour tout ¢ € D([0,T) x Q). Enfin, comme pour ’équation de Navier-
Stokes, on obtient (toujours sous de bonnes hypothéses de régularité)
la formulation variationnelle traduisant la conservation de la quantité

(3.2.4)

de mouvement totale. En notant A : B le produit scalaire usuel des
matrices A et B (voir la notation (1.2.15)), cette formulation s’écrit

T
(3.2.5) /0 /Q(pu Oy + pu@u: D(p)
— prD(u) : D(p) — p(geq) - w)dfﬂds

+ [ poa-0(0) =
Q
pour tout champ ¢ dans ’espace fonctionnel

D, 5([0,T) x §)

e en(o.1) %) |dive =0, p5(t,)D() = 0, vt}

Notons H(), resp. V(€2), I'adhérence dans L?(Q2), resp. H'(Q),
des champs de D(Q2) de divergence nulle. Nous pouvons alors poser la

Définition 3.2.6. Une solution turbulente sur (0,7'), 7" > 0, est un
triplet (S, F,u) tel que :
(i) S(t) est un ouvert connexe de €2 pour tout 0 < ¢t < T';
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(ii) le champ u et les fonctions p, p° introduites ci-dessus satisfont
we L™(0,T; H(Q)NL*(0,T; V(Q), p, p° € L(0,T x Q)

ainsi que les équations (3.2.3), (3.2.4), (3.2.5);
(iii) I'inégalité d’énergie

3 PP + e [ t [ v

1 t
< 2/p0]u0|2—/ /p(s)gedds
Q 0 Jo

est vérifiée pour presque tout ¢ € (0,7).
L’analogue du théoréme de Leray pour Navier-Stokes est le :

Théoréme 3.2.7. On suppose que le solide S(0) a l'instant initial vérifie
S(0) C Q, et que le champ de vitesses uy a l'instant initial est dans
H(Q). Alors, pour tout T > 0, il existe une solution turbulente sur
(0,7).

La preuve du théoréeme, détaillée dans [5], repose, comme au para-
graphe 2.3 du texte précédent [6], sur une méthode de compacité en
temps et en espace. Deux sources de difficultés s’ajoutent a celles
rencontrées dans le traitement des équations de Navier-Stokes clas-
siques :

. la présence des densités variables p et p°, qui ajoutent & la non-
linéarité du systéme. De ce point de vue, le systéme fluide-solide est
tres proche du systeme de Navier-Stokes inhomogene.

« la contrainte de rigidité dans le solide : c’est une contrainte non-
linéaire, qui rend l'espace test D, g dépendant de la solution.

Pour contourner la premiere difficulté, une étape essentielle con-
siste a obtenir de la compacité forte sur une suite d’approximations
(prn) de la densité p. Cette compacité découle de résultats célebres de
DiPerna et Lions [4] sur les solutions de faible régularité de I’équation
de transport. En particulier, si deux suites (p,) et (uy), respective-
ment bornées dans L>(]0, T[x€) et L2(]0,T[; V(£2)) satisfont (sous
sa forme variationnelle) I’équation de transport

Otpn + div(unpp) =0,
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alors (pp) est relativement compacte dans I'espace C°([0, T]; LP(R)),
pour tout p fini.

Pour traiter la contrainte non-linéaire, une approche possible est
de la pénaliser, au sens ou ’on remplace ’équation (3.2.5) par la suite
d’équations approchées

T
0
— (ur +npy D(uy) : D(¢) — p(geq) - @) dzds

+/ poug - ©(0) =0,
Q

pour tout champ ¢ dans D([0,T) x Q)¢ de divergence nulle. Pour
chaque n, 'espace test qui intervient dans la formulation variation-
nelle est donc indépendant de la solution, ce qui permet d’appliquer
les résultats classiques. Lorsque n — +o00, on récupere formellement
la contrainte p°D(u) = 0. Pour un raisonnement complet et rigou-
reux, nous renvoyons a [10].

Notons pour conclure ce paragraphe que les solutions turbulentes
n’excluent pas les contacts entre le solide et la paroi de la cavité.
Cependant, une solution turbulente ne peut pas étre unique apres
contact, car la formulation variationnelle ne spécifie pas la loi de
rebond du corps sur la paroi. Autrement dit, ces solutions ne sont
réellement pertinentes qu’avant la premiere collision. Voir a ce sujet
[5, 11].

3.2.b. Solutions fortes. Sous des hypothéses supplémentaires de
régularité sur le bord du domaine et sur le champ initial ug, le sys-
teme fluide-solide admet des solutions plus régulieres et uniques. Ces
solutions sont locales en temps. En dimension d = 2, elles existent
jusqu’au temps de premiere collision. Pour préciser ce résultat, nous
introduisons la

Définition 3.2.8. Une solution forte sur (0,7), T > 0, est une solution
turbulente avec la régularité additionnelle :

ue L™ (0,T;V(Q)), Vue L*(0,T; LX), du € L*(0,T; L*(Q)).
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Les dérivées temporelle et spatiales d;u et Vu sont ici & entendre
au sens faible. Le théoréme relatif aux solutions fortes s’énonce alors
comme suit :

Théoréme 3.2.9. Sous les hypothéses :

(i) uo € H}(Q), divug=0, D(ug) =0 dans S(0),

(i) Q et S(0) de frontiéres CY1 (c’est-a-dire C* a dérivée lipschit-
zienne), S(0) C Q,

il existe un Ty mazimal et une unique solution forte sur (0,T) pour
tout T' < T.

De plus, en dimension d = 2, la solution forte existe jusqu’a colli-
siton, et pas au-dela :

(a) soit Ty = +oo et dist(S(t), 02) > 0 pour tout t,
(b) soit T < +oo et dist(S(t),002) > 0 pour tout t < T, avec
limy_,7, dist(S(t), 092) = 0.

L’existence de la solution a été établie par B.Desjardins et
M. Esteban [3], son unicité par T.Takahashi [12]. Si louvert et la
donnée initiale sont infiniment dérivables, on peut montrer que la so-
lution forte est infiniment dérivable de part et d’autre de I'interface,
et satisfait le systéme fluide-solide au sens classique.

La encore, nous nous contentons d’énoncer quelques éléments de
démonstration. Une approche possible est de se ramener a un do-
maine fixe, par 'utilisation de coordonnées lagrangiennes y au lieu
de coordonnées eulériennes x. Concrétement, x = z(t,y) = ¢(t,y)
pour un flot ¢ tel que ¢(¢,-) coincide au voisinage de S(0) avec 'iso-
métrie affine envoyant S(0) sur S(t). On a bien str ¢(0,y) = y, de
sorte qu’en temps court, on se ramene a un systeme tres proche du
systeme original, mais en domaine fixe. Ce systeme est alors résolu
en temps petit par un argument de point fixe, voir [12]. Une des clés
de la résolution est la grande régularité de ¢ en x, possible grace au
mouvement rigide du solide. Elle simplifie considérablement I’analyse,
en comparaison d’autres probléemes d’EDP a frontiere libre. Un autre
ingrédient du point fixe est un résultat de régularité elliptique pour
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le systéeme de Stokes
—Au+Vp=divF, z€O,
(3.2.10) divu=g, z€0,
ulpo = 0,

dans un ouvert borné O. Si l'ouvert O est de classe C1!, et si le champ
(F,g) appartient & H'(O) x H'(O), alors la solution variationnelle
u € H'(O) admet la régularité additionnelle :

(3.2.11) Vue HNO), [Vulm < C(IFllm + lglla)-

Ce résultat est appliqué a t fixé avec O = F(t), ce qui explique
I'hypothese ii) du théoreme. Dans le cas d = 2, il permet d’obtenir
une estimation a priori du type

t t
||VU(75)HL2(Q)+/O 18 (s)]|7 20 d8+/0 IVu(s) 7 sy ds < C(1)

tant que le temps t est strictement inférieur au temps de collision.
Cette estimation supplémentaire permet de passer par prolongements
successifs de ’existence d’une solution en temps petit a 'existence
d’une solution jusqu’a collision.

Mentionnons enfin que tous les résultats énoncés pour une cavité
bornée Q s’adaptent au cas du demi-espace Q = R% : cf. [9].

3.3. Poussée d’Archimeéde et paradoxe de Cox-Brenner

A T’aide des solutions décrites au paragraphe précédent, nous pou-
vons maintenant aborder les aspects qualitatifs du mouvement, en
particulier ses aspects collisionnels. Pour fixer les idées, nous pou-
vons supposer que le solide se déplace verticalement sous 'effet de
la gravité. Les cas d’école sont ceux d’une sphere (d = 3) et d’un
cylindre (d = 2) chutant au-dessus d’un plan. Nous souhaitons par
exemple déterminer si la sphere et le cylindre touchent le plan et,
si oui, selon quelle loi.

A premiere vue, cette question est extrémement naive : elle semble
avoir été résolue par Archimede il y a plus de deux mille ans! Selon
le raisonnement d’Archimede, largement corroboré par l'expérience,
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les effets prépondérants dans la chute du corps solide sont la gravité
et la pression hydrostatique. En particulier, on a

(Bs7) lasw) = (=po + prgza)nlas

ou n est la normale unitaire sortant du solide, et pg désigne la pression
de référence a l'altitude z4 = 0. En injectant cette relation dans
I’équation sur la quantité de mouvement linéaire, on obtient :

mg Us(t) ~ / (=po + prgxq)ndo —mg ges
a5 (t)

= / prgdo —mg g ez
S(t)
~ (pr — ps) vol(S(t)) eq

On retrouve ainsi la loi bien connue : si le solide est plus dense que
le liquide, il touche le fond.

Cependant, 'argument d’Archimede repose sur une approximation
puisque le tenseur des contraintes a la surface du solide est assimilé a
la pression hydrostatique. Les effets de viscosité et de pression molé-
culaire sont négligés. Dans 'optique d’obtenir une description plus
précise, il est donc naturel de considérer le systeme fluide-solide (NS)-
(S3D) ou (NS)-(S2D) dans sa totalité.

Mais, de maniere tres surprenante, ce modele a priori plus pré-
cis prédit qu’aucune collision n’est possible, quelles que soient les
densités respectives du fluide et de la spheére! Le méme résultat de
non-collision est valable pour le plan et le cylindre. Ces paradoxes
sont connus des mécaniciens depuis les années 60, grace a des tra-
vaux formels de Cox et Brenner. Ils ont été définitivement justifiés
par Hillairet dans [7] (voir aussi [10] pour un résultat préliminaire).
Nous reviendrons sur ’analyse sous-jacente au paragraphe suivant.
Evidemment, cette dynamique collisionnelle est tres irréaliste, et de
nombreux articles de physique ont cherché a identifier I'origine du
probléme, c’est-a-dire le défaut du modele couplé fluide-solide. Nous
présentons dans le paragraphe suivant une résolution possible du
paradoxe, qui s’appuie sur la présence de rugosités a la surface solide.
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3.4. Roéle de l’irrégularité du solide

Parmi les explications avancées pour lever le paradoxe de Cox-
Brenner, une des plus populaires est l'irrégularité du solide. L’idée
est que rien n’est aussi lisse qu'une spheére ou un cylindre, de sorte
que les calculs formels menés par les mécaniciens ne s’appliquent pas.
En d’autres termes, la rugosité des surfaces est susceptible de pro-
voquer la collision.

Ce scénario, jusque la largement empirique, a recu une récente
justification mathématique dans [8]. L’article traite du mouvement
d’un solide dans une cavité, en deux dimensions d’espace (d = 2).
Il peut étre cependant adapté aux autres contextes, notamment aux
exemples tridimensionnels (d = 3).

En bref, ’idée principale est de considérer le mouvement d’un so-
lide de classe C%*, 0 < o < 1 (on rappelle qu'une fonction est C'1 si
elle est C'! et si sa dérivée est holdérienne d’exposant a). On montre
alors que le modéle fluide-solide prédit des collisions si et seulement
si o < 1/2. Autrement dit, il existe un seuil de régularité holdérienne
au-dessus duquel la collision est proscrite par le modele, et au-dessous
duquel elle est possible. Ce résultat confirme le réle crucial des rugo-
sités dans la dynamique collisionnelle.

De fagon moins succincte, deux problemes sont abordés dans [8].
Le premier est la construction de solutions fortes pour des frontieres
C1H@. Celle-ci prolonge les constructions antérieures, relatives aux
frontieres C'. Elle donne le

Théoréme 3.4.1 ([8]). En dimension d = 2, le théoréeme 3.2.9 reste
vrai en remplacant Uhypothése de régularité C*' par Uhypothése C12,
pour tout 0 < a < 1. En particulier, le temps mazimal d’existence T
est le temps de la premiére collision (Tx = 400 en l’absence de colli-
sion).

Le deuxiéme probléeme traité dans [8] est l'existence de collision
en temps fini, en fonction de l'indice de régularité «. On fait les
hypotheses suivantes :

(1) le solide bouge le long de I'axe {z; = 0};
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(2) les seuls points de collision possibles sont le long de {z; = 0} ;

(3) pres de {z1 = 0}, 09 est plat horizontal ;

(4) pres de {z1 = 0}, les parties haute et basse de 9S(t) sont
données par

Ty —x_(t) = |z |17, @o— i (t) = —|z1]?, 0 <t<Ty;
(5) le solide est plus lourd que le fluide, c¢’est-a-dire Plsey > Pl

On peut noter que si la configuration (€2, Sp, vg) est symétrique par
rapport & {z1 = 0}, alors 'unique solution forte a la méme symétrie
pour 0 < t < T. De ce fait, les contraintes ci-dessus sont vérifiées
dans de nombreuses configurations. Le résultat principal de [8] est le

Théoréme 3.4.2. Pour toute solution forte satisfaisant (1)-(6), on a
T, < oo si et seulement si o < 1/2.

Le reste du paragraphe fournit des éléments de preuve pour les
deux théoremes. La difficulté du théoréme 3.4.1 réside dans la perte
de l'estimation de régularité (3.2.11). Le palliatif & cette perte est la

Proposition 3.4.3. Soit O ouvert borné, de frontiere C, 0 < o < 1.
Soit
F € L*(0)NBMO(0), g€ L*(0)NBMO(0O).
Alors toute solution faible (u,p) de (3.2.10) satisfait
(34.4)  [[(Vu,p)llBmo(o) < C (I(F, 9)llsmoo) + I(F, )l 12(0)) -

On rappelle que BMO(O) est I'ensemble des f € L}(O) tels que

1 — - 1
s%pw/B\f(a:)—fB]dx<+oo, avec fB:‘B’/Bf(a:)d:n,

ou le supremum est pris sur toutes les boules ouvertes B de O. On

note
dé

G sup o [ 1f@) - Folda

B |Bl /B
Ainsi, une borne BMO sur Vu se substitue a la borne H' utilisée
dans les études précédentes. Une telle borne s’avere suffisante pour
établir le théoreme 3.4.1.

[ fllBMmo(0)
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Concernant le théoréeme 3.4.2, une explication heuristique de ce
seuil de régularité est la suivante. Considérons le cas simplifié ou
I’équation (NS) est remplacée par I’équation de Stokes :

(3.4.5) —pAu = —-Vp — ppges, x € F(t),

et les autres équations sont préservées. Cette approximation est dite
quasi-stationnaire. Dans notre configuration simplifiée, le domaine a
frontiere libre F'(t) = Fj;) est déterminé par la distance h(t) entre
Pextrémité basse du solide et la partie basse de 9€). De plus,

(3.4.6) u|85(t) = h(t) e2, ulpn =0.
Soit ugs la solution de (3.4.5)-(3.4.6). Par la remarque précédente, ugs
est de la forme
Ugs (£, @) = hwpy ().
On a alors, par une estimation d’énergie
pr | VugsVwpg = / (1LFOntgs — PgsT) Wh(r) — / PF ge2wp,
F(t) OF (1) F(t)
= —ms h(t) + (pr — ps) |Sol.

Ainsi, dans 'approximation quasi-stationnaire, la dynamique colli-
sionnelle est décrite par une EDO de la forme

h(t) = —h(On(h(t) + LEZLS ooy / IVwp 2.
ms Fy,
Grosso modo, I'idée est que si le solide est C1'®, alors, pour h < 1,

n(h) ~ Ch_3a/(1+a)7

ce qui donne collision si et seulement si o < 1/2.

La preuve consiste a justifier rigoureusement ces idées. Il faut

« remplacer ugs par la vraie solution u de (NS).

« remplacer la fonction quasi-stationnaire wy, sur laquelle on n’a
pas de contrdle, par une fonction explicite ayant a peu pres le méme
comportement quand h — 0.

Nous renvoyons le lecteur intéressé a [8].
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