o MATHE@
O,

&

QQQQQQQ S & N

@y, INSTITUT g \J 2

;’02 POLYTECHNIQUE O g

V@V DE PARIS N
bEg ¥ (

%, &

ECOLE \ag
POLYTECHNIQUE QQVT SC‘:“q

Journées mathématiques X-UPS
Année 2005

Théorie algorithmique des nombres

et équations diophantiennes

Karim BELABAS

I’algorithmique de la théorie algébrique des nombres
Journées mathématiques X-UPS (2005), p. 89-162.
https://doi.org/10.5802 /xups.2005-02

© Les auteurs, 2005.
Cet article est mis a disposition selon les termes de la licence

LICENCE INTERNATIONALE D’ ATTRIBUTION CREATIVE COMMONS BY 4.0.
https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/

Les Editions de 1'Ecole polytechnique Centre de mathématiques Laurent Schwartz
Route de Saclay CMLS, Ecole polytechnique, CNRS,
F-91128 PALAISEAU CEDEX Institut polytechnique de Paris
https://www.editions.polytechnique.fr  F-91128 PALAISEAU CEDEX
https://portail.polytechnique.edu/cmls/

’.4
>
MERSENNE

Publication membre du
Centre Mersenne pour ’édition scientifique ouverte
WWWw.centre-mersenne.org


https://doi.org/10.5802/xups.2005-02
https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/
https://www.editions.polytechnique.fr
https://portail.polytechnique.edu/cmls/
http://www.centre-mersenne.org/
http://www.centre-mersenne.org

Journées mathématiques X-UPS
2005, p.89-162 doi: 10.5802/xups.2005-02

L’ALGORITHMIQUE
DE LA THEORIE ALGEBRIQUE DES NOMBRES

par

Karim Belabas

Table des matiéres

Partie 1. Théorie algébrique des nombres.......... 93
1. Préliminaires........ ... 93
1.1. Z-modules de type fini.............. ... .. .. ... 93
1.2. Réseaux, déterminant, discriminant............... 94
1.3. Nombres p-adiques.............c.ooiiiiiiia.. 96
2. Corps de nOmMbres. ... 98
2.1. Plongements, signature..................ooiiian.. 98
2.2, Trace, NOTINE. . .ottt ettt et 98
2.3. Théorie de GaloiS. ..., 99
3. Anneau des entiers. ...t 100
4. Tdéaux. .o 102
4.1. Produit d’idéaux, idéaux fractionnaires, idéaux in-
versibles. ... 102
4.2. Norme d’idéaux. .. ..ot 102
4.3. Théoréeme fondamental de 'arithmétique.......... 102
4.4. Valuation et divisibilité................ ... .. ... 104
4.5. Décomposition des premiers....................... 105
4.6. Le morphisme de Frobenius....................... 106
4.7. Valeurs absolues et places......................... 107
5. Géométrie des nombres. ...t 109
5.1, Tadlles. . ooo o e 109
5.2. Discriminant................ i 110
5.3. Applications du théoreme de Minkowski.......... 111
6. Groupe des classes, Unités.............coovviiiiea.... 113
6.1. Groupe des classes. ..o 113
6.2. Unités, S-unités, et régulateurs................... 114
6.3. Heuristiques....... ... 115

Publication originelle dans Journées X-UPS 2005. Théorie algorithmique des
nombres et équations diophantiennes. Editions de 'Ecole polytechnique, 2005.



90

KARIM BELABAS

7. Théorie analytique des nombres. ...................... 116
7.1. Fonctions L de Hecke............ ... .. 116
7.2. Densités d’idéaux premiers........................ 118
7.3. L’hypothese de Riemann.......................... 120

8. Cahier des charges. ..., 122

Partie 2. Algorithmique............................... 123

9. Introduction......... ... i 123
9.1. Complexité. ... ..o 123
9.2. Unexemple.......oooiiiiiiiiiiiiiiiiii .. 124
9.3. Notations........cooouuiiiiiiiii i 125

10. Préliminaires. ........ouritii e 126
10.1. Opérations élémentaires. ............c.coovueuin... 126
10.2. Exponentiation binaire................ .. ... ... 127
10.3. Factorisation, primalité dans Z.................. 127
10.4. Formes normales d’Hermite (HNF) et de Smith

(SN ) et 127
10.5. Réduction de bases de réseaux, LLL............. 130

11. Factorisation dans C[X].............coooiiiiiii.. 133
11.1. L’algorithme de Schénhage....................... 133
11.2. Ttération de Newton-Schénhage.................. 134
11.3. Intégration numérique et FFT......... .. ... ... 135
11.4. Le cercle de séparation........................... 136
11.5. Estimation de pg(P), la méthode de Graeffe. .. .. 136
11.6. Encadrement des racines......................... 139
11.7. Factorisation dans R[X]...................ooo . 140

12. Factorisation dans Qp[X]..........ooooiiiiiiiaL. 140
12.1. Principe. . ..o 141
12.2. Racines dans Fp[X]...........ooooiiii 141
12.3. Factorisation dans Fp[X]..............ooii, 142
12.4. L’algorithme Round 4........... ... .. .. .. ... 142

13. Factorisation dans Q[X]............c.oooiiiii. 143
13.1. L’algorithme naif...... .. ... .. .. ..o ... 143
13.2. LLL et 'algorithme de van Hoeij................ 145
13.3. Factorisation dans K[X]......................... 146

14, Ordres. ..o 147
14.1. Définition. ... ...t 147
14.2. Construction...........cooiiiiiiiii .. 148
14.3. Manipulation des ordres, dénominateurs......... 149

15. L'ordre maximal O ... 149
15.1. L’algorithme Round 2........... .. ... .. .. ... 150

15.2. Le cas particulier de Op........... ..., 152



L’ALGORITHMIQUE DE LA THEORIE ALGEBRIQUE DES NOMBRES 91

15.3. L’algorithme Round 4.............. ... .. .. ... 152
15.4. Diviseurs inessentiels............... .. ... . ... 153
15.5. Valuations. ... 154
15.6. L’algorithme POLRED............. ... . ... 155
15.7. Réduction LLL........ ... i 155
16. Groupe de classes et unités.......................o.... 156
16.1. Calculabilité........ ... ... .. 156
16.2. Calcul d'indice..........cooviiiiiiiii ... 157
16.3. Adaptation au cas M = CI(K), sous GRH....... 158
16.4. Logarithme discret............ ... .. ... ... ... 159
16.5. Application : entiers de norme donnée........... 160
Références......... ... i 160

Commencons par une équation difficile... dans un contexte sans
difficulté :

Théoréme 0.1. Soit n > 2 et x, y, z trois polyndmes d coefficients
complexes, premiers entre eux. Alors x™ + y" = 2" implique que les
trois polyndomes sont des constantes.

Démonstration. Supposons qu’il existe trois polynémes (x,y, z) pre-
miers entre eux satisfaisant x™ + ¢y = 2", tels que le maximum des
trois degrés soit D > 0. On les choisit tels que D soit minimal. Posant
¢ :=exp(2im/n), on a

0.1) 2"=a"+y"=(@+y)(z+(+Cy) - @+ y).

Deux facteurs quelconques du produit n’ont pas de diviseur commun,
puisqu’un tel facteur diviserait x et y. Leur produit étant une puis-
sance n-eme, ces facteurs sont de la forme gu”, 8 € C*, ce qui s’écrit
encore (au)"™. Puisque n — 1 > 2, il existe des polyndémes u, v, w
premiers entre eux tels que

z+y=u", =4+ y=v", x+§2y:w".

En éliminant z et y de ces équations, on trouve w"™ +(u" = (1+¢)v™.
Les constantes entrent de nouveau sous les puissances et on pose
¥ =w,y =", 2 = (1+O)Y ™, qui vérifient 2" + '™ = 2. Ces
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nouveaux polynémes sont toujours premiers entre eux (¢ +1 = 0 im-
plique n = 2) et de degré maximal D’ satisfaisant 0 < D' < D/n < D.
Contradiction. O

Il y a essentiellement deux arguments dans la preuve :

o C contient ¢ et chaque complexe a une racine n-eme,

« C[X] est factoriel (notion de pged et écriture comme puissances

n-emes).
Le premier est surtout une étape conceptuelle : méme si 'on s’in-
téresse aux solutions dans Z[X], raisonner dans Z[X| est inadapté.
On agrandit ’anneau de base pour pouvoir travailler ; mais pas trop,
pour ne pas vider le probleme de sa substance arithmétique : dans
Panneau de séries formelles C[[X]], tout devient trivial. Le deuxiéme
argument, par contre, est profond. Si 'on essaie de démontrer Fer-
mat sur Q en copiant le premier point, on introduit 'anneau Z[(],
qui n’est presque jamais factoriel. La théorie algébrique des nombres
s’est créée autour de cette question (et des généralisations de la loi
de réciprocité quadratique de Legendre-Gauss), notamment avec 1'in-
vention des « nombres idéaux » par Kummer pour restaurer I’unicité
de la décomposition en facteurs irréductibles.

Bien sfir, cela n’a pas suffi pas a résoudre le probléeme général
de Fermat. Mais la théorie algébrique des nombres classique(l), es-
sentiellement telle qu’axiomatisée par Dedekind puis Hecke, résout
de trés nombreuses équations concretes,... avec le renfort des esti-
mations modernes de transcendance (en particulier les minorations
de formes linéaires en logarithmes), et du calcul algorithmique des
invariants que nous allons introduire. Les méthodes « modulaires »
(utilisant les théoremes de Ribet et Wiles),... qui permettent de dé-
montrer Fermat, se prétent également & un traitement algorithmique,
pour lequel je renvoie au survol de Siksek [35].

Dans une premiére partie, j'introduis le langage de la théorie algé-
brique des nombres, en démontrant tout ce qui peut se faire en

(Des développements ultérieurs (théorie du corps de classe, théorie d’Iwasawa,
structures galoisiennes et cohomologie, K-théorie algébrique...) nous éloigneraient
un peu des motivations diophantiennes immédiates et ne seront plus mentionnées.
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quelques lignes. On se contente de résultats classiques, en évitant les
notions et les preuves les plus générales. Voir par exemple Lang [25]
pour les démonstrations manquantes.

Une deuxieme partie, algorithmique, rendra tout ceci effectif. Elle
est largement inspirée par Lenstra [28] et Cohen [12]. A partir de
données explicites, quelles quantités sont effectivement calculables?
Comment et sous quelle forme ? En quel temps 7 Je n’ai pas cherché a
étre exhaustif, ni toujours efficace, ni suffisamment explicite pour per-
mettre une implantation directe (dans ce but, se référer a [17, 12, 6]),
mais & présenter un panorama d’idées et d’algorithmes essentiels, sous
une forme que j’espere compréhensible.

Partie 1. Théorie algébrique des nombres
1. Préliminaires

1.1. Z-modules de type fini. Un Z-module est un groupe abé-
lien G. 1l est de type fini s’il est engendré par un nombre fini d’élé-
ments. Il est libre s’il admet une base, c’est-a-dire une famille généra-
trice (e;)i<n libre : si Zz‘gn ANie; =0, N\, €Z,alors \y =--- =\, =0.
Contrairement aux espaces vectoriels, les modules n’admettent pas
nécessairement de base, par exemple G = Z/27. Par contre s'il existe
des bases, elles ont bien le méme cardinal n, appelé rang de G et noté
rg G. Les changements de bases sont les éléments de GL,,(Z).

Théoreme 1.1 (base adaptée). Si G est un Z-module libre de type fini
et H un sous-Z-module, il existe une base (g;) de G etdy | --- | da | di
dans N tels que {d;g;: d; > 0} soit une base de H. Les (d;) ne dépen-
dent pas de la base de G choisie.

En particulier :

Corollaire 1.2. Un sous-module H d’un Z-module libre de type fini G
est libre de type fini. De plus, rg H < 1gQG.

Plus généralement :
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Corollaire 1.3 (diviseurs élémentaires). Si G est un Z-module de type
fini, il existe g1,...,g9n € G tels que

ot dy | ---|dg | di dans N ne dépendent que de G.

Démonstration. Considérer M, le module libre sur les générateurs
de G, et A C M, le noyau de la projection canonique M — G. Dans
une base adaptée, interpréter G = M /A. O

On appelle les (d;) les diviseurs élémentaires de G (cf. §10.4).
Le groupe fini Gior = @®id,>0(Z/diZ) - g; est la torsion de G,
et r := #{i:d; =0} = rgG son rang. Pour p premier, on note
rp(G) = dimg, G/pG = # {i: p | d;} le p-rang de G.

En particulier, tout groupe abélien fini est somme directe de
groupes cycliques et un Z-module de type fini est libre si et seule-
ment 8’il est sans torsion. Si H C G sont deux Z-modules, on note
[G: H] =#(G/H) < +o0 l'indice de H dans G.

Corollaire 1.4. Si ¢ : 7' — 7" est un morphisme dont l’'image est de
rang n,

[Z" : Tm ¢] = |dét ¢| .

Démonstration. On choisit une base (g;) de Z™ telle que (d;g;) soit
une base de Im ¢ (comme ¢ est de rang n, aucun d; n’est nul), donc
[Z" : Im¢] = dy - - - dyp,. Le morphisme v : d;g; — ¢(g;) est un chan-
gement de base de Im ¢, donc de déterminant +1. Comme ¢ est la
composition de 'application diagonale g; — d;g; et de v, on obtient
|dét | = dy - - - d. O

1.2. Réseaux, déterminant, discriminant. Si (F,q) est un es-
pace euclidien de dimension n, un réseau A C E est un sous-Z-module
libre de rang n. Si (e;)i<, est une base de A, le discriminant de A est
le déterminant de la matrice de Gram

Gram(ey, ..., en) = ( (e, €;5) )1<i,j<n'
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Le déterminant d(A) = d(A, q) de A est la racine carrée du discrimi-
nant de A. Il est égal au volume du parallélotope fondamental

{inei: 0<1‘1<1}.

Proposition 1.5. Si ¢ est un endomorphisme de E, de matrice A
Gram(g(e1),...,d(e,)) =‘A-Gram(es, ..., e,) - A.

Corollaire 1.6
(1) d(A) ne dépend pas de la base (e;) choisie.
(2) Si L C A est un sous-réseau, d(L) = d(A)[A : L].

(Noter que si L C A est un sous-réseau, indice [A : L] est fini,
puisque L et A ont méme rang n.) En particulier, si £ = R”, muni
de la forme euclidienne standard, et A = Im ¢, pour ¢ : Z" — E de
rang n, alors d(A) = |dét ¢|.

Nous arrivons au résultat principal de cette partie, dont le seul
tort est d’étre non effectif. (L’algorithme LLL (§10.5) en donnera
une variante effective.)

Théoreme 1.7 (Minkowski). Si C' C R™ est convexe, symétrique autour
de 0 (-C = C) de volume V(C) < 400, et si A est un réseau de
déterminant d(A) < 27"V (C), alors C N A # (0).

La preuve est classique, je la reproduis pour manifester son carac-
tere non effectif. Une variante pratique : si C' est de plus compact,
alors I'égalité large d(A) < 27"V/(C) suffit pour obtenir la conclusion
(exercice).

Démonstration. On commence par montrer le théoréme de Blich-
feldt : si A est un réseau, S C R"™ et d(A) < V(S), alors il existe
$1,89 € S, 81 # so, tels que s1 — s9 € A. Clest clair : si P est un
parallélotope fondamental pour A, les S, := SN (x + P), x € A,
forment une partition de S, donc
V(S) =) V(Se) =Y V(Se—z)>d(A) =V(P).
TEA zEA

Comme les S, — x sont inclus dans P, ils ne sont pas disjoints.
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Le théoréme est un corollaire immédiat pour S = %C’, de vo-
lume 27"V (C) > d(A). Par définition, 2s1,2s9 € C, par symétrie
—2s9 € C, et par convexité ¢ := %(251 —2s9) € C. O

A titre d’entrainement :

Exercice 1.8. Soit p = 1 (mod 4) un nombre premier, r € 7Z tel que
r? = —1 (mod p) et A C R? le réseau engendré par les colonnes
de la matrice (57). Montrer que A contient un point (a,b) tel que
0 < a® + b?> < 2p. En déduire que p = a® + b? est somme de deux
carrés. [Solution. C := B(0,+/2p), V(C) = 2mp > 2%p = 2"d(A).]

Exercice 1.9. Soit p un nombre premier, montrer qu’il existe r, s € Z
tels que r2 + 52 = —1 (mod p) [il y a (p+ 1)/2 valeurs possibles
pour r2, autant pour —1 — s%]. Soit A C R* le réseau engendré par les

colonnes de

p 0 r s
0ps —r
001 0
000 1

Montrer que A contient un point (a, b, c,d) tel que 0 < a® + b + ¢ +
d? < 2p. [d(A) = p?, C = B(0,/2p), V(C) = = (2p)? > 2%d(A).] En
déduire que p est somme de 4 carrés. [Corollaire : tout entier positif
est somme de 4 carrés.|

1.3. Nombres p-adiques. R est le complété de Q pour la topolo-
gie associée a la valeur absolue usuelle. En d’autres termes, on peut
réaliser R comme ’anneau des suites de Cauchy de @, modulo I’idéal
des suites de limite nulle. C’est un corps, auquel s’étend la valeur
absolue de Q, et il est complet pour la topologie associée.

Si p est premier, et v,(z) désigne la valuation p-adique de z, la
formule [z|, := p~»(*) définit de méme une valeur absolue sur Q,
donc une topologie (cf. §4.7). Le complété de Q par rapport a cette
topologie p-adique se note Q. La valuation v, et |-|p s’étendent a Q.

On peut voir Q, comme le corps de fractions de Z;,, = @n> 0 Z]p"Z,
c’est-a-dire qu'un élément x de Z, est donné par une suite d’approxi-
mations (zx)k>1, Tk €Z/P*Z, ot xp41 =25 (mod p¥) pour tout k> 1.
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En particulier il y a une projection canonique
o : 2, — Z/P"Z,
donnée par x — xp, pour tout k > 1.

Théoréme 1.10 (Lemme de Hensel faible). Soit F' € Z,[X| unitaire, F
sa réduction dans Fp[X]. On suppose que F =TI, F; dans F,[X],
ot les F; sont unitaires, deux d deux premiers entre eux. Alors il
existe F,...,F, € Zy|X] unitaires, tels que la réduction de F; dans
Fp[X] soit F; pour tout i < g, et tels que F = [[{_, F;.

En d’autres termes une factorisation sans facteurs carrés dans Fp[X]
se releve & Z,[X|. Plus généralement, une factorisation suffisamment
précise pour qu’il n’y ait plus de facteurs carrés se releve :

Théoréme 1.11 (Lemme de Hensel). On suppose que F,Fy,..., F, €
Zp|X] sont unitaires, et ay,...,aq dans Zp[X] tels que

F = H F;  (mod p°Z,[X])

g
et = Zai HFj (mod p?t1Z,[X]),

i=1  j#i
ot d >0, e>2d. Alors il existe des polynémes ﬁ,...j_’; € Zp[X]
unitaires, F; = F; (mod p°Zy[X]) tels que F = [[7_, F;.

Démonstration. On construit par récurrence, pour tout k > e, des

polynomes Fl(k), ce Fg(k) de Z,[X] tels que

g
F = HFi(k) (mod p"™17Z,[X])
i=1

g
k

et = Zai HF]( ) (mod pt1Z,[X]).

i=1  j#i
On pose ensuite ﬁz = limy oo Fi(k). (La suite est de Cauchy dans
Zp|X)deg F;» qui est complet.) Soit donc u := p~*(F — [, Fi(k)), et
pour i = 1,...,g, soit v; le reste de la division euclidienne de ua;
par F;. On pose Fi(kﬂ) = Fi(k) + pFdu;. U
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La congruence impliquant les a; est une identité de type Bézout, qui
entraine que les F; sont premiers entre eux; en fait, ils le sont déja
modulo p?t!. La version faible est le cas d = 0, e = 1. Il est crucial
pour nos applications que la preuve soit constructive.

2. Corps de nombres

Un corps de nombres K est une extension finie de Q, c’est-a-dire
un corps contenant Q, de dimension finie comme Q-espace vecto-
riel ; cette dimension est appelée degré de K. Si a est un nombre
algébrique, par exemple o = v/2 ou a = exp(2in/m) (m > 0 entier),
la Q-algebre Q(«) est un corps de nombres, respectivement de degré 2
et ¢p(m).

Réciproquement, le théoreme de I’élément primitif dit que si K
est un corps de nombres, il existe a € K tel que K = Q(«). Si K
est de degré n et T € Q[X] est le polynéme minimal de « sur Q,
alors T est de degré n, irréductible dans Q[X], et I’évaluation @
Q(«) induit un isomorphisme de Q[X]/(T) sur K. Rappelons que
le polynéme minimal Py, de z € K est le générateur unitaire de
l'idéal {@Q € Q[X],Q(z) = 0}. On conserve ces notations dans la suite
du texte.

2.1. Plongements, signature. Factorisons 7' = [ (X — o)

sur C; les «y; sont les conjugués de . Soit r; le nombre de racines
réelles de T', 215 le nombre de racines non réelles. On ordonne les «;
de facon a ce que ay,...,qy € R, qjtyr, = Qigr 1y pour 1 < i < ro.
Chaque «; définit un plongement o; : Q — Q(«;) du corps abstrait
K = Q[X]/(T) dans C. Tout morphisme de corps de K dans C est
manifestement de cette forme; les o;, i < r1 sont les plongements
réels de K et les o, r1 < i < n ses plongements complezes, (r1,72)
est sa signature. Bien sir, r; 4+ 2rs = n.

Chaque o; s’étend a R[X]/(T) et 0 := (01, ...,0p,4r,) définit un
isomorphisme de R-algebres de R[X]/(T') dans R™ x C"™2. En d’autres
termes la signature (11, 72) donne la structure de la R-algebre K @gR.

2.2. Trace, norme. Soit x dans K ; la multiplication par x induit
un endomorphisme m, : K — K de QQ-espace vectoriel. On définit
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le polyndme caractéristique de x, noté Pepar s, la trace de z, notée
Tr(z), et la norme de x, notée N(z), respectivement comme le poly-
néme caractéristique, la trace et le déterminant de m,. La trace est
un morphisme de Q-espaces vectoriels de K — Q, la norme un mor-
phisme de groupes K* — Q. Plus généralement, ces définitions ont
un sens dans n’importe quelle k-algebre commutative de dimension
finie sur un corps k£ (on les utilisera dans Q,[X]/(T") au §15.3).

"=1) est la matrice com-

La matrice de m, dans la base (1,a, ..., «
pagnon de Poparo = T. (En particulier Pear () = 0, qui résulte
aussi de Cayley-Hamilton.) En se ramenant au cas primitif K = Q(«),

on montre plus généralement que

Théoréme 2.1. On a

(2'1) Pchar,:v (X) = H(X — 01(17)) = Pmin’x(X)dimQ(w) K’
i=1

(2'2) Tr(af) = ZUz‘(w),
=1

(2.3) N(z) = [ oi(2).
=1

Ces calculs sont effectués dans C, mais le résultat final appartient au
sous-corps Q.

Théoréme 2.2. La forme bilinéaire T : (x,y) — Tr(xy) sur K? est non

dégénérée.

Démonstration. Si x # 0, alors Tr(z - 1/x) = Tr(1) =n # 0. O

L’extension de cette forme quadratique a K ®g R ~ R"™ x C" est

(2.4) (x1,...,@p;,a1+1by, ..., apy+iby,) — Z 742 Z(a?—b?),
1<ry J<T2

de signature (ry + 7o,72).

2.3. Théorie de Galois. On va peu en parler, par manque de

temps, et 1'utiliser comme hypothese technique dans des théoremes

ultérieurs. L’extension K/Q de degré n est galoisienne si le corps K
admet n automorphismes; autrement dit, si les conjugués «; de «
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sont tous dans K. (Un automorphisme fixe Q, donc est nécessaire-
ment de la forme a — ;). On notera Gal(K/Q) le groupe des auto-
morphismes de K. Par exemple, un corps quadratique est galoisien,
de groupe Z/27, ainsi que les corps cyclotomiques Q(exp(2i7r/n)),
de groupe (Z/nZ)*.

Remarquons que si K/Q est galoisienne de groupe de Galois G,
on peut considérer K comme sous-corps de C et les o; ne sont rien
d’autre que les éléments de G. Plus précisément, pour chaque ¢ < n,
il existe un unique 7; € G tel que 0; = 01 0 7.

Si T € Q[X], le corps de décomposition K7 C C de T est le plus
petit corps contenant toutes les racines complexes de T'. C’est une
extension galoisienne de Q. Par abus de langage, on appelle groupe
de Galois de T le groupe de Galois de K.

3. Anneau des entiers

Soit x € K ; x est un entier algébrique (ou simplement un entier s’il
n’y a pas risque de confusion) s’il satisfait les conditions équivalentes
suivantes :

(1) Puing € Z[X],

(2) Pabre € ZIX],

(3) il existe @ € Z[X], @ unitaire, tel que Q(x) =0,

(4) Z[z] est un Z-module de type fini,

(5) il existe M C K un Z-module de type fini contenant Z[x].

On note Ok l’ensemble des entiers de K. On a Z C Ok ; on voit
facilement que Og = Z.
Corollaire 3.1. En particulier, si x € Ok, Trx € Z, Nx € Z.

Démonstration. C’est une conséquence de la deuxiéme caractérisa-
tion. U

Théoréme 3.2. O est un anneau intégre, de corps de fractions K.

Démonstration. La quatrieme caractérisation montre que O C K
est stable par addition et multiplication : si Z[x], Z[y] sont de type
fini, Z[z,y] D Z[x + y], Z[ry] aussi. Donc Of est un anneau. Etant
contenu dans un corps, il est integre.



L’ALGORITHMIQUE DE LA THEORIE ALGEBRIQUE DES NOMBRES 101

Siz € K, soit d € Z C Ok le dénominateur commun des coef-
ficients de Ppine. Alors dz € Ok puisque son polynéme minimal

d" Prin,z(X/d) est dans Z[X]. Donc K = Frac Ok. O
Ceci montre que Ok contient une Q-base de K, (eq,...,ey,). Soit
(f1,..., fn) la base duale par rapport a la forme bilinéaire non dégé-

nérée du théoreme 2.2.
Proposition 3.3. O C (f1,..., fn)y-

Démonstration. Si x € O, x=>_ x;fi, x; €Q. Pour tout i, ze; € O
d’apres le théoreme 3.2, donc Tr(ze;) = z; € Z (Corollaire 3.1). O

Corollaire 3.4. O est un Z-module libre de rang n.

Démonstration. Le Z-module engendré par les f; est de type fini et
sans torsion, donc libre. Donc O est de type fini, libre de rang < n
(Proposition 3.3 et Corollaire 1.2). Il contient une Q-base de K, donc
est de rang exactement n. U

Donc il existe une base (wi, ..., wy) tel que tout x € O s’écrive de
fagon unique x = Y z;w;, x; € Z. Ceci implique en particulier que
Ok /dOk est de cardinal d" pour tout entier d > 0.

Exemple. Un entier d € Z est dit sans facteurs carrés s’il n’existe
pas p premier tel que p? | d. Soit donc d € Z sans facteurs carrés,
T = X?—d, auneracine de T et K = Q(ar). Siz = (utva) € Q(a),
u,v € Q, on calcule Paparz = X2 —uX + (u? 4+ dv?) /4. Donc x € Ok
si et seulement si u € Z, u? — dv?® € 4Z; on en déduit dv? € Z, soit
v € Z (car d est divisible par le carré du dénominateur de v). Les
seuls carrés modulo 4 étant 0 et 1, on en déduit que u, v sont pairs si
d=2,3 (mod 4) et de méme parité si d =1 (mod 4). Soit

) Z]qd] sid=2,3 (mod 4),
"7 lzi1+a)/2) sid=1 (mod 4).
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4. Idéaux

4.1. Produit d’idéaux, idéaux fractionnaires, idéaux inver-
sibles. Soit R un anneau integre, de corps de fractions K. Un idéal
non nul de R est dit entier. Si a, b sont deux idéaux entiers, on définit
leur produit ab comme l'idéal engendré par les produits ab, a € a,
b € b. C’est une opération associative dont R est 1’élément neutre.

On appelle idéal fractionnaire de K un sous R-module a de K
tel que da soit entier pour un d € K*. (En particulier un idéal
fractionnaire est non nul.) La multiplication des idéaux s’étend aux
idéaux fractionnaires : si a, b sont entiers, on pose (a/a)(b/b) = ab/ab.
Un idéal fractionnaire a de K est inversible s’il existe un idéal frac-
tionnaire b tel que ab = R; on note b = a~!.

Un anneau integre est dit de Dedekind si tout idéal fractionnaire
est inversible.

4.2. Norme d’idéaux. On note Na = #(Ok/a) < +oo la norme
de a; en particulier, si a = (a) est principal, le corollaire 1.4 appliqué
a ¢ = m, donne Na = [N(a)|.

Proposition 4.1. Sia C O est un idéal non nul, le quotient Ok /a est

fini.
Démonstration. Sia € a~{0}, la surjection Ok /(a) - Ok /a montre
que Na | N(a), qui est un entier non nul. O

Corollaire 4.2. Un idéal premier non nul de Ok est mazximal.

Démonstration. Un anneau intégre fini est un corps. (La multipli-
cation par un élément non nul est un endomorphisme injectif, donc
surjectif par finitude.) O

4.3. Théoréme fondamental de ’arithmétique

Théoréme 4.3. Si K est un corps de nombres, O est un anneau de
Dedekind. De plus, on a

al=(0Og:a):={zcK:zaC Og}.

La démonstration n’est pas difficile mais assez technique, on va
seulement l'esquisser. On voit facilement que o’ := (O : a) est un
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idéal fractionnaire et aa’ C O, mais I'inclusion réciproque n’a rien
d’évident. L’étape cruciale consiste a montrer que le théoreme est
vrai pour a = p maximal. Dans ce cas on montre d’abord 'existence
de a € d' \ O, qui vient d’un argument de maximalité, utilisant le
caractére noethérien de Ok et le fait que tout idéal premier non nul
est maximal. Comme a’p est un idéal entier et p est maximal, la double
inclusion p C a'p C Ok implique a’p = Ok (et on a fini), ou a’'p = p.
Mais ce dernier cas est impossible puisque p est un Z-module de type
fini, donc ap C p impliquerait a € Ok. On conclut en montrant que
tout idéal entier est produit d’idéaux premiers, avec le méme type
d’argument noethérien que celui omis ci-dessus.

Plus généralement, la démonstration prouve qu’un anneau in-
tegre R est de Dedekind si et seulement s’il est

« noethérien (tout R-idéal a un nombre fini de générateurs),

. intégralement clos (si x € Frac R est racine d’un polynéme uni-
taire de R[X] alors 2 € R),

« de dimension de Krull 1 (tout idéal premier non nul est maximal).

La preuve a un corollaire important, généralisation du théoreme fon-
damental de I'arithmétique sur Z, qui montre que O C K est une
généralisation appropriée de Z C Q :

Corollaire 4.4. Si K est un corps de nombres, tout idéal fractionnaire a
se factorise de maniére unique sous la forme a = Hp P, ot p par-
court l’ensemble des idéaux marimauz de a, ey € Z, tous nuls sauf
un nombre fini. (On convient que le produit vide est [’élément neutre
de la multiplication, O . En particulier p° = O.)

Démonstration. 11 suffit de le démontrer pour un idéal entier. Seule
I’unicité reste a voir : on choisit un idéal entier a, qui a une décom-
position de longueur minimale parmi les idéaux entiers admettant
plusieurs décompositions. Soit @ = py---p, = q1---qs, OU les p; et
les g; sont maximaux et r minimal. Alors q1---qs C p1 et, py étant
premier, I'un des ¢; est contenu dans p; ; ¢; étant maximal, ils sont
égaux. En multipliant par pl_l, on obtient un idéal entier admettant
deux décomposition, dont I’'une de longueur < r. Contradiction. [
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L’existence d’une décomposition est vraie sous des hypotheses plus
faibles. Le point crucial est 'unicité.

4.4. Valuation et divisibilité. Pour a = [[p® fractionnaire et p

maximal, on définit la valuation p-adique de a, vy(a) := e,. Pour
x € K* on pose vp(x) := vy(zOf), et vp(0) = +00. Noter que
(4.1) vp(e +y) = min(vy(x), vp()),

avec égalité si vy(z) # vy(y). Finalement on écrit pour z,y € K, a un
idéal fractionnaire :

r=y (moda), si wvp(r—y)=vp(a),Vp.

Par exemple, 1/2 = 5/2 (mod 27Z) dans Q.

Grace au théoreme fondamental, on transporte aux idéaux frac-
tionnaires le vocabulaire de la divisibilité dans Z : a | b si vp(a) <
vp(b), Vp; on pose

pged(a, b) := H prin(vp(@),vp(0)
p

ppCHl(Cl7 [‘J) = Hpmax(”p(a%”p(b))’
p

d’ott on tire pged(a, b)-ppem(a, b) = ab. A titre d’exercice, démontrer
les deux lemmes suivants :

Lemme 4.5. Si a,b sont des idéauz fractionnaires, a | b < b C a.

Lemme 4.6. Si a,b sont des idéauz entiers et a+ b le plus petit idéal
contenant a et b, alors a + b = pged(a, b).

On dit que a,b sont premiers entre eux si pged(a,b) = Ok. Le
lemme chinois s’adapte facilement :

Lemme 4.7. Si a,b sont entiers et premiers entre eur, on a un iso-
morphisme d’anneauxr Ok /ab ~ Ok /a x Ok /b.

Démonstration. Comme ab C a N b 'application Ok /ab — O /a x
Ok /b est bien définie. Si x € Ok est tel que a | (z) et b | (),
alors ab | (x) par coprimalité et unicité de la décomposition en pro-
duit d’idéaux maximaux ; ceci assure 'injectivité. Pour la surjectivité,
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il existe a € a, b € b, tels que a+b =1 (car a + b = Ok); donc si
(o, B) € Ok /ax Ok/b, alors ba+af € Ok /ab est un antécédent. O

En particulier, les cardinaux des deux membres sont les mémes. Plus
généralement

Proposition 4.8. Si a,b sont deux idéauz entiers, alors on a Nab =
Na-Nb.

Démonstration. En itérant le lemme chinois, il reste & montrer que
NpFtl = NpNp” pour p maximal. Soit a € pFt1 < p*; la multipli-
cation par a induit un morphisme de groupe additifs de Og/p —
p¥/pF+L. Si o est dans le noyau, p**+! | (za) soit p | (z); linjecti-
vité suit. Pour la surjectivité, soit y un représentant de 7 € p*/pF+1;
comme y € p**1 + (a) = p*, la congruence ax =y (mod p**!) a une

solution z € Og. O
On prolonge la norme aux idéaux fractionnaires :

N(a/a) :=Na/ |N(a)|.
Elle reste bien entendu multiplicative.

Proposition 4.9. Le nombre d’idéauz entiers de norme < C est fini.

Démonstration. La norme étant un entier positif, il suffit de démon-
trer qu’il existe un nombre fini d’idéaux entiers a de norme donnée
N = #(Ok/a). Le théoréeme de Lagrange donne N € a soit a | NOg.
Or NOk =[], p* a exactement J[, (e, +1) < +oo diviseurs. O

4.5. Décomposition des premiers. Un cas particulier important
du théoreme fondamental nous dit que chaque nombre premier p se
décompose sous la forme

(42) pOK = HPE(P/P)7
plp

et on écrit Np = |Og/p| = p/®/P). On dira que p est au-dessus
de p. L’exposant e(p/p) est le degré de ramification de p/p. L’expo-
sant f(p/p) est le degré résiduel de p/p. Déterminer la décomposition
des nombres premiers est la clé de la factorisation effective d’un idéal
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fractionnaire a : en effet, factorisant séparément numérateur et dé-
nominateur, on peut supposer a entier. Comme on vient de le voir
a | (Na)Og, il suffit donc de factoriser l'entier naturel Na et de
calculer vp(a) pour chaque p | p | Na.

Théoreme 4.10 (Kummer). Soit K = Q(X)/(T), T € Z[X] unitaire et
0 = X (mod T). On suppose que pt [Ok : Z[0]]. Alors « la factorisa-
tion de T mod p reficte celle de pOg ». Plus précisément, supposons

T= HPfl (mod pZ[X]),

ou les P; sont unitaires, irréductibles et 2 a 2 distincts modulo p.
Alors

pOK = Hp?:

ot les p; := pOx + P;(0)Ok sont mazrimaux, 2 d 2 distincts et de
degré résiduel deg P;.

Le théoreme 15.5 explique comment tester ’hypothese pt[Ox:Z[0]],
vraie pour tout p sauf un nombre fini. En particulier elle est vérifiée
quand T est sans facteurs carrés (les e; sont tous égaux a 1). Le
théoreéme 15.7 nous dira quoi faire quand elle n’est pas satisfaite.

On dit que p est non ramifié si e(p/p) = 1 pour tout p | pOk.
La discussion qui précede a montré que c’est le cas générique : un
nombre fini de p sont ramifiés. On s’intéressera aux valeurs possibles
pour f(p/p) au § 7.2. Pour I'instant, notons que la multiplicativité de
la norme, appliquée a (4.2), implique 'identité

(4.3) > elp/p) - f(p/p) =n.

plp

4.6. Le morphisme de Frobenius

Proposition 4.11. Si K/Q est galoisienne de groupe G, les idéaux maxi-
mauz p divisant un méme premier p sont permutés transitivement
par G.

Démonstration. Supposons que p et q sont deux maximaux divisant
un méme premier p, appartenant a deux orbites distinctes, o(p) #
o(q). Soit = € p \ o(q) (existe par le lemme chinois). Puisque x € p,
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p | Ny | N(z); d’autre part, N(z) = [[,c¢ o(x). Comme q | pOf,
q | N(z)Ogk, soit [[o(z) € q. L’idéal q étant premier, il existe o € G
tel que o(z) € q, soit z € o~ 1q. Contradiction. O

Si K/Q est galoisienne, on en déduit que e = e(p/p) et f =
f(p/p) dépendent uniquement de p, pas de p, et 'équation (4.3) s’écrit
ef#{p | p} = n. On note

D(p) = {0 € G: op = p},

donc D(op) = oD(p)o—! pour tout o € G. De |G| = n et de la
proposition 4.11, on déduit #D(p) = ef. Le groupe G, donc aussi
D(p), stabilise O ; on montre que la projection canonique O —
Ok /p induit un morphisme surjectif de D(p) dans Aut(Ox/p), qui
est un groupe de cardinal f, engendré par le morphisme de Frobenius
x +— xP. Le noyau I(p) est donc de cardinal e; en particulier, p est
non ramifié si et seulement si I(p) = {Id}.

Dans ce cas, on note Frob, I'unique o € D(p) C G se réduisant
sur le Frobenius = — xP. Le symbole de Frobenius Frob, C G désigne
'ensemble des Frob, pour p | p. De méme que D(op) = oD(p)o~ !,
on vérifie que Frob,y, = o Frob, o~ 1, pour ¢ € G. Donc Frob, est une
classe de conjugaison de G.

En particulier, si G est abélien, les classes de conjugaison ont un
unique élément et p — Frob, € G associe un automorphisme de K
a tout premier non ramifié. Ainsi, si K = Q((,), G ~ (Z/nZ)* est
abélien et Frob,, est donné par la classe de p dans (Z/nZ)*. D’apres
le théoreme de la progression arithmétique, tout élément de G est
un Frobenius. C’est un phénomeéne général sur lequel on s’étendra au
§7.2.

4.7. Valeurs absolues et places. On appelle valeur absolue de
K un morphisme |-| : K* — RY, étendu a K par |0] = 0, et sa-
tisfaisant une inégalité triangulaire faible : il existe C' > 1 tel que
|z +y| < C(Jz| + |y|) pour tout z,y € K. Une valeur absolue défi-
nit une métrique sur K, via d(z,y) = |r — y|, donc une topologie.
Deux valeurs absolues sont équivalentes si elles définissent la méme
topologie.
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Théoreme 4.12. Deux valeurs absolues |-|; et |-|, sont équivalentes si
et seulement s’il existe t > 0 tel que |-|; = |-[5.

Par exemple, si p est maximal, [z, := Np~%(®) est une valeur
absolue. Plus généralement, (%) gerait une valeur absolue (équiva-
lente & celle-ci) pour ¢ < 1. L’inégalité triangulaire est ici renforcée,
puisque (4.1) donne

|z + yl, < max(|z],, [y],);

on dit que Hp est non archimédienne, par référence a ’axiome d’Ar-
chimede sur 'ordre de R. En effet ce dernier énonce que si x,y € R*,
il existe n € Z, tel que |nz| > [y[. Or |z[, <1 pour tout z € Ok D Z,
soit |nz[, < |z[, pour tout z € K, n € Z.

Une autre classe d’exemples provient des plongements de K. Si
o : K < C est 'un des 1 + 2ry plongements de K dans C, |z| =
lo(z)|" est une valeur absolue pour tout ¢ > 0. Celles-ci sont archimé-
diennes (vérifient axiome d’Archimede). Les valeurs absolues asso-
ciées a deux plongements complexes conjugués sont équivalentes. On
choisit la normalisation suivante

|o(x)| sio est réel,
‘$|o' = 2 .
|o(x)|* sio est complexe.

Noter que |-|, pour o complexe ne vérifie pas I'inégalité triangulaire.
(C’est I'unique raison pour laquelle on a affaibli celle-ci.)

Un dernier exemple parfaitement inintéressant est fourni par la
valeur absolue triviale : |z| = 1 pour x € K*. On appelle place de K
une classe d’équivalence de valeurs absolues non triviales.

Théoréme 4.13 (Ostrowski). Les ||, , pouri < ri+r et les ||, pourp
maximal sont un systeme de représentants des places de K.

En contemplant (2.3) on obtient alors la formule du produit : pour
tout z € K*, on a [[, |z|, = 1, ol v parcourt I’ensemble des repré-
sentants normalisés des places de K.
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5. Géométrie des nombres

5.1. Tailles. Une « taille » H sur un ensemble F associe a chaque
x € FE un réel positif H(z) tel que {z € E: H(x) < C} soit fini pour
tout C. On veut introduire des considérations de taille sur K. Si la
norme convient pour les idéaux entiers (Proposition 4.9), I'exemple
des (2 —v/3)", n € N, tous distincts de norme 1 montre qu’il n’en
est pas de méme sur K. Le méme exemple montre que le module
complexe, en considérant K C C, ne suffit pas non plus.

Définition 5.1. La hauteur naive H(«) de a € K est définie par
H(a) = [ max {1, ]al,},
v
ou v parcourt I’ensemble des places de K.

On montre que H(a) ne dépend pas du corps de nombres K conte-
nant Q(«). Elle a aussi une traduction agréable quand K = Q :

Proposition 5.2. Soit a/b € Q, fraction réduite au plus petit dénomi-
nateur. Alors H(a/b) = max(|al,|b]).

Démonstration. Les places de Q sont les p premiers et la place ar-
chimédienne associée a la valeur absolue usuelle. Si a = 0, b = +1
et le résultat est évident. Sinon, le produit sur les p premiers vaut
I1,.0,(a/0)<0 p~r(@/%) = |b|, que 'on multiplie par max(1,|a/b]). O

Proposition 5.3. Pour tout C > 1, le nombre de x € K tels que H(x) <C
est fini.

Démonstration. On peut écrire xOx = a/b ou a,b sont entiers pre-
miers entre eux. Le produit sur les v non archimédiennes et archimé-
diennes sont tous deux bornés par C. Le premier montre que Nb < C
(nombre fini de possibilités), le deuxiéme que y = N bz, qui appar-
tient & O, a tous ses plongements bornés par C?; les coefficients
de Pehary € Z[X] sont donc bornés. On a donc un nombre fini de
possibilités pour Pepary, donc pour y. O

La fonction H est la « bonne » notion théorique ; cependant, d’un
point de vue calculatoire, elle est peu commode. On préférerait une
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notion de type norme infinie, par exemple Hoo(z) := max |z|, ol v
parcourt seulement l’ensemble des places archimédiennes. On ne
contréle plus les dénominateurs, mais H () ne dépend toujours
pas de K et peut jouer le role de taille sur Og. D’un strict point
de vue algorithmique, on préfere une norme L? pour des raisons qui
apparaitront aux §15.6 et §15.7, 'algorithme LLL en particulier.
On considere donc K ®g R ~ R" x C" comme un espace euclidien
muni de la forme naturelle
To i (X1 ey Ty 21y ey Zpy) ZJ:ZQ +2 Z ]2,
i<ry J<re

cf. (2.4); noter que si ro = 0, Th est la forme trace du théoréme 2.2.
Explicitement, pour x € K,

n
To(z) =Y |ow(x)]?.
k=1
Proposition 5.4. Pour C > 0, le nombre de x € Ok tels que To(z) < C
est fini.

Démonstration. Ok est discret (corollaire 3.4) et la boule Th(z) < C
est compacte. O

Théoréme 5.5 (Kronecker). Soit x € O, x # 0. Alors Tao(x) > n avec
égalité si et seulement si x est une racine de ['unité.

Démonstration. L’inégalité est celle de la moyenne arithmético-
géométrique : \N(a:)\Q/" < 1Ty(x), qui implique To(z) > n puisque
IN(z)] > 1. On a égalité si et seulement si les |oy(z)|* sont tous
égaux, nécessairement & 1 puisque leur somme est n. L’ensemble
{xk, k> O} C Ok est borné pour Ts, donc fini d’apres la proposition.
Donc x est une racine de 'unité. O

5.2. Discriminant. On utilise les notations du § 1.2. Par extension
des scalaires, £ = (K ®qg R, T3) est un espace euclidien. Si A est un
sous-Z-module libre de rang n de K, on peut le considérer comme
réseau de E. On a défini au § 1.2 son déterminant d(A) et son discri-
minant Ay = d(A)2.

Définition 5.6. On note Ag = Ap, le discriminant de O.
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Ceci définit le discriminant comme carré d’un volume, on aurait pu le
définir algébriquement grace aux identités suivantes : si (eq,...,ey,)
est une Z-base de A, S = (0j(€i))ij<n, et T = (Tr(esej))ij<n la
matrice de la forme trace, on a

Gram(er, ... en) = S -, T:(Zak(ei)ak(ej))‘ — 5.1
k n

1,J<
En particulier, Ag = |détT|. Comme T est a coefficients entiers,

Ak € N. Plus généralement :

Proposition 5.7. Soit O un sous-Z-module d’indice fini de Ok, et Ap
son discriminant. Alors Ao € N et Ap = Ag[Ok : O)%.

Démonstration. Résulte de ce qui précede et du corollaire 1.6. O

5.3. Applications du théoréme de Minkowski. Notre premier
corollaire dit simplement qu’un idéal entier contient un élément non
nul de norme proche du minimum :

Corollaire 5.8. Si K est un corps de nombres de degré n et signature
(r1,72), alors tout idéal entier a contient un a # 0 tel que

4\ pn!
IN(a)] < cx -Na, ouck:= (W> Ak,

nn
Noter que a € a implique N a | N(a).
Démonstration. On plonge K dans K ®g R ~ R"™ x C™ ~ R" par

z+— (01(2),...,00 (), Ré0p 11(2), Im oy 41 (), .. .,
Ré Ori+ry ($)7Im07“1+7“2(x>)7

muni de la forme euclidienne standard. On en considére a et Ok
comme des réseaux, qui vérifient d(a) = d(Ok) N a. Par rapport a la
structure euclidienne utilisée pour définir /Ax = d(Ok,T3), on a
remplacé To(x) = Y7122 |oy(2) [ par ST oy ()2, soit d(Of) =
272\ /A .

On pose
Ct::{(ml,...,xm,zl,...,zm) € R xC": Z |z;|+2 Z 2] < t},

i<, J<r2
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de volume V(C;) = 27 (%)™t"/n!. 1l existe un point non nul de a
dans Cy si V(Cy) > 2"d(a) : on peut prendre t" = (2)2nly/Ak Na,
en utilisant 71 + 2ro = n. D’autre part, par 1'inégalité de la moyenne
arithmético-géométrique, un point de C; vérifie

n
[Tl Tl < (5) - 0
i J

Corollaire 5.9. Tout idéal fractionnaire A de K s’écrit A = (a)a, o
a € k* et a est un idéal entier tel que Na < cx.

Démonstration. Soit B = A1 = éb, ou b est entier. Donc b contient
b # 0tel que [IN(b)| < cx Nb; l'idéal (b)b~! est entier, de norme < cg.
On pose o = d//b. O

Appliquant le corollaire 5.8 & a = Ok, on remarque que le membre
de gauche est un entier naturel > 1. Une rapide étude de fonction
donne :

Corollaire 5.10. Sin > 1, i.e. K # Q, alors Ag > 1. Sin — +o0,
alors Ag — +o0.

Les mémes techniques permettent de prouver :

Théoréme 5.11 (Hermite). Soit X > 0. Les corps de nombres K tels
que A < X sont en nombre fini.

Démonstration (idée). Grace au dernier corollaire, on peut suppo-
ser K de degré n fixé. Supposons d’abord r; > 0. Par Minkowski,
on construit @ € O tel que tous les o;(c) sont de module < 1,
a exception d’un d’entre eux, de module borné en fonction de Ag.
D’apres la proposition 5.4, il existe un nombre fini de tels «. Par
construction, la racine distinguée de Pepar o st simple donc K = Q(«)
(Théoréme 2.1). Si 7 = 0, on procéde de méme avec deux racines
distinguées de module > 1, complexes conjuguées et toutes deux
simples. U

Si N, (X) désigne le nombre de corps de nombres K de degré n > 1
satisfaisant Ax < X, on pense que N,(X) ~ a, X quand X — oo,
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pour un certain «, > 0. Le meilleur résultat connu dans cette direc-
tion, obtenu par Ellenberg et Venkatesh [15], dit que pour tout ¢ > 0,
on a

log N, (X log N, (X 1 1
limsupLH() <nf, liminfLH() > -+ =,
Xotoo logX X—+oo logX 2 n

6. Groupe des classes, unités

Revenons a nos préoccupations diophantiennes; on a une bonne
théorie de la divisibilité pour les idéaux. Si Ok est principal, et que
l’on maitrise ses unités U (K ), on peut revenir des idéaux aux éléments

de K.

6.1. Groupe des classes. D’apres le théoreme fondamental, 1’en-
semble [(K) des idéaux fractionnaires de K est un groupe abélien.
Le groupe des classes d’idéaur de K, noté CI(K), est le quotient de
I(K) par le sous groupe P(K) des idéaux fractionnaires principaux.

Théoréme 6.1. Le groupe C1(K) est fini.

Démonstration. On applique le corollaire 5.9. Les idéaux entiers de
norme bornée étant en nombre fini (Proposition 4.9), il en est de
méme du nombre de classes d’idéaux. ([

Le cardinal de CI(K), noté h(K), est le nombre de classes de K.

Le groupe des classes mesure une obstruction (& la principalité
de Ok); idéalement, il est trivial. C’est expérimentalement relative-
ment fréquent, mais la conjecture naturelle est toujours ouverte :

Conjecture 6.2 (Gauss-Hasse). [l existe une infinité de corps de
nombres K C C tels que h(K) = 1.

Pour toute signature (r1,79) différente de (1,0) (K = Q) et (0,1)
(K quadratique imaginaire), on pense qu’il existe une infinité de K
partageant cette signature tels que h(K) = 1. Il est nécessaire d’ex-
clure (0,1) :
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Théoreme 6.3 (Heegner, Stark, Baker (indépendamment))
Un corps quadratique imaginaire K =Q(v/—Ag) vérifie h(K)=1
st et seulement si

Ak €{3,4,7,8,11,19,43,67,163}

C’est un théoreme difficile (qui serait une conséquence facile de
I’hypothése de Riemann, voir le théoréme de Brauer-Siegel 7.6) ; par
contre, il est relativement simple de montrer que la liste est complete
a une exception pres.

6.2. Unités, S-unités, et régulateurs. Les unités U(K) = O
de Ok forment un Z-module de type fini dont la structure est donnée
par le théoréeme de Dirichlet :

ri+ra—1
UK)=(Z/wZ) ¢ @ Z - n;.

En d’autre termes chaque unité s’écrit (% [[n* ot a9 € Z/wZ et
les a; € Z sont uniquement déterminés. Plus généralement, soit S
I’ensemble des r1 + ro places archimédiennes et .S un ensemble fini de
places contenant So,. On définit

Us(K) = {x €K :af, =1,V ¢ s},
le groupe des S-unités de K. En particulier Ug,(K) = U(K).

Théoreme 6.4 (Dirichlet, généralisé par Chevalley et Hasse)
Us(K) est somme directe du groupe cyclique p(K) des racines de
Dunité de K et d’un Z-module libre de rang |S| — 1.

Démonstration (vague idée). Comme le corps cyclotomique Q(¢,)
est de degré ¢(n) — +oo quand n — +oo, pu(K) est fini. Il est
donc cyclique (comme sous-groupe fini du groupe multiplicatif d’un
corps). On consideére @ : Ug(K) — R, qui & x associe (log |z|,)ves-
C’est un morphisme de groupe dont I'image est incluse dans 1'hy-
perplan > x, = 0 (formule du produit). Le théoréme 5.5 donne
Ker® = p(K). On montre ensuite que l'image de ®, isomorphe a
Us(K)/u(K), est un réseau de cet hyperplan (c’est assez long). O
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Soit (ni)1<i<|s| une base de Us(K)/u(K). Le S-régulateur Rs(K)

de K est la valeur absolue du déterminant de la matrice

(log [nil,)ves-{vo}»

ou vg € S est choisie arbitrairement, et le déterminant de la matrice
vide est 1 par définition si S ne contient qu’un élément. (Exercice : la
définition ne dépend pas du choix de vg.) On pose R(K) := Rg_ (K).

6.3. Heuristiques. On a trés peu de résultats généraux sur Cl(K),
mais on dispose d’un modele probabiliste convaincant, dii & Cohen-
Lenstra [10] (corps K/Q quadratiques) et Cohen-Martinet [11] (ex-
tensions K /k arbitraires). Voici le cas le plus simple :

Conjecture 6.5. Si [ est une fonction de l’ensemble des classes d’iso-
morphismes de groupes abéliens finis dans R*, si G parcourt l’en-
semble des classes d’isomorphismes de groupes abéliens finis, et K les
classes d’isomorphismes de corps quadratiques imaginaires, on définit

KAZ Xf(Cl(K))
E — i AR < <
O(f) X—1>r-|r-loo z 1 +0,
KAR<X
T )
<
Ey(f) := lim — < 400.
X—too > 7|AultG|1
G,|Gl<X

Alors, si f est « raisonnable »,
Eo(f) = Eo(f)-

Intuitivement, le modele dit qu’en moyenne, le groupe des classes
d’un corps quadratique imaginaire est le groupe (abélien, fini) G avec
probabilité 1/|Aut G|. C’est un poids omniprésent en arithmétique,
en particulier dans les « formules de masse », qui a le mérite d’ex-
pliquer la prépondérance des groupes cycliques parmi les groupes de
classes calculés en pratique. Une premiere généralisation du modele
assimile les groupes de classes d’extensions galoisiennes K/Q dont le
rang des unités rg U(K) est r & un quotient G/ (01, ...,0,) (dans la
conjecture citée, r = 0).
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Les fonctions liées au 2-Sylow Ga de G (plus généralement aux
p-Sylow G, pour p divisant 'ordre de Gal(K/Q)) sont a priori dérai-
sonnables : G5 est soumis & des contraintes plus fortes et ne suit pas
le modele naif. Par exemple si K est quadratique imaginaire,

r2(CL(K)) = w(Ak) — 1,

ot w(n) désigne le nombre de diviseurs premiers distincts de n (for-
mule des genres, due & Gauss). Des fonctions f raisonnables sont
par exemple, f(G) = |G,| (p impair), la fonction caractéristique de
Iensemble des G tels que G/Gy soit cyclique, etc.

Pour les fonctions f arithmétiquement raisonnables, E{(f) existe
et se calcule facilement. Dans les rares cas ou E(f) est connue, elle
coincide avec la prédiction. Un exemple célebre est f(G) = 373(G)
(théoreme de Davenport-Heilbronn [13]), dont la valeur moyenne est
connue pour les groupes de classes des corps quadratiques. L’accord
avec le petit nombre de tables existantes est acceptable, mais la
convergence apparente des densités est lente (une ou deux décimales
correctes).

7. Théorie analytique des nombres

7.1. Fonctions L de Hecke. On encode tout ce que nous venons
de voir dans la fonction zéta de Dedekind de K :

Cr(s) = ZNa‘S,

ou a parcourt l’ensemble des idéaux entiers et Ré(s) > 1. (Exercice :
vérifier la convergence.) Bien sir, {g(s) = ((s) est la fonction zéta de
Riemann.

Plus généralement, soit x : [(K) — C* un morphisme de groupes,
trivial sur les idéaux principaux. Par passage au quotient, x définit
un caractere du groupe abélien fini C1(K). On définit

L($7Xa K) = ZX(a) Na™?,

ou a parcourt ’ensemble des idéaux entiers de K. En particulier, si xg
est le caractere trivial, L(s, xo, K) = Cx(s).
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Théoreme 7.1
(1) SiRé(s) > 1,

Lis, . K) = [[(1 = x(p)Np~*)!
p
admet un produit eulérien, ou p parcourt l’ensemble des idéauxr maxi-
mauz de Ok .

(2) (s —1)L(s, x, K) admet un prolongement holomorphe au plan
complexe. On garde les notations L(s, x, K) et (x pour les fonctions
méromorphes associées.

(3) Cx(s) a un pole simple en s =1 de résidu

WE)R(K)
w(K)vV/Ag

ot h(K), R(K), w(K) sont respectivement le nombre de classes, le

ri = 2" (2m)"

régulateur, et le nombre de racines de l'unité de K.

(4) Six # xo0, L(s,x, K) est une fonction entiére.

(5) Soit A = 2_T27T_"/2A}</2 ety(s) == A°T'(s/2)"I'(s)™. La fonc-
tion

5(87X7K) = S(S - 1)7(S)CK(5)7

est entiere et vérifie I’équation fonctionnelle

5(87X7K) = W(X) '6(1_37Y7K)7

ot W(x) est un compleze de module 1. On a W(xo) = 1.

Les fonctions L associées aux caracteres de CI(K') sont d’un genre
trés particulier, et ne généralisent pas les séries L de Dirichlet, as-
sociées & un caractére de (Z/NZ)*. Une généralisation possible est
la suivante : on remplace CI(K) par le groupe des classes de rayon f,
Clj := I;(K)/ CLi(K), ou § est un idéal entier, I;(K) est le sous-groupe
de I(K) formé des idéaux premiers a f, et F;(K) le sous-groupe des
idéaux fractionnaires principaux («), ot = 1 (mod f) et o(a) > 0
pour toutes les plongements réels de K. Le groupe Clj(K) est fini, et
c’est une extension de Cl(K) par

(O /D" x {-1,1}") /U(K),
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ouU(K) — (Ok/f)* est la projection canonique et U(K) — {—1,1}""
est le vecteur des signes des plongements réels. En particulier, si
K =Q, §=qZ, Cli(K) = (Z/qZ)".

Etant donné un caractere de Cl;, on définit

L(87Xa K) = ZX(a) Na™2,

en posant y(a) = 0 si a et f ne sont pas premiers entre eux. Cette
fonction L vérifie des propriétés analogues a celles du théoreme 7.1,
avec une équation fonctionnelle plus compliquée.

Les groupes Clj(K') jouent un réle important dans la théorie (clas-
sique) du corps de classe, qui étudie les extensions abéliennes de K,
c’est-a-dire les extensions galoisiennes de groupe de Galois abélien.
Toute extension abélienne de K se réalise comme sous-corps d’une
extension Hj(K)/K pour un certain idéal entier f, dont le groupe de
Galois est CLi(K). Si K = Q, f = ¢Z, on a Hy(K) = Q((;) et on
retrouve le théoreme de Kronecker-Weber : toute extension abélienne
de Q est contenue dans un corps cyclotomique.

7.2. Densités d’idéaux premiers. La fonction ¢ de Riemann per-
met de montrer le théoréeme des nombres premiers (essentiellement
équivalent a ((1 4 it) # 0 pour t € R), les séries L le théoréme de la
progression arithmétique (essentiellement équivalent & L(1, x) # 0).
Tous deux se généralisent en utilisant essentiellement les mémes ar-
guments analytique (Cx (1 +14t) #0 et L(1,x,K) #0) :

Théoreme 7.2 (des idéaux premiers). Soit K un corps de nombres et
7 (X) le cardinal de

{p C Ok : p mazimal, Np < X}.
Quand X — +o0, mg(X) ~ X/log X.

La démonstration est analogue a celle du théoréme des nombres pre-
miers. Le théoréme de la progression arithmétique est plus difficile,
et a joué un role historique important dans le développement de la
théorie du corps de classe :
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Théoréme 7.3 (Chebotarév). Soit K/Q une extension galoisienne de
groupe G, et C une classe de conjugaison de G. On note (X, C) le
nombre de premiers p < X non ramifiés tels que Frob, € C. Quand
X — +o0,

Tk (x,C) ~ :g} - (X).

Pour une démonstration, voir [25] ou [36] (ce dernier donne les
grandes lignes d’une preuve n’utilisant pas la théorie du corps de
classes).

Le théoréme de Chebotarév généralise le théoreme de Dirichlet :
K =Q(¢,) est une extension galoisienne de Q de groupe G ~(Z/qZ)*,
qui est abélien. Donc |C| = 1 et le théoréeme de Chebotarév dit que
les nombres premiers se répartissent de maniere asymptotiquement
équiprobable entre les différentes classes de (Z/qZ)*.

Mentionnons un dernier corollaire utile, reposant sur 'interpréta-
tion suivante : soit f € Z[X] unitaire, irréductible de degré n dans
Q[X] et K un corps de décomposition de f. L’extension K/Q est ga-
loisienne de groupe de Galois G C S, (G permute les n racines de f
dans K). Supposons que la réduction f dans F,[X] est sans facteurs
carrés, ce qui implique que p est non ramifié dans K. Alors la classe
de conjugaison de Frob, dans G détermine le type de décomposition
de f modulo p (en fait, la classe de conjugaison dans S, le détermine
déja). Plus précisément :

esi f=fi-f, dans F,[X], ot les f; sont irréductibles, distincts,
I'ensemble T = {deg fi, ..., deg f,} est le type de décomposition de f.
(Par abus de langage, on écrira f € T.)

esioc€S,, 0=c ¢y o0l les ¢; sont des cycles disjoints de S,
la classe de conjugaison de o est déterminée par {Ig(c1),...,1g(cy)},
ou lg(c) désigne la longueur du cycle c.

Ces deux ensembles d’entiers sont identiques si ¢ = Frob,, sous I'hy-
pothese que les f; sont distincts (exercice).

Corollaire 7.4 (Frobenius, Hecke). Soient f, n, K, G comme ci-des-
sus; soit T un type de décomposition de f, aussi vu comme classe de
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conjugaison de Sy. Alors

. #{p<a:feT} |TNnG|
lim = .
z=+oo  #{p<a} G

Le résultat de densité ci-dessus est dii & Hecke. Frobenius utilisait la

densité analytique d’un ensemble P,
1
(P):= lim — Zp_s,
s—1+ log(s — 1) =

qui est une notion plus faible : si la densité naturelle existe, la densité
analytique aussi et elles sont égales. La réciproque est fausse.

7.3. L’hypothése de Riemann. L’hypothése de Riemann (géné-
ralisée, GRH) dit que L(s, x, K) # 0 si Ré(s) > 1/2; elle n’est bien
stir connue pour aucun K ou Y. Elle a des conséquences remarquables
sur les termes d’erreurs dans les théoremes de densité du paragraphe
précédent (voir [24]), qui sont obtenus a l'aide de formules intégrales
du type

71) 3 @AW

N asz 1 L/

ds
- = K)z—s 22
Tl L(s,x, )z = (x>0, z¢N),

ott ¢ > 1 et Af(a) = logNp si a = p¥ est une puissance d’un idéal
maximal, et 0 sinon. Il « suffit » ensuite de déplacer un contour : le
—Rés) ot l'intégrale devient négligeable par rap-
port aux résidus que ’on récupere en déplacant la droite d’intégration

terme 7% est un O(x

vers la gauche. Il est clair qu'une bonne localisation des singularités
de l'intégrande dans le demi-plan Rés > 0 (s = 1 si x = xo et les
zéros de L) permet d’estimer plus finement les résidus.

En particulier, si GRH est vraie, il existe p = O(log Ax)? satis-
faisant Frob, € C' dans le théoreme de Chebotarév, ot la constante
implicite est effective (voir [23]). On peut donc trouver un tel p en
un temps raisonnable, et en tout cas précisément borné, par une re-
cherche exhaustive p =2,3,5,....

Une conséquence du corollaire 5.9 est que les (classes des) idéaux
maximaux de Ok de norme < cx = O(y/Ak) engendrent CI(K).
GRH permet beaucoup mieux :
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Théoréme 7.5 (Bach [4]). Sous GRH, les idéauxr maximauxr de K de
norme inférieure a 12(log Ax)? engendrent CI(K).

Démonstration (vague idée). Supposons que les idéaux de norme <z
engendrent un sous-groupe strict H de C1(K). Alors il existe un carac-
tere x # xo de CI(K) tel que xjg = xoyp : il suffit de relever un
caractere non trivial de CI(K)/H # {1}. Au vu de (7.1),

L ds L ds
T S)XuK 1,787 :/ T S)X()aK ‘,L,*S e
/Rés:c L( ) $ Ré s=c L( ) $

D’apres le théoreme 7.1, en s = 1, L(s, xo, /) a un pole simple alors
que L(s, x, K) est réguliere. Sous GRH, aucun des deux intégrandes
n’a de pole de partie réelle % < Ré(s) < 1, et on en tire une contradic-
tion du type O(z'/?) = +O(x'/?). Malheureusement, les constantes
implicites dépendent de K'!

Pour rendre ceci rigoureux, il faut donc étudier la dépendance
en K des termes d’erreurs. En fait, on utilise une « Formule Expli-
cite » [25, Chap. 17], provenant de la dérivée logarithmique du produit
de Weierstrass de la fonction d’ordre 1

5(37X7 K) = €b0+b15 H(l o %)es/p’
p

et qui généralise (7.1) en remplacant la fonction caractéristique de
[0, z[ par une fonction test f tres générale. Elle énonce une égalité
entre

> x(@)A(a) f(Na).

et une somme sur les zéros de L(s,x, K), modulo quelques termes
parasites. L’essentiel du travail consiste & optimiser la fonction test.
O

Donnons une derniere application, liée aux estimations du nombre
de classes :

Théoreme 7.6 (Brauer-Siegel). 5S¢ K parcourt ’ensemble des corps de
nombres de degré n fixé, on a, pour tout € > 0,

hK)R(K)
VAK

A < < A%
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En particulier, log (h(K)R(K)) ~ log/ Ak quand Ag — oo et que
le degré de K reste fixe.

La borne supérieure est élémentaire et effective; inconditionnel-
lement, la borne inférieure n’est pas effective, on ne peut donc pas
démontrer le théoréme 6.3 ainsi. Mais elle le devient sous GRH! Plus
précisément, la constante dépend de Ag,, ou Ko/Q est une cléture
galoisienne d’une extension de degré n telle qu’il existe sg € ]%, 1] tel
que Ck,(s0) = 0. Sous GRH, Ky n’existe pas.

La seule minoration effective de h(K) actuellement connue incon-
ditionnellement (Goldfeld-Gross-Zagier, voir [31]) concerne les corps
quadratiques imaginaires, pour lesquels R(K) = 1, et elle est nette-
ment inférieure a log Ag (1) :

log A 4,/p
h(K 1-—=—.
(K) > 1700 H( p—1
plAK

8. Cahier des charges

Notre tache principale est de calculer les objets suivants, associés a
un corps de nombres K, défini par le polynéome minimal d’un élément
primitif T :

(1) plongements, signature,

(2) Z-base de Ok, factorisation des idéaux,
(3) CIK), U(K).

On peut y rajouter de nombreux problémes annexes, qui surgissent
naturellement

(4) tables de corps de nombres ordonnés par discriminants,

(5) énumération des x € K, H(x) < C,

(6) factorisation des polynémes de K[X],

(7) calcul de Aut K, du corps de décomposition K, de son groupe
de Galois,

(8) calcul approché de (x(s), s € C.

etc.
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Partie 2. Algorithmique
9. Introduction

9.1. Complexité. On ne définira pas précisément ce qu’est un algo-
rithme (qui impliquerait la spécification d’un modele de calcul, de la
représentation des données, d’un programme et de la relation sou-
haitée entre entrée et sortie de celui-ci), qu’on assimilera a un pro-
gramme informatique. La taille d’une donnée est le nombre de bits
utilisés pour la coder, dans la représentation choisie. Le temps de
calcul est le nombre de pas de programme exécutés avant ’arrét.

Nous considérerons des algorithmes probabilistes, qui ont le droit
de faire des choix aléatoires, et des algorithmes déterministes, qui ne
lont pas. Informellement, un algorithme est bon s’il s’exécute en un
temps polynomial en la taille combinée des entrées et de la sortie du
programme@). Pour un algorithme probabiliste, ceci signifie que, pour
une entrée fixée, la moyenne des temps de calculs sur toutes les exécu-
tions possibles de 'algorithme est polynomiale en la taille T"; I'incer-
titude porte uniquement sur le temps de calcul, pas sur la correction
du résultat. Un probléme est facile si on connait un bon algorithme
pour le résoudre, et difficile sinon. A défaut de bon algorithme, on
apprécie qu'il soit sous-exponentiel, en temps o(exp(¢7T')) pour tout
e > 0.

C’est une définition naive : on ne se prononce pas sur la difficulté in-
trinseque du probleme et, de fait, la classe des problemes « difficiles »
a tendance & se résorber. A linverse, une modification anodine d’un
probléme facile peut le rendre difficile®) ; donc, sans spécification pré-
cise du modele de calcul, on batit sur du sable. Mais on peut déja dire
des choses intéressantes & partir de cette approche naive. (Voir [3],

(2) Ainsi 1a taille associée au probléme de la recherche des sous-ensembles de
{1,...,n} est de I'ordre de 2", pas logn. La taille de l’entrée est logn, celle de la
sortie > _, (1) klogn = 2" 'nlogn.

3)Par exemple exiger un algorithme déterministe, ou demander un bon com-
portement sur des données creuses (on mesure alors la taille en fonction du nombre
de coefficients non nuls d’un polynéme, par exemple, et non plus en fonction de
son degré).
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et surtout [32], pour une approche plus formelle.) Il est aussi utile
de distinguer plus finement entre bons, ou moins bons, algorithmes.
Dans ce survol, on ne s’en préoccupera pas, ou a peine.

Quelques problemes faciles :

« primalité sur Z (Agrawal-Kayal-Saxena [2]),

« factorisation sur Q[X] (Lenstra-Lenstra-Lovasz [27]) ou sur F,[X]
(Berlekamp [8]),

« construction d’un corps fini F,,» (Galois, Adleman-Lenstra [1]).

Quelque problemes difficiles :

« factorisation sur Z,

« calcul d’une Z-base de Ok,

. groupe de Galois d’un polynoéme de Q[X],
« calcul de Cl(K) ou U(K).

Si on rejette les algorithmes probabilistes, alors la factorisation sur
[Fy[X] et la construction d’un corps fini deviennent difficiles, mais le
test d’irréductibilité dans [F,[X] reste facile. Méme le calcul d'une
racine carrée ou la construction d’un corps quadratique F2 sont dif-
ficiles dans le cadre déterministe. Si GRH est vraie, construire Fyn
redevient facile; plus précisément, on dispose d’un bon algorithme
déterministe (utilisant essentiellement le théoréme de Chebotarév)
qui, pour chaque valeur de (n,p) fixée, soit construit un polynome
irréductible de degré n sur IF,, soit prouve que GRH est fausse.

9.2. Un exemple. Nous allons « calculer » des groupes abéliens :
Cl(K), U(K)... Qu'entend-on par 1a? Commencons par un exemple
simple : soit p un nombre premier, on veut « calculer » G = (Z/pZ)*
le groupe multiplicatif du corps fini associé. Quelques descriptions
possibles :

. théorique : G ~Z/(p — 1)Z est cyclique.

« pseudo-effective : G =Z/(p — 1)Z - g, ou on fixe un générateur g
pour fixer un isomorphisme. La recherche de g se fait en temps fini
en calculant 'ordre des éléments successifs de G.

Complexité : la taille des données est logy p. En supposant que la
factorisation de p—1 est connue, on a un bon algorithme pour calculer
cet ordre. Sous GRH (pour K =Q et les caractéres modulo p), il existe
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un générateur de représentant O(log2 p). On a donc un bon algori-
thme en testant 2,3, ... Seul le caractére polynomial de ’algorithme
est conditionnel. Si la factorisation de p—1 est inconnue, méme le cal-
cul de 'ordre d’un élément est difficile. Par exemple, vérifier qu'un g
donné répond bien a la question est difficile.

« effective : comme la précédente mais, pour que l'isomorphisme
soit effectif, il faut savoir résoudre le probléme du logarithme discret
dans G : étant donné a € G, trouver I'unique x :=log,a € Z/(p—1)Z
tel que ¢* = a.

Plus généralement pour décrire un groupe abélien de type fini, on le
représente sous la forme

g
G=&(Z/diZ)g;, oudi|---|dg.
i=1

Le probleme du logarithme discret correspondant est le plus souvent
difficile.

9.3. Notations. Dans la suite, on fixe K/Q un corps de nombres,
n := dimg K. On supposera que K est donné par le polynome mini-
mal 7 d’un élément primitif®). En d’autres termes K = Q[X]/(T);
on note § = X (mod T), soit K = Q(#). On supposera que T' € Z[X].
La lettre p désigne toujours un nombre premier, et p un idéal maximal
de Ok au dessus de p.

Apreés quelques préliminaires, dont le plus important est sans
conteste l'algorithme LLL (§10.5), on s’intéressera aux plongements
du corps K : complexes (§11), p-adiques (§12), ainsi que dans
d’autres corps de nombres (§13), ce qui se traduit par de classiques
problemes de factorisation de polynémes, dans C[X], Q,[X] (en par-
ticulier IF,,[X]), ou Q[X]. Dans une deuxieme partie, on s’intéressera
a larithmétique de K : ses ordres (§14) et son anneau d’entiers
Ok (§15). Finalement, on parlera de groupes de classes et d’unités

(§16).

DD autres points de vue sont possibles, qui ont tous leur intérét, par exemple
K¢ (on fixe un plongement explicite), K corps de décomposition ou donné par
une tour d’extensions, K compositum de sous-corps, corps fixe donné par théorie
de Galois, extension donnée par théorie du corps de classe...
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10. Préliminaires

10.1. Opérations élémentaires. Les opérations élémentaires sont
faciles dans Z : addition, multiplication, division euclidienne, pgcd
(algorithme d’Euclide). Il en est de méme dans le corps de fractions Q,
ainsi que dans les quotients Z/NZ, manipulés via un systéme complet
de représentants (0,..., N — 1, ou bien les représentants de valeur
absolue minimale). A ceci prés que dans Z/NZ la division euclidienne
est remplacée par 'inversion, qui échoue sur un diviseur de 0, et se
réalise a 'aide de 'algorithme d’Euclide étendu. Plus généralement,
une relation de Bézout entre a,b € N s’obtient grace a une suite
d’opérations sur les lignes du systeéme

Uq (% a €Ty up Vo i) a
(o) ()= (o) e ) =10 ()= (6
Uit1 Viy1) \b Tit1 uy U1 1 b

Si x;41 = 0, Palgorithme s’arréte et la premiére ligne est une rela-
tion de Bézout, sinon on pose la division euclidienne z; = qx;41 + 7
et (L1, La) < (La, L1 — qL3). Ceci effectue simplement ’algorithme
d’Euclide sur le membre de droite, en conservant la trace des opé-
rations dans une matrice auxiliaire, comme il est d’usage en algebre
linéaire. En inversant 1’identité ci-dessus, on obtient

(3) - (i) ()
b wita] uil ) \&is1)’

d’ou on déduit des majorations de toutes les quantités en jeu, et
un coiit quadratique O(log max(a, b))? pour 'algorithme. A ce stade,
on remarque qu’il suffit de calculer une seule colonne de la matrice
(wili vity ), puisque la connaissance du pged et d'un coefficient de
Bézout permet de déterminer 'autre.

A partir d’une relation de Bézout, le lemme chinois est effectif. Les
anneaux de polynémes F,[X] et leurs quotients se traitent de méme,
ou les représentants choisis sont de degrés minimal. On peut traiter
de méme Q[X] et ses quotients, mais 'explosion des coefficients fait
que l’algorithme d’Euclide naif n’est plus un algorithme utilisable.
(Il reste bon, mais ¢a n’a rien d’évident, voir [17, Chap.6].) Une
méthode modulaire s’impose : calcul du pged dans F,[X] modulo
suffisamment de petits premiers et reconstruction du pged global par
lemme chinois.
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A Tlexception du pged dans Q[X], les algorithmes naifs pour les
problemes ci-dessus sont tous au pire quadratiques en la taille des
données. Les méthodes utilisant la multiplication par transformation
de Fourier rapide (§ 11.3) et I'inversion par itération de Newton (11.1)
sont asymptotiquement quasi-linéaires, voir [17].

10.2. Exponentiation binaire. La technique est simple mais utile :
sin= E?:o g2t > 0, ; € {0,1}, on calcule

k .

1

" = | | %,
i=0
Ei:1

ot les 2 sont obtenus par mise au carré successives, soit O(logn)
multiplications au lieu de n — 1. Notons une application typique,
en dehors des tests de primalité : pged(XP — X, T) dans k[X] se
calcule comme pged(A — X, T), ou A € k[X] est un représentant de
la classe de XP dans k[X]/(T'), calculé en O(logp) multiplications
n’impliquant que des polynoémes de degré inférieur a degT'.

Des variantes gagnent sur la constante implicite, par exemple

Yo :=x%, y;:=y? x%—i pour 1 <i< k,

alors yp = ", qui rappelle le schéma de Horner. Dans le cas typique
ci-dessus, les multiplications par x® sont des multiplications par X,
peu cotiteuses.

10.3. Factorisation, primalité dans Z. La primalité est facile, la
factorisation difficile. Ces techniques sont complexes, mais bien et fré-
quemment décrites dans la littérature. Voir [34] et [12, 26] respective-
ment pour une présentation des tests de primalité et des algorithmes
de factorisation.

10.4. Formes normales d’Hermite (HNF) et de Smith (SNF)

Ce sont des familles de matrices, généralisant les formes normales
de Gauss-Jordan des espaces vectoriels aux Z-modules (plus généra-
lement aux A-modules pour A principal). L’algorithme qui permet de
s’y ramener (si la relation de Bézout est effective dans A, par exemple
si A est euclidien) généralise le pivot de Gauss. L’inversion d’un pivot
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est en général impossible, mais ’algorithme d’Euclide permet d’y sup-
pléer : si au + bv = pged(a,b) = d est une relation de Bézout, la

multiplication & droite par la matrice inversible (_bé 7 . Z) € SLy(Z)
met la matrice ligne (a, b) sous forme normale (0, d).

Par une suite d’opérations élémentaires de ce type sur ses colonnes,
une matrice m X n a coeflicients dans Z peut étre mise sous forme
échelonnée, dite forme normale d’Hermite (HNF), en annulant suc-
cessivement tous les coefficients d gauche d’un pivot dans une ligne
donnée, avant de poursuivre sur la matrice extraite dont on a sup-
primé la ligne et la colonne du pivot. Il n’est en général pas possible
d’annuler les coefficients d droite d’un pivot ¢, tout au plus peuvent-ils
étre choisis dans un systéme fixé de représentants de Z/qZ. Formel-
lement, la matrice (0|H) € My,xn(Z) est une HNF si H = (h; ;)
est une matrice m x r de rang r < n telle qu’il existe une fonction
f:[1,7] = [1,m] strictement croissante telle pour 1 < j < r, on ait

(1) q; ‘= hf(j),j >0et h;; =0sii> £,

(2) 0< hf(j),k < q; sik > ]

(f(j) indique la ligne ou se trouve le pivot ¢; > 0 de la colonne j
de H, les coefficients & droite du pivot sont réduits modulo g;.) Les
matrices HNF m x n forment un systeme complet de représentants
de My xn(Z)/ GLy(Z). En d’autres termes, le Z-module engendré par
les colonnes d’une matrice a une base (échelonnée) canonique, donnée
par les colonnes non nulles de sa HNF.

En autorisant de plus les opérations élémentaires sur les lignes, on
applique un algorithme de pivot a la ligne L; d’une matrice (opé-
rations sur les colonnes), puis a la colonne C; (opérations sur les
lignes) ; en itérant & ¢ et j fixés, le pivot ¢; ; diminue strictement jus-
qu’a étre le seul élément non nul de L; et C;. En poursuivant sur les
autres lignes et colonnes, on obtient cette fois une matrice diagonale,
a un bloc de 0 pres. Toujours par des opérations inversibles sur lignes
et colonnes, on peut remplacer un couple (a,b) de pivots consécutifs
par (ppcm(a, b), pged(a, b)), et ainsi supposer que les pivots successifs
(di,...,dy,) sont positifs ou nuls et vérifient dy, | --- | di. Formelle-
ment, les matrices m X n de forme (0|D) ou ( ) sont des Formes
Normales de Smith (SNF) si D est une matrice diagonale vérifiant la
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condition ci-dessus. Les matrices SNF m xn forment un systeme com-
plet de représentants de GLy,(Z)\Mpxn(Z)/ GLy(Z). Nous venons
essentiellement de démontrer le théoreme 1.1 de la base adaptée (reste
a voir ["unicité des d;).

Lemme 10.1. Soit M € Myyn(Z) et (di,...,dy) la diagonale de sa
SNF. Alors G =72"/Im M ~ & {(Z/d;Z).

Démonstration

Soit D = UMYV la SNF de M, ou U,V € GL,(Z). Soit (e, ..., ep)
la base canonique de Z™; ses projections engendrent G. Les seules
relations entre les e; sont de la forme (eq,...,e,)MY =0,Y € Z".
Soit

(g1, ---sgn) = (e1,...,en) U1

une nouvelle famille génératrice de G; on a (g1,...,9,)X = 0 si et
seulement si X € Im D. Donc

G:(ZZ-gi)/ImD:i(Z/diZ)~%. 0

Se restreindre & M« (Z) au lieu de M,,«,(Z) est sans importance :
on peut remplacer M par les colonnes non nulles de sa HNF pour as-
surer n < m, puis concaténer des colonnes nulles pour assurer n = m.

Contrairement & Euclide sur Z (mais conformément & Euclide sur
Q[X]), les algorithmes naifs évoqués ci-dessus ne sont pas bons : les
O(nm?) opérations dans Z associées & 1’algorithme de pivot font ex-
ploser les coefficients. De bons algorithmes existent, reposant toujours
sur des techniques modulaires (voir Storjohann [37]).

Un des principes de 'algorithmique arithmétique est de trans-
former les problémes arithmétiques en algébre linéaire sur des Z-
modules ; ’algorithme d’Euclide pour le pged est I’exemple type. L’al-
gebre linéaire sur un corps fini ou sur Z est facile. Par 1a j’entends plus
précisément la résolution de systemes linéaires, le calcul d’une base
de noyaux, images ou conoyaux, et celui de polynéme minimal ou
caractéristique. Sur un corps fini cela suit du pivot de Gauss, sur Z,
de la forme normale d’Hermite. En particulier, il est facile de trans-
former un systeme fini de Z-générateurs d’un Z-module libre en une
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Z-base. Si A et B sont des sous-Z-modules libres de Z™, vu comme
Z-algebre, on en déduit de bons algorithmes pour le calcul de AN B,
A+ B, AB, (A: B)={z€Z": zB C A}.

Exemple. Soit a résoudre le systéme linéaire XM = Y, M ¢
My xn(Z), d’'inconnue X € Myy,(Z). On pose MU = (0|H) la HNF
de M, ou U € GL,(Z) et H est de rang r < n. L’équation est
équivalente au systeme triangulaire X (0|H) = YU, qu'il est facile de
résoudre par substitution.

10.5. Réduction de bases de réseaux, LLL. Parmi les bases
d’un réseau, certaines sont plus agréables que d’autres : ainsi la base
canonique de Z? est une base de vecteurs courts (pour la forme eucli-
dienne standard), mais si au — bv = 1 est une relation de Bézout, les
vecteurs (¢), (%) forment une base de Z?2, dont les vecteurs peuvent
étre rendus arbitrairement longs. La réduction d’'une base est sim-
plement son remplacement par une base dont les vecteurs sont plus
courts. On peut définir une notion de base optimale (Minkowski),
dont les vecteurs sont aussi courts que possibles, mais on ne connait
pas de bon algorithme pour en déterminer une a partir d’une base
arbitraire. Essentiellement, on en vient a tester successivement tous
les vecteurs du réseau dans une boule et leur nombre est exponentiel
en la dimension. Nous allons définir une notion de réduction adaptée
au traitement algorithmique.

Soit (R™, ¢) un espace euclidien et A un réseau donné par une base
(bi)i<n- Soit (b)) la base orthogonale de R™ donnée par le procédé de
Gram-Schmidt, telle que

bi - b*
bizbl, bf:bi_z,ui,jb;a Mi’j:u pour1<j<i<n.

j<i b;f' ;
Lemme 10.2. T, q(b}) = d(A)? ne dépend que de A.

Démonstration. La matrice de Gram de (b)) est diagonale, donc son
déterminant est [[ ¢(b}). D’autre part la matrice de changement de
R-base de (b;) & (b)) est triangulaire de déterminant 1. On conclut
avec la proposition 1.5. U
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Définition 10.3. Soit ¢ € ]1/4,1[. Une famille libre de vecteurs
(b1,...,by) est dite LLL-réduite pour la constante de Lovész c si

(1) |payl < 2, pour 1 <5 <1<
(2) q(b] + pii—1b7_q)/a(b;_y) > c,pour l <t n

La premiere condition |u; ;] < 1/2 pour j < i est facile a mettre en
ceuvre et suit d’une « réduction de b; modulo by, ..., b;_1 ». Supposons
qu’elle soit vérifiée pour ¢ < j < i (initialement ¢ = i), alors la
substitution b; < b; — [ 1;.¢] by

« ne modifie pas les p; ; pour t < ¢
« ne modifie pas les p; ; pour j > ¢
« remplace ;¢ par ;0 — [pi¢] dont la valeur absolue est < 1/2.

La deuxiéme condition compare les longueurs des projections
de b; (numérateur) et b;_; (dénominateur) sur lorthogonal de
(b1,...,bi—2). Intuitivement, on veut placer en premier le plus « pe-
tit » des deux vecteurs (par rapport aux vecteurs restant a réduire),
puisqu’il réduira « mieux » les vecteurs suivants.

Pour simplifier, on prend ¢ = 3/4 pour la suite. La condition (2)
est équivalente a q(b) > (3 — (12;1)q(by_1). Avec la premiere, elle
implique q( 1) < 2q(b)), et en fait

T+ > ol <1t Z2H 21“

1<t ]<’L

Ce quotient étant > 1, q(b;) et ¢q(b}) sont proches. On en déduit
facilement :

Proposition 10.4. Soit A un réseau de l’espace euclidien (R™,q) dont
(b;) une base LLL-réduite. Alors, pour toute toute suite de vecteurs
indépendants x1,...,T, de A, on a

q(b;) < 2" ' max {q(w1),...,q(z;)}, pourj<n

En particulier le premier vecteur by est essentiellement aussi court
que possible, & un facteur 2"~ pres. Trouver un plus court vecteur
est difficile.

Bien siir, 'intérét de la notion est ’existence d’un bon algorithme
de calcul d’'une base LLL-réduite, dii & A. Lenstra, H. Lenstra et
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Lovész [27]. L’algorithme est tres simple. Comme celui d’Euclide qu’il
généralise c’est une succession de réductions et d’échanges : suppo-
sons que (by, ..., bg_1) soit LLL-réduite (c’est initialement le cas pour
k= 2).

Réduction

On remplace by, par une combinaison linéaire by —» ._, a;b; comme

i<k
ci-dessus de facon a ce que |py ;| < 1/2 pour tout j < k.
Echange

o siq(bp+ppp—1b5_4) = %q(bz_l), alors (b1, ..., by) est LLL-réduite
et on incrémente k. Si k > n, 'algorithme s’arréte.

« sinon, on échange b;_1 et by et on décrémente k.

Intuitivement, la réduction diminue la taille de by, et les échanges
mélangent les vecteurs en tentant de favoriser les réductions suivantes.
Il est clair que (by,...,by,) reste une base du réseau tout au long de
I’algorithme, et qu’elle est LLL-réduite quand il s’arréte. Il n’est pas
clair qu’il s’arréte, ni a fortiori que ce soit un bon algorithme.

Théoreme 10.5 (Lenstra-Lenstra-Lovasz). C’est un bon algorithme.

Démonstration (idée)
Soit A; le réseau (de RY) engendré par (by,...,b;). On note

D; =[Ja®;) =d(r)* >0, D:=]]Ds

J<t i<n
D ne peut changer que lors d'un échange, ot (b;_4, b};) est remplacé
par (s,t), avec s = by +puy x—1b;_,. Puisque D; ne dépend que de A; et
pas de la base utilisée pour le définir (Lemme 10.2), on a ¢(s)q(t) =
q(b;_1)q(b;) et I'échange laisse les D; invariants, a I'exception de
Dy_1 qui est multiplié par ¢(s)/q(b;_;) < %. Donc D est multiplié
par un facteur < %.

Soit m; la longueur d’un plus petit vecteur non nul de A; C R".
D’apres le théoréme de Minkowski, mzvl < 2%d(A;) ol v; est le volume
de la boule unité de R’ (et mlv; celui de la boule de rayon m;). On
en déduit que

d(A;) = vi - (mi/2)" = v - (mn/2)",
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qui ne dépend que de i et de A, mais plus des (b;). On en déduit que D
est minoré par une constante strictement positive ne dépendant que
du réseau, ce qui permet de borner le nombre d’échanges avant I’arrét
de lalgorithme. Reste a compter le nombre d’opérations et a estimer
la taille de leurs opérandes en termes des données. O

Plus précisément :

Théoreme 10.6 (Nguyen-Stehlé [30]). Soit A C Z¢ un réseau, donné par

une famille génératrice de n vecteurs de longueur inférieure a B. Une
base LLL-réduite de A se calcule en temps O(d*n(d + log B) log B).

11. Factorisation dans C[X]

Notre but est de calculer les plongements du corps de nombres
K = Q[X]/(T) ce qui revient a approcher les racines complexes de 7.
Les méthodes itératives de type Newton sont bien connues, mais il est
difficile de garantir un temps d’exécution, ni I’exactitude du résultat
en présence d’erreurs d’arrondi. J’en tire prétexte pour présenter I'uti-
lisation d’algorithmes numériques (Newton, lemme chinois approché,
intégration complexe par discrétisation, FFT, méthode de Graeffe)
dans notre contexte algébrique.

Les racines complexes sont une fonction continue du polynéme,
mais le probléme est déja mal conditionné par rapport au polyndéme
lui-méme :

P=(z—-1/10)®, e P=P—-10"%

coincident jusqu’a 20 chiffres apres la virgule, mais P admet la ra-
cine 0 qui est a distance 0.1 de 'unique racine de P. Dans le contexte
de la résolution d’équations diophantiennes, il faut borner rigoureuse-
ment la distance des racines approchées aux racines de P, et pouvoir
la rendre arbitrairement petite.

11.1. L’algorithme de Schonhage. On présente ici les grandes
lignes de l'algorithme de Schoénhage, développé par Gourdon [18].
Etant donné un polynéme P € C[X] unitaire de degré n, et un pa-
rametre d’erreur ¢, l'algorithme retourne n complexes z1, ..., z, tels

que
[P — (X —z1) - (X —z)| <e|P|,
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ot |-| est la norme L!; on en déduira un encadrement des racines
au §11.6. Ce type de résultat est particulierement adapté au cas
de données approchées : plutot que d’estimer ’erreur commise sur
le résultat, on estime la distance des données réelles & des données
virtuelles qui produiraient ce résultat exact.

C’est un bon algorithme, quoique assez technique : pour des rai-
sons d’efficacité, les calculs sont approchés, et il faut démontrer de
nombreux résultats de perturbation, ainsi qu’estimer au plus pres de
nombreux parameétres.

Si P est de degré 1, il n’y a rien a faire. Sinon, I’algorithme dé-
termine d’abord un cercle de séparation I', dont 'intérieur contient
k < n racines de P, disons uq,...,u; (idéalement k ~ n/2 et I" est
éloigné des racines de P), puis il approche les sommes de Newton
associées :

1 P'(z)
m =M e = o P P

ZMdz, 1<m<k,

par intégration numérique. Grace aux formules de Newton, on re-
construit une valeur approchée Fy de F' =[], (X —u;) a partir des
valeurs approchées des s;, et on applique récursivement 1’algorithme
a Fy et Go = P/Fy qui approche G = P/F.

Voici un exemple typique d’utilisation non triviale : soit 1399 €
Z[X] le 300-éme polynéme de Chebyshev, de norme infinie ~ 3-1013,
on veut les racines de T5pp + ¢ (toutes de module < 1, proches de
laxe réel). Le temps de calcul sur une machine & 1.6GHz est de
= 28 secondes pour 28 décimales garanties, =~ 75 secondes pour 1000
décimales.

11.2. Itération de Newton-Schonhage

En pratique, on applique une stratégie mixte : ’approximation
grossiere P =~ FyGy est raffinée par une itération de Newton, fondée
sur une nouvelle intégration complexe. Plus précisément, on cherche
des termes correcteurs f et g tels que Fy = Fp+ f et Gy =Go+ g
soient de meilleures approximations que Fj et Gy, c’est-a-dire telles
que P — FyGo = fGo+ gFy (ce qui implique que P — F1G1 = — fg est
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du second ordre). On peut obtenir f et g par I'algorithme d’Euclide,
mais ce dernier est instable et difficile & controler numériquement.

On introduit plutoét H, le représentant de degré minimal de 'in-
verse de Gy dans C[X]/(Fp), qui existe puisque les racines de Gy sont
a lextérieur de I' et celles de Fy a l'intérieur. Il suffit ensuite de poser
f = HP mod Fy et de calculer Gy + g comme quotient de la division
euclidienne de P par Fy + f. Au lieu de l'algorithme d’Euclide pour
le calcul d’un inverse dans C[X]/(Fp), on utilise la formule

1 1 Fy(X) - F

He = L f L AR
2im Jr FoGo(2) X -z

En effet, c’est bien un polyndéme de degré < k = deg Fy et un calcul

de résidu montre que H(z) = 1/Go(z) si z est I'une des k racines
de Fy a lintérieur de I'. Par intégration numérique, on obtient une

dz.

approximation grossiere Hy de H que l'on raffine par l'itération de
Newton

Hm+1 = Hm(2 — HmGo) (l’IlOd Fo),
qui converge quadratiquement vers H. Cette derniére est un analogue
de l'itération classique utilisée pour calculer I'inverse dans R, qui suit
de la méthode de Newton appliquée a la fonction f(z) = (1/z) —y :

— f(xm)
(11.1) Tmal = Tm F ()

= xm(Q - ffmy)

11.3. Intégration numérique et FFT. Par translation et homo-
thétie, on rameéne les intégrales sur I' au cercle unité. On discrétise
le cercle par les racines de I'unité d’ordre 2V et il suffit d’évaluer nos
fractions rationnelles en ces points (et de borner l’erreur commise en
fonction de la distance estimée de I" aux racines de P).

On utilise la transformée de Fourier rapide (FFT, pour Fast Fourier
Transform), qui permet d’évaluer un polyndéme @ de degré n < 2V
en toutes les racines 2V-émes de 'unité en O(N2") multiplications

au lieu de 22V par l'algorithme de Horner appliqué 2V fois. Soit
Qpair(X?) la partie paire de Q et X Qimpair(X?) sa partie impaire.

La FFT vient de I'identité

Q(wj) = Qpair ((W2)j) + WjQimpair ((w2)j)a
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qui rameéne essentiellement le calcul d’une transformée de longueur L
a deux transformée de longueur L/2.

Ce type d’idées permet aussi de multiplier rapidement poly-
nomes®) et entiers (voir [17]), et peut étre utilisé par les autres
phases de l'algorithme, en particulier I'itération de Graeffe.

11.4. Le cercle de séparation. Notons uq,...,u, les racines de
P = a, X" + -+ + ap ordonnées par modules croissants et p;(P) <
-+« < pp(P) leurs modules. On suppose n > 2. Pour déterminer un
cercle I" convenable, il suffit de savoir estimer les pi(P).

En effet, par translation de vecteur a,—1/a,, on place le barycentre
des racines a l'origine. Par homothétie de rapport 1/p,, (P) on ramene
la racine de plus grand module au voisinage du cercle unité. Un petit
dessin montre que I'un des 4 polynémes translatés P(X + \), pour
A = £2, £2i vérifie p, > 2, p1 < |2 — ™/, soit p,/p1 > 1.35.

On s’est donc ramené au cas ou p,/p1 n'est pas trop proche de 1.
Le cercle T" est centré en 0, reste a choisir son rayon R. La quantité
intervenant dans les termes d’erreurs est ¢ tel qu’il n’y ait aucune
racine de P dans la couronne Re™® < |z| < Re?, et il faut la maximi-
ser. Si j maximise le rapport de deux modules consécutifs p;y1/p;,
on pose donc R =, /p;jp;+1. En pratique, on ne calcule pas tous les pj,
j < n, mais on utilise une dichotomie qui en calcule O(logn) pour
produire un cercle de méme qualité.

11.5. Estimation de pi(P), la méthode de Graeffe. On note
Graeffe(P) le polynome Q tel que Q(X?) = P(X)P(—X) : c’est un
polyndéme de méme degré que P, dont les racines sont les carrés des
racines de P. On construit une suite de polynémes (P,,) par la récur-
rence Py = P, P41 = Graeffe(P,,) et on écrit P, = Zkgn a,gm)Xk.
On a

= (i - i, )"
an i1 < <ip_k

(A partir de ses valeurs aux racines 2"-&mes de 'unité, on reconstruit un
polynéme de degré < 2V par interpolation de Lagrange, qui est une transformée
de Fourier inverse dans ce cadre.
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Supposons dans un premier temps que les modules des racines sont
2 & 2 distincts. Alors

(m) -
a m . m m 2
ﬁ ~ (g1 ua)?, et om al(cf)l/al(c )‘ = pu(P).

Bien sfir si les p; sont proches, la convergence peut étre lente. Pour
obtenir une borne rigoureuse, on applique des inégalités générales
grossieres aux P,,, dont on déduit des bornes arbitrairement précises
pour P lorsque m est assez grand.

Lemme 11.1 (de Cauchy). Soit P = ag + -+ - + a, X" € C[X], alors

pn(P) < 2max|a;/an| """
1<n

Démonstration. Si (|z| /2)"~" > |a;/ay,| pour tout i, on a

D lail 2" <lan| 2" Y 27" < fan| |2[".

<n <n

Donc P(z) = 0 est impossible. O

Voir Henrici [21, §6.4] pour des renforcements conséquents du
lemme suivant :

Lemme 11.2. Soit P =ag+---+a, X" € C[X], n>2, et k € N tel
que |ag| = max;<, |a;| et apa, # 0. Alors

1
pe(P) <2n, pps1(P) > 5.

2n

Démonstration. 11 suffit de démontrer la premiere inégalité : la
deuxieme suit de la premiere appliquée au polynéme réciproque
P*(X) = X"P(1/X) de P, qui vérifie p, p(P*) = ppi1(P)7L
(L’hypothese aga,, # 0 assure que les p; sont non nuls.)

Le cas K = n suit de l'inégalité de Cauchy. Le cas géné-
ral pour k < n suit de l'inégalité de Cauchy appliquée a @@ =
P/(X =) (X — 1) = by + - + beXE, qui vérifie pp(Q) =
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pr(P) =: p. Plus précisément, on a
1
(X =) (X —wrsr)

=Y s X' e CX]],
i>0
ot |s;| < p~(FHIL L (G, ... »Jn) € N"F: g1 4o+ =i
Ce dernier cardinal vaut (”_k ;1“), mais la majoration triviale
(i + 1)"* suffit. Supposons p > 2n, soit (i +1)p~' < 1 et |s;| < p~*
pour tout i < k < n. On a by = ai et
il =D sjaiy <lar| > p7 < 2|0l
J<t J

soit p = pi(Q) < 4 (Cauchy) et 4 > 2n. Contradiction. O

Lemme 11.3. Soit P = ap+---+a, X" € C[X], n > 1. On peut choisir
r >0 pour que Q = P(rX) =by+ -+ b, X™ soit tel qu’il existe { et
h vérifiant

C<k<h, |b]=1bp|>1bj|, pourj<n.

En particulier

1

2, S Pe@) < pe(Q) < pr(Q) < 20
Démonstration. Soit C lenveloppe convexe supérieure des points
M; = (j,loglaj|). On considere les j tels que M; € C et on choisit
£ := le plus grand tel j < k, et h := le plus petit tel j > k. On choisit
enfin 7 = |ag/ap|’" 9. Les hypotheéses du lemme 11.2 sont donc
vérifiées pour les indices £ et h et P = Q. O

Etant donné P € C[X] non nul, un entier 1 < k < n, et un
parametre d’erreur > 0, on veut déterminer un rayon R > 0 tel que

Re™% < pp(P) < Re°.
On définit les suites de polynoémes P,,, Q.,, par

Py=P, Qun=Pn(rmX), Pns1 = Graeffe(Qn),
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ou Qn, Tm proviennent du lemme 11.3 appliqué & P = P,,. Les racines
de @, sont les

m 1/2 m
(ui/Rm)2 , R, = rgrl/ . -7‘,1?{2 .
L’inégalité
1

omn < 00, (Qm) < pr(Qm) < Py, (@) < 21,

donne
m - (2n)/2".

Ry - (20) V%" < pp(P) < R
™ > log(2n)/d et de retourner

Il suffit donc de choisir m tel que 2
R=R,,.
11.6. Encadrement des racines. A partir de estimation

|[P—(X —2z1) (X —z)| < €™

on peut estimer les racines (ui,...,u,) de P par un argument d’ho-
motopie :
Théoreme 11.4 (Ostrowski). Soit p = max(1,|z1],...,|zn|). En réor-

donnant au besoin les u;, on a pour tout © < n, l’inégalité

(1 —4pe) |u; — zi| < 4pe.
Démonstration. Soit z une racine de P = (X —z) -+ (X —2,). Consi-
dérons la famille continue de polynémes H; = tP+(1—t)P, t € [0, 1].
Par continuité des racines de Hy, il existe un chemin continu ¢ — d;

tel que dyp = 0 et z + d; est racine de H; pour tout ¢; en particulier,
z + dy = u est racine de Hy = P. Ainsi

‘ﬁ(z tdy)| =t \(ﬁ — Pz + dt)‘ < (p+ |di)"

Par continuité, |d;| prend au moins toutes les valeurs dans [0, |u — z|].
Par ailleurs,

’ﬁ(z—l—dt)’ = H|(Z+dt) — 2| > HHdt’ — |z — z] ‘,

soit, pour tout d € [0, |u — z|],
[[d-1z=z) <e(p+d)" <(p+ Ju—2])"

i
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D’apreés la propriété de minimax des polynémes de Chebyshev
(lemme 11.5), il existe d dans [0, |u — z|] tel que le membre de gauche
soit = (Ju — z| /4)™ et le résultat suit. O

Lemme 11.5. Soit T,,(X) (= cos(narccos(X)) pour X € [—1,1]) le
n-eme polynéme de Chebyshev et P l’ensemble des polynomes uni-
taires de R[X] de degré < n. Alors t, := 2'""T,, € P et, pour tout
PeP,ona

g P> (7)ol =2(57)"

Démonstration. t, est le polynéme unitaire de degré n de plus pe-
tite norme uniforme sur [—1, 1], qui vaut 2'~" (voir par exemple [14,
§3.1]). Grace a l’application linéaire z — %2 + 2252 de [~1,1] dans
[a,b], on écrit

h)
(]

b—a\n .
mas [P(r)| = (757)" max Q)] oh Q(X) = P(X +

11.7. Factorisation dans R[X]. Une factorisation approchée dans
R[X] s’obtient a partir d’une factorisation dans C[X] suffisamment
précise pour identifier les paires de racines conjuguées. Le cas parti-
culier de la recherche de racines réelles d’'un polynéme de R[X] est
important, mais nettement plus simple puisque les méthodes de dicho-
tomie sont directement disponibles (voir Rouillier-Zimmermann [33]).
L’algorithme de Sturm ([12, § 4.1]) fournit le nombre de racines réelles
dans un intervalle |a, b].

12. Factorisation dans Qp,[X]

Nous examinons maintenant un algorithme numérique p-adique
typique, fondé sur le lemme de Hensel. L’avantage sur les méthodes
complexes est que les résultats de perturbations sont en général évi-
dents, et qu’il n’y a pas d’erreur d’arrondi. Par contre, les divisions
par p induisent une perte de précision, et le champ d’application est
limité aux contextes algébriques.

Le lemme de Hensel permet de relever une factorisation suffisam-
ment précise pour étre sans facteurs carrés. Comment obtenir cette
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derniére ? On va déja voir comment procéder modulo p, c’est-a-dire
dans F,[X], et considérer d’abord le cas particulier de la recherche
de racines dans [F,,. Ces méthodes s’adaptent sans mal au cas d'un
corps fini I, général, avec un petit effort supplémentaire en caracté-
ristique 2.

12.1. Principe. Pour factoriser un élément N d’un anneau eucli-
dien R, on recherche (ou on fabrique) un diviseur de 0 dans R/(N),
c’est-a-dire un @ non nul tel que mg soit non injective. Alors, si a
releve a, d := pged(a, N) est un facteur non trivial de N, fourni
par lalgorithme d’Euclide. On invoque ensuite récursivement l’al-
gorithme sur chacun des deux facteurs d et N/d. Par exemple, la
plupart des méthodes modernes de factorisation dans Z construisent
une identité 22 = y? (mod N), d’olt on tire un diviseur de 0 potentiel
x — y. (Les mauvais jours, x = £y et on a travaillé pour rien.)

12.2. Racines dans F,[X]. Soit donc T' € F,[X], qu'on peut sup-
poser scindé a racines simples en le remplacant par pged(T, XP — X)
(§10.2). On pose n = degT. On veut trouver un diviseur de 0 dans
la Fp-algebre Fy,[X]/(T) ~ (Fp)", dont tous les éléments vérifient

O=af —zx= H(:n—z)
icF,
Calculer le produit partiel jusqu’a trouver 0 n’est pas un bon algo-
rithme si n < p : au pire p multiplications, pour une taille nlogp.
Sip = 2, cette méthode est satisfaisante. Sinon, on choisit x au hasard
dans F,[X]/(T) ~ (Fp)™ et on écrit

0=2x(' —1)(a'+1), t:=(p-—1)/2.

Si les trois termes sont non nuls, on a obtenu un diviseur de 0. Les
mauvais cas correspondent & x = 0 (1 cas), ' — 1 = 0 (" cas), ou
2! +1 =0 (t" cas). On est donc malchanceux avec probabilité

14 2t" 1 1
g < o)
pr on—1 2
L’espérance du nombre d’essais avant de trouver un facteur de 1" est
inférieure a 2 : c’est un bon algorithme.

sin> 2.



142 KARIM BELABAS

12.3. Factorisation dans F,[X]. Soit 7' € F,[X], qu'on peut sup-
poser sans facteurs carrés : si 7' = 0, alors T' = Q(X?) = Q(X)? et
on remplace T par @, sinon D = pged(T,T’) est un diviseur strict
de T'; on remplace successivement 1" par T'/D (sans facteurs carrés)
puis D (de degré < degT).

Soit ¢ I’endomorphisme de la F,-algebre

Fp[X)/(T) = [ [F,[X]/(T0), i T =[],
i=1 i=1

donné par a +— a? —a et V := Ker ¢ >~ (IF,,)". Alors dimp, V =7 est le
nombre de diviseurs irréductibles de T'. Si r = 1, T est irréductible;
sinon, soit € V' \ I, et Ppin,o son polynéme minimal, qui est scindé
a racines simples, de degré > 2 puisque o € IF,. Si z € F), est une des
racines (§12.2), o — z est un diviseur de 0 de F,[X]/(T).

12.4. L’algorithme Round 4

Définition 12.1
« Un polyndme unitaire Q) € Zy[X] est de type Eisenstein si

Q="b"+p(gb+r),

ou b,q,r € Z,[X], b est irréductible modulo p, degr < degb et r est
non nul modulo p.

« Soit T' € Zy[X] unitaire ; on dit que o € Q,[X] certifie (I'irréduc-
tibilité de) 7" si le polynéme caractéristique de @ dans Q,[X]/(T) est
de type Eisenstein.

Par exemple, un polynéme d’Eisenstein est de type Eisenstein avec
b = X. Un polynéme de type Eisenstein est irréductible ; en effet, une
décomposition serait de la forme T = (b** + pa1)(b*? + pas), ce qui
interdit » Z 0 (mod p) si k1ks # 0.

Proposition 12.2 (Zassenhaus, cf. Ford-Pauli-Roblot [16])

(1) T est drréductible dans Qp[X]| si et seulement s’il existe o €
Qp[X] certifiant T

(2) Supposons qu’il existe @ dans la Qp-algébre Qp[X]/(T) dont
le polynome caractéristique Penarw appartient a Z,[X| et admet deux
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facteurs irréductibles distincts modulo p. Alors T est réductible dans

Qp[X]-

Démonstration de (2). Soit o € Qp[X] relevant @. Par le lemme de
Hensel, on peut écrire Poparg = P1 P> dans Zy[X]. Alors

T = pged(T, Pr(a)) - pged(T', Pa(a))
est une décomposition non triviale. O

La suffisance dans (1) est évidente : si T' est réductible, 1’algebre
Qp[X]/(T') est une somme directe et les polyndmes caractéristiques
de tous ses éléments sont réductibles. La réciproque est plus tech-
nique (il faut étudier les extensions finies de Q,, en particulier les
extensions non ramifiées), mais constructive. L’algorithme Round 4
(Zassenhaus) s’efforce de construire « certifiant 7', en calculant suc-
cessivement les chiffres de son développement p-adique. S’il échoue,
il produit une factorisation dans Q,[X] comme indiqué dans la dé-
monstration de (2), puis essaie récursivement de certifier les facteurs.

L’algorithme précis est technique (voir [16]) : les calculs sont effec-
tués a précision finie, c’est-a-dire dans Z/ p*Z et non dans Zy,. Donc
il faut borner tous les dénominateurs susceptibles d’apparaitre pour
choisir une valeur de k suffisante pour maitriser les erreurs d’arrondi.

13. Factorisation dans Q[X]

13.1. L’algorithme naif. Apres ce qui précede, il suffit de connai-
tre une borne sur la taille des facteurs pour obtenir un algorithme
de factorisation dans Q[X]. Il y a plusieurs possibilités, par exemple
[5, 29]. La plus simple est la suivante :

Théoreme 13.1 (Landau). Si F' € C[X] est de degré m et A | F, alors
[Alloe < 2™ |1l

Démonstration. On factorise F' = a,, [[;c, (X — ;) et on définit la

<m
mesure de Mahler :
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La majoration ||A|| ., < 2™M(F) suit de expression des coefficients
de A comme fonction symétrique de ses racines (qui sont racines
de F'). Un calcul immédiat montre que, pour tout « € C et C' € C[X],
les polynomes (X — a)C et (@X — 1)C ont méme norme L?. Donc F
a la méme norme que

ol T] X -0 [I (@x 1),

i |og|>1 i o<1

dont on minore la norme par la valeur absolue M (F’) de son coefficient
constant. Soit M (F) < [|F|l,. O

Soit donc F' € Q[X] que 'on désire factoriser. On peut supposer
successivement que F' est dans Z[X], unitaire (par changement de
variable ; le lemme de Gauss dit alors que ses facteurs unitaires sont
dans Z[X]), et sans facteurs carrés. Le théoréme fournit C' > 0 tel
que tous les diviseurs de F' ont leurs coefficients dans [—C, C].

On cherche un premier p tel que F' modulo p reste sans facteurs
carrés dans F,[X]. Il y a un nombre fini de premiers a éviter : les
diviseurs du résultant de F' et F’, qui est non nul®. On peut alors
factoriser F' dans Zy[X] grace au lemme de Hensel (faible), c’est-a-
dire écrire,

F = ﬁFl (mod p*Z,[X]).
i=1

ot les F; € Z,[X] sont irréductibles modulo p et connus modulo p*,
et oll on choisit k tel que p* > 2C.

Les diviseurs de F' dans Q[X] sont de la forme Fg := [[,.q F; ott
S C {1,...,7}. On calcule une approximation }/75 = Fs (mod p*),
Fs e Z[X], dont les coefficients sont dans | — p¥/2,p*/2]. D’apres le

o~

théoreme de Landau, Fis € Z[X] si et seulement si Fis = Fg et il suffit
de tester si Fg divise F' dans Z[X]| pour le déterminer.

(G)Mieux, il est bornée polynomialement en terme des données, il existe donc
y

un petit nombre premier qui ne le divise pas : le théoréeme des nombres premiers

(Théoréme 7.2 pour K = Q) implique que > __logp ~ x donc un entier divisible

Pz
par tous les premiers < z est minoré par exp(z — o(x)).
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Jusqu’a présent, tout ceci est un bon algorithme. Mais il reste
2" possibilités pour S, et il est facile de construire des exemples ou
r = %deg F', quel que soit p. Par exemple, le polynéme minimal de
V2434 + \/Dk; ou py est le k-eme nombre premier, est irréduc-
tible de degré 2%, définit une extension galoisienne de groupe de Galois
(Z/27)%, et le théoréme de Chebotarév (théoreme 7.3) implique qu'il
se décompose dans F,[X] en produit de facteurs tous linéaires ou
tous quadratiques, avec probabilité 27% et 1 — 2% respectivement.
Par contre, si le groupe de Galois d’un corps de décomposition K
de F' contient une classe de conjugaison favorable (un produit d’un
petit nombre de cycles), et si Ag est raisonnablement petit, le § 7.3
indique qu’on trouvera rapidement un premier p qui I’exhibe, ou bien
un contre-exemple & GRH.

13.2. LLL et l’algorithme de van Hoeij. Il existe un bon algo-
rithme de factorisation dans Q[X], inconditionnel, qui est lappli-
cation originelle de l'algorithme LLL [27]. On considére un facteur
p-adique F} de F, une approximation E € Z[X] de Fy, modulo p’,
et on cherche un facteur strict de F' dans Z[X] que F; divise. Pour
ceci, on considere le réseau de Ryeg p—1[X] =~ R4e F engendré par

ﬁ{LX?' . "XdegF—degFl—l} UPK {LX, 7XdegF—1}7

qui contient tous les polyndémes de Z[X] de degré < deg F' qui sont
multiples de F}. Soit (b;) une base LLL-réduite de ce réseau. Si p*
est assez grand, on démontre que, soit pged(by, F') est un facteur non
trivial de F, soit ce dernier est irréductible dans Q[X].

L’algorithme de van Hoeij [22, 7] est un autre bon algorithme, qui
utilise aussi LLL, mais sur un réseau plus agréable. On considére le
morphisme injectif

P Qp(X)"/Qy — Qp(X)
gr—> F.Y
g

Si g appartient au sous-groupe G, engendré par les F;, alors ®(g) €
Zp[X]. Si g appartient au sous-groupe G C G, engendré par les fac-
teurs dans Q[X], alors ®(g) € Z[X].
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On détermine G a partir d’'une base LLL-réduite du réseau engen-
dré par les ®(F;) (mod pX) et les p™ X?. Plus précisément, on dispose

d’une borne sur ||®(g)||, si g est un facteur de F' dans Q[X]; les vec-

oo
teurs de la base trop longs pour provenir de tels facteurs rationnels
sont éliminés ; si K est suffisamment grand, les éléments restants de la
base sont les générateurs de ®(G). On en déduit G, puis les facteurs.

L’intérét par rapport a l'algorithme précédent est qu’il existe une
base LLL-réduite donnée par une matrice de changement de base U
dont les coordonnées sont dans {0,1} (ce sont essentiellement les ¢;
tels que [ F;" € Z[X]). On peut espérer détecter ces vecteurs, ou
lirréductibilité, & une précision p’ bien inférieure & la précision théo-
rique. Ce que le premier algorithme a peu de chance de faire puisque,
dans ce cas, les coefficients de U sont ceux d’un facteur, donc poten-
tiellement gigantesques.

13.3. Factorisation dans K[X]. Les idées du paragraphe précé-
dent se généralisent a la factorisation dans K[X], ou K = Q(0) est
un corps de nombres, ainsi d’ailleurs qu’a la factorisation dans k[ X, Y]
ou k est un corps tel que 'on dispose d’un algorithme de factorisation
dans k[X], par exemple un corps fini.

Une méthode plus simple pour factoriser F' € K[X], quoique moins
efficace en général, se ramene au cas sans facteurs carrés en rempla-
cant F' par F/pged(F,F’), puis considére F\ = F(X + A0) pour
A € Z, et N(F)\) := [[,0(F\) € QX], ot o parcourt les plonge-
ments complexes de K. Pour tout A sauf un nombre fini (et facile-
ment borné), N(F)) est sans facteurs carrés. On choisit un tel A et
on factorise N(Fy) = [] fi dans Q[X], ou les f; sont irréductibles et
distincts. Alors les facteurs irréductibles de F' dans K[X] sont les
pged(fi(X —A0), F) dans K[X]. Voir [12, § 3.6] pour une démonstra-
tion simple. C’est un bon algorithme si on utilise un bon algorithme
de factorisation dans Q[X]. Contrairement aux apparences, ces cal-
culs sont exacts : 6 est une variable formelle, classe de Y modulo
T(Y) dans K = Q[Y]/(T); les pged se calculent donc par ’algo-
rithme d’Euclide et N(F)) = Resy (F(X + AY),T(Y) est un simple
résultant.

Gréace a ce qui précede, on peut maintenant

« calculer Aut K (trouver les facteurs de degré un de T' dans K [X]),
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o tester si K C L, plus précisément s’il existe un plongement
de Q[X]/(T) dans le corps de nombres L (T a-t-il une racine dans
L[X)?),

« tester si K ~ L (tester si degT" = dimg L et appliquer le point
précédent).

14. Ordres

Il est difficile de calculer Ok si on ne connait pas la factorisation
de Ag. Or, la factorisation dans Z est difficile. Heureusement, pour
de nombreuses applications, on n’a pas besoin de O, mais seulement
d’un sous-anneau qui en est une approximation raisonnable. On peut
citer la décomposition des nombres premiers, la factorisation dans
K[X] donc les probléemes d’isomorphisme ou du sous-corps (a-t-on
L C K7), la détermination de I’ensemble des sous-corps, du groupe
de Galois de K/Q...

14.1. Définition. Un ordrel” de K est un sous-anneau, donc conte-
nant 1, qui est un Z-module de rang n = dimg K (de facon équiva-
lente, Frac O = K). Les ordres de K sont partiellement ordonnés par
inclusion.

Proposition 14.1. L’anneau O des entiers algébriques de K est son
ordre mazximal.

Démonstration. Ok est un ordre. Soit O un ordre de K et a € O.
Alors Z[a] C O est de type fini, donc « est entier. O

En un certain sens, la notion d’ordre est duale de celle de localisé :
un ordre est un sous-anneau de O de type fini comme Z-module,
mais non intégralement clos (si @ C Of). Un localisé S~!10x =
{a/s: a € Ok,s € S} est un sur-anneau intégralement clos, non de
type fini (si S ¢ U(K)). Dans le langage de la géométrie algébrique,
cette notion correspond a celle de courbe singuliére : sur la courbe
(spec O, 0), un nombre fini de localisés O, ne sont pas des anneaux
de valuation discréete.

(Dntroduit par Dedekind (Ordnung) comme anneau de stabilisateurs (A : A)
d’un Z-module de type fini A. Généralise la notion introduite par Gauss pour les
formes quadratiques binaires de discriminant fixé (ordo,-inis = rangée, file).
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Les ordres non maximaux sont de braves anneaux intégres (noe-
thériens, de dimension 1) de corps de fractions K, mais ils gardent
des comportement pathologiques par rapport a I’anneau de Dede-
kind Og. Par exemple, la norme Na := O/a d’un idéal non nul est
bien définie mais n’est plus multiplicative, il existe des idéaux non
inversibles, a C b n’implique pas b | a (il existe un O-idéal ¢ tel que
a = be).

14.2. Construction. L’intérét de la notion est qu’il est facile de
construire des ordres. Par exemple, si T € Z[X] est unitaire, alors
Or:=(1,0,...,0" "), =Z[f]
est un ordre. Plus généralement.
Théoréme 14.2 (Dedekind). Soit T'(X) = ap X" + -+ a, € Z[X]; on
définit une suite (T;) de polynomes de degré i < n :
To:=ay et Tiy1:=XT;+ ajy1, pour 0 < i< n.

Alors Op == (1,T1(0), ..., T,-1(0)), est un ordre.

La suite (T;) est un schéma d’évaluation de Horner pour 7', en parti-
culier T;, = T. Si ag = £1, on retrouve I’exemple précédent.

Démonstration. Posons t; :=T;(6) pour 0 <i<n. Pour 1<i<j<n,
on a
tit; = (Oti—1 + ai)tj = a;t; + tifl(t]#l - aj+1) =t;—1tj+1 mod O.

En itérant, on se ramene au cas de t;t, ou tot; ; le premier est nul, le
deuxieme égal a agt; € O. Donc ce Z-module de rang au plus n est
un anneau. Il contient agf, donc on a bien Frac O = K. O

Plus généralement, les ordres apparaissent comme « anneaux de sta-
bilisateurs ». Si A et B sont deux sous-Z-modules de K, on note

(A:B):={a € K,aB C A},

appelé transporteur de B dans A, ou « A divisé par B ». C’est un
Z-module. Si O = Ok est de Dedekind, et a, b sont des idéaux
fractionnaires, on a (a: b) = ab™!.
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Proposition 14.3. Si A C K est un Z-module de rang n, O = (A : A)
est un ordre.

Démonstration. C’est évidemment un anneau. Tout « € O est entier
(A est un Z-module de type fini tel que A C A!), donc O C O est
de type fini. Comme Ok A est de type fini et A contient une Q-base
de K, il existe d € Ny tel que dOgA C A, donc O D dOg est de
rang n. U

Exemple. On pose A := <1,9, .. .,0”_1>Z (# Z[0] si T n’est pas uni-
taire!). Alors (A : A) = Op/s, o1 § est le pged des coefficients de 7.

14.3. Manipulation des ordres, dénominateurs. Un ordre O
est donné par une base (w;) et la table de multiplication correspon-
dante w;w; = " a; j xWk, OU G € Z. On donne un élément de O
par ses coordonnées dans la base (w;), un sous-Z-module de O par
une Z-base, c’est-a-dire par une matrice a coefficients entiers. Si on
veut une représentation unique, la HNF donne une base canonique
((w;) étant fixée).

Pour représenter x € K, on choisit un entier d € N, unique si
on 'impose minimal, tel que dx C O, et on est ramené au cas précé-
dent. Un sous Z-module de type fini M de K, par exemple un idéal
fractionnaire, se manipule de méme. Jusqu’a présent, avec 1’écriture
K = Q[X]/(T), T unitaire, nous avons ainsi utilisé 'ordre O = O,
qui admet la représentation alternative économique Z[X]/(T).

Choisir un autre ordre que Or est souvent plus flexible. Par
exemple, pour calculer O (§15.1). Pour minimiser les dénomina-
teurs, on choisit O = Ok, qui n'est en général pas de la forme
Or (§15.4). Si on exprime o € Ok dans une Z-base de O, son
dénominateur divise 'exposant du groupe additif O /O.

15. L’ordre maximal Ok

Définition 15.1. Soit m un entier. Un ordre O C Ok est dit m-mazimal
si m et 'indice [O : O] sont premiers entre eux.

Le calcul de Ok est un probleme local : a partir d’un ordre O, il suf-
fit de calculer un ordre p-maximal O, D O pour chaque p premier,
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et Og = Zp O, (puisque ce dernier est un ordre p-maximal pour
tout p). On peut prendre O, = O si p* f Ap (Proposition 5.7), donc
il n’y a qu'un nombre fini de premiers a traiter. D’un point de vue
algorithmique, la vraie obstruction est globale :

Théoreme 15.2 (Chistov). Les deux problémes suivants sont de méme
difficulté :

o étant donné un corps de nombres K, trouver O,
o étant donné un entier D, trouver le plus grand entier d | D qui
soit sans facteurs carrés.

Le deuxiéme probléme est actuellement aussi difficile que la factori-
sation dans Z, donc calculer Ok est difficile. Pour la méme raison,
tester si un ordre donné est maximal est difficile : il faut décider si
un entier est sans facteurs carrés. Pour s’en convaincre, considérer le
cas particulier Z[v/D] € Q(v/D). Examinons maintenant le probleme
local.

15.1. L’algorithme Round 2. Soit O un ordre et p un nombre
premier. On désire calculer 'ordre p-maximal R, O C R C Ok, tel
que [R : O] soit une puissance de p. Explicitement

R:={z € Ok, p"z € O pour n > 1}.

On note I, = rad(pQ) I'idéal radical de pO : par définition I,,/pO est
le nilradical (I'idéal des nilpotents) de I’anneau fini O/pO et I, en est
le relevement dans O. C’est aussi 'intersection des idéaux premiers
de O contenant p,

L= »=]] »

p: pep p: pEp

Ces idéaux premiers sont en nombre fini et ils sont maximaux

(dans O).

Proposition 15.3. 1l est facile de calculer I,,.
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Démonstration. Si t est un entier tel que p! > n = dimg K, alors

O/pO est un Fp-ev de dimension n et I,,/pO est le noyau® de I'ap-
p D

plication F,-linéaire x — 2. O

L’algorithme Round 2 est un bijou, issu du théoreme suivant :

Théoréme 15.4 (Zassenhaus). Soit O' := (I, : I,,). L'ordre O est p-
mazimal si et seulement si O = O'. Dans le cas contraire, on a
p|[O:0]|p".

Idée. On veut vérifier que les maximaux contenant p sont inversibles ;
il suffit de vérifier que leur produit l’est.

Démonstration. O" est un ordre contenant O (car I, est un O-idéal,
Proposition 14.3); comme p € I, on obtient pO’ C I, C O donc
[O": O] | p". Dot O = si O est p-maximal.

Réciproquement, si O = @', soit R I'ordre p-maximal contenant O
du début de la section. Comme I}, et R sont de type fini, on a I} C pO
et p"R C O pour m > 1. Donc RI}" C O pour m assez grand.
Par I'absurde, supposons qu’il existe m > 0 tel que RIJ" ¢ O et
choisissons m maximal, puis a € RI}* \ O. Alors al, C O et donc
al, C I, (comme I, est de type fini, il existe k tel que ij C pQ), soit
a€ (I, : 1)) =0 = 0. Absurde. O

L’algorithme de normalisation est immédiat : on part de O = Or; on
calcule I,/pO et on remplace O par O := (I, : I) tant que O # O'.
C’est un bon algorithme, qu’on applique a tous les p premiers tels
que p? | Ao. A condition de les connaitre!

(®)si p > n, c’est aussi le noyau
O/pO — Hom(O/pO,F,)
z — (y — Tr(xy)).

Démonstration. Soit u un endomorphisme d’un Fp-ev de dimension finie n < p;
si Tr(u*) = 0 pour tout k > 1, alors u est nilpotent (formules de Newton + Cayley-
Hamilton par exemple). Donc un élément du noyau appartient a I, (en choisissant
y=1z 22, ... ). Réciproquement, un nilpotent est de trace nulle. O

Cette deuxiéme description est préférable quand p est grand : on supprime le cotit
de la mise a la puissance p.
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Il est remarquable que 'on puisse remplacer p par un entier m
sans facteurs carrés arbitraire (Buchmann-Lenstra [9]). Soit ’algo-
rithme rencontre une impossibilité qui exhibe un facteur de m (un élé-
ment non nul mais non inversible de Z/mZ), soit il produit un ordre
m-maximal.

15.2. Le cas particulier de Op. Pour chaque premier p, la pre-
mieére étape de ’algorithme Round 2 se traduit plus efficacement par
(revoir le théoréme 4.10) :

Théoréme 15.5 (Dedekind). Soit K = Q(X)/(T), T € Z[X]| unitaire
et 0 = X (mod T), tel que

T = HP:Z (mod pZ[X]),

ot les P; sont unitaires, irréductibles et 2 a 2 distincts modulo p. Soit
f=1Ir g=]IP"" h:=(T-rfg)/pezX].
Soit & := pged(f, g,h) dans F,y[X], et U un relévement de T/, alors

U
O = (’)T+](?)OT.

En particulier, Op est p-mazimal si et seulement si § = 1.

Démonstration. On trouve I, = pOr + g(0)Or, et on explicite le
calcul de (I : ). O

Corollaire 15.6. Si T = b* +p(qb+7) est de type Eisenstein, alors Op
est p-maximal.

Démonstration. f = b, g = b*1 h = gb+r. On a pged(f,g,h) =
(b,r) = 1. a

15.3. L’algorithme Round 4. Round 2 nécessite quand méme la
manipulation de matrices n x n x n (§ 14.3) et de nombreuses itéra-
tions quand vy, ([O : O]) est grand ([O' : O] | p", donc la valuation
de l'indice diminue au plus de n & chaque itération). En pratique, on
utilise un autre algorithme de normalisation locale, lié & la factorisa-
tion dans @Q,[X] par 'algorithme Round 4. Par rapport & Round 2,
il est d’autant plus intéressant que n ou v,([Ok : O]) est grand, mais
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de description moins attrayante. Je ne sais pas si ’on peut obtenir les
méme garanties pour Round 4 que pour 'algorithme Round 2 modi-
fié par Buchmann et Lenstra, ou p est remplacé par m sans facteurs
carrés. C’est probable.

On utilise la généralisation suivante du théoreme 4.10, auquel il se
réduit si T" est sans facteurs carrés modulo p :

Théoreme 15.7. Soit T € Z[X] unitaire irréductible dans Q[X]. Soit
T = Fy---Fy la factorisation de F' en produit de polynomes unitaires
irréductibles dans Zp[X] (ils sont distincts), et oy € Qp[X] certifiant
F; pouri=1,...,g. Soit p® un dénominateur commun aux o; ; pour
x € Qp[X], on définit une approxzimation ¥ € Q[X] telle que v — T €
p1Z,1X] et sa projection T dans Q[X]/(T). Alors, pour tout i,

« [y =1t (mod pZy[X]), ou t; est irréductible modulo p,

o p; = pOk + ti(a;) Ok est mazimal,

o les p; sont distincts, on a e(p;/p) = e;, f(pi/p) = degt; et

POk = pi' - -py’.

Soit €1,...,¢4 les idempotents orthogonaux associés :

si > 1 a;- (T/F;) = 1 est une relation de Bézout dans Qp[X], on
pose g; = a; - (T'/F;) ; alors

g
0, = Z & Z[og]
i=1

est p-mazimal.
15.4. Diviseurs inessentiels. En changeant T', on espére obtenir
un ordre Or qui soit p-maximal. Hélas, dés que n > 3, il peut exister
des diviseurs inessentiels'®) p du discriminant tels que p | [Ok : O7]
pour tout 7" tel que p { ag (ou, de fagon équivalente, pour 7" unitaire) :

Théoreme 15.8 (Hensel). Soit p un nombre premier fixé. On note

o 7(f) le nombre de p | p de degré résiduel f.
« i(f) le nombre de P € F,[X] irréductibles unitaires de degré f.

O)Dedekind écrit ausserwesentlich (= d’essence extérieure), Bourbaki (mal
inspiré) « facteurs extraordinaires » dans ses notes historiques. La littérature se
partage entre diviseurs essentiels ou inessentiels... pour la méme notion.
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Alors p est diviseur inessentiel si et seulement s’il existe [ tel que

r(f) > i(f)-

Démonstration. La condition est suffisante d’apres le critere de Kum-
mer (théoreme 4.10). La réciproque est un calcul local assez précis
(fait dans Hasse [20]). O

Corollaire 15.9. Sip est diviseur inessentiel, alors p < n = dimg K.

Démonstration. D’apres (4.3), f - r(f) < n. D’autre part, soit
L= f-i(f)=)_ n(f/dp"
dlf

On a I > 0 et I est divisible par p, donc I > p. (Si on ne veut
on peut se contenter de I > 0, I = p?

pas utiliser l'existence de F,r,
(mod p?*1), d minimal tel que f/d soit sans facteurs carrés, qui donne
I>pt) O

Exemple. si n = 3, seul 2 peut étre diviseur inessentiel. En fait, il
Pest si et seulement si 20k = pi1paps, ou e(p;/2) = f(pi/2) =1
pour i = 1,2, 3. On trouve facilement des exemples de ce phénomene
en utilisant le théoréeme 15.7 : par exemple K = Q[X|/(T) ou T =
2 —r—-8=x(x—1)(xr+1)+8.

15.5. Valuations. L’algorithme Round 4 (§ 15.3 et Théoreme 15.7)
fournit simultanément la factorisation de 7' dans Q,[X], un ordre
p-maximal O de Q[X]/(T), et la décomposition de pO en produit
d’idéaux maximaux donnés sous la forme p = pO + 7 O.

Proposition 15.10. Si x € K*, il est facile de calculer v = vp(z).

Démonstration. On peut supposer x € O, x # 0. 1l suffit alors d’ap-
pliquer la définition : v = max {w : z € p*}.

Une variante plus agréable utilise Iécriture p = pO + 70 : la
multiplication par 7 dans la F,-algebre O/pO n’est pas injective (son
image est p/pO qui est de codimension f(p/p) = 1). Soit 19 € O\ pO
un relevement d’un élément non trivial de son noyau et 7 := 79/p.
Alors v = max {w, 7"z € O}; en effet, v,(7) = —1 et vy(7) > 0 pour
tout q # p. O
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La valuation d’un idéal se calcule comme le min des valuations de ses
générateurs.

15.6. L’algorithme POLRED. Un corps de nombres K = Q[X]/(T)
est représenté par une infinité de polynémes T € Z[X] différents.
Certains d’entre eux sont plus agréables que d’autres. L’algorithme
POLRED (Polynomial Reduction) de Cohen et Diaz y Diaz essaie de
trouver un joli polynéme T définissant le méme corps. Il calcule une
base LLL-réduite (b;) du réseau (O, Ts) et teste si 'un des b; est
primitif en vérifiant si leur polynéme caractéristique est sans facteurs
carrés. Soit & = A(X) mod T dans K. Son polynoéme caractéristique
se calcule comme un résultant Peparo(Y) = Resx (T'(X),Y — A(X)),
ou comme produit des Y — o;(«), ou les o; sont les plongements
complexes de K.

POLRED peut échouer : il arrive qu’aucun des b; ne soit primitif,
auquel cas on considere de petites combinaisons linéaires des b;. En
cas de succes, il fournit un polynéme T engendrant le méme corps K,
dont les racines sont petites; ainsi donc que ses coefficients. Remar-
quons qu’en cas d’échec, POLRED fournit des sous-corps de K.

15.7. Réduction LLL. Soit 2 un idéal fractionnaire non nul. Le
premier vecteur d’une base LLL-réduite du réseau (2, 7%) est un « €
2l de norme relativement petite. On récrit

A= (a)(A/a) = (a) (),

ou a est entier et primitif, a € Ok et a € Q*. Ces trois composantes
dépendent de la variante de l'algorithme LLL utilisé mais

Proposition 15.11. N a est bornée par une constante ne dépendant que
de K.

Démonstration. Corollaire 5.8 (Minkowski) et Proposition 10.4 (LLL).
O

En particulier, un produit quelconque d’idéaux se simplifie sous
la forme (a)a, ou « est un produit d’éléments de K*, que 'on peut
développer si nécessaire, et a est un petit idéal entier. Il est préférable
de conserver a sous forme de produit formel : on écrit o = [z €
Z[K*]. Par exemple, méditer sur les 30103 chiffres décimaux de la
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2100000 % Dans essen-

représentation développée des 7 caracteres «
tiel des applications, on n’utilisera pas « mais sa projection sur un
domaine ot les calculs sont plus simples : K ® R, K ® Qp, (O /f)*,

K*/(K*)"... On en verra un exemple au § 16.5.

16. Groupe de classes et unités

Dans cette section, on suppose connu ’ordre maximal O . On peut
définir C1(O) et O* pour un ordre quelconque, mais en rajoutant des
difficultés techniques sans éclaircir le probléme initial. Pour montrer
que CI(K) est calculable en principe, il ne suffit pas d’invoquer la
borne de Minkowski (Corollaire 5.8). Il manque une procédure effec-
tive pour décider si deux idéaux sont équivalents. « Factoriser suffi-
samment d’idéaux principaux » n’est pas recevable...

16.1. Calculabilité. Pour toute place p de K, on note |.\p la valeur
absolue normalisée associée. Soit S 1’ensemble des places archimé-
diennes de K et S D S, un ensemble fini de places.

Théoreme 16.1 (Lenstra [28]). Soit
d:= (Q/W)TZA%Q, So:={p,Np<d} et S:=5,U5p.

Alors le groupe Ug(K) est engendré par {o € Us(K), H(a) < d*},
et CI(K) est engendré par les classes des éléments de Sp.

La calculabilité de U(K) et CI(K) se déduit de la suite exacte :

0 — U(K) — Us(K) -1 2% 95 ci(k) —> 0,

ou f:a— (vp(a))pes, et g : (ep) > [, p®. L'exactitude provient du
théoreme et il suffit de calculer noyau et conoyau de f, en commencant
par construire une Z-base de Ug(K) grace au théoréeme 16.1.

La démonstration est élémentaire, fondée sur le théoreme de Min-
kowski ; 'assertion sur les générateurs de CI(K) est immédiate car
plus faible que celle du corollaire 5.9. A premiére vue, ce théoréme
est un peu surprenant si r; + o > 1 (c’est-a-dire U(K) # p(K)) :
on s’attend a ce que le régulateur R(K) de K soit souvent de la
taille de /A d’aprés Brauer-Siegel (Théoréme 7.6) et les heuris-
tiques de Cohen-Lenstra-Martinet (§6.3) qui prédisent que h(K) est
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« fréquemment » petit. Donc certains plongements des unités fonda-
mentales devraient étre de I'ordre de exp(yv/Ax/n), quelle que soit
la Z-base choisie pour U(K)/u(K). Par exemple, il est bien connu
que 'unité fondamentale d’un corps quadratique peut devenir gigan-
tesque, voir le célebre probléme des Boeufs d’Archimede. L’astuce
consiste a considérer un systeme non minimal de générateurs.

Ce n’est pas un bon algorithme, car Ug(K) est beaucoup trop gros :
son rang est exponentiel en log A . En pratique, on utilise le principe
du calcul d’indice.

16.2. Calcul d’indice. Pour calculer un groupe abélien fini M par
générateurs et relations, la méthode de calcul d’indice nécessite quatre
ingrédients :
« Un Z-module libre Ag dont M est un quotient
0—Ay? —>Ag— M —0

(le noyau Ay est inconnu).
« Un sous-groupe de type fini A C Ay, muni d’une Z-base B, dont
M reste un quotient :

0—AgNA=A?—A=7Z% — M —0

(le noyau A est inconnu). Un élément de A appartenant a A est dit
friable, B est une base de factorisation.

« Un moyen de produire des éléments « bien répartis » dans A,
puis de les plonger dans Z?® s’ils appartiennent & A (factorisation des
éléments friables).

« Une évaluation grossiere H de h := #M = [A : A], telle que
H < 2h.

L’algorithme probabiliste suivant détermine alors M : produire des
éléments de A, engendrant un sous groupe A C A, jusqu’a ce que

~ ~

h:=[A:A]<H <2h,

ce qui entraine h=h puisque h est un multiple entier de h, et donc
A = A. On en déduit la structure de M = Z® /A en calculant la SNF
de A (Lemme 10.1) :

M = @(Z/diZ)gi, dy ‘ do | o, g € A.
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La solution du logarithme discret dans A, c¢’est-a-dire 1’écriture d’un
élément de M comme produit des g; et d’un élément de A est une
généralisation simple que I'on considérera ultérieurement.

16.3. Adaptation au cas M = Cl(K), sous GRH. Pour calculer
CI(K) et U(K) en un temps raisonnable, on admet GRH pour pouvoir
utiliser la borne de Bach (Théoreme 7.5). On pose donc

B .= {p,Np < 12(logAK)2},

qui engendre CI(K) et remplace ’ensemble Sy de Lenstra. Méme
sous ces hypotheses fortes, la complexité des algorithmes est au
mieux sous-exponentielle en log Ag, et reste heuristique. Elle n’est
démontrée, sous GRH, que pour K quadratique imaginaire (Hafner-
McCurley [19]). La complexité n’est pas seule en jeu : si GRH est
fausse, le résultat obtenu peut 1’étre aussi. Tous les algorithmes
permettant de le vérifier inconditionnellement sont exponentiels.

On étend 'idée du calcul d’indice en calculant simultanément A
comme ci-dessus et un sous-groupe UdeU=U (K). On désire cal-
culer M := Cl(K),

o Ay est le groupe des idéaux fractionnaires de K,

« On produit des élément de Ay de petite norme dans O en utili-
sant la réduction § 15.7 sur un produit aléatoire d’éléments de B : si
le petit représentant de sa classe d’idéaux est friable, on obtient une
relation. Le test de friabilité et la factorisation d’un élément friable
s’effectue par divisions successives par les éléments de ‘5.

« On calcule une approximation numérique du produit AR, par un
produit eulérien tronqué convergeant vers le résidu en s = 1 de (i :

(1—]771) giK = 2" (2712 hRR

Toujours sous GRH, 'approximation obtenue pour Y = O(log A )?
est suffisamment précise.

« Dans la formule du résidu, Ag est connu puisque Ok lest,
(r1,72) se calcule avec l'algorithme de Sturm (§11.7), et w en énu-
mérant les points tels que To(x) = n (Théoréme 5.5) ou en testant
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I'inclusion de corps cyclotomiques Q((,,) dans K pour des valeurs
convenables de m (§13.3).

Les dépendances entre éléments de IAX, découvertes au moment du cal-
cul de [A : X] se traduisent par des identités entre idéaux principaux
(o) = (&/). On en déduit des unités u := a/a € U ; ces éléments u
engendrent un sous-groupe U de U. Soit R le régulateur de U qui
est un multiple entier du régulateur R ; tout comme ci-dessus, lorsque
hR < 2%]?5, alors U = U et A = K, d’ott on tire CI(K).

Pour obtenir des générateurs (g;) explicites, il faut conserver les
matrices de changement de base associées a toute cette algebre liné-
aire. On obtient les g; sous forme factorisée dans Z%, ce qui est une
présentation compacte agréable. On peut la développer en utilisant
la technique du §15.7 pour obtenir de petits représentants de leurs
classes d’idéaux.

D’apres la discussion qui suit le théoreme 16.1, la taille de I’écri-
ture naive de générateurs de U(K) comme éléments de Q[X]/(T") est
a priori exponentielle. Dans I'algorithme ci-dessus, les unités sont
obtenues elles-aussi comme produit de S-unités, qui n’appartiennent
pas & U(K) individuellement. Cette présentation compacte des unités
est de taille raisonnable.

16.4. Logarithme discret. Nous pouvons donc calculer
CUK) = ®(Z/diZ)g;,

ou l'on sait exprimer les ¢g; comme produits d’éléments de B, ou
comme petit idéal, a un idéal principal explicite pres. Réciproquement
on peut exprimer un élément de B en terme des g;. Soit maintenant
un idéal a; on veut calculer son logarithme discret dans C1(K), c’est-
a-dire (e;) € [[,(Z/diZ) et T € K*, tels que a = (1) [ g*

« Pour calculer les (e;), multiplier a par des produits aléatoires
d’idéaux de B et LLL-réduire le résultat, jusqu’a ce que la compo-
sante non principale soit friable. A un idéal principal prés, on sait
alors exprimer a comme produit d’éléments de B, donc des g;.

. Calculer a[]g;“ sous la forme (8)B, f € Z[K*] (§15.7). Puis
réaliser le petit idéal principal B comme (), en utilisant la méme



160 KARIM BELABAS

méthode que ci-dessus, mais cette fois-ci en accumulant les idéaux
principaux rencontrés. On pose 7 := 3y € Z[K*].

16.5. Application : entiers de norme donnée. Soit a € Z, a #
0, et soit a résoudre I’équation N(z) = a, z € Ok. C’est une équation
diophantienne en les x; € Z, si on exprime x = Y " | x;w;, dans une

2 — _1 est de cette forme.

Z-base (w;) de Ok. Par exemple 22 — 2y

Il suffit de chercher les solutions modulo les unités de norme 1. On
détermine d’abord s’il existe une unité de norme —1, en considérant
successivement les générateurs de U(K). Remarquons que la présen-
tation compacte u = [[z{" € Z[K*] permet de tester le signe de N(u)
a faible cofit : il est donné par la parité du nombre de plongement
réels o de K tels que o(u) < 0 (la norme est le produit des plonge-
ments, le produit de deux plongements complexes conjugués est > 0).
Ce signe se détecte a partir de valeurs approchées des o(x;) associés
aux e; impairs.

En factorisant |a| en produit de nombres premiers, puis en décom-
posant ceux-ci dans K/Q, on détermine ’ensemble (fini) des idéaux
entiers de norme |a|. Pour un tel idéal a, on teste s’il est principal;
si a = (a), on teste si a N(«) > 0, comme indiqué ci-dessus. Sinon,

N(«) = —a et §'il existe une unité v de norme —1, on corrige « + ua.
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