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1. Introduction aux corps de nombres

1.1. Propriétés en tant que corps. Il n’est pas exagéré de
dire que la théorie des corps de nombres a été inventée (dans un
langage un peu différent) par Kummer, Dedekind, Dirichlet, et bien
d’autres, dans le seul but de résoudre le « grand » théoréme de
Fermat, du moins dans les cas ol ceci est possible avec ces méthodes.
Rappelons de quoi il s’agit. Fermat a affirmé qu’il n’existe pas
d’entiers non nuls z, y et z tels que 2™ +y” = 2" pour n > 3. Il a
lui-méme démontré (par une méthode dite de descente infinie) que
cette équation est effectivement impossible pour n = 4. Il en résulte
qu’il suffit de démontrer son impossibilité pour n = p premier impair,
et par homogénéité on peut également supposer que x, y et z sont
premiers entre eux deux a deux.

L’idée fondamentale de la démonstration, peut-étre imaginée par
Fermat, mais en tous cas explicitée par Kummer, est de factoriser
I’équation. On peut le faire partiellement sur Z en mettant x + y en
facteur, mais ce n’est pas suffisant. Il est donc nécessaire d’agrandir
le corps sur lequel on travaille : cela conduit a la notion d’adjonction.
Soit ¢ une racine primitive p-ieme de I'unité et K = Q(() le corps
obtenu par adjonction de ¢ a Q, c’est-a-dire I’ensemble des fractions
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rationnelles en ¢ a coefficients dans Q. On peut maintenant comple-
tement factoriser I’équation de Fermat comme suit :

(@ +y)(@+Cy) - (z+ ¢ y) = 2P
L’idée est alors la suivante : si les facteurs du membre de gauche
sont « premiers entre eux » deux a deux en un sens convenable, alors
ils doivent tous étre des puissances p-iémes, et on peut espérer en
déduire une contradiction.

Cette idée fondamentale est correcte a la base, mais se heurte a
plusieurs obstacles. Tout d’abord la notion de « premiers entre eux »
n’a de sens que dans un anneau principal, ce qui n’est pas nécessaire-
ment le cas. Ceci va donc conduire les auteurs ci-dessus & introduire
la notion d’déal, pour essayer de s’affranchir de cette restriction. En-
suite, méme si cette étape peut étre franchie, il n’est pas tout a fait
exact de dire que les facteurs doivent étre des puissances p-iemes : ce
sera des puissances p-iemes multiplié par des éléments inversibles (qui
dans Z ne sont autres que £1), et il va donc falloir aussi s’occuper
de cet aspect. Enfin, il se peut que les facteurs ne soient pas premiers
entre eux, mais dans ce cas il faut faire appel a des techniques spéci-
fiques au théoreme de Fermat, et donc que nous ne considérerons pas
ici.

Tout ceci conduit donc aux définitions suivantes, volontairement
biaisées vers les équations diophantiennes.

Définition 1.1. Soit T(X) un polynoéme irréductible de degré n a co-
efficients rationnels, et soit # € C une racine complexe de T'. On note
K = Q(#) lensemble des fractions rationnelles en 6 a coefficients
dans Q, et on I'appelle corps obtenu par adjonction de 6 a Q.

Il est évident que K est un corps. De plus, si P(0)/Q(0) est une
fraction rationnelle en 6 avec Q(6) # 0, les polynémes T'(X) et
Q(X) sont premiers entre eux, donc par « Bézout » il existe des
polynémes U(X) et V(X) tels que U(X)T(X) + V(X)Q(X) = 1,
donc 1/Q(0) = V(0). 1l en résulte que tout élément de K s’exprime
de maniére unique comme polynéme en 6 de degré inférieur ou égal
an — 1. En particulier K est un Q-espace vectoriel de dimension n,
une base étant 1,6,...,0" 1. Un corps obtenu par adjonction d’un
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élément 6 comme ci-dessus sera appelé corps de nombres. Le théoréme
de ’élément primitif (dont nous ne nous servirons pas) affirme que
tout Q-espace vectoriel de dimension finie est un corps de nombres.

Si 0y =4,....0, sont les n racines complexes de T'(X), il est clair
que lapplication o; telle que o;(A(0)) = A(6;) est un plongement
complexe de K dans C, et il est évident que tout plongement est
de cette forme. De plus, si §; € K pour tout i, on dira que K est
une extension galoisienne de Q. Dans ce cas o; est non seulement un
plongement de K dans C mais un automorphisme de K, et 'ensemble
de ces automorphismes forme donc un groupe d’ordre n appelé groupe
de Galois de K/Q.

Définition 1.2. Soit o € K = Q(#). On appelle norme de « et on note
Nk g(), ou simplement M{a) lorsqu’il n’y aura pas d’ambiguité, le
déterminant de ’application Q-linéaire x — ax de K dans K.

Il est clair par définition que la norme est multiplicative : N(af) =

Ma) N(B), et que Ma) = []1<ic, i)

1.2. Propriétés en tant qu’anneau. Soit K = Q(f) un corps de
nombres comme ci-dessus, ot 6 est racine de 7'(X) € Q[X]. Pour faire
de I'arithmétique dans K, ce qui est nécessaire pour les équations dio-
phantiennes, nous devons agrandir Z, comme nous avons agrandi Q.
Toutefois il n’est pas toujours vrai que ceci se fasse par adjonction.
La définition est la suivante.

Définition 1.3. On dit que a € K est un entier algébrique s’il est
racine d’un polynoéme unitaire (c’est-a-dire de coefficient dominant
égal a 1) a coefficients dans Z (et pas seulement dans Q). L’ensemble
des entiers algébriques de K est noté Zg.

C’est un exercice classique et facile de montrer que Zg est un
anneau. Si on choisit T'(X) unitaire & coefficients entiers pour définir
le corps K (ce qu’on peut toujours facilement faire), il est donc clair
que Z[f] C Zk, et il est facile de voir que l'indice [Zk : Z[0]] est fini.
En fait, dans les applications que nous avons en vue, K sera un corps
cyclotomique (voir ci-dessous), et on aura Zyx = Z[f], mais ceci n’est
pas vrai en général.



DEMONSTRATION DE LA CONJECTURE DE CATALAN 5

Définition 1.4

(1) On dit qu’un sous-ensemble a de Zg est un idéal de Zg si c’est
un sous-groupe additif stable par multiplication externe par Zg.

(2) On dit que a est un idéal principal s’il est de la forme a = aZg
pour « € Zg.

(3) On dit qu’un idéal p est premier s'il est différent de I’anneau
tout entier et si pour tout a et 8 dans Zg, af € p implique que
a ou [ appartient & p ou, de maniére équivalente, si Zg /p est un
anneau integre.

On conviendra toujours d’exclure 'idéal nul. Si a et b sont deux
idéaux, on appellera produit de a et de b, et on notera ab, I’ensemble
des combinaisons linéaires finies ZZ a;b; avec a; € aet b; € b. Il est
clair que c’est un idéal.

Le résultat suivant est immédiat, puisque tout anneau fini integre
est un corps.

Proposition 1.5. Si a est un idéal (non nul) Uanneau quotient Zy /a
est fini. En particulier, p est un idéal premier non nul si et seulement
st Ly [p est un corps fini.

Ceci conduit donc a la définition suivante.

Définition 1.6. Si a est un idéal non nul de Zg on appelle norme de a,
et on note Ma), le nombre d’éléments de 'anneau quotient Zg /a.

Le résultat suivant n’est pas difficile mais est essentiel.

Proposition 1.7
(1) La norme est multiplicative sur les idéauz : N(ab) = N(a) M(b).
(2) Sia=aZg estun idéal principal on a N(a) = | Ma)|.
(3) Sip est un idéal premier, on a N(p) = pf, ot p est la caracté-
ristique du corps fini Zr [p, et f = dimg 7 (Zr /p)-

Quand on travaille dans les corps de nombres, il est essentiel de
généraliser tres légerement la définition d’un idéal. Si a est un idéal
de Zi et m € Zp, on dira par abus que a/m est un idéal (appelé
idéal fractionnaire pour ne pas confondre, les idéaux ordinaires étant
appelés les idéaux entiers) de Zg. Toutes les notions ci-dessus se
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généralisent immédiatement aux idéaux fractionnaires. Toutefois, la
raison principale pour laquelle nous avons besoin de cette notion est le
théoreme suivant, qui regroupe les propriétés essentielles des idéaux.

Théoréme 1.8

(1) L’ensemble des idéaux (fractionnaires) non nuls de K est un
groupe abélien I(K) pour la multiplication des idéauz.

(2) Tout idéal (non nul) a de K s’écrit de maniére unique sous la
formea = Hp p? (@ 01 les idéaux p sont des idéaus premiers distincts
de Zk et vy(a) € Z.

(3) Si on note Pr(K) le sous-groupe de I formé des idéauz princi-
pauz, le groupe quotient CI(K) = I(K)/Pr(K) est un groupe abélien
fini, appelé groupe de classes d’idéauxr de K.

Ce théoreme nous montre donc plusieurs choses. Tout d’abord, bien
que l'existence et 'unicité de la décomposition en facteurs premiers
ne soit pas vraie en général dans Zg (c’est équivalent au fait que Zg
soit un anneau principal), c¢’est vrai pour les idéauz. D’autre part le
groupe de classes C1(K) mesure exactement « l'obstruction » de Zg
a étre un anneau principal. Le fait qu’il soit fini montre que cette
obstruction n’est pas si grave que cela. L’un des thémes du présent
exposé est de montrer comment contourner cette obstruction. Notons
immédiatement le résultat suivant :

Proposition 1.9. Soit h(K) = |Cl(K)| le nombre de classes de K.
Pour tout idéal a de K Uidéal a"5) est un idéal principal.

Démonstration. C’est clair, mais tres important. O

Un autre groupe indissolublement lié au groupe de classes est le
groupe des unités :

Définition 1.10. On dira que u € Zk est une unité si u est inversible
dans Zg. Le groupe des unités sera noté U(K).

Il est immédiat de voir que si u € Zg alors u est une unité si et
seulement si Mu) = £1. L’importance du groupe des unités réside
dans le fait évident que deux éléments « et 8 engendrent le méme
idéal principal si et seulement si o/ est une unité.
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Le théoréeme fondamental sur les unités, dii a Dirichlet, et qui se
démontre simultanément avec le théoréme sur la finitude du groupe
de classes CI(K), est le suivant.

Théoreme 1.11. Soit K un corps de nombres de degré n, soit r1 le
nombre de ses plongements complezxes o; tels que o;(K) C R, et po-
sons 2ro = n—1ry et r =11 +1ro — 1. Il existe une racine de ['unité
¢ € K d’ordre w € Z~q, et des unités €1,...,&, tels que toute unité
u € U(K) s’écrive de maniére unique
w=(’ H el avecw; €Z et 0 < j < w.
1<i<r

1.3. Les corps cyclotomiques. Les corps de nombres qui pour
nous seront les plus importants sont les corps dits cyclotomiques, car
provenant de la division du cercle. Soit (,, une racine primitive n-ieme
de l'unité dans C. On appelle n-iéme corps cyclotomique le corps
de nombres obtenu en adjoignant ¢, a Q. Pour simplifier nous nous
restreindrons au cas ou n = p est un nombre premier. Le théoreme
suivant résume les propriétés de base et n’est pas difficile.

Théoréme 1.12. Soit p > 3 un nombre premier, ( = (, une racine
primitive p-ieme de lunité et K = Q(().

(1) Le polynéme minimal de ¢ est le polynome (XP—1)/(X —1) =
xXr—ly . 4 X 41,

(2) Le corps K est galoisien. Les automorphismes de K sont les
applications oj de K dans K laissant fize Q et envoyant ¢ sur ¢, on
1<j<p—1, et donc Gal(K/Q) = (Z/pZ)*.

(3) L’idéal principal p = (1 — ()Zx est un idéal premier de Zg de
norme p, et c’est le seul idéal premier divisant pZy . Plus précisément
on a pZy = pP~ L.

(4) On a Zxg =7Z[(].

(5) Le groupe des racines de l'unité de K est engendré par —(, en
d’autres termes une racine de l'unité de K est de la forme +C* pour
un certain signe + et 0 < k < p.

(6) Les éléments u; j = (1—¢")/(1—¢7) pour 1 <i,j <p—1 sont
des unités de Zy .

Un autre résultat sur les unités est crucial bien que facile.
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Proposition 1.13 (Kronecker). Soit u € Zg un entier algébrique de K.
Supposons que |o;(u)| = 1 pour tout plongement o; de K dans C.
Alors u est une racine de 'unité.

Démonstration. La démonstration est trés simple et je ’esquisse ici.
Soit A(X) = [[;(X — 0i(«)) le polynéme caractéristique de u, qui
est donc dans Z[X]. Pour tout k € Zs( considérons le polynéme
AR(X) = T[;(X — 0:(a)*). Les coefficients de Ay sont des polynomes
symétriques en o;(a) & coefficients entiers, donc sont des polynomes
a coefficients entiers dans les coefficients de A, donc sont dans Z.
De plus, puisque |o;(a)*| = 1 pour tout i le coefficient de X"~™
dans Ag(X) est borné en valeur absolue par (Z) Il ne peut donc y
avoir qu'un nombre fini de polynémes distincts Ag(X), et donc qu'un
nombre fini de o;(a)¥. 1l est aisé d’en déduire que o est une racine
de l'unité. O

Corollaire 1.14. Soit K = Q({) un corps cyclotomique avec ( = (, et
p# 2.

1) Siu e U(K) alors u/u est une racine de l'unité, ou u désigne
g

la conjugaison complexe.
(2) Siu€ U(K) il existe k € Z tel que u/C* € R.

Démonstration. (1) résulte immédiatement du résultat ci-dessus puis-
que K/Q est galoisien de groupe de Galois abélien, et que la conju-
gaison complexe appartient a ce groupe. (2) n’est pas difficile et laissé
en exercice. U

1.4. Retour au théoréme de Fermat. Avant de passer a 1’équa-
tion de Catalan, voyons comment utiliser les outils que nous avons
introduits pour le théoreme de Fermat, qui est a I’origine de la théorie
algébrique des nombres. Considérons donc notre équation xP4yP = 2P
avec p = 3 et xyz # 0. Comme il a déja été mentionné, on peut sup-
poser x, y et z premiers entre eux deux a deux. Puisque p est impair
on peut écrire

P +yf = H (z + Ty).
0<j<p—-1
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Supposons tout d’abord que 'anneau Zy = Z[(] soit un anneau prin-
ctpal. Parmi les propriétés essentielles et caractéristiques des anneaux
principaux figurent l'existence d’'un PGCD défini & multiplication
prés par un élément inversible de 'anneau, donc par une unité, et
Pexistence et I'unicité (a permutation et unités pres) de la décompo-
sition en éléments premiers. Revenant au produit ci-dessus, puisque
les puissances de ¢ sont des unités il est clair que le PGCD de =+ {7y
et 2+ (*y doit diviser (1—¢* )y = (7 (x+ Ty — (z+¢Fy)) ainsi que
(1 — ¢z = (2 + Py — ¢FI(z + Jy)), et donc puisque = et y sont
premiers entre eux (dans Z, mais a fortiori dans Z) il doit diviser
1—¢*9.Orsik # j (mod p) on a vu (et il est immédiat de le vérifier)
que (1—¢*=7)/(1—-¢) est une unité, donc comme le PGCD est défini
a une unité pres il doit diviser 1 — (.

Comme (1 — {)Zg est idéal premier et qu’il divise p, il en résulte
que (& une unité pres bien sir) le PGCD ne peut qu’étre égal a 1 ou
a 1 — (, ce dernier cas ne pouvant de produire que si p | z. On est
donc amené a considérer deux cas dans le théoréme de Fermat : le
premier cas ou p 1 z, et le deuxiéme ou p | z. Le deuxiéme cas étant
plus difficile, et de toutes fagons le théoreme de Fermat n’étant pas
notre but principal, nous allons nous limiter au premier cas p { zyz.
Il résulte donc de la discussion ci-dessus que les facteurs z + 7y de 2P
sont premiers entre eux deux a deux. Remarquons alors que le cas
p = 3 est immédiat : comme 22 = 0 ou +1 modulo 9 on ne peut pas
avoir z3 + ¢ = 23
(on verra ci-dessous ot cela intervient).

Utilisant 'existence et 'unicité de la décomposition en facteurs
premiers dans Z il en résulte que chaque = + (Jy individuellement

sans que 3 | zyz. Nous supposerons donc p > 5

est une puissance p-ieme dans Z g a une unité pres, en d’autres termes

que pour chaque j il existe a;; € Zg et une unité u; tels que x+¢’y =
p T . -

uja;. En particulier nous pouvons écrire x + (y = ua” pour une

certaine unité u, et un o € Zg.

Avant de poursuivre, voyons maintenant ce qu’on peut faire si on ne
suppose plus que Zg est principal. Le seul outil & notre disposition
est maintenant la notion d’idéal : on a existence et unicité de la
décomposition en produit d’idéauzr premiers, et la notion de PGCD
a un sens en tant qu’idéal. Le raisonnement ci-dessus montre donc
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que les idéaux principaux (z+(’y)Zy sont premiers entre eux deux &
deux (si on suppose p 1 z), et donc qu’ils sont individuellement égaux
a une puissance p-ieme d’un idéal : (x4 (7y)Zx = a? pour un certain
idéal a;.

Nous voulons maintenant « tuer » 1’obstruction provenant du fait
que le groupe des classes n’est pas forcément réduit a I’élément neutre.
La maniéere la plus simple (mais non la seule comme nous le verrons)
est d’utiliser le fait mentionné ci-dessus que a?(K)
pal. Supposons que p ne divise pas h(K) (nous reviendrons ci-dessous
sur cette hypothese). Par « Bézout » il existe des entiers u et v tels

est un idéal princi-

que up+vh(K) = 1. Il en résulte que a; = (a?)“(a?(m)“ est un idéal
principal! Si on écrit a; = a;jZg, on a donc (z + (Yy)Zk = a?ZK.
Nous avons donc deux générateurs du méme idéal principal, et donc
il existe une unité u; € U(K) telle que z + ¢ = ujoé;. Nous abou-
tissons donc & exactement la méme conclusion qu’en supposant Zg
principal, ce qui est remarquable.

Reste & voir dans quelle mesure la condition p { h(K) est res-
trictive. Un nombre premier vérifiant cette condition est dit régulier.
Parmi les 24 nombres premiers impairs inférieurs a 100, seuls les trois
nombres p = 37, 59 et 67 ne le sont pas, ce qui est bon signe. Tou-
tefois il faut noter que bien que 'on sache montrer qu’il existe une
infinité de nombres premiers {rréguliers, on ne sait pas montrer qu’il
en existe une infinité de réguliers, bien que cela semble étre le cas (et
on conjecture beaucoup plus).

Bref, si on se limite aux exposants premiers p < 100, le travail
que nous avons fait ci-dessus est applicable pour 21 des 24 valeurs
possibles.

Pour terminer la démonstration du premier cas du théoreme de
Fermat pour les exposants réguliers, il faut maintenant s’occuper des
unités. C’est un phénomeéne tout a fait général : quand on utilise
des méthodes de théorie algébrique des nombres pour étudier une
équation diophantienne, on commence par utiliser les idéaux et la
structure du groupe de classes d’idéaux, puis les propriétés des unités.
Puisque notre but est Catalan et pas Fermat, le lecteur peut sauter
ce qui suit sans que cela nuise a la compréhension.
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Soit p = (1 — ()Zk comme ci-dessus 'unique idéal premier divi-
sant p, qui est tel que p?~! = pZg. Notons tout d’abord que pour
tout j on a ¢/ = ¢?~7 = ¢ (mod p), donc par linéarité, pour tout
a € Zg onaa@ =« (mod p). D’apres ce que nous avons dit ci-dessus
onaz+ y = ujozg pour certains a; € Zg et certaines unités u;.
Posons o = ay et u = u;. Comme 2P/ € Zg et que p 1 z par hypo-
these, on a nécessairement p 1 a, donc a/@ = 1 (mod p), en d’autres
termes il existe § € K tel que a/a = 1+ (1 — ()53, o vy(B) = 0
(noter que [ n’est pas nécessairement dans Zg, mais ce n’est pas
important). Si on éleve cette égalité a la puissance p et qu’on utilise
le fait que les coefficients binomiaux (i) pour 1 < k < p—1 sont
divisibles par p, donc par (1 — ¢)P~!, on obtient

affaP =1+ (1 =)y,

ot vy(y) = 0. Or par définition on a z + (y = uaP, donc z + (~ly =
uaP, et donc on obtient

(x4 Cy)/(x +¢ly) = (w/m)(1 + (1= ()Py),

en d’autres termes

z+ Cy — (u/u)(z + ¢'y) =0 (mod pP),

ol nous pouvons & nouveau mettre des congruences puisque tout est
dans Zg, u étant inversible.

D’apres le corollaire énoncé ci-dessus comme conséquence du théo-
réeme de Kronecker, T/u est une racine de I'unité dans K, donc on a
u/u = +¢™ pour un certain signe et un entier m tel que 0 < m < p,
donc que

x4+ CyF " (z+ Cily) = 0 (mod p?).

Jaffirme que m = 1. En effet, supposons le contraire. Si m = 0 on
multiplie la congruence par (, et si m = p — 1 on la multiplie par (2,
et sinon on ne fait rien. Nous voyons donc qu’il existe un polyndéme
f(T) € Z[T] de degré au plus égal a p — 2 > 3 (puisque nous avons
supposé que p > 5), non divisible par p, et tel que f(¢) = 0 (mod pP).
Posons ¢g(X) = f(1 — X), qui est aussi de degré au plus égal a p — 2
et non divisible par p, et tel que g(7) = 0 (mod pP).
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Toutefois, comme vy (p) = p — 1, il est clair que les différents mo-
némes non nuls intervenant dans g(m) ont des valuations qui ne sont
pas congrues entre elles modulo p — 1, et qui sont donc distinctes.
La valuation de g(m) est donc égale a la valuation du monoéme de
plus petite valuation. Comme le degré de g est au plus p — 2 et que
vp(g(m)) = p il en résulte que pour tous les coefficients g; de g on a
vp(gi) = 1, donc vp(g;) = 1, ce qui contredit ’hypothese que les co-
efficients ne sont pas tous divisibles par p. Il en résulte que la seule
possibilité est m = 1, et donc que notre congruence s’écrit

t+Cy T (zC+y)=(xFy)(LF¢) =0 (mod pP),

et donc puisque pP~! = pZk et v,(1 F¢) < 1 on doit avoir z Fy =0
(mod p). Toutefois z+y = 0 (mod p) est impossible, sinon p | z. Il en
résulte que y = x (mod p).

Nous pouvons maintenant appliquer le méme raisonnement a
Péquation (—z)? + 2P = yP et en déduire que —z = x (mod p).
I en résulte que 0 = zP + yP — 2P = 32P (mod p), et puisque p t z,
on obtient p = 3, qui a été exclu car traité directement. Ceci termine
la démonstration du premier cas du théoreme de Fermat dans le
cas d’un exposant premier régulier. La démonstration ci-dessus est
essentiellement due a Kummer.

Remarques

(1) En utilisant des techniques semblables mais un peu plus com-
pliquées, on peut démontrer que le deuxiéme cas du théoréme de
Fermat est aussi valable pour un exposant régulier.

(2) En utilisant d’autres outils, et en particulier la loi de réciprocité
d’Eisenstein, on peut démontrer la validité du premier cas pour tous
les p < 10'®. Ces outils seront implicitement utilisés aussi dans la
démonstration de la conjecture de Catalan.

(3) Par contre, on ne sait démontrer le deuxiéme cas de maniere
algébrique que si certaines conditions sont remplies, ce qui a été le
cas dans tous les exemples étudiés.
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(4) Bien entendu, le théoréme de Fermat a finalement été démon-
tré en 1995 par Wiles, Taylor et Ribet en utilisant des techniques
completement différentes et nettement plus sophistiquées.

2. La conjecture de Catalan : exposants pairs

2.1. Introduction : le théoreme de V. Lebesgue. La conjecture
de Catalan, démontrée en 2003 par P. Mihailescu, est I’énoncé suivant.

Théoréme 2.1. Soient m et n deur entiers supérieurs ou égauz a 2.
Les seules solutions en entiers non nuls x et y de [’équation

2 — yn -1
sont (m,n,z,y) = (2,3,+3,2).

Remarquons que 'exposant 2 n’est pas exclu. De ce fait, nous
devons démontrer trois résultats bien distincts :

Théoréme 2.2 (V. Lebesgue). Sip>2 est premier, 'équation 2P —y?> =1
n’a pas de solution non triviale.

Théoréme 2.3 (Ko Chao). Si ¢ > 2 est premier, les seules solutions
non triviales de ’équation z* — y? = 1 sont (q,z,y) = (3,4£3,2).

Théoreme 2.4 (Mihailescu). Sip et g sont deuxr nombres premiers im-
pairs, 'équation xP — y9 = 1 n’a pas de solution non triviale.

Avant d’attaquer le vif du sujet, remarquons que le théoreme de
V. Lebesgue (1850) se démontre sans difficulté par des méthodes sem-
blables a celles que nous avons vues ci-dessus pour le théoréme de
Fermat. Par contre, il est a noter que le théoréme de Ko Chao (1965)
n’a été démontré que plus d’un siecle plus tard, bien que les méthodes
soient analogues mais plus subtiles. Enfin le théoreme de Mihailescu
(2003) utilise toute la puissance de la théorie des corps cyclotomiques
et est beaucoup plus complexe. C’est d’ailleurs un peu miraculeux que
les techniques des corps cyclotomiques suffisent pour démontrer Cata-
lan complétement (les techniques de Ribet—Wiles sont inapplicables).

Nous commengons donc par démontrer le théoreme de V. Lebesgue.
Noter qu’il ne s’agit pas de 'inventeur de l'intégrale du méme nom.
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Démonstration du théoreme de Lebesgue. Notons tout d’abord que
si y est impair on a y% +1 = 2 (mod 8) ce qui est impossible pour une
puissance p-ieme avec p = 2. Il en résulte que y est pair, donc que z
est impair. D’autre part il est clair que I’équation n’a pas de solution
non triviale pour p = 2, et nous supposerons donc p impair. Ecrivant
notre équation sous la forme y? + 1 = 2P, nous la factorisons dans
le corps des nombres de Gauss K = Q(i), dont 'anneau d’entiers
Z = Z[i] est anneau des entiers de Gauss, qui est principal et dont
les unités sont i* pour 0 < k < 3. De la factorisation (y+i)(y—i) = xP
on déduit, puisque x est impair, que les deux facteurs sont premiers
entre eux, donc qu’ils sont égaux a une puissance p-iéme, & une unité
prés. Il existe donc o € Z[i] et un entier k tel que y + i = i*aP. Mais
comme p est premier a 4, par « Bézout » on peut écrire up + 4v =1
donc i = (i*)V(i*)? = (i%)?, donc i est une puissance p-iéme. Donc
quitte a modifier c on a y + i = oP.
Ecrivons o = a + ib. On a o = A + iB avec en particulier

® 2,
_ 2kpp—2k/ _1\(p—1)/2—k
B kzzo (%)a bR (—1) :

En particulier on voit que b | B. Comme B = 1 on a donc b = +1,
d’otu la relation

(p—1)/2

P 2k _1\(p—1)/2—k _
2 <2k>a (-1) +1.

Puisque p | (fk) pour 1 < k < (p—1)/2 on en déduit, en regardant
modulo p, que le membre de droite est congru a (—1)(1”_1)/ 2 modulo p,
donc qu’il est égal a cette quantité. On a donc

(p—1)/2 »
_ 2k(_1\k _
L= g <2k)a (-D¥=0.

k=1
Jaffirme que a est pair. En effet, sinon en considérant 1’équation
modulo 2 on obtiendrait

(r—1)/2 »
> (%)(—1)" =1 (mod 2),

k=0
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ce qui est absurde puisque le membre de gauche est égal & 2P~! qui
est pair.
Posons maintenant

(P o pp—=1) (p=2Y) 4
“’“_(%)“ _2k:(2k—1)<2k:—2 ‘-

Puisque u; = p(p — 1)a?/2 on a

Uk _ 1 p—2 a2k—2
ur k(2k —1)\2k — 2 ’

ce qui implique que pour k£ > 1 (donc pour p > 3) on a
va(ug) —va(ur) = (2k — 2)va(a) — va(k) = (2k — 2) — va(k)

puisque a est pair. On vérifie immédiatement que cette derniére ex-
pression est toujours plus grande ou égale a 1, et donc que vy (ug) >
va(u1) pour k > 1. Puisque L = Igzl)/2(—1)kuk il en résulte que
vo(L) = va(uy) = va((p(p—1)/2)a?), ce qui est impossible pour a # 0
puisque L = 0. On doit donc avoir ¢ = 0, donc o« = +4, et donc y = 0,
montrant qu’il n’y a pas de solution non triviale. O

2.2. Les théoréemes de Nagell et Ko Chao. Notre but est main-
tenant de démontrer le théoreme de Ko Chao, en d’autres termes de
montrer que les seules solutions non triviales de I’équation z? —y4 = 1
sont (¢, z,y) = (3,%3,2). Le fait qu'il existe des solutions est une in-
dication que la démonstration sera (un peu) plus difficile. Nous com-
mencons par démontrer le résultat préliminaire suivant, di a Nagell.
C’est la partie la plus délicate.

Proposition 2.5 (Nagell). Si x et y sont des entiers non nuls et ¢ un
nombre premier tel que x> —y9 =1 alors 2 |y et q | x.

Démonstration. Comme nous ’avons déja vu, on peut supposer que
q # 2, et puisque zy # 0 on a y > 0, et nous pouvons bien siir
supposer que x > 0. Si y est impair z est pair, donc x — 1 et z + 1
sont premiers entre eux, et puisque (z — 1)(z 4+ 1) = y?, ceci implique
que  — 1 et x + 1 sont tous deux des puissances g-iemes, ce qui est
impossible puisque deux puissances g-iémes distinctes ne peuvent pas
différer de 2. Il en résulte que y est pair, donc que x est impair.
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Supposons par I'absurde que ¢ 1 . On utilise ici la factorisation
dans Q

2=+ )+ D/(y+1) =Y (Y - 1)7+1)/Y =Yr(Y),
ouY =y + 1. Il est clair que

MY) = (V= 1+ 1) = 3 (—1yek (Z) vk,

1<k<q
donc que pged(r(Y),Y) = pged(q,Y) = pged(q,y + 1). Comme ¢ 1 x
on ne peut pas avoir ¢ | y + 1, donc Y et 7(Y') sont premiers entre
eux. Il en résulte que chacun d’eux est un carré (car nous avons choisi
y > 0). Ecrivons donc y+1 = a2, (y?+1)/(y+1) = b?, et donc x = ab,
avec a¢ > 0, b > 0. Puisque y # 0, notons en particulier que y n’est
pas un carré.

Soit K = Q(4/¥) le corps de nombres obtenu en adjoignant /7 a Q,
qui est donc différent de Q, et posons @ = x + y(qfl)/Q\/g € Z[\/y).
Notons que I'anneau A = Z[/y] est un sous-anneau de Zg, mais n’est
pas égal a Zx en général.

La norme de v dans K est égale & 22 —y? donc & 1, et o est un entier
algébrique. C’est donc une unité de A. Puisque 4% + 1 = a?, il n’est
pas difficile de démontrer dans ce cas particulier (nous 'admettrons)
que toute unité u de A s’écrit de maniére unique u = +(a + \/@k
pour un k € Z et un signe uniques. Comme nous avons supposé x > 0
et y > 0, il en résulte qu’il existe k > 0 tel que

a=z+y V2 = (a+ Yt

Regardons tout d’abord cette équation modulo ’idéal yA. On obtient
z = af+ka*1,/y (mod yA), en d’autres termes y | a*—z et y | ka* 1,
et puisque y et a sont premiers entre eux (puisque y2 +1= a2) on a
y | k. Puisque y est pair, il en résulte que k est pair.

Nous regardons maintenant 1’égalité ci-dessus modulo 'idéal a A,
en utilisant le fait que 2 = ab = 0 (mod a) et y = a®> — 1 = —1
(mod a). On obtient

(_1)((1—1)/2\/@ = yk/z = (—l)k/2 (mod aA),

ce qui implique que a | 1, donc que a = 1, ce qui contredit I’hypothese
y # 0. O
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Nous pouvons maintenant démontrer le théoréeme de Ko Chao.

Démonstration du théoréeme de Ko Chao. Nous supposerons tout
d’abord ¢ > 5. D’apres le résultat de Nagell nous savons que x
est impair, et on peut supposer x > 0. Soit ¢ = +1 choisi tel que
x = +1 (mod 4). Comme on peut écrire 22 — 1 = (z —¢)(x + ¢) et
que (x + €)/2 est impair, un raisonnement analogue & ceux que nous
avons fait a plusieurs reprises montre qu’il existe des entiers a et b
(que I'on peut supposer strictement positifs) tels que z — e = 29 1a4
et & + ¢ = 2b9. Puisque ¢ > 5 on a a? = (b7 — £)/2972 < b9, et donc
a < b (en fait il est immédiat de voir que ceci est encore vrai pour
g = 3). D’autre part on a
b?1 — (2ea)d
P -2ea

x4+ e

(b* — 2za) = 0 — (2z0)" =

(T —3e\2

N < 2 ) '
D’apres le résultat de Nagell nous savons que ¢ | z. Puisque ¢ > 5
(ici c’est essentiel), il en résulte que ¢ 1 (z — 3¢)/2, et donc, par un

)2 —2e(x —¢)

raisonnement analogue a celui fait pour le théoreme de Nagell on
en déduit que les deux facteurs du membre de gauche sont premiers
entre eux, donc sont des carrés parfaits. Toutefois puisque 0 < a < b
on a

(b—1)=0*—-2b+1 < b*—2a < b* <b*+2a <b*+2b+1 = (b+1)?

ce qui montre que b> — 2ea ne peut pas étre un carré, contradiction.

Il reste a traiter le cas ¢ = 3, qui est plus simple mais nécessite
une technique un peu différente due a Skolem, donc bien antérieure.
Comme ci-dessus nous savons qu’il existe deux entiers a et b tels que
x—¢e =4a et x + ¢ = 2b3, donc b3 — 2a® = +1. Ici il est naturel
de travailler dans le corps de nombres K = Q(0), ou # est la racine
cubique réelle de 2. Notre nouvelle équation signifie que o = b — af
est un entier algébrique de norme +1, c’est-a-dire une unité de K.
D’apres le théoreme de Dirichlet sur la structure du groupe des unités,
il est facile de voir qu'il existe k € Z tel que a = b — af) = £(6 — 1)*.
Ce qui est remarquable dans cette égalité est le fait que le coefficient
de 62 soit nul. En la considérant modulo des puissances de 3, Skolem
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démontre qu’il ne peut exister qu’au plus une valeur de k£ # 0 pour
laquelle ceci se produit (nous admettrons ce résultat). Comme k = 1
convient, correspondant a (a,b) = F(1,1), on en déduit qu'’il n’y a pas
d’autres solutions. Par contre, (a,b) = F(1,1) conduit aux solutions
(z,y) = (£3,2). O

3. La conjecture de Catalan : les résultats de Cassels

3.1. Enoncés et réductions préliminaires. Grace aux résultats
de V.Lebesgue et de Ko Chao, il suffit maintenant de considérer
I’équation de Catalan 2P — y? = 1 avec p et ¢ nombres premiers
impairs. Il est important de noter que si (p, g, x,y) est une solution,
alors (g, p, —y, —x) en sera une. Bien entendu cette réduction n’est
possible que grace au fait que nous avons traité les exposants pairs.

La démonstration de la conjecture de Catalan finalement obtenue
par P. Mihailescu repose de maniere essentielle sur des résultats pré-
liminaires obtenus par Cassels en 1960, qui généralisent le résultat de
Nagell ci-dessus.

Le but des paragraphes qui suivent va étre la démonstration du
théoreme suivant.

Théoréeme 3.1 (Cassels). Soient p et q des nombres premiers impairs
et x ety des entiers non nuls tels que P — y? = 1.

(1) Onagq|xzetply.

(2) Plus précisément il existe des entiers non nuls a et b et des
entiers positifs u et v tels que qtu, pfv et vérifiant

P —1
z=qbu, x —1=pital, < = pvi,

z—1

741
y=pav, y+1=g v, L2 —qur.

y+1

Montrons tout de suite que (1) implique (2), l'inverse étant tri-
vial. Comme d’habitude on écrit y¢ = (z — 1)r(x), avec r(z) =
(zP —1)/(xz — 1) et, en développant avec la formule du binéme, on a
donc comme ci-dessus

0= 3 (1 et = (D) v (M-

0<k<p—1
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Comme p | y, on en déduit que p | (z — 1) ou p | r(z), et dans ce
dernier cas la formule ci-dessus montre que 'on a encore p | (x — 1).
En appliquant a nouveau cette formule, on en déduit que r(z) = p
(mod p?), et donc que vy(r(z)) = 1. Puisque v,(z — 1) + v, (r(z)) =
qup(y), il en résulte que vy(x —1) = ¢—1 (mod ¢). Comme la formule
ci-dessus montre que pged(z — 1,7(z)) = p, on en déduit donc qu’il
existe a et v avec p{ v tels que x — 1 = p?~1tad et r(x) = pv9, et alors
y = pav. Les autres formules en résultent par symétrie en changeant
(p,q,z,y) en (q,p,—y, —x), ce qu'on peut faire puisque p et g sont
impairs.

Pour la méme raison de symétrie il suffit de prouver que p | y.
Notons que, puisque deux puissances g-iemes ne peuvent différer de 1
que quand 'une est nulle, on a p # ¢. Nous allons considérer séparé-
ment les cas p < ¢ et p > ¢, qui sont, comme nous allons le voir, de
difficultés assez différentes.

3.2. Preuve du théoréme de Cassels pour p < ¢. Nous avons
d’abord besoin du petit lemme suivant, dont la démonstration facile
est laissée au lecteur :

Lemme 3.2

(1) Pour tout x € Ry on a (v + 1)log(x + 1) > zlog(x).

(2) Soit b € Rwy. La fonction (b + 1)/t est une fonction décrois-
sante de Rsqo dans Rsq et la fonction (b* — 1)V est une fonction
croissante de R~g dans Rsg.

(3) Supposons que 0 < p < q soient des nombres réels. Si a € R
alors (a4 1)P < (aP +1)? et si a € Rsq alors (a9 —1)P > (aP — 1)9.

Le théoreme de Cassels pour p < ¢ est donc le résultat suivant :

Proposition 3.3. Sip et q sont des nombres premiers impairs tels p < g
et x ety des entiers non nuls tels que P —y? =1 alors p | y.

Démonstration. Supposons par 1’absurde que p 1 y. D’apres le raison-
nement fait ci-dessus, les entiers z — 1 et r(z) = (2P — 1)/(z — 1)
sont premiers entre eux et, comme leur produit est égal a y?, chacun
d’eux est une puissance g-ieme. Ecrivons donc z — 1 = a pour un
entier a, avec a # 0 (sinon y = 0) et a # —1 (sinon = = 0), et donc
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(a?+1)P —y? = 1. Considérons la fonction f(z) = (a?+1)P —29—1,
qui est trivialement une fonction strictement décroissante. Supposons
tout d’abord que a > 1. Alors f(aP) = (a?4+1)P—a??—1 > 0 d’apres la
formule du binéme, alors que f(a?+1) = (a?+1)P —(a?+1)1—-1 <0
d’apres (3) du lemme ci-dessus. Puisque f est strictement décrois-
sante, il en résulte que la valeur de y telle que f(y) = 0 n’est pas
un entier, contradiction. De maniere analogue, supposons que a < 1,
donc que a < —2 d’apres la remarque ci-dessus, et posons b = —a.
Puisque p et ¢ sont impairs on a f(a?) = (a? + 1)P —aP? — 1 =
—((b9 — 1)» — P71 + 1) > 0 par la formule du binéme, alors que
F(@P+1) = (@8 +1)P = (P +1)1—1 = —((b — 1P — (P —1)7+1) < 0,
a nouveau grace au lemme ci-dessus puisque b > 2. On obtient a
nouveau une contradiction, ce qui démontre la proposition et donc le
résultat de Cassels pour p < gq. O

Avant d’attaquer le cas plus difficile p > ¢, nous démontrons une
inégalité due a S. Hyyr6 dont nous aurons besoin.

Corollaire 3.4. Avec les mémes hypothéses que ci-dessus, et en parti-
culier en supposant toujours que p < q, on a |y| > qul + p.

Démonstration. Grace a la proposition que nous venons de démontrer
nous savons que p | y, et donc, comme dans la démonstration de (1)
implique (2) du théoreme de Cassels donnée ci-dessus, on en déduit
qu’il existe des entiers a et v tels que a # 0, v > 0 et p { v tels que
r—1=pitaP, (2P —1)/(x — 1) = pv? et y = pav. Nous avons vu
ci-dessus que

P — x—1)= b z—1)*=p (mod (z —
(@ - 1)/~ 1) p+1<§_1(,€+1>< 1) = p (mod (x 1),

donc que

P (@ =) | (@ = 1)/(x = 1) —=p=p(v? ~1).

Il en résulte que v? = 1 (mod p?=2). Toutefois 1'ordre du groupe
multiplicatif (Z/p?=2Z)* est égal & p?=3(p — 1), et puisque p < ¢,
ceci est premier a q. Si k est 'ordre de v dans ce groupe, on a donc
k | pged(q, p?=3(p — 1)) = 1, donc v = 1 (mod p?~2).
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J’affirme que v > 1. En effet supposons par I’absurde que v = 1,
donc que 2P~ ' + ...+ +1 = p. Si z > 1 alors 2~ > p, donc
ceci est impossible. Puisque p et ¢ sont premiers impairs et a # 0
ona |z — 1| =pitalP > 9, donc si < 1 nous devons avoir en fait
z = —x > 8. Mais alors, puisque p — 1 est pair, on a

p=2P =P 1P 1) P 20

une contradiction qui démontre que v > 1. Puisque v = 1 (mod p?—2)
il en résulte que v > p?=2 +1, et donc que |y| = pav = pv > p?~ 1 +p.
O

Remarque. Une fois démontré le théoreme de Cassels il n’est pas dif-
ficile de montrer que le résultat ci-dessus reste vrai sans I’hypothese
p < q. La démonstration est laissée au lecteur.

3.3. Preuve du théoréme de Cassels pour p > ¢. Nous pouvons
maintenant aborder la démonstration du théoréme de Cassels pour
p > q. Nous avons vu que, dans le cas p < ¢, nous avons eu besoin
d’une petite inégalité analytique facile a démontrer (et d’ailleurs lais-
sée au lecteur). Ici nous avons besoin d’une telle inégalité, mais elle
est un peu plus délicate donc nous la démontrons completement.

Lemme 3.5. Supposons que p > q, posons F(t) = ((1+t)? —tP)V/4, soit
m = |p/q| + 1 la partie entiére de p/q plus 1, et appelons Fp,(t) la
somme des termes de degré au plus égaux a m dans le développement
en série de Taylor de F(t) autour de t = 0. Alors, pour tout t € R
tel que [t| < 1/2, on a

|t|m+1

|F'(t) — Fim ()] < -2

(Je conseille au lecteur « taupinal » de démontrer ce résultat tout
seul au lieu de lire la démonstration qui suit).

Démonstration. Posons G(t) = (1 4 t)P/9. 11 est clair que les coeffi-
cients de Taylor de F(t) et de G(t) autour de ¢ = 0 coincident a tout
ordre k < p, et en particulier a 'ordre m puisque m < p/3+1 < p
(puisque ¢ > 3 donc p > 5). Dans ce qui suit, supposons que || < 1.
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Par la formule de Taylor-Lagrange appliquée aux fonctions z'/9 et
G(x) respectivement, il existe 1 et ty tels que

[F(t) = En (D) < [F(t) = G +|G(E) = Fn(t)]

P 171 m+1 1 (m+1)
L

N

1/¢—-1 m—+1 p/q p/q—m—1
t t 1+t
g + [¢] <m+1>( +t9) ;

ou t1 est entre (1 + ¢)P et (1 + )P — P, et ty entre 0 et t. Puisque
p/g<m<p/g+1lona—1<p/g—m <0, et pour tout j > 1 on a
0<p/g—(m—j)=37—(m—p/q) < j. 1l en résulte que

o< ] wa—m-5)< [[ i=m!
1<G<m 1<g<m
et donc que

()| = Gt e <

Puisque 1/¢g — 1 < 0 et p/g — m — 1 < 0, nous devons trouver des
bornes inférieures pour t1 et 1+to. Sit > 0, (1+¢)P et (1+¢)P —tP sont
tous deux strictement plus grands que 1, donct; > 1> 1—tP.Sit <0
alors (1+t)P = (1—[t|)P et (1+t)P —tP = (1—|t])P+[t|P > (1—t])P, et
donc t; > (1 — |t|)P dans tous les cas. D’autre part on a trivialement
|1 4 t2] > 1 — |t|. En regroupant ces inégalités on obtient

+1

t|P tm
F(t) - Fut)] < ‘q‘(l I r I e

1 — |¢)p/a—m—1,
=)

cette inégalité étant valable pour tout ¢ € R tel que |t| < 1. Si nous
supposons de plus que [t| < 1/2 alors [t[P~™! < (1 — [t|)p~™ !
(puisque m < p — 1), et donc

1P (L — [e]) 7P < e (L (e

Il en résulte que

1 1 m —m—
F(t) = Fn(t)] < (5 L L ()L

Puisque p/g —m —1 > =2 et 1/¢+ 1/(m + 1) < 1, on obtient le
résultat voulu. O
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En plus de ce lemme donnant une inégalité de nature analytique,
nous avons également besoin d’un lemme donnant une inégalité de
nature arithmétique.

Rappelons que si a € C et k € Z>q, on peut définir les coefficients
du bindme généralisés (§) par la formule

(Z) —ala—1)-(a—Fk+1)/kL.

Ce sont les coefficients du développement de Taylor a l'origine de
(1+1)°.

Lemme 3.6. Soient p et q deur nombres premiers distincts, et posons
w(k) = k +vy(k!). Alors ¢ (p,/cq) est un entier non divisible par q,
et w(k) est une fonction strictement croissante de k.

(A nouveau, le lecteur est invité & démontrer ce résultat tout seul
sans lire ce qui suit).

Démonstration. La démonstration qui suit pourra paraitre artificielle,
mais c’est en fait la plus naturelle qui soit quand on considére ’aspect
« p-adique ». Fixons k et posons P(x) = (z) C’est un polynome de
degré k en x a coefficients rationnels. Soit maintenant ¢ un nombre
premier différent de gq. Pour tout N entier, soit xny un entier positif
tel que qzy = p (mod £V ), qui existe puisque g est premier a /N,
D’apres la formule de Taylor on peut écrire

pG)
Plaw) = Plo/o) + Y (ox —plap P22,

1<j<k
Soit M le plus grand exposant de ¢ figurant au dénominateur des
coefficients PY)(p/q)/;!. Puisque g # ¢, il est clair que, pour N > M,
aucun des dénominateurs des nombres rationnels figurant dans la
somme de droite ne sera divisible par ¢. Comme il en va de méme
pour P(zy) puisque P(zy) € Z, il en résulte que ¢ ne figure pas
au dénominateur du nombre rationnel P(p/q). Il résulte de ceci que
(p Iéq) =n/ ¢“®) pour un entier n premier & q. Le calcul de I'exposant
exact w(k) est immédiat : on a
(p/q> _plp—q)---(p—q(k-1))
k qkk! '
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Comme p et g sont premiers entre eux, le numérateur est premier a ¢,
et donc w(k) = vy(q¥k!) = k + vy(k!), ce qui démontre la premicre
assertion. La deuxieme est évidente puisque w(k+1) = 14+v,(k+1)+
w(k). O

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le théoréme de
Cassels pour p > q.

Proposition 3.7. Sip et q sont des nombres premiers impairs tels p > q
et x ety des entiers non nuls tels que P — y? =1 alors p | y.

Démonstration. Nous conservons les notations du lemme 3.5, et nous
commengons comme pour le cas p < ¢ : on suppose par ’absurde que
pty, et on en déduit qu’il existe a € Z \ {0} tel que z — 1 = a?, et
donc y? = (a?+1)P -1, d'ou y = a?F(1/a?), ou F est comme dans le
lemme 3.5. Il en résulte que si on pose z = a1 Py—a™4F,,(1/a?) on a
z=a"(F(1/a%) — F,,(1/a?)). Comme dans beaucoup de problémes
diophantiens, nous allons démontrer que pour un certain entier non
nul D on a Dz € Z, et que par ailleurs |Dz| < 1, ce qui montrera que
z = 0 et conduira a une contradiction.

Nous appliquons le lemme 3.5 & t = 1/a? (qui vérifie bien |t| < 1/2
puisque a # £1), et on obtient donc

la|? 1 1
jalt = 1)2 = |7 =2 7 |2 =3

Drapres la formule de Taylor on a t™Fn(1/t) = > e (péq)tm_j,

et d’apres le lemme 3.6 D = ¢ (M) est un dénominateur commun
p/q
J

que Da™F,,(1/a?) € Z, et puisque mq > p, que Dz € Z.

Nous allons maintenant borner |Dz|. D’apres le résultat de Hyyro
(corollaire 3.4), avec (p, q,x,y) remplacé par (q,p, —y, —x) pour que
I'inégalité p > ¢ soit renversée, on a || > ¢?~ 1 +q > ¢! +3, et
donc d’apres 'inégalité pour |z| obtenue ci-dessus on a

de tous les coefficients binomiaux ( ) pour 0 < 7 < m. Il en résulte

D < gmra(m)—(r=1)
|z =3

|Dz| <
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Or il est bien connu et facile que pour m > 1 on a vy(m!) < m/(¢—1),
et puisque m < p/q+ 1 on a

m+vq(m!)—(p—1)<m(11_(p_1):3—(p—2)(q—2) <0,

q— q—1
puisque ¢ > 3 et p > 5 (noter qu’il est absolument essentiel que
I'inégalité obtenue ci-dessus soit stricte). Il en résulte que |Dz| < 1,
et puisque Dz € Z on a donc Dz = 0. Ceci va rapidement conduire &
une contradiction : en effet on a
- p/a .
Dz = Da™ Py — D( . )aq(m J),
> (%

0<j<m

et d’apres le lemme 3.6 on a aussi
0 (%)) < 0 (1)) = va(D)

pour 0 < j<m—1, et donc 0 =Dz = D(%q) # 0 (mod q) toujours
d’apres le méme lemme. Cette contradiction termine la démonstration
de la proposition et donc du théoréme de Cassels. O

3.4. Conséquence des formules de Cassels. Nous conservons les
notations du théoréeme de Cassels, et en particulier p et ¢ sont des
nombres premiers impairs et distincts. Comme pour le théoréeme de
Fermat nous allons maintenant factoriser I’équation de Catalan dans
le corps cyclotomique K = Q((), ot ¢ = ¢, est une racine primitive
p-ieme de 'unité. Rappelons que dans ce contexte on a Zg = Z[(],
et que p = (1 — {)Zx est 'unique idéal premier divisant p, et qu’'on
a pP~! = pZk. Enfin, soient = et y des entiers non nuls tels que
P —yl=1.

Lemme 3.8. Pour tout i tel que 1 < i < p — 1 posons B; =
(x — ¢ /(1 —¢Y). Alors les B; sont des entiers algébriques non divi-
stbles par p, et les idéaux principauzr qu’ils engendrent sont premiers
entre eux deux a deux et égaux a des puissances q-ieémes d’idéaux.

Démonstration. D’apres le théoréme de Cassels on a p | (x — 1), donc
vp(z—1) = p—1 > 2, et donc vy(Bi—1) = vy(x—1)—vp(1—C¢") > 1. 1len
résulte que vy (8;) = 0, et puisque (1—¢*)Zg = p, on voit que B; est un
entier algébrique premier a p. De plus, (1—¢%)8;—(1—¢)B; = ¢ =,
et puisque (¢/ — (") Zg = p pour tout i # j (mod p) il en résulte que
pour 1 <i # j <p—1lesidéaux B;Zk et B;Zy sont premiers entre
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eux. Enfin, en utilisant I'identité polynomiale [[;;c, (X — ¢H =
(XP—1)/(X —1) et le théoréme de Cassels on a
H B; = H1<igp—1($ — ") P -1
7

- — = = 9
1<i<p-1 [h<icp1(1=¢)  plz—-1)

pour un v € Z~qg. Puisque les 5;Zk sont premiers entre eux deux a
deux, il en résulte que chacun d’eux est individuellement la g-iéme
puissance d’un idéal. O

Pour simplifier, dans la suite nous poserons 8 = 1 = (x—()/(1—(),
et donc il existe un idéal b tel que fZx = b9.

Nous pourrions maintenant continuer la démonstration d’une ma-
niére similaire a celle que nous avons utilisée pour le théoreme de
Fermat : si on suppose que ¢ ne divise pas le nombre de classes
h, = |Cl(K)| de K, on déduit de ce que nous venons de montrer
que 'idéal b est principal, et donc qu’il existe v € Zg et une unité u
tels que (z — ¢)/(1 — ¢) = uy?. En continuant de cette maniére on
arrive effectivement ainsi & un théoreme, di a Inkeri, qui affirme que,
siqfhyetsip?™ #£1 (mod ¢?), alors 'équation 2 — y? = 1 n’a pas
de solutions non triviales.

Ceci est un résultat tres similaire a celui de Kummer énoncé pour
le théoreme de Fermat. Les conditions d’Inkeri sont peu restrictives
mais, comme pour Fermat, il est peu probable qu’elles puissent
conduire (du moins directement) & une démonstration complete de
la conjecture de Catalan.

L’idée fondamentale de Mihailescu est de reconsidérer la démons-
tration ci-dessus : la seule raison pour laquelle nous avons introduit le
nombre de classes de K a été pour « tuer » I’obstruction a la principa-
lité des idéaux, grace a la remarque triviale que a” est principal pour
tout idéal a. Il n’y a toutefois pas de raison de n’utiliser que cet an-
nulateur du groupe de classes : en effet, un remarquable (mais assez
ancien, puisqu’il date de 1890) théoreme di a Stickelberger donne
un annulateur plus « fin ». C’est celui-ci que Mihailescu utilise de
manieére fondamentale, et qui conduit a des résultats bien meilleurs.
En particulier, les restrictions sur le nombre de classes disparaissent
completement.
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La démonstration du théoréme de Stickelberger nécessite de nom-
breux préparatifs, auxquels nous consacrons les paragraphes qui
suivent. La théorie est de toutes fagons intéressante en elle-méme,
indépendamment de ses applications.

4. Sommes de Gauss

4.1. Définitions et propriétés de base. Soit Fg un corps fini de
caractéristique ¢, donc ayant Q = ¢/ éléments pour un certain entier

f=1[Fq:Fg

Définition 4.1

(1) On appelle caractére additif (resp., multiplicatif) sur Fg tout
homomorphisme de groupes du groupe additif Fg (resp., du groupe
multiplicatif Fa) dans le groupe multiplicatif C*.

(2) Si v est un caractére additif et x un caractéere multiplicatif,
on appelle somme de Gauss associée a ces deux caracteres le nombre
complexe

T06Y) = D x(@)u(@).

meFa

Puisque Fg est isomorphe & (Z/qZ)/ en tant que groupe additif, il
est clair qu'un caractere additif est a valeurs dans les racines g-iémes
de I'unité et un caractere multiplicatif est clairement & valeurs dans
les racines (@ — 1)-iémes de 1'unité.

Nous dirons qu’un caractere est trivial si son image est réduite
a 1, et nous supposerons toujours implicitement par la suite que les
caracteres additifs 1 sont non triviaux. Par contre, il sera nécessaire
de considérer des caracteres multiplicatifs triviaux.

Les sommes de Gauss possédent des propriétés tout a fait remar-
quables. Comme ce sont des sommes finies, la plupart de ces proprié-
tés se démontrent par des manipulations algébriques convenables.
Toutefois les plus subtiles d’entre elles n’ont pas de démonstration
vraiment « élémentaire ». Les résultats les plus importants dont nous
ayons besoin concernent les valuations « archimédiennes » et « p-
adiques » de ces sommes (nous verrons ci-dessous la signification de
ces termes).
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Proposition 4.2. Soit 1 un caractére additif (non trivial) et x un ca-
ractere multiplicatif.

(1) Si x est trivial on a T(x,¢) = —1.

(2) Onar(x™ ' ¥) = x(=D7(x, ).
(3) Si x est non trivial on a |T(x, )| = Q2.

Démonstration

(1) Si x est trivial on a

TOCw) = Y v(a) = —1+ ) v(a).
TE€FY, z€Fg
Or il est bien connu que la somme des valeurs d’un caractere non
trivial d’un groupe abélien est nulle : si .S désigne la somme ci-dessus
et si a € Fg est tel que ¥(a) # 1, alors comme l'application =
Z + a est une bijection de Fg et que 9 est un caractere, on voit que
S =1(a)S donc que S = 0.

(2) Puisque 1 = ¥(0) = ¢(x)y(—z) on a ¢(—z) = ¢(x) puisque
c’est une racine de I'unité. Puisque x~!(z) = x(x) (pour la méme
raison) on a

T LY) = > x(@e(@) = Y x(=u)v(y) = x(=Dr(x, ¥),

xGFé yEFa
ce qui démontre (2).

(3) Posant z = zy~ !, on a

O 9)P =000 = Y x(@)X) () (y)

*

=) x(2) DY Wly(z—1)).

zEFa yEFa
Il est clair que y — ¥ (y(z — 1)) est un caractere additif, qui est non
trivial si et seulement si (z—1) € Fo (puisque dans ce cas l'application
y — y(z — 1) est une bijection de Fy, dans lui-méme). Il en résulte
comme dans (1) que ZyeFQ Y(y(z — 1)) = 0 quand z # 1, et donc
que

OGP =x(M@-D+ > (x(x)=Q- ) x(2)=Q,

zEFb,z#l zEFb
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utilisant & nouveau le résultat sur la somme des valeurs d’un carac-
tere, mais cette fois-ci appliqué au caractere non trivial y. O

Une propriété importante et tres légerement plus délicate est la
suivante.

Lemme 4.3
(1) Si x1 et x2 sont des caractéres multiplicatifs d’ordre divisant
m alors

7(x1, )7 (X2, ¥)/T(X1X25 ) € Q(Gm)-

(2) Six est un caractére multiplicatif d’ordre divisant m alors

Démonstration. Les résultats sont évidents si I'un des caractéres qui
interviennent est trivial. Sinon, pour (1), un argument combinatoire
trés simple laissé au lecteur montre que

T(x1,¥)T(x2,%) ) )
(X2, ¥) _%f“( )x2(@):

Pour (2), un argument analogue montre que

)" =0x(-1) Y x(@iewp).
:E1+-;j;?671=1

Dans les deux cas le résultat est démontré puisque les valeurs de y
appartiennent & Q((p). O

Les sommes qui apparaissent ci-dessus, et que nous rencontrerons
a nouveau, s’appellent des sommes de Jacobi.

4.2. Instanciation des sommes de Gauss. Pour poursuivre
notre étude des sommes de Gauss, il est indispensable de pouvoir
préciser les caractéres x et ¢ que nous utilisons. Bien qu’a priori il
n’y ait rien de « canonique », on va voir que l’on peut quand méme
obtenir ce qu’on veut.

Tout d’abord, comme Fg est une [F-algebre, la multiplication par
x € Fg est une application linéaire de Fg dans lui-méme, et on peut
donc parler de sa trace, appelée trace de x et notée Tr(z), et de son dé-
terminant, appelé norme de x et noté N(z). La trace et la norme sont
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donc des éléments de IF,. De fait, il est facile de voir que le polynéme
caractéristique de notre application est [[y<; (X — 29'), et donc en
particulier que Tr(z) = > ;¢ 29" et que Mz) = £(@1/(a=1),

Soit (, une racine primitive g-ieme de l'unité. Il est évident que
I’application x +— qu "(@) est un caractére additif, étant bien entendu
que I’élévation de (4 a une puissance un élément de F; a bien un sens.
Il est un tout petit peu moins évident de voir que ce caractére est
non trivial : de fait, le polynéme T'(X) = > o, , X ¢ est de degré
¢/~1, et donc il existe a € Fg (qui possede ¢/ éléments) tel que
Tr(a) = T'(a) = ¢ # 0. Il en résulte par Fy-linéarité que Tr(a/c) = 1,
donc notre caractere est différent de 1 pour x = a/c.

Si maintenant b € Fg est quelconque, I'application  — C;r 1) ot
encore un caractere additif, que nous noterons . Le caractere ci-
dessus est donc 7. C’est maintenant un exercice tres facile que nous
laissons au lecteur de voir que 'application b — 1, est un isomor-
phisme de groupes entre le groupe additif [F¢ et le groupe multiplicatif
des caracteres additifs de Fgp. En particulier tout caractere additif est
de la forme v, pour un unique b € Fg.

Nous laissons au lecteur le soin de démontrer les résultats tres
simples suivants, le deuxiéme provenant du fait que Tr(z?) = Tr(z).

Lemme 4.4

(1) On a7(x,¥s) = x(b)'7(x, ¢1).
(2) On a7(x% ) = X' "Ub)T(x, 1) = T(X, pa-1).

Les caracteres additifs de Fg sont maintenant sous controle. Nous
devons faire de méme pour les caractéres multiplicatifs, et c’est 1é-
gerement plus délicat. Pour cela nous utiliserons quelques notions
supplémentaires tres simples sur les corps de nombres.

Considérons le corps L = Q((y4,(g—1) obtenu en adjoignant a Q la
racine primitive g-ieme de I'unité ¢;, et une racine primitive (Q — 1)-
ieme de I'unité (g1 (en fait L = Q((y-1)) est un corps cyclo-
tomique, mais nous n’utiliserons pas ce fait). L’une des raisons pour
lesquelles on introduit ce corps est que 7(x, 1) € L puisque les valeurs
de 1 sont dans Q({,) et celles de x dans Q({p—1). Comme on I'a vu
ci-dessus dans I’étude du théoréme de Fermat (avec g remplacé par p),



DEMONSTRATION DE LA CONJECTURE DE CATALAN 31

il existe un unique idéal premier q de K, = Q((,) divisant ¢, et on a
qa=(1-{y)Zk, et q7' = qZk,. Il est facile de montrer (mais nous
l'admettrons, cela fait partie des résultats standards sur les corps de
nombres) que la décomposition de qZz, en produit d’idéaux premiers
est 9Zr = []i<ic s Bi, ou les P; sont des idéaux premiers distincts
de L tels que [Zp/B; : Zk,/q] = f (rappelons que Q = q’), et
g = o(Q —1)/f, ou ¢ est la fonction d’Euler (nous n’aurons pas
besoin de g). En particulier, on voit que Zr,/B; est un corps fini
a @ = ¢/ éléments. Nous allons donc choisir (ce n’est bien sir pas
canonique) un idéal premier P parmi les P;, et instancier Fg en po-
sant Fo = Zr, /9. 1l sera indispensable de se rappeler que tout ce que
nous allons faire & partir de maintenant dépend (un peu) du choix de
cet idéal .

Lemme 4.5. Soit g1 = {%71, 0<j<@-—1} C L le groupe
multiplicatif des racines (Q—1)-iémes de l'unité dans L. L’application
ugp qui envoie T € pg—1 sur sa classe modulo B dans Fy, = (Zr/B)*
est un isomorphisme de groupes.

Démonstration. 11 est clair que c’est un homomorphisme, et puisque
pQ-1 et Fyy ont le méme nombre d’éléments il suffit de montrer que
son noyau est trivial. Or on a

R-1_1
H (x — C’EH) = %,

1<k<Q—2
done [[ycpeq (1 — ngfl) = (@ — 1. Mais U‘B(Cégq) = 1 signifie que
B (C5—1 —1),doncsi 1 < k< Q—2 ceci implique que P | (Q — 1),
ce qui est absurde puisque B | g et g est premier a Q—1 = ¢d-1. O
Définition 4.6. On définit wy comme étant I'isomorphisme réciproque
up', en d’autres termes comme l'unique isomorphisme de groupes de
Fo = (Z/B)" sur pg-1 tel que wyp(x) = 2 (mod P).

Il est clair que wyp est un caractere multiplicatif de Fg d’ordre
exactement égal a () — 1 puisque c¢’est un isomorphisme. Comme F 22
est un groupe cyclique d’ordre ) —1, et donc son groupe de caractéres
également, il en résulte que tout caractere multiplicatif x de Fg est
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de la forme wq—; pour un unique entier r défini modulo @ — 1 (on
inclut un signe — pour simplifier certaines formules).

En résumé toute somme de Gauss sur Fg est de la forme 7(wy", ¥s)
pour un unique r € Z/(Q —1)Z et un unique b € Fg. Ceci ne dépend
donc maintenant que du triplet (8, r, b) et nous avons fini I'instancia-
tion des sommes de Gauss. En fait, puisque d’apres le lemme ci-dessus
on a 7(wy", ¥p) = wy(b)7(wy", 91), on pourra donc toujours se rame-
ner au cas b = 1, et dans ce cas nous omettrons d’indiquer ¢ dans
la notation. Il est également tres facile de voir la dépendance en ‘J.
En effet, la théorie de Galois trés simple montre que tous les J3; sont
de la forme o(P) pour o € Gal(L/K,), et on montre alors aisément
le lemme suivant, dont la démonstration est laissée au lecteur :

Lemme 4.7
(1) Pour tout o € Gal(L/Q) on a

Wo(gp) = 0 O Wy O o L.

(2) Pour tout o € Gal(L/Q) et tout v € Z on a
r(wy) = o(r(wy?).
L’argument véritablement important est donc r.

Lemme 4.8. Soit p un diviseur premier de Q —1 et d = (Q —1)/p. Le
nombre T(w%d)p appartient @ K = Q((,) et ne dépend que de l'idéal
premier de K en dessous de B, et non de P lui-méme.

Démonstration. D’apres le lemme 4.3 nous savons que T(w;gd)p cK.
Si PB1 est un autre idéal premier de L au-dessus du méme idéal pre-
mier q de K en dessous de P, par la théorie de Galois il existe
o € Gal(L/K) tel que PB; = o(P). Il résulte du lemme ci-dessus
que T(wfgf)p = (T(wq}d)p). Puisque par définition o laisse K inva-
riant, il n’agit pas sur les valeurs des caracteres multiplicatifs, mais
seulement sur les caracteres additifs. Il en résulte que pour un certain
a premier a ¢ (déterminé par o) on a

o(r(wy?) = Tl o) = (@) (g ) = (),

puisque wy(a) est une racine (Q — 1)-ieme de I'unité. O
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4.3. Le théoréme de Stickelberger. Nous pouvons enfin démon-
trer le premier théoréme de Stickelberger.

Définition 4.9. On définit la fonction arithmétique s(r) de la maniere
suivante. Quand 0 < r < @ — 1, on pose s(r) = Zogjgffl rj, ol
r o= Zogjgf—l rjq’ est I'écriture habituelle de r en base ¢, avec
0<7; <qg—1. Pour un r € Z quelconque on pose s(r) = s(r mod
(Q —1)), our mod (Q — 1) désigne le reste de la division euclidienne
de 7 par @ — 1.

Théoreme 4.10 (Stickelberger). Pour tout caractére additif non tri-
vial Y on a

op(r(wg”, ) = s(r).

Démonstration. Posons v(r) = vp(7(wy")). On a le lemme suivant.

Lemme 4.11
(1) v(0) = 0.
(2) v(a+0b) =v(a) +v(b) (mod g —1).
(3) v(ga) = v(a).
(4) Yi<acg-2v(a) = fla—1)(Q —2)/2.

Démonstration. Tout ceci est tres facile : (1) est trivial, (2) résulte
du lemme 4.3, (3) résulte également de ce lemme puisque si z € K
on a vp(x) = (¢ — 1)vg(x), ot q est 'idéal de K en dessous de B, (4)
résulte du lemme 4.4 (2). Enfin, d’apres le résultat sur le module des
sommes de Gauss (proposition 4.2) on vérifie que v(a)+v(Q—1—a) =
vp(Q) = (¢ — 1)f. En regroupant les termes de la somme deux par
deux on en déduit (5). O

Le résultat vraiment crucial est la deuxiéme assertion du lemme
suivant.

Lemme 4.12. Sir # 0 (mod Q — 1) on a v(r) > 0, et d’autre part
v(l) =1.

Démonstration. Notons que m; = 1 — (, engendre I'unique idéal pre-
mier divisant ¢ dans Q((,), qui divise donc nécessairement ‘33, donc
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mq € P. Il en résulte que

x V1) = Z wy' (@ Z wy"(z) =0 (mod P)

:L‘EF* IGIF*

puisque la somme des valeurs d’un caractere non trivial est nulle, et
donc v(r) > 0. D’autre part par la formule du binéme

T(wil,wl) = Z weg Y1 — )™ Z Wy )(1 — 7y Tr(x))

:BE]F* CEGF*

= —my Z w;}l(:c) Tr(z) (mod P?).

xeFa

Or nous avons mentionné que Tr(z) = > ;s 1 2?9, ol x est vu
comme un élément de Fg = Zr, /9. On a donc par définition de wy

_ _ F-1
dowp'@Tr@) = > vy y+y 4 +y? ) (mod P).
z€Fy UIS/ARNY

y mod B
Mais il est classique et facile de démontrer que Zme% 2™ =0 (dans

Fg) pour 1 <m < @ —1, et est égal & —1 si m = 0. Il en résulte que

Z wil(ac) Tr(z) = —1 (mod *R),

z€eFy,
ce qui démontre que T(wil(a:),wl) = m; (mod PB?), et puisque
vp(mg) =1, que v(1) = 1. O

Il est maintenant facile de terminer la démonstration du théoréme
de Stickelberger.

Démonstration du théoreme de Stickelberger. Nous pouvons bien en-
tendu supposer que ¥ = 1, et par périodicité que 0 < r < Q — 1.
D’apres le lemme ci-dessus combiné avec les résultats (1), (2) et (3)
du lemme 4.11, il est clair que v(r) = r = s(r) pour 0 < r < ¢ — 2.
Si Q = q, c’est-a-dire f = 1, c’est terminé. Sinon on a v(g — 1) > 0
d’apres le lemme ci-dessus, et on en déduit de méme que v(qg — 1) =
q— 1. Les assertions (2) et (4) du lemme 4.11 entrainent évidemment
que v(r) < s(r). Quand r parcourt ’ensemble des entiers de I'inter-
valle [0, @ — 1], chaque coefficient du développement en base ¢ prend
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chacune des valeurs de 0 & ¢ — 1 exactement ¢/ ! fois, et donc

S s =) o

2
0<r<@-1

Comme s(Q —1) = (¢ —1)f on a donc

Y. st=fla-1)@-2)/2= ) o)

0<r<Q—2 0<r<Q -2

d’aprés (5) du lemme 4.11 et, puisque v(r) < s(r) pour tout r, on a
donc v(r) = s(r). O

Corollaire 4.13. Soit p un diviseur premier de ) — 1, posons d =
(Q—1)/p, et soit P, un idéal premier de L, = Q({y,(p) C L en des-
sous de P (et donc au-dessus de q). Pour tout v on a vy, (T(wqgrd)) =
s(rd).

Démonstration. C’est clair, puisque T(w;"d) € Ly, et que vp(*Pp) =1
comme on le voit aisément. O

Maintenant que nous avons calculé la valuation de la somme de
Td) pour l'idéal premier By lui-méme, il est tres facile de
le faire pour les autres idéaux premiers. Le résultat est le suivant :

Gauss 7(wy

Corollaire 4.14. Gardons les mémes hypothéses que le corollaire pré-
cédent. Pour t premier d p, soit oy € Gal(L,/Q) l'automorphisme
de L, laissant Q et (, invariant, et envoyant ¢, sur Cf)- On a

Vo () (T(w™")) = s(rtd).

Démonstration. Résulte immédiatement du lemme 4.7 et laissé au
lecteur. 0

Remarque. Dans les énoncés ci-dessus nous avons toujours utilisé un
diviseur premier p de (Q — 1, car c’est dans ce contexte que nous en
aurons besoin, mais bien entendu les résultats sont vrais en toute
généralité.
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4.4. Réinterprétation en termes de théorie de Galois

Nous commengons par réinterpréter le résultat ci-dessus en termes
de théorie de Galois.

Proposition 4.15. Gardons toutes les notations ci-dessus. Alors

T(W%rd)ZLp _ H Ut—l(mp)s(rtd)’
te(Z/pL)* /{a)
ot (q) désigne le sous-groupe engendré par (la classe de) q.

Démonstration. 1l est clair que T(wi”d) € Zr,, donc l'idéal principal
du membre de gauche a bien un sens. Un raisonnement tres simple de
théorie de Galois montre que les idéaux de L, au-dessus de 'unique
idéal premier q de Q((;) au-dessus de g sont obtenus une fois et
une seule comme o; ' (B,) pour oy € Gal(L,/Q((,))/H, ot H est le
sous-groupe des oy € Gal(L,/Q({,)) tel que o4(Pp) = Bp. Dans l'iso-
morphisme canonique Gal(L,/Q({,)) ~ (Z/pZ)* il est facile de voir
que le sous-groupe H correspond aux classes modulo p des puissances
de ¢, donc Gal(L,/Q({y))/H ~ (Z/pZ)*/{g). Enfin, remarquons que
puisque |T(wq§rd)|2 = Q = ¢/, les seuls idéaux premiers pouvant di-
viser T(w(?d) sont ceux au-dessus de ¢, et la proposition est donc

démontrée. O

Corollaire 4.16. Gardons les mémes hypotheéses, et en particulier soit q
lidéal premier de K en dessous de 3 (et donc au-dessus de q). On a

TwpZx =[] ot@” ou
te(Z/pL)* /(q)
S VPt BN S BT
K qg—1 < P > Og;f{ P }

Démonstration. D’apres le lemme 4.3 nous savons que T(wq}d)p € K.
Puisque vy, (q) =¢—1ona

—d —d
Vg (T(wys®)?) = (p/(q — 1)) v, (T(wgs7)),
et nous obtenons donc la formule du corollaire avec la premiere ex-

pression pour v¢. La seconde formule pour v; est un exercice facile sur
les développements en base ¢ et laissée au lecteur. O
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4.5. L’élément de Stickelberger. Il va étre indispensable de
reformuler le théoréme de Stickelberger en termes d’algebres de
groupes. Définissons cette notion, dans le contexte des groupes
abéliens puisque ce sera le seul considéré.

Définition 4.17. Soit G un groupe abélien et A un anneau (commutatif
unitaire). On appelle algébre de groupe de G sur A et on note A[G]
I'ensemble des combinaisons linéaires formelles finies a = 3 5 ngg
avec ng € A, muni de l'addition en tant que A-module, et de la
multiplication induite par la loi de groupe sur G.

En d’autres termes, > ng9 + 3., mgg = >_ (ng +myg)g et
(Z ngQ) (Z mhh> = Z Z ngmpy(gh) = Z (Z nhmghfl)g.
g h g h p o

En particulier Z[G] s’appellera l’anneau de groupes associé a G.

Proposition 4.18. Soit G un groupe abélien et E un ensemble sur le-
quel G opére. Alors E posséde une structure naturelle de Z[G]-module.

Sixz € E et a € Z|G], on a coutume d’écrire I'action de a sur x
sous forme exponentielle, c’est-a-dire sous la forme z¢. L’intérét est
que 28 = (a:a)fB. Notons au passage que la proposition ci-dessus n’a
plus de sens si on remplace Z[G| par Q[G] par exemple.

Pour la conjecture de Catalan nous utiliserons principalement le
groupe G = Gal(K/Q). Rappelons que les éléments de G sont les
automorphismes o; pour 1 < ¢t < p — 1 laissant invariant Q et
tels que 0¢(¢) = ¢*. En particulier G est canoniquement isomorphe
a (Z/pZ)*. Le groupe G opére naturellement sur & peu pres tout
ce qu’on peut considérer : éléments, idéaux, classes d’idéaux, unités,
racines de I'unité, etc.

Dans le langage de ’anneau de groupe, regardons quelques an-
nulateurs évidents du groupe des classes C1(K). Rappelons que par
définition 'annulateur I = Anngg)(/ CI(K)) de CI(K) est I'ensemble
des éléments a € Z[G] tels que aw C1(K) = 1, en d’autres termes tels
que a(a) = 1 pour toute classe @, en désignant par 1 la classe tri-
viale. C’est évidemment un idéal de Z[G]. Tout d’abord si h(K) est
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le nombre de classes on a @5) = 1, donc h(K)Z[G] C I. D’autre
part, Ma) est un idéal de Z, donc est principal. Il en résulte que si
on pose par abus de notation N = D te(z/pz)+ Ot o0 a aussi Nel
(donc NZ[G] € I). Les résultats ci-dessus sont valables pour tout
corps de nombres. Nous allons voir que le théoréeme de Stickelber-
ger entraine immédiatement que dans le cas d’un corps cyclotomique
on peut faire beaucoup mieux. Tout d’abord en termes d’anneau de
groupe le corollaire 4.16 peut se réécrire de la maniere suivante.

Proposition 4.19. Posons

o-1 Z to; ! € Q[G).

p 1<t<p—1

Avec les mémes notations que ci-dessus on a
—d ©
T(wy)PZg = q"".

Démonstration. C’est uniquement une question d’interprétation des
définitions. Soit T un systeme de représentants de (Z/pZ)* modulo
le sous-groupe engendré par q. On peut reformuler le corollaire 4.16
en disant que T(wq}d)pZK =g, ou

0=> > {dt/pto;"

teT 0<i< f
(noter que cela n’aurait aucun sens de remplacer T" par (Z/pZ)*/{q)
dans l'expression ci-dessus car oy ne serait pas défini). Par définition,
quand t parcourt T et i va de 0 & f — 1 les éléments ¢‘t modulo p
parcourent (Z/pZ)*, donc

0= {t/plo;",
te(Z/pL)*
ou t1 est le représentant de la classe de t dans T. D’autre part il
est facile de montrer que le sous-groupe des éléments de Gal(K/Q)
laissant q fixe est le sous-groupe cyclique engendré par oy, et il en
résulte donc que q?? = ¢P®, ol © est comme indiqué. O

L’élément © € Q[G] s’appelle I’élément de Stickelberger.
Gréace a la proposition ci-dessus, nous pouvons maintenant donner
un élément de annulateur de Cl(K') beaucoup moins trivial que ceux
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que nous avons donné ci-dessus. Toutefois nous verrons au paragraphe
suivant que l'on peut faire encore mieux.

Théoreme 4.20 (Stickelberger). L’élément p©O appartient d 'annula-
teur I du groupe des classes d’idéaur de K, en d’autres termes pour
tout idéal a de K 1idéal aP® est un idéal principal.

Démonstration. D’apres une version du théoreme chinois, il n’est pas
difficile de montrer que pour tout idéal a il existe un élément g € K
tel que l'idéal Ba soit premier & p. Il suffit donc de démontrer le
résultat pour un idéal a premier a p. D’autre part puisque tout idéal
est un produit de puissances d’idéaux premiers, par multiplicativité
il suffit de démontrer le résultat quand a = q est un idéal premier
distinct de p, donc divisant un nombre premier ¢ distinct de p. Nous
avons déja mentionné que Q = Myq) = ¢/, ot f = [Zk/q : Z/qZ].
Jaffirme que @ = 1 (mod p). En effet, considérons ¢ € Zg. Comme
(P =1, la classe de ¢ dans (Zg/q)* est d’ordre 1 ou p, et comme
on ne peut pas avoir ¢ = 1 (mod q) (sinon Mq) | M1 —¢) = p ce
qui est exclu puisque ¢ # p) la classe de ¢ est d’ordre p. Comme le
cardinal du groupe (Zg /q)* est par définition égal & @ —1 il en résulte
que p | (Q — 1), donc que @ =1 (mod p) comme annoncé (en fait il
est facile de montrer que f est le plus petit entier strictement positif
tel que ¢/ = 1 (mod p), mais nous n’en aurons pas besoin). Puisque
p | (@ — 1) nous pouvons appliquer toute la technologie que nous
avons développée jusqu’ici. En particulier la proposition 4.19 montre
bien que qP® = aZk est un idéal principal, avec o = T(wq}d)p € Lk
d’apres le lemme 4.3. O

4.6. L’idéal de Stickelberger. Les développements ci-dessus sont
tout a fait remarquables, puisqu’il est loin d’étre trivial que p© soit
un annulateur. Toutefois, on peut tirer encore plus d’informations
de ce fait. En effet, la présence du facteur p dans p© présente de
nombreux inconvénients, et on aimerait bien s’en débarrasser. Bien
évidemment il serait absurde de vouloir que © € I puisque © n’est
pas a coefficients entiers et Q[G] n’opére pas sur le groupe de classes
en général. Toutefois, on va faire du mieux que l'on peut : puisque
I'annulateur est un idéal, il est raisonnable de considérer les éléments
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de OZ[G] pour lesquels on a une action naturelle sur le groupe de
classes, c’est-a-dire tout simplement OZ[G] N Z[G]. 11 est évident que
c’est un idéal de Z[G], appelé idéal de Stickelberger et noté I.

Définition 4.21. Si b est un entier non divisible par p on définit ©, =
(op —b)© € Q[G].

Les résultats qui suivent se démontent de maniere combinatoire et
simple, et donc leur démonstration est laissée au lecteur.

Proposition 4.22
(1) On a ©y € I, et plus précisément

L
1<tp1 1P
ot | x| désigne le plus grand entier inférieur ou égal d x.
(2) L’idéal I de Z[G] est engendré comme Z-module (et donc a
fortiori comme Z|G]-module) par les Oy pour 1 < b < p—1 ainsi que
par Opy1.

Le lemme essentiel qui va conduire au renforcement du théoréeme
de Stickelberger est le suivant :

Lemme 4.23. Pour tout b non divisible par p on a
T(wid)ab_b € K.

Démonstration. Rappelons que L, = Q((4(p) et K = Q((p).
Puisque p et ¢ sont premiers entre eux le groupe de Galois Gal(L,/K)
est le groupe cyclique d’ordre ¢ — 1 formé des automorphismes ay
tels que ax((y) = Cg et ax(¢p) = (p pour k € (Z/qZ)* (noter qu’on
ne peut pas utiliser la notation o qui est réservée aux éléments
de Gal(L/K,), donc qui fixent (;). D’apres la théorie de Galois,
pour montrer le lemme nous devons montrer que le membre de
gauche est invariant par tous les aj. Puisque wq_gd est d’ordre p et le
caractere additif implicite 1 est d’ordre g nous avons, en utilisant
les propriétés élémentaires des sommes de Gauss données au début

d

ag(r(wy?)) = T(wg?, vr) = wp(k) i (wy?),
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et donc, puisque a4 et 03 commutent
ar(r(wgh) ™) = wp (k)" ().

Le lemme en résulte puisque wy(k)? est une puissance de ¢, donc
o () = (). o

Il est maintenant facile de démontrer le résultat principal sur
I'idéal de Stickelberger, a savoir qu’il est inclus dans ’annulateur
de CI(K) :

Théoreme 4.24 (Stickelberger). L’idéal de Stickelberger annule le
groupe de classes de K, en d’autres termes pour tout v € I et pour
tout idéal a de K [l’idéal a7 est principal.

Démonstration. Comme dans la démonstration du théoréeme 4.20 il
suffit de montrer que q7 est un idéal principal pour tout v € I et tout
idéal q premier a p. Pour cela, soit b non divisible par p et élevons a
la puissance o, — b ’égalité de la proposition 4.19. On obtient

qp®b — T(wq}d)p(”b_b)ZK = oPZk,

ol a = T(wq}d)"b*b € K d’aprés le lemme ci-dessus. Puisque q®* et
aZyk sont des idéaux de K dont les p-iéme puissances sont égales,
d’apres 'unicité de la décomposition en idéauzr premiers dans Zg on
en déduit qu’ils sont égaux. Remarquez la force remarquable de ce
raisonnement, qui nous permet de nous débarrasser des facteurs p
dans les exposants. Nous en déduisons donc que ¢ = aZg est un
idéal principal, et comme les ©p engendrent I il en résulte que q” est
aussi un idéal principal pour tout v € I. O

Remarque. Soit K™ = K NR = Q(¢, + ¢, ') (parmi bien d’autres
propriétés) le sous-corps totalement réel maximal de K. La théorie
classique des corps cyclotomiques montre que le groupe de classes
Cl(K) est composé en fait de deux morceaux : le groupe de classes
CI(K™), et le groupe de classes « relatif », noté Cl™(K) et défini
comme CI(K)/CI(K™) (il faut bien siir montrer que ceci a un sens,
ce que nous ferons ci-dessous). Il est facile de montrer que le théoréme
de Stickelberger ne donne de renseignements utiles que sur Cl™ (K).
Plus précisément, l'action d’un élément de I; sur une classe dans
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CI(KT) est toujours égale a une puissance de la norme, donc le théo-
reme de Stickelberger est trivial sur cette partie la. Par contre, on
peut montrer que I est une grosse partie de 'annulateur de C1™(K).

5. Le premier théoréme de Mihailescu : les paires

de Wieferich

Apres ces tres longs préliminaires sur I'idéal de Stickelberger (dont
le lecteur paresseux pourra ne retenir que la définition de I et le théo-
réme 4.24), nous pouvons enfin revenir a la conjecture de Catalan.
Comme nous 'avons mentionné, 1'idée fondamentale de Mihailescu
est de ne pas utiliser le fait que le groupe de classes est annulé par
h(K), ce qui fait intervenir des conditions difficiles & manier, mais
d’utiliser le fait qu’il est annulé par I'idéal de Stickelberger I. Noter
que le fait que h(K) annule le groupe de classes est une propriété
valable pour tout corps de nombres, et peut donc s’utiliser tres géné-
ralement, alors que I'idéal de Stickelberger ne peut se définir que pour
un sous-corps d’un corps cyclotomique (ou de maniere équivalente,
par un célebre théoreme di a Kronecker—Weber, pour une extension
galoisienne de Q de groupe de Galois abélien).

Nous reprenons les notations de la conjecture de Catalan. En parti-
culier on rappelle que P —y? = 1, que 'on a posé 8 = (z—() /(1 —()
(ot nous écrivons & nouveau ¢ a la place de (p), et qu’il existe un
idéal b tel que 8ZK = b9. Nous noterons ¢ la conjugaison complexe,
considéré comme un élément du groupe de Galois de K/Q (nous de-
vons lui donner un nom et ne pas simplement la noter  puisque nous
la considérons maintenant comme élément d’un ensemble). Le premier
lemme fondamental de Mihailescu est le suivant.

Lemme 5.1. Pour tout 0 € (1—1)I, Uélément (x—C)? est une puissance
qg-iéme dans K.

Démonstration. Ecrivons 0= (1—1)0y avec 0 € I,. Puisque fZg =b4,
d’apres le théoreme de Stickelberger il existe o € K tel que bt =
aZk. Il en résulte que 0dZy = b9 = 97 et donc il existe une
unité v € U(K) telle que % = uad (noter la ressemblance de ce
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raisonnement avec celui utilisé avec h(K')). On peut donc écrire

(-0 = (1:(2) )91 L(Z) (L(i))q'

Or (1—-¢)/(1 —(2)) = —C(, et d’apres le corollaire 1.14 (c’est-a-dire
essentiellement le théoréme de Kronecker) u/c(u) est aussi une racine
de 'unité. Les deux premiers facteurs sont donc des racines de 'unité

dans K, donc des racines 2p-iemes de 'unité. Comme ¢ et 2p sont
premiers entre eux, d’apres « Bézout » ce sont des puissances ¢-iémes,
ce qui démontre le lemme. O

Nous avons aussi besoin d’'un lemme totalement élémentaire et
completement indépendant de tout le reste, mais qui est crucial.

Lemme 5.2. Soit K un corps de nombres, ¢ un nombre premier, et q
un idéal premier de Zi divisant q. Alors si a et 3 sont dans Zk les
trois propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) a=p (mod q).

(2) o= B7 (mod q).

(3) a4 = B9 (mod g?).

Démonstration. Ecrivons a = 8 4 m. D’apres la formule du binome

ol =B+ 79 + Z <(z]> I,

1<i<q—1

on a donc

Puisque ¢ | (Z) pour 1 < i < g—1 et que q divise ¢ on en déduit
que o = B9 4 7 (mod qm). Il en résulte que si a? = 57 (mod q) on
a m € q, et comme q est un idéal premier que m € ¢, en d’autres
termes que o =  (mod q), donc (2) implique (1). D’autre part si
a = f (mod q) on a m € q donc la méme congruence obtenue ci-
dessus montre que a? = 9 + 79 = B9 (mod ¢?), puisque ¢ > 2,
donc (1) implique (3), et enfin (3) implique (2) est trivial. O

Corollaire 5.3. Supposons que q° ne divise pas l’idéal qZy de Zy (on
dit alors que q est non ramifié dans K ). Les propriétés ci-dessus sont
alors vraies en remplacant q par qZx
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Démonstration. En effet dans ce cas ¢qZk est un produit d’idéaux
premiers distincts q;, auxquels on peut appliquer le lemme. On en
déduit le résultat par une application directe du théoréme chinois
pour les idéaux. O

Noter que ce résultat est fauzr en général si ¢ est ramifié.

Apres ces préliminaires nous pouvons aisément démontrer le pre-
mier résultat de Mihailescu sur la conjecture de Catalan :

Théoreme 5.4 (Mihailescu). Si p et g sont des nombres premiers im-
pairs et x ety des entiers non nuls tels que x? — y? =1 alors

P’ |y, ¢ | z, P =1 (mod p2) et pi~t=1 (mod q2).

Démonstration. Si m C Zg est un idéal nous utiliserons la notation
(standard) u = v (mod *m) pour signifier que vq(u—v) > v4(m) pour
tous les idéaux premiers q | m, ce qui permet de travailler sur des
congruences entre nombres algébriques qui ne sont pas nécessairement
des entiers algébriques. Puisque (1—2¢~!) = (=¢71)(z—() et puisque
(—¢ *1)9 est une racine 2p-ieéme de I'unité, donc une g-ieme puissance
dans K, il résulte du lemme 5.1 que pour tout 6 € (1 —¢)Is le nombre
(1—2¢1)? est une puissance g-icme dans K. D’autre part, d’apres le
théoréme de Cassels, on a ¢ | 2, et donc (1—2¢"1)? =1 (mod *¢Z).
Puisque ¢ est non ramifié dans K, il résulte du corollaire 5.3 que
(1 —2¢H? =1 (mod *¢?Zk) (en toute rigueur nous n’avons pas
démontré le résultat dans le contexte des congruences généralisées de
ce type, mais il est facile de voir que le raisonnement est toujours
valable). D’autre part, si nous écrivons 6 = ) . a,0 avec a, € Z,
il est clair en développant et en utilisant le fait que ¢ |  que

(1-2¢H? =1-28 (mod *¢°Zk) avec S = Z aga(C7h).
ceG
Il résulte de la combinaison de ces deux congruences que xS = 0
(mod *¢*Zr). Nous allons commencer par démontrer que ¢> | z.
Si par l’absurde nous supposons le contraire on a donc S = 0
(mod *qZy). Comme les o(¢~1) forment une permutation des ¢’
pour 1 < j < p—1, ils forment une Z-base de Zx = Z[(], et donc par
unicité ¢q | a, pour tout o € G. Toutefois, rappelons nous que 'on a
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seulement demandé a 6 d’appartenir a (1 —¢)/s, donc que nous avons
un grand choix pour obtenir une contradiction. Par exemple, si on
choisit 6 = (1 — ¢)O2 (o Oy est défini ci-dessus), il est immédiat de

voir que
b== > g+ > ol
1<i<(p—1)/2 (p+1)/2<j<p—1
et cet élément de (1 — )5 ne satisfait clairement pas & la condition
q | a, pour tout o € G, contradiction.

Nous avons donc démontré que ¢? | z, ce qui est un renforcement
crucial du théoreme de Cassels, et nous permet aisément de prouver
les autres conditions du théoréme : puisque ¢? | , d’aprés le théoréme
de Cassels dont on reprend les notations, on a p?~la? =2 — 1= —1
(mod ¢?), et puisque d’apres le « petit » théoréme de Fermat on a
p?~1 =1 (mod q), on en déduit que a? = (—1)? (mod ¢). En utilisant
a nouveau le lemme crucial 5.2 (mais cette fois-ci dans le corps Q)
on en déduit que a? = —1 (mod ¢?), et en remplacant dans le théo-
réme de Cassels on obtient p?~! =1 (mod ¢?). Comme nous 'avons
déja remarqué dans la démonstration du théoreme de Cassels, p et ¢
étant impairs jouent des roles symétriques (changer (p,q,x,y) en
(¢,p, —y, —x)), ce qui démontre les résultats obtenus en échangeant p
et q. U

Remarques

(1) Un résultat important di & Wieferich affirme que le premier
cas du théoréme de Fermat est vrai dés que 2P~! # 1 (mod p?) (les
seuls contre-exemples connus sont p = 1093 et 3511, pour lesquels on
démontre le premier cas de Fermat avec des résultats analogues). On a
donc coutume d’appeler un couple de nombres premiers (p,q) tels
que I'on ait simultanément p?~! = 1 (mod ¢?) et ¢! =1 (mod p?)
une paire de Wieferich. Le premier théoreme de Mihailescu ci-dessus
implique donc que si (p,q) n’est pas une paire de Wieferich (avec p
et ¢ premiers impairs) alors I’équation de Catalan est impossible pour
cette paire d’exposants. Les seules paires de Wieferich connues au
moment de la rédaction de ce texte sont

(2,1093), (3,1006003), (5,1645333507), (5,188748146801),
(83,4871), (911,318917) et (2903,18787)
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(voir [3]), la plus grande ayant été obtenue en 2004. Toutefois par un
raisonnement probabiliste tres raisonnable, on s’attend a ce qu’il y
en ait une infinité, et en fait méme a p fixé.

(2) Le théoreme ci-dessus a été démontré par Mihailescu en 2001.
Il est tout & fait surprenant qu’il ait fallu attendre si tard pour obte-
nir cette démonstration : la clef est le lemme 5.1, mais on voit que la
démonstration de ce lemme est immédiate en utilisant le théoréme de
Stickelberger, démontré en 1890, couplée avec le théoreme de Cassels
qui date de 1960. On aurait donc pu s’attendre a obtenir la démons-
tration ci-dessus peu apres celle du théoréme de Cassels, c’est-a-dire
dans les années 1960. C’est d’autant plus étonnant que le critere de
Wieferich pour premier cas du théoréme de Fermat, qui a un énoncé
tres analogue, se démontre aussi grace au théoreme de Stickelberger,
a travers ce qu’on appelle la loi de réciprocité d’Eisenstein, qui en
est une conséquence. L’histoire des mathématiques n’est pas toujours
logique.

La suite de la démonstration de la conjecture de Catalan se fait
a travers trois théorémes plus ou moins indépendants. Les deux pre-
miers ne sont pas véritablement essentiels, mais aident & obtenir une
démonstration n’utilisant ni outil informatique, ni outils analytiques
sophistiqués sur les formes linéaires en logarithmes de nombres al-
gébriques. Par contre le dernier théoreme est tout a fait extraordi-
naire et trés difficile, et en toute honnéteté, bien que je comprenne
la démonstration « localement » comme on dit, je ne peux pas dire
que je comprenne le pourquoi et le comment. Ce dernier théoréme
est basé a nouveau sur une idée forcément géniale et naturelle de
Mihailescu : puisque 'utilisation du théoreme de Stickelberger, qui
décrit trés précisément 'annulateur de C17(K) a si bien marché, ne
pourrait-on pas maintenant utiliser aussi 'annulateur de CI(K) et
obtenir des informations complémentaires qui résoudraient la conjec-
ture? C’est bien slir une trés bonne idée, mais qui se heurte & un
obstacle de taille. Autant on contréle fort bien C1™(K) (il existe par
exemple une formule trés simple pour calculer son cardinal), autant
CI(K™) est beaucoup plus mystérieux, principalement a cause de la
présence d’unités. Le lecteur ayant déja un peu manipulé les corps
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quadratiques peut imaginer sans peine qu’il est beaucoup plus fa-
cile de travailler dans Q(y/—6) (qui ne posséde pas d'unités autres
que +1) que dans Q(+/6), dont le groupe des unités est infini, méme
si les deux anneaux d’entiers correspondants sont principaux, c’est-
a-dire ont un nombre de classes égal a 1. De fait, dans toutes les
démonstrations que nous avons faites ci-dessus, nous avons évacué
sans difficulté le probleme des unités dans K en remarquant que si u
est une telle unité alors u/u = u/t(u) est une racine de I'unité, donc
entierement sous controle. Mais clairement cette opération « tue » les
unités réelles, c’est-a-dire les unités de KT, et il faudrait donc les
récupérer d’'une manieére ou d’une autre.

Contrairement au cas de Cl™ (K), le probleme du calcul de 'an-
nulateur de C1(K ™) demeure un probleéme difficile, et le restera pro-
bablement a tout jamais. Heureusement pour nous, pour Mihailescu
et pour la conjecture de Catalan, il existe un remarquable théoreme
di au mathématicien Brésilien F. Thaine et démontré en 1988, qui
donne une réponse partielle a la question. Bien que partiel, ce théo-
reme a eu des conséquences extrémement importantes dans plusieurs
branches de la théorie des nombres. Par exemple, c’est grace a lui que
Kolyvagin et Rubin ont montré la validité de la conjecture de Birch et
Swinnerton-Dyer sur les courbes elliptiques de rang analytique 0 ou 1,
et en particulier la finitude de leur groupe de Tate-Shafarevitch, qui
n’était connu auparavant pour aucune courbe elliptique (je ne définis
pas toutes ces notions). Et donc c’est également grace au théoréeme
de Thaine que en 2003 Mihailescu a pu finir la démonstration de la
conjecture de Catalan.

Comme expliqué ci-dessus, la suite de la démonstration est plus
ardue. Bien que le titre I’exposé oral ait été « premieres approches »
de la démonstration, ce qui dans mon esprit s’arréte ici, je vais don-
ner ci-dessous la démonstration complete. Celle-ci est la traduction
quasiment littérale d’un chapitre d’un livre que j’espere publier en
2006, et est fortement inspiré de [2]. Toutefois, je tiens & avertir le
lecteur qu’un certain nombre de notions ne seront pas définies, et que
le niveau d’abstraction est plus élevé. Il est donc prié, s’il le désire,
de se référer aux nombreux excellents ouvrages existants de théorie
algébrique des nombres.
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6. Le deuxiéme théoréme de Mihdilescu : p | h et g | h;

6.1. L’inclusion CI(K*t) C Cl(K). Comme annoncé ci-dessus nous
allons devoir maintenant considérer encore plus en détail I’action de
la conjugaison complexe sur tous les objets que nous étudierons. Nous
appelons donc K™ le sous-corps de K = Q(¢) fixé par la conjugaison
complexe, en d’autres termes le sous-corps (totalement) réel maximal
de K. On sait que K+ = Q(¢ + ¢~ 1). On désigne par h; son nombre
de classes d’idéaux. Nous allons montrer ci-dessous que h; divise
le nombre de classes d’idéaux h;, de K, et on posera donc h, =
hy/ h}‘," . Il faut se rendre compte que h,, est facile a calculer bien qu’il
soit exponentiellement grand en p (nous donnerons des formules ci-
dessous), alors que h;,r est tres difficile a calculer (on ne connait pas
sa valeur pour p > 500 par exemple), bien qu’il soit conjecturalement
trés petit.

Proposition 6.1. L’application qui envoie un idéal a de Zy+ vers aZy
induit un homomorphisme injectif de CI(K) dans CI(K). En parti-
culier byt divise hy.

Démonstration. Puisqu’elle passe aux idéaux principaux, il est clair
que cette application induit un homomorphisme de groupes de
CI(K™) dans CI(K), et on doit montrer qu’elle est injective. Soit
donc a un idéal (entier) de Zg+ tel que aZg = aZgk soit un idéal
principal de K. Puisque ¢(a) = a on en déduit que v(a)Zx = aZy, et
donc que a/i(a) est une unité de K. Il résulte de la démonstration
du corollaire 1.14 (1), qui n’utilise que le fait que u/c(u) est un entier
algébrique, que «/ic(a) est une racine de I'unité, en d’autres termes
que a/t(a) = (—¢)? pour un certain entier j. J'affirme que j est
pair. En effet, si on pose comme d’habitude 7 =1 — ( et p = 7k,
et si pt = p N Zg+ est I'idéal premier de K+ en dessous de p, alors
comme pZyx = pP~! on doit avoir pTZg = p2. Il en résulte que
vp(aZy) = 2vp+(a) = 0 (mod 2), et donc que vy(a) = 0 (mod 2).
Puisque m/u(m) = (1— C)/(1— ¢1) = —C, on a a/u(a) = (x/u(m))’
donc si on pose B = au(r)! on a B = 1(B), en d’autres termes
B € KT. On en déduit & nouveau que vy(8) = 0 (mod 2), et donc
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J = vp(t(m)?) = vp(B) — vp(a) = 0 (mod 2), ce qui démontre mon
assertion.

Posant j = 2i et v = a(—¢) %, on voit donc que () = t(a) ()" =
y(t(a)/a)(—2)) =7, et donc vy € K. Puisque « et «y ne different que
par une unité on a aZyx = aZx = yZx. Puisque a et vZ+ sont des
idéaux de Zg+, en intersectant avec K il en résulte que a = VZ g+
(exercice : si L/ K est une extension de corps de nombres et a et b des
idéaux de K, alors on a aZj, = bZy, si et seulement si a = b. Pour cela

1

on montrera que ab~! et ba~! sont des idéaux entiers). Il en résulte

donc que a est bien un idéal principal de K. O

6.2. Diagonalisation de I’élément de Stickelberger

A un unique endroit ci-dessous nous allons avoir besoin d'un résul-
tat d’injectivité (le lemme 6.3) qui se démontre par des voies analy-
tiques. Le but de ce paragraphe est donc de démontrer ce résultat.

Notons G le groupe des caracteéres de G ~ (Z/pZ)*, qui est non
canoniquement isomorphe a GG. Pour y € G on pose

1 _
ex=——=) x(0)o ' €C[G].
p oceG
On vérifie immédiatement que les e, forment un systéme complet
d’idempotents orthogonauzr, en d’autres termes que ei
ex1eyx. = 0 quand x1 # X2, et que eré ey = 1. Comme consé-

quence immeédiate on en déduit que

ClG] = @ C[G).
xX€G

= ey, que

Puisque e, # 0 tous les e, C[G] sont non nuls, et d’autre part le
nombre de termes dans la somme est égal a |G| = |G| = dime C[G].
Il en résulte que tous les termes sont de dimension égale a 1, et donc
que e,C[G] = Ce,, donc que les e, forment une C-base de C[G].
D’autre part puisque e, C[G] est I'idéal principal de C[G] engendré
par ey, il en résulte que Ce, est un idéal de C[G].

Lemme 6.2. Appelons j lisomorphisme canonique de (Z/pZ)* dans G
tel que j(t) = oy, et comme d’habitude notons . = o_1 la conjugaison
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compleze. On a Oe, = A\ey avec
(p—1)/2  six estle caractére trivial,
A =10 st x(¢) =1 et x est non trivial,
L(X37,0) six(t) = 1.

Ici, L(x 0 7,0) est défini comme la valeur en 0 du prolongement ana-
lytique de la fonction L(x o j,s) définie pour Re(s) > 1 par

L(Xoj,s)zzxonjs(n).

n=>1

Démonstration. Par définition de e, on a

1 _ 1 _
orex = — Z x(o)oo - p— Z x(ooy)o T = x(ot)ey-
p oceq@ p oelG

Ainsi Oe, = A\ e,, ou

=2 S (o).
p 1<t<p—1
Il est clair que Ay = (p — 1)/2 quand x est le caractere trivial, et en
regroupant les termes en ¢t et en p — t il est également évident que
Ay = 0si x(¢) = 1 avec x non trivial, puisque la somme des valeurs
d’un caractére non trivial est nul. Enfin, si x(¢) = —1, la théorie (tout
a fait élémentaire, mais que nous ne ferons pas ici) du prolongement
des fonctions L de Dirichlet montre que A, = L(x o j,0). O

Remarque. Le fait que A\, = 0 quand x est un caractere pair non
trivial est une autre maniere de dire que l'idéal de Stickelberger ne
donne de renseignements que sur la partie — du groupe de classes,
comme nous 'avons signalé a plusieurs reprises. De fait, si on pose

CIG]” ={z € C[G], tx = —z} = (1 —¢)C[G]

(ou la dernieére égalité est évidente), nous avons en fait le résultat
suivant, qui est le but de ce paragraphe.

Lemme 6.3
(1) Les ey pour lesquels x(v) = —1 (en d’autres termes tels que

X © j soit un caractére impair) forment une C-base de C[G]
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(2) La multiplication par © induit une application C-linéaire bi-
jective de C[G|~ dans lui-méme.

Démonstration

(1) Puisque oy = x(0¢)ey on a ey, = x(t)e, = —e, quand x(¢) =
—1, donc de tels e, appartiennent & C[G]~. Or le nombre de caracteres
impairs modulo p est égal & (p — 1)/2. D’autre part puisque oy =
o_i, Ete(z/pz)* aio; € C[G]™ si et seulement si a_y = —ay, et donc
les o pour 1 < t < (p — 1)/2 forment une base de C[G]~, donc
dimc C[G]™ = (p — 1)/2, ce qui démontre (1) puisque les e, sont
C-linéairement indépendants.

(2) D’apres le lemme ci-dessus, sur la C-base (ey)(,)=—1 de C[G]~
la matrice de la multiplication par © est diagonale, les éléments dia-
gonaux étant le s L(x 0 7,0) pour x(:) = —1. Or un théoréme trés
important et pas tout a fait évident de théorie analytique des nombres
affirme que toutes ces valeurs en 0 sont non nulles (le théoréme est
habituellement énoncé pour les valeurs en 1, mais il est facile de
voir que dans notre cas la non nullité en 0 est équivalente). Noter
que c’est ce méme théoréeme qui permet de démontrer le théoréme
de Dirichlet sur I'infinité des nombres premiers dans les progressions
arithmétiques. En tous cas ce théoreme montre que la matrice de la
multiplication par © sur la base des e, est une matrice diagonale
avec des éléments diagonaux non nuls, et est donc inversible, ce qui
démontre le lemme. O

Remarque. On peut montrer que le déterminant de 'application mul-
tiplication par © de C[G]~ dans lui-méme est égal a 2(p_3)/2h;/p.
Il est a noter que ceci donne une maniere tout a fait élémentaire de
calculer h,, .

6.3. Les sous-espaces + et —. Soit R un anneau commutatif et
M un R[G]-module. Nous poserons M* = {z € M, i(z) = +z}.
Si 2 est inversible dans R (ce qui n’est pas le cas pour R = Z par
exemple), nous poserons e* = (14 1)/2 € R[G]. 1l est clair que
les et sont des projecteurs complémentaires, en d’autres termes que
(eF)2 =eF, et +e7 =1et ete™ = 0. Il est également évident que
M* =c*M et que M = M+ @ M. Si 2 n’est pas inversible dans R
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(donc par exemple pour R = Z) nous poserons et =14, et nous
avons seulement les inclusions e*M C M* et MT @& M~ C M, les
indices étant des puissances de 2. Toutefois, dans le cas particulier ou
M = R|G] nous avons le résultat suivant :

Lemme 6.4. On a e*R[G] = R[G]*, et ce sont des R-modules libres
de dimension (p —1)/2.

Démonstration. Le membre de gauche est toujours un sous-module
de celui de droite. Ainsi, soit z = >3, ; ator € R[G]*. Puisque

Loy = op—y on a donc a,—y = Za;. Il en résulte que si 'on pose
Yy = Zl<t<(p71)/2 atoy on aura x = £ty. La derniére assertion est
évidente puisque ap—¢ = Fa;. O

Exercice. Montrer que l'indice de Z[G]* @ Z|G]~ dans Z[G] est égal
5 2(p—1)/2,

Rappelons que I’élément de Stickelberger est défini par
1
== Y to;'€Q[a],

Phcip
et que l'idéal de Stickelberger I est défini par I, = OZ[G] N Z[G].
Nous poserons

I=01—-)l;=c1,CI; =I;,NZIG|]” =1I;Ne Z|G],

ou la derniére égalité résulte du lemme ci-dessus (noter que nous
avons déja utilisé I'idéal I dans le lemme 5.1). D’apres la proposition
4.22 (2), I, est engendré par O, et par les ©, pour 1 <b<p—1.
Posons g, = —O, pour 1 < b < p—1et g, = —0Opy1. Dapres la
proposition 4.22 (1) nous avons g, = > 1<, 10t/p) o; !, y compris
quand b = p puisque |(p+ 1)t/p| =t pour 1 <t < p— 1. Enfin, pour
1 <7< p—1 posons

t(i+1 t1 _
fi=git1—9i= Z ({( )J—{J>at17
1<t<p—1 p p
ol nous notons que le coefficient de o, Lest égal a 0 ou a 1. Puisque

les g; pour 1 < ¢ < p engendrent I; et que g1 = 0, il en résulte
que les f; pour 1 < i < p — 1 engendrent aussi I;. De plus, puisque
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ltp/p| =tet |t(p—1)/p] =t—1pourl1 <t <p—1lonadonc fp_1 =
> 1<t<p—1 0t Ceci est exactement I'élément norme N de I'anneau de
groupe Z[G] vu ci-dessus, que nous noterons ici s(G) (somme des
éléments de G), et qui vérifie (@) = Ma).

Définition 6.5. Si f = >, ,., | ator € Z|G] on pose

IF="> ladl

1<t<p—1

Il est clair que || f|| = 0, que || f|| = 0 si et seulement si f = 0, et on
vérifie immédiatement que ||fg|| < || f]|/lgl|, et qu'il y a égalité quand
tous les coefficients de f et de g sont positifs ou nuls.

Lemme 6.6

(1) Pourl<i<p—2onalfil|=(m-1)/2.

(2) L’idéal I est un Z-module libre de dimension (p+1)/2 engen-
dré par les f; pour 1 <i< (p—1)/2 et par fo—1 = s(G).

(3) L’idéal I est un Z-module libre de dimension (p—1)/2 engendré
par les e; pour 1 <i < (p—1)/2, ot on pose e; =~ f;.

(4) Pour 1 < i < (p—1)/2 les coefficients de e; sont tous égaux
a 1, et en particulier |le;|| = p — 1.

Démonstration
(1) et (4). Pour 1 <t<p—1et1l<i<p-—1nousavons

[ti/p] + [(p —t)i/p| = [ti/p] +i—[ti/p] =i—1

puisque p 1 ti. Il en résulte que

Yo ltiel= > (lti/p)l+ L - 0i/p)) = (- Dp-1)/2

1<t<p—-1 1<t<(p—1)/2

Puisque les coefficients de f; valent 0 ou 1, pour 1 <7 < p—2 on
allfill =ip—1)/2-(i—1)(p—1)/2 = (p—1)/2, ce qui démontre
(1) (noter que ceci est faux pour ¢ = p — 1 puisque pour cette valeur
de i le calcul ci-dessus n’est pas valable pour i + 1 = p, et de fait
nous savons que || fp—1|| = ||s(G)|| = p — 1). La démonstration de (4)
résulte immédiatement de (1) et est laissée au lecteur.
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(2) et (3). En échangeant i et t dans la premiere égalité prouvée
dans (1) nous voyons que

Lit/p] + [(p—0t/p] =t =1 =i+ 1t/p] + [(p —i = 1)t/p],

en d’autres termes que

L[(p—)t/p| = [(p—i—Dt/p] = [(i+1)t/p] — |it/p].

Il en résulte que f,—1—; = fi, et donc que les f; pour 1 <i < (p—1)/2
ainsi que s(G) engendrent I.

Posons e; = £ f;. Puisqu’on a trivialement ¢~ (s(G)) = 0 et que
I = 7 I, il en résulte que les e; pour 1 <@ < (p—1)/2 engendrent 1.
Supposons que nous ayons démontré (3), c’est-a-dire que nous sa-
chions que les ¢; forment une Z-base de I. Il est alors évident que
les f; pour 1 < i < (p—1)/2 ainsi que s(G) forment une Z-base de I :
en effet, si nous avions une relation Zlgig(p—l)/Z Aifi + As(G) =0,
appliquant £~ on en déduirait Zlgig(p—l)p Aie; =0, donc \; =0, et
donc aussi A = 0, ce qui démontre (2).

Reste a démontrer (3), ce que nous allons faire de maniére indirecte.
Puisque I est un Z-module de type fini et sans torsion il est libre,
ainsi que ses sous-modules. Montrer (3) est donc équivalent & montrer
que la Z-dimension de I est égale a (p—1)/2. Or d’apres le lemme 6.4
on a dimy Z[G]~ = (p—1)/2. D’apres le lemme 6.3, que nous utilisons
de maniére cruciale et uniquement ici, la multiplication par p© est une
application injective de Z[G]~ dans Z[G]™, et donc dimz pOZ[G]~™ =
(p—1)/2. Or puisque par définition Iy = OZ[G|NZ[G] on a donc I; =
O©Z[G)NZ|G]~. Puisque pO € Z[G] nous avons la chaine d’inclusions

POZIG]™ = pOZ[G)” NZ[G]~ C OZ[G)” NZ[G]~ C I C Z[G)~.

Puisque les extrémités de cette chaine sont de Z-dimension égale
a (p—1)/2 on en déduit que c’est le cas pour tous les termes, et donc
en particulier que dimz(I;) = (p — 1)/2. Finalement, notons que si
x € I alorse™ 2 € I, mais que d’autre part e~ = z+x = 2z. [lenré-
sulte que 217 C I C I, et donc que dimz(]) = dimz(I;) = (p—1)/2,
ce qui finit la démonstration du lemme. O
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Remargque. 11 résulte de ce lemme que les e; pour 1 < i < (p—1)/2
sont Z-linéairement indépendants. Nous laissons en exercice au lec-
teur le soin de démontrer que ceci est équivalent au fait que la ma-
trice carrée M = (m;;)i1<ij<(p—1)/2 d'ordre (p — 1)/2 définie par
m;; = (¢ +1)(j + 1)/p) a un déterminant non nul. Ceci peut se
faire sans trop de mal en montrant que det(M) est égal au détermi-
nant de l'application multiplication par © de C[G]|~ dans lui-méme,
multiplié par p/(2~3)/2). Comme nous I’avons déja remarqué aprés
le lemme 6.3, on a donc h, = |det(M)[, d’ott une formule immédia-
tement implantable pour h,, .

6.4. Le groupe S. Le lecteur aura pu remarquer que les résultats
obtenus ci-dessus n’ont pour 'instant rien a voir avec Catalan. Nous
nous en approchons maintenant en introduisant un nombre premier
impair ¢ différent de p. Rappelons que m = 1 — ( est le générateur
de I'unique idéal premier p au-dessus de p dans K, qui vérifie pP~! =
PLK .

Définition 6.7

(1) Nous définissons E = {un”*, v € U(K), k € Z}.

(2) Soit V' le groupe des éléments o € K* tels que v (a) = 0
(mod ¢) pour tous les idéaux premiers t # p. On pose S = V/K*4.

Remarque. Nous pourrions faire toute la démonstration en utilisant
U(K) a la place de E, et en effectuant les modifications correspon-
dantes pour les groupes S, etc., mais nous avons un peu plus de liberté
en autorisant également des puissances de 7. Le prix a payer est que
nous devons travailler dans Z[(,, 1/p] au lieu de Z[(p).

Proposition 6.8

(1) E est un Z|G]-module et E = 7Z[(,, 1/p]*.

(2) a €V si et seulement si il existe un idéal a et k € Z tels que
(XZK = TI'kClq.

(3) S est un Z|G]-module annulé par qZ[G], donc S est un F,[G]-
module.

Démonstration. Conséquences immédiates des définitions et laissé au
lecteur. N
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Nous poserons Gt = Gal(K*/Q) = G/(1), qui est de cardinal
(p —1)/2. Le groupe CI(K) est un Z[G]-module, donc nous pouvons
parler de C1(K)*. Par définition C1(K )" est le sous-groupe des classes
d’idéaux invariantes par la conjugaison complexe ¢. Il est important
de noter que ceci n’est en général pas égal & CI(K™), mais d’apres
la proposition 6.1 'application naturelle de CI(K*) vers CI(K)* est
injective, donc CI(K™) peut étre considéré comme un sous-groupe
de CI(K)*, et en particulier o} | [CI(K)"|. De plus, d’apres les
considérations générales du début du paragraphe 6.3, on a C1(K)~ @
CI(K)* C CI(K). 1l en résulte qu’il existe une injection naturelle de
CI(K)~ vers CI(K)/CI(K)™, et qu’en particulier

| CUE) ™| | (hp/ | CUE) ) | (hp/ By) =y -

De la méme maniere, ne pas confondre Cl™(K) défini comme
CI(K)/CI(K™) avec CI(K)™.

Pour le lemme qui suit rappelons la notation suivante : si A est
un groupe abélien A[g| est ’ensemble des z € A tels que 2?7 = 1 (ou
gxr = 0 en notation additive). Rappelons aussi qu'une suite M; —
My — Ms - -+ de modules et d’homomorphismes de modules est dite
exacte si 'image de chaque homomorphisme est égale au noyau de
I’homomorphisme qui le suit.

Lemme 6.9
(1) Il existe une suite exacte de Fy[G]-modules
0— E/ET— S — Cl(K)]q].

(2) E/E? est invariant par ¢, donc est un Fy[GT]-module.
(3) OnaS™ ~Cl(K)[q]” = Cl(K)™[q], et il existe une suite exacte
de F,|GT]-modules

0— E/E?1— St — CI(K)[q]*.
(4) S est annulé par I.

Démonstration. (1) est immédiat : si @ € S alors aZy = 7*a? pour
un idéal a, et nous envoyons @ sur la classe d’idéaux de a. Il est
clair qu’on aboutit dans Cl[q], que c’est indépendant du représentant
choisi pour @ (le changement de a en ay? change a en ~va, qui est
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dans la méme classe d’idéaux). Son noyau est ’ensemble des @ tels
que aZy = 7*y9Z§ pour un certain v, donc o = 7*~%u pour un u €
U(K), donc a/v? € E est tel que a/v4 = @. Finalement 'application
est surjective puisque si a9 = aZg la classe de a est 'image de la

classe de a.

(2) Soit a = 7*u € E. Puisque ¢(7) = 1-¢ ! = —z7lret —( " Lest
une puissance g-ieéme (comme ¢ et 2p sont premiers entre eux) il en
résulte que «(m)/m € E?. De plus si u € U(K) alors, par le corollaire
1.14, ¢(u)/u est une racine 2p-ieme de l'unité, donc ¢(u)/u € E9, ce
qui montre (2).

(3) Puisque g est impair, 2 est inversible dans F,, donc pour tout
F,[G]-module M ona M = Mt @M. En particulier prendre les par-
ties + et — dans une suite exacte de F,[G]-modules conserve I'exac-
titude. Puisque d’apres (2) on a (E/E9)" = E/EY et (E/E?)™ =0,
en prenant la partie — de la suite exacte de (1) on obtient S~ =~
Cl(K)[q]™, qui est clairement égal a CI(K)[g], et en prenant la par-
tie + on obtient la suite exacte de (3).

(4) D’apres le théoreme de Stickelberger on sait que I; annule
Cl(K) et donc Cl(K)[q], et d’apres (3) que e~ annule E/E? ot e =
1 — ¢. Puisque I = ¢~ I; il en résulte que I annule a la fois C1(K)[q]
et E/E?, et donc aussi S grace a la suite exacte de (1). O

Nous revenons maintenant vraiment a la conjecture de Catalan.
Soit donc a nouveau p et g des nombres premiers impairs dis-
tincts et x et y des entiers non nuls tels que zP — y? = 1. Nous
avons déja vu et utilisé le fait qu’il existe un idéal entier b tel que

((z—=¢Q)/(1=Q)Zg = b

Lemme 6.10

(1) La classe de x — ¢ appartient a S.
(2) Si de plus q 1 hy,, la classe de (x — ()" dans S est triviale.

Démonstration. (1) résulte de ((x — ()/(1 — ())Zxg = b? et de la
définition de S. Pour (2), d’apres les remarques précédant le lemme
6.9 on sait que | CI(K)~[ | h,, donc si g1 h,, a fortiori q { | C1(K)~|,
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donc CI(K)~[g] = 0. D’apres le lemme 6.9 on en déduit que S~ = 0, ce
( 1—

qui démontre (2) puisque la classe de (x — ) ~* appartient & S~—. O

6.5. Démonstration du théoréme. Pour démontrer le deuxiéme
théoreme de Mihailescu nous devrons démontrer la proposition
technique mais essentielle suivante, donc la démonstration est assez
longue. Il est clair qu’elle sera en contradiction avec le lemme 6.10(2)
quand g 1 h,, .

Proposition 6.11. Si p et q sont des nombres premiers et x et y des
entiers non nuls tels que ¥P — y9 = 1 alors la classe de (x — {)'*
dans S est non triviale.

Démonstration. Supposons le contraire, en d’autres termes que
(z—¢)' ™ e K™,

et donc qu'il existe o € K* tel que (z—()/(x—(™1) = a?. Posons y =
(z—1)/(1—=C) = (x—1) /7. D’apres le théoreme de Cassels nous savons
que z =1 (mod p?™1), donc vy(p) = (p—1)(g—1) — 1 > 4 puisque p
et ¢ sont des premiers impairs distincts. De plus 1+u = (x—()/(1-(),
donc il existe 3 € K* tel que (1+pu)/(1+7) = —¢ " ta? = 34, puisque
—(7! est une puissance g-iéme. Plus précisément, si r € Z est tel
que gr = —1 (mod 2p) alors —(~! = (—¢)", donc on peut choisir
B=(=0"a=—a

Jaffirme que f =1 (mod pZ,) (nous devons ici introduire un peu
de p-adique, sans définitions, mais vraiment en quantité minimale) :
en effet, puisque vy(p) > 1 et vy(f) > 1 on a 9 = 1 (mod pZy), et
en particulier 8 est premier a p. Puisque Zg /p ~ Z/pZ il en résulte
qu’il existe b € Z tel que 8 = b (mod pZ,), et donc b? =1 (mod p).
De plus 33 = 1, donc b? = 1 (mod p). Puisque ¢ et 2 sont premiers
entre eux il en résulte que f = b =1 (mod pZ,), comme annoncé.

Dans une extension convenable L de K soit p; tel que pf = 1+4p. Si
on pose py = p1/f il est clair que pd = (14-u)/B9 = 1+ . Finalement,
posons

n=(p1+ (" p2)?,

ou 7 est comme ci-dessus. Puisque

n=p3p1/p2+ ") =0+mB+),
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il est clair que n € K. De plus

pl+ ()l =1+p+ (N (1+7) = " _

qui est une unité. Puisque (p{ 4 (¢"p2)?)/n est un entier algébrique,
il en résulte que n est aussi une unité, en d’autres termes que n €
U(K). En particulier N /q(n) = %1, et puisque les plongements de K
dans C vont par paires car il n’y en a aucun de réel toute norme est
positive ou nulle, donc N g(n) = 1.

Puisque vp(p) > 4 et p # ¢, le développement en série entiere de
(1 + p)'/2 converge p-adiquement dans Q,((,) (il 0’y a pas besoin
de savoir grand-chose sur les p-adiques pour comprendre le raison-
nement qui va suivre). Nous choisissons donc L = Q,((,) et nous
définissons p1 par ce développement en série, et donc en particulier
on a p; =1 (mod pZy,). J'affirme que py est égal a la somme du dé-
veloppement en série entiére de (1 +ﬁ)1/ 9. qui bien entendu converge
également. En effet, si on définit py de cette maniére on a p1/p2 =1
(mod p) et (p1/p2)? = (14 p)/(1 + 1) = B4, donc p1/p2 = B pour
une certaine racine g-ieme de I'unité € dans Qp((p). Puisqu’on a vu
ci-dessus que = 1 (mod p), et puisque p1/p2 = 1 (mod pZ,) par
construction, il en résulte que € = 1 (mod pZ,). Toutefois il est facile
de montrer que si p Z 1 (mod ¢) la seule racine g-ieme de 1'unité dans
Qp(¢p) est égale a 1, donc p1/pe = B comme annoncé. D’autre part,
si p = 1 (mod q) il existe maintenant ¢ racines g-iemes de 1'unité
distinctes € dans Q,((p), qui relevent les racines g-iemes de I'unité de
Zy/p, et qui sont donc distinctes modulo p. Il en résulte que le seul e
tel que e = 1 (mod pZ,) est e = 1, d’ott la conclusion également dans
ce cas.

Ainsi, en utilisant les définitions de p; et py par des séries entieres
nous posons u = p1 + (" po, en se rappelant que par définition n =
u? € U(K). Notons que i/ = (1 —¢)/(1 — (') = —(. Ainsi, en
utilisant les développements en série donnant p; et po on a

I

uzl+§+<’”(1+g)z(1+d)(1+ M+Crﬁ)

q(1+¢")
1— Cr-i—l

=1+ CT)<1 + Mm) (mod 1°Zy)
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avec des notations évidentes. Noter que 1+ ¢" = (1 — ¢?")/(1 — (")
est une unité, et est donc de norme 1. D’ou, en prenant les normes
on obtient

z—1
NKP/QP(U)El-F 7 Z
¢#1

1— Cr-{-l

2
T-ou+oy meds)

ou la somme est de maniére implicite sur toutes les racines p-iémes de
Iunité différentes de 1. Noter qu’il y a ici un léger abus de notation
puisque p dépend de ¢, mais la valuation p-adique de p n’en dépend
pas.

Puisque ¢ = 1 (mod p) nous avons (1—¢"*1)/(1-¢) = X, ¢ =
(r+1) (mod p), et 1 +¢" =2 (mod p), donc

x—10r+1)(p-1)

NKp/Qp(u)El—F . 5

(mod (2 — 1)pZ)

puisque 'on remarque que vy(u?) = 2(vy(z — 1) — 1) > vy(x — 1) + 1,
ceci étant équivalent & vp(z — 1) > 3. En élevant a la puissance ¢ et
en remarquant que vp((z —1)7) > vy(p(z — 1)) pour j > 2 nous avons
donc

1= Ngn) = NKP/QP(U)Q
=1+ (@@-1r+1(p—1)/2 (mod (z — 1)pZy),

donc p | r + 1 c’est-a-dire r = —1 (mod p) puisque r € Z. Comme
par définition gr = —1 (mod p) il en résulte que ¢ = 1 (mod p).
Donc si ¢ # 1 (mod p) nous avons obtenu une contradiction. Pour
le reste de la démonstration nous pouvons donc supposer que ¢ = 1
(mod p), en d’autres termes que 1’on peut choisir r = —1. Nous allons
maintenant calculer le développement de u modulo p? au lieu de 2.
En remarquant que p + ¢ _1ﬁ =0 on a donc

v (4 (1 (1))

— )\ —1)2
=(1+¢ (1+(1 qé(qQ D (1_C<)2> (mod 42?).
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Prenant les normes et en raisonnant comme ci-dessus on obtient

(1—f1)($—1)22 ¢

2 2 1— 2

q & 1=

(¢—DE*-1)(z-1)°
244¢2

(le calcul des sommes sur les racines de 'unité qui interviennent ci-

NKP/QP(U) =1+

=1+

(mod %),

dessus est un joli exercice laissé au lecteur). Donc & nouveau en éle-
vant a la puissance g et en notant que vy ((z—1)%) > v,(1%) on obtient
(a—DHE* -z —1)7
24q
On a donc vy((q — 1)(z — 1)2/24) > v,(u?), en d’autres termes
vp((q=1)/3) + 2vp(x — 1) = 3(vp(z — 1) = 1),

ce qui implique vp((¢ — 1)/3) = vy(x — 1) — 3. Or d’apres le théo-
réme de Cassels nous savons que z = 1 (mod p?~!). Il en résulte
que vy(x — 1) > (p — 1)(¢ — 1), et nous en déduisons donc que
(p—1)vp((g—1)/3) = (p—1)(g—1)—3, et donc que vy (¢—1) = (¢—1)+
vp(3) —3/(p—1). Puisque pour tout p impair on a v,(3) —3/(p—1) >
—1, il en résulte que v,(qg — 1) > g — 1, ce qui est trivialement im-

1=1+ (mod p%).

possible puisque le membre de droite est bien plus grand, et ce qui
termine la démonstration de cette proposition tres technique. O

Théoreme 6.12 (Mihailescu). Soient p et g des nombres premiers im-
pairs distincts. Si p{hy; ou q{h, Uéquation x¥ —y? =1 n’a pas de
solutions avec xy # 0.

Démonstration. C’est maintenant évident : par symétrie on peut sup-
poser que ¢ { h,, et alors le lemme 6.10 (2) et la proposition ci-dessus
se contredisent. O

Corollaire 6.13. Si p et q sont des nombres premiers distincts et si p
ou q est inférieur ou égal a 43 ’équation P — y? = 1 n’a pas de
solutions avec xy # 0.

Démonstration. Grace au théoreme ci-dessus il suffit de vérifier que
pour tout p et ¢ tels que min(p,q) < 43 on a p{h, ou gt h,. Nous
devons tout d’abord calculer h,; pour de petites valeurs de p, ce qui
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se fait tres facilement comme nous I'avons expliqué ci-dessus. Sous
forme complétement factorisée on trouve que i, =1 pour p < 19,
et que hoy = 3, hyg = 23, hs = 32, hs; = 37 (qui provient du fait
que 37 est un nombre premier irrégulier), hy; = 112 et hys = 211.
Par symétrie on peut supposer que 3 < p < q. De la liste ci-dessus
on déduit que, en dehors du cas p =43 on a ¢ 1 h, puisque tous les
diviseurs premiers de h, sont inférieurs ou égaux a p. Pour p = 43
on a également ¢ | hy3 pour ¢ = 211, et nous devons donc vérifier que
43 { hy;4, ce qui est bien le cas puisqu’on calcule que

o1 = 32.7%.41.71-181-281-421-1051-12251-113981701- 4343510221

(le fait qu’il y ait beaucoup de petits facteurs premiers n’est pas un
hasard, et bien entendu nous n’avons pas besoin de la factorisation
complete simplement pour vérifier que 43 1 hoyq). O

Remarques

(1) La raison pour laquelle nous nous arrétons a 43 est que pour
p = 47 et ¢ = 139 on peut vérifier que ¢ | h, et p | hy, donc le
théoreme n’est pas applicable dans ce cas. De toutes facons la dé-
monstration compléte n’utilise ce théoréme que pour min(p, q) < 11.

(2) Nous avons maintenant deux critéres différents nous permet-
tant de conclure que ’équation de Catalan n’a pas de solutions non
nulles : les théorémes 5.4 et 6.12. Il est treés probable qu’il n’existe pas
de couples (p, q) satisfaisant les deux, mais ceci n’est pas démontré.
Toutefois, grace au théoreme de Baker et successeurs sur les formes
linéaires en logarithmes, il n’est pas difficile de montrer que les deux
théoremes ci-dessus suffisent a démontrer la conjecture de Catalan
compléte, moyennant une quantité finie et pas complétement dérai-
sonnable de calculs sur ordinateur. Ceux-ci ont d’ailleurs été commen-
cés, mais ils n’ont pas été achevés, tout d’abord parce qu’ils seraient
trés longs, mais surtout parce que grace aux deux autres théoréemes
de Mihailescu (qui évitent méme tout recours aux formes linéaires de
logarithmes) ils ne sont pas nécessaires.
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7. Le troisieme théoréme de Mihiilescu : p < 4¢? et
q < 4p®

Bien qu’assez longue, ceci n’est pas vraiment une partie importante
de la démonstration de la conjecture de Catalan, et n’a en fait été
trouvée qu’apres. Son seul avantage est d’éviter completement 'uti-
lisation de formes linéaires en logarithmes et des calculs assez longs
sur ordinateur.

Nous gardons les notations ci-dessus, et pour simplifier nous écri-
rons NV a la place de N /. Si u € V nous noterons [u] sa classe dans
S = V/K*1. Rappelons que d’apres le lemme 6.10, si 2 — y? = 1 on
alr—(les.

Définition 7.1. Nous appellerons X I'annulateur de [z — (] dans Z[G],
en d’autres termes I'ensemble des 6 € Z[G] tels que (z — () = a4
pour un « € K*.

Il est clair que X est un idéal de Z[G].

Lemme 7.2. L’application qui a6 € X associe a € K* tel que (x—(,)? =
af est bien définie et est un homomorphisme de groupes injectif.

Démonstration. Puisque K = Q((,) ne contient aucune racine g-ieme
de I'unité autre que 1 il est clair que I’application est bien définie, et il
est évident que c¢’est un homomorphisme de groupes du groupe additif
X dans le groupe multiplicatif K*. Montrons qu’il est injectif : soit
0 € X tel que (z—(,)? = 1. Pour tout o € G on a donc (z—0(¢))? =
o(1) =1, et donc Mz — )? =1. 810 =3, as0, puisque Mz —
Cp) € Z, il en résulte que Mz — (,)* =1, 0 5 = > a,. Or nous
savons que (z — (p)/(1 — () € Zk, et puisque M1 —(y) = p il en
résulte que p | Nz — (), et en particulier N{x — () > p, et est donc
différent de 1. Nous avons donc s = ) . a, = 0, donc nous pouvons

(95*417) z —0(Cp)\%
=0Ty _UEIG( 1-¢, ) ’

et puisque (1 —o((p))/(1 — () est une unité pour tout o € G il en
résulte que [] .o 0(8)% est une unité, ot nous avons posé comme
d’habitude f = (x—(,)/(1—(,). Or d’apres le lemme 3.8 nous savons

écrire
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que les idéaux b, = U(B)Z Kk sont entiers et premiers entre eux deux

a deux. Puisque [] = Zg il en résulte que a, = 0 pour tout

oeG cr
o € G, en d’autres termes que 6 = 0, ce qui démontre I'injectivité. [J

Proposition 7.3. Supposons que min(p,q) > 11. Soit =Y _,a,0 €
XN (1-10)Z[G], soit a € K* tel que (x — () = af, et supposons que
10l = > pcq las] < 3q/(p—1). Alors pour tout T € G on a

6] ™
et |Arg(t(a))| > —,
AP et Jang(r(a)] > 2

| Arg((a)?)| <

ot Arg(z) désigne la détermination principale de 'argument, c’est-a-
dire telle que —m < Arg(z) < .

Démonstration. Puisque 6 € (1 — ¢)Z|G] on a t§ = —6, donc pour
tout 7 € G

(@) =](2=G) P =(2—G) (2 =¢) ™ = (2= G) P (2 =) =1,
et donc |7(a)| = 1. Pour la méme raison on a a,, = —a,, donc

5= scq o = 0. Il en résulte que

al=(z—¢) = H (z—a(G)*™

oeG
=z° H (1—0(Cp)/x)% = H (1 —o(G)/z)*
ocel oeG

Fixons un 7 € G et posons ¢ = 7((,). Nous avons donc
(@)= [[(1=0o(Q)/x)™
ceG

Notons Log la détermination principale du logarithme complexe, donc
telle que Log(z) = log(|z|) + i Arg(z), et soit f une détermination du
logarithme, ce qui fait que f(z) — Log(z) € 2inZ. On a donc

> ag Log(l = o(¢)/z) = f(r(a)?).
oeG
Comme |z| > 1 nous avons

> oo

k>1

<D lel ™M =1/(je - 1).

k>1

| Log(1 —o(¢)/x)| =
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Notons que pour tout z on a f(z) = log(|z|) + i(Arg(z) + 2k7) pour
un certain k € Z, donc |f(2)| > | Arg(z) + 2kn|. Si k = 0 cela donne
|f(2)| = | Arg(z)], et si k # 0 cela donne

[f(2)| = [2kn| — [Arg(2)] > (2]k| = 1)m > 7 > | Arg(2)]
puisque |Arg(z)| < m, ce qui montre qu'on a toujours |f(z)| >

| Arg(z)|. Ainsi

| Arg(r(e)")] < |f(r(@)?)] < ||1_1 S o] < A7
ceG

[ — 17

ce qui démontre la premiere inégalité. Supposons maintenant par ’ab-
surde que | Arg(7(a))| < 7/q. On vérifie immédiatement que dans ce
cas on a | Arg(r(a)?)| = ¢| Arg(r(«))], et donc que | Arg(r(a))| <
10|/ (q(]z| —1)). De plus si on pose ¢ = Arg(7(a)), comme |7(a)| =1
on a 7(a) = cos(¢) + isin(¢), donc

T(a) — 1 = 2sin(¢/2)(—sin(¢/2) + i cos(¢/2)),
d’ou

|7() = 1] = 2[sin(¢/2)] < || = | Arg((a))|.

Nous avons donc |7(a) — 1| < ||0||/(q(|x] — 1)), et donc en prenant le
produit sur tous les 0 € G on obtient

Ma=Dl=ir@ - 1P T ot - 1< (1)
U#g,eoc';éw !
puisque |o(a) — 1| < |o(a)] +1 = 2.
Posons 0% =37 o, a0 et 07 =3 o . <o(—as)o, ce qui
fait que # = 6T — #~. Puisque a,, = —a, on a T = 6~ donc

al = (z—(p)? = B/uB), ou B = (z — Cp)9+ est un entier algébrique.
Or

N(B%) = MB) Mu(B)) = MBe(5))
= Nso([T (@ = a(¢))*h) < (| + )WIE=D,
ocG

et donc MB) < (Jz| + DI?IC=D/2 Eerivons aZyx = a/b, ol a et b
sont des idéaux entiers premiers entre eux. On a a?/b? = (8/u(8))Zxk,
donc a9u() = b9p, et puisque a et b sont premiers entre eux il en
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résulte que b? | (8)Zk. En particulier M(b?) < N(B)) = N(B),
donc N(b) < (Jz| + 1)IP1P=1)/(9)  Or d’apres le lemme 7.2, puisque
nous avons choisi # # 0 nous avons a # 1. Puisque ba = a et b sont
des idéaux entiers il en résulte que a; = b(av — 1) = {za — z, = € b}
est aussi un idéal entier, et donc que 1 < May) = NMb)| Ma — 1)|.
En combinant toutes les inégalités obtenues ci-dessus on a donc
1 < (|| + 1)leNe-D/20) (Mﬁp—;
q(lz| —1)

Cette égalité va nous donner une contradiction. Puisque |z| > 6 (voir
ci-dessous), on a (1 + |z])? < 2(|z| — 1)2, donc

(L |27 1ON=0/ED < 2071 (|19]) /q)?,

et donc d’aprés 'hypothése de la proposition |0 < 3q/(p — 1) et le
fait que p > 5 on en déduit que

(1+ ’x’)l/Q < 2p—1(3/(p _ 1))2 <ol = 4(P=1)/2.

Or d’apres la remarque que nous avons faite apres la démonstration
du résultat de Hyrré (corollaire 3.4), nous savons que |z| > ¢?~! +¢
(ce qui montre au passage que |z| > 6). Il en résulte que ¢P~1/2 <
(1 + |z))V/2 < 4?=D/2] ce qui est absurde puisque par hypothése
q = 5. O

Pour démontrer le résultat important suivant, a savoir la proposi-
tion 7.6, nous avons besoin de plusieurs lemmes.

Lemme 7.4. Le nombre de k-uplets d’entiers positifs ou nuls X; tels
que Yycicp i < s est égal a (1) = (1)

Démonstration. C’est classique : il est facile de voir que I’application
qui & (A;)1<i<k associe 'ensemble des } ;. ;(Ai +1) pour 1 <j <k
est une bijection de ’ensemble des k-uplets de somme s dans 1’en-
semble des parties de [1, s + k] ayant k éléments. O

Lemme 7.5. Supposons que min(p, q) > 11 et que q > 4p?. Il existe au
moins ¢ + 1 éléments 0 € I tels que ||0|| < 3q¢/(2(p — 1)).

Démonstration. Rappelons que le lemme 6.6 nous dit que I a une base
formée d’éléments e; pour 1 < i < (p — 1)/2 tels que |le;|| = p — 1.
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Considérons ’ensemble des 6 = Zlgig(p—l)m Aiei, ou \; € Zxg et
S <s=1[3¢/(2(p — 1)?)]. Pour un tel 6 on a

16/ < (p — 1)2& <(p—1)s<3q/(2(p—1)).

D’apres le lemme ci-dessus le nombre de tels 0 est égal a (s+(p 3—1)/ 2).
Puisque nous pouvons aussi considérer les —6 quand 6 # 0, il en ré-
sulte que nous construisons de cette maniere 2(8+(p ;1)/ 2) —1 éléments
distincts 6. Montrons que ce nombre est supérieur ou égal a ¢+ 1. On
note tout d’abord que

(sH=1/2) _ [ocijcp1y/2(s + )
p*(s+1) P(lp-1)/2)
qui est évidemment une fonction croissante de s. Puisque
qg=4p" > 4(p—1)?

on a s = 6, et donc (8+(p;1)/2)/(8 +1) > (6+(pg1)/2)/(7p2) = f(p),
disons. On caleule que f(p)/f(p — 2) = (p+ 11)(p — 22/ (7P(p — 1),
et on vérifie immédiatement que ceci est plus grand que 1 deés que
p = 5, ce qui montre que f(p) est une fonction croissante de p. En
particulier on a f(11) =6/11 > 1/3. Ainsi, si p > 11 on a
<s+ (p - 1)/2> JPsHD) e at2
s 2 2(p—1)2 2

la derniére égalité étant évidente puisque g > 4p?. Nous avons donc
bien construit au moins g+1 éléments 6 distincts qui conviennent. [

Proposition 7.6. Supposons que min(p,q) > 11 et que ¢ > 4p?. Pour
tout T € G il existe 0 € I non nul tel que ||0|| < 3q/(p—1) et tel que
| Arg(7())| < 7/q, oti v € K* est Uélément tel que (x — ()0 = af.

Démonstration. D’apres le lemme ci-dessus il existe au moins g + 1
éléments 0 € I tels que

101 < 3q/(2(p — 1)).
Pour un tel 6 il existe un unique « tel que (z — ()
0 € I C (1—1)Z[G], d’apres la premiére inégalité de la proposition 7.3
on en déduit que | Arg(7(a)?)| < [|6]|/(]z| —1). Or il existe un entier k

9 — 4. Puisque
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tel que Arg(7(a)?) = q Arg(7(v)) + 2km, d’ott 2k7 = —q Arg(7(av)) +
Arg(7(a)?), et puisque Arg est toujours entre —m et m on a 2|k|r <
(g+1)7. Il en résulte que 2|k| < ¢ et donc que |k| < (¢—1)/2 puisque ¢
est impair. Comme il y a exactement ¢ entiers k tels que —(¢—1)/2 <
k < (¢ —1)/2 et que nous avons au moins ¢ + 1 éléments 6 distincts
qui conviennent, il résulte du principe des tiroirs qu’il existe 67 et 65
distincts qui conviennent et qui de plus correspondent a la méme
valeur de k. Pour i = 1 et 2 écrivons (z — (,)% = af et § = 01 — 0s,
ce qui fait que (z — (,)? = a%, ot @ = a3 /ag, et évidemment ||| <
1611+ 11621l < 3q/(p — 1). Puisque

_Arg(r(ey)?)  2km

Arg(7(oy)) = . .
| Arg(7(a2)) — Arg(7(a1))| = ;l Arg(7(a2)?) — Arg(7(a1)?)]
<2m/q <,

donc Arg(7(a)) = Arg(7(az2))—Arg(r(a1)). En utilisant les inégalités
101l < 3q/(2(p—1)) et |z| —1 > ¢?~! on a donc
| Arg(7(a))| = [ Arg(7(az)) — Arg(r(a1))|
< | Arg(7(ag)) + 2k /q| + | Arg(T(o1)) + 2km/q|
< ([Arg(r(a2))] + [ Arg(r(c1)?)])/q
< 200ll/(a(l2] = 1)) <3/((p = 1)g"™") < 7/q,
ce qui démontre la proposition. O

Il est maintenant immédiat de démontrer le troisiéme théoréme de
Mihailescu.

Théoréme 7.7. Soient p et q des nombres premiers impairs distincts
tels que min(p, q) > 11, et soient x et y des entiers non nuls tels que
2P —y?=1. On a alors p < 4¢> et q¢ < 4p°.

Démonstration. Par symétrie il suffit de démontrer que ¢ < 4p. Sup-
posons par I'absurde que ¢ > 4p?. D’apres la proposition ci-dessus,
pour tout 7 € G il existe § € I non nul tel que ||6] < 3¢/(p — 1)
avec | Arg(7(a))| < 7/q, ot (x — (,)? = a?. D’apreés le lemme 6.9 (4),
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S est annulé par I, donc [z — (] est annulé par I et donc I C X.
Puisque par définition I = (1 —¢)Is C (1 —¢)Z[G] il en résulte que
0 € XN (1—1)Z[G], et puisque ||0]] < 3¢/(p — 1) on déduit de la
proposition 7.3 que | Arg(7(a))| > 7/q, ce qui contredit I'inégalité de
la proposition 7.6 et démontre le théoreme. O

8. Le quatriéme théoréme de Mihailescu : p = 1 (mod q)
ou g =1 (mod p)

Ceci est la partie la plus délicate de la démonstration. Jusqu’a
présent nous n’avons en fait utilisé que des propriétés simples et tres
classiques des corps cyclotomiques (bien que certaines démonstrations
soient treés techniques), 'outil principal étant le théoreme de Stickel-
berger et les propriétés de la partie — du groupe de classes. Comme
nous l'avons déja mentionné, le quatrieme théoréme de Mihailescu re-
pose au contraire sur les propriétés de la partie + du groupe de classes,
qui est beaucoup moins bien comprise. L’utilisation du théoréme de
Thaine, que nous ne démontrerons pas (voir [2] ou la deuxiéme édition
de [4]), qui est un analogue plus faible du théoréme de Stickelberger
pour la partie 4+, va se révéler indispensable.

Dans les trois premiéres parties nous démontrons les résultats dont
nous aurons besoin sur la partie 4, et qui sont complétement indé-
pendants de I’équation de Catalan. Nous aurons bien siir besoin du
théoreme de Thaine & un moment crucial. Nous donnerons ensuite
la démonstration du quatriéme théoreme de Mihailescu, qui finira la
démonstration de la conjecture de Catalan.

8.1. Préliminaires d’algébre commutative

Lemme 8.1. Soit R un anneau commutatif, b un idéal de R, M un R-
module de type fini et ¢ un R-endomorphisme de M tel que ¢(M) C
bM. Il existe un polynome unitaire non nul P € R[X] tel que P(¢) =0,
et tel que tous les coefficients de P autres que le coefficient dominant
appartiennent a b.

Rappelons que dans 1’énoncé ci-dessus bM est le R-module des
combinaisons linéaires de produits d’un élément de b par un élément
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de M, et que pour tout endomorphisme ¢ on convient que ¢° est
I'identité.

Démonstration. Soit (m;)i<i<n un systéme générateur de M, et soient
bij € b tels que ¢(mj) = > e, biym; pour 1 < j < n. La loi
A(¢) - m = A(¢)(m) pour A € R[X]| et m € M permet de consi-
dérer M comme un R[¢]-module. Si on pose B = (b; ;)i<ij<n €t si
on désigne par I, la matrice identité d’ordre n nous pouvons donc
écrire dans 'anneau des matrices & coefficients dans R[¢] 1'équation
(¢I,— B)V =0, ou V est le vecteur (colonne) des m;. En multipliant
par la comatrice de ¢I,, — B on en déduit que det(¢l, — B)V =0, en
d’autres termes que det(¢I, — B)m; = 0 pour tout i. Comme les m;
engendrent M ceci signifie que (en tant qu’élément de R[¢], c’est-a-
dire en tant qu’endomorphisme) on a det(¢l, — B) = 0, et ceci est
évidemment un polynéme unitaire non nul en ¢ dont les coefficients
sont dans b, en dehors du coefficient dominant. O

Nous noterons comme il est 'usage Anng(M) 'annulateur d’'un R-
module M, en d’autres termes ’ensemble des = € R tels que xM = 0.
C’est évidemment un idéal de R.

Lemme 8.2. Soit R un anneau commutatif, b un idéal de R, M un
R-module de type fini, et notons ¥ la surjection canonique de R dans
R/b. Si R/(Anng(M) + b) n’a pas d’éléments nilpotents non nuls
alors

Y(Anng(M)) = Anng,(M/bM).

Démonstration. L’inclusion C est triviale, montrons l'autre. Soit
Y(a) € Anng,(M/bM), en d’autres termes soit a € R tel que
aM C bM. Appliquant le lemme précédent & I’endomorphisme
multiplication par a on en déduit qu’il existe des b; € b tels que
I'application multiplication par 8 = a”™ + bp_1a™ ' + -+ + by
soit ’application nulle de M dans M, en d’autres termes tels que
B € Anng(M). Puisque b; € b il en résulte que o™ € Anng(M) + b,
et puisque R/(Anng(M) + b) n’a pas d’éléments nilpotents non nuls
on doit donc avoir & € Anng(M)+b, donc ¥(a) € P(Anng(M)). O
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Lemme 8.3. Soit H un groupe cyclique d’ordre m, et supposons
que q { n. Posons s = Y g0 € F[H]. Les anneaur Fy[H] et
Fq[H]/(sF4[H]) n'ont pas d’éléments nilpotents non nuls.

Démonstration. Puisque H est cyclique, on a
Fq[H] ~ Fo[X]/((X™ — 1)F,[X])
et Fg[H]/(sFg[H]) = Fo[X]/(X"™ + - + X + 1)F[X]),

Fo[H] = (Fy[X]/((X — Fy[X]))

X —
x B [H]/ (X" + -+ X + D)F,[H])
~ Fy x Fo[H]/(sFq[H])

si (X —1)et X» ! 4...4 X +1 sont premiers entre eux, ce qui est
le cas puisque g { n. Si 1 est un élément nilpotent de F,[H]/(sF,[H]),
alors par cet isomorphisme (0, 7) sera un élément nilpotent de F,[H],
donc il suffit de montrer qu’il n’y en a pas dans cet anneau. Or
Fo[H] ~ Fy[X]/((X™ — 1)F4[X]), donc si la classe de A(X) € F,[X]
est nilpotente on doit avoir (X™ — 1) | A(X)* pour un certain & > 1.
Toutefois les racines de X™ —1 dans une cloture algébrique de F, sont
distinctes puisque sa dérivée vaut n X" ! qui est non nulle puisque
q 1 n. Il en résulte que X™ — 1 | A(X), donc que la classe de A est
nulle. (]

Nous terminons cette partie en rappelant sans démonstration des
résultats de base sur les modules et anneaux semi-simples que 1’'on

peut trouver dans tout bon livre sur les sujet, et en particulier dans
Bourbaki.

Définition 8.4

(1) Un anneau commutatif R sera dit semi-simple si ¢’est un pro-
duit fini de corps.

(2) Un R-module M est simple si ses seuls sous-modules sont 0
et M, et il est semi-simple s’il est somme directe de modules simples.

(3) Un R-module M est cyclique s'il est engendré en tant que R-
module par un seul élément, en d’autres termes s’il existe a € M tel
que M = aR.
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Lemme 8.5. Soit H un groupe cyclique d’ordre n, et supposons que
q1mn. Alors 'anneau Fy[H] est semi-simple.

Démonstration. Soit X™ —1 = [];;c, P;'(X) la décomposition de
X™—1 comme produit de puissances de polyndémes irréductibles uni-
taires distincts dans F,[X]. Puisque ¢ { n, comme nous 'avons déja
mentionné les racines de X™ — 1 dans une cloture algébrique sont
distinctes, donc e; = 1 pour tout 7. D’aprés le lemme ci-dessus on a

donc
Ry [H] = F,[X)/((X" — DF[x]) = ] K.
1<i<yg
ou K; = Fy[X]/(P;(X)Fy[X]) est un corps, donc F,[H] est bien semi-
simple. O

La proposition suivante résume les résultats dont nous aurons be-
soin.

Proposition 8.6. Soit R un anneau semi-simple. Alors :

(1) Tout R-module est semi-simple.

(2) Toute suite exacte de R-modules est scindée.

(3) Pour tout R-module M il existe o € M tel que Anng(a) =
Anng(M), donc M contient le sous-module cyclique aR qui est iso-
morphe au module quotient R/ Anng(M).

(4) Si R et M sont finis alors |M| > |R/ Anng(M)| avec égalité si
et seulement st M est cyclique.

(5) Soit M un module cyclique. Tout sous-module M' de M est
aussi cyclique, Anng(M) = Anng(M') - Anng(M/M"), et les idéauz
Anng(M) et Anng(M/M') sont premiers entre eux (c’est-d-dire de
somme égale d R).

Noter que (2) signifie que si 0 — M; — My — M3 — 0 est une
suite exacte alors My ~ M7 & Ms.

8.2. Préliminaires sur la partie plus. Rappelons que l'on note
Gt = Gal(KT/Q) = G/{1), et que le corollaire 1.14 nous dit que
U(K) = ({)U(K™). Rappelons enfin que d’apres la proposition 6.1
l'application naturelle de CI(K ) dans CI(K) est injective.
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Lemme 8.7. On a CI(K™*)[q] = CI(K)[q]™.

Bien observer la position des +, et se rappeler que ce résultat est
faux en général si on enleve les [g].

Démonstration. Par abus de notation, d’apres la proposition 6.1 on
peut écrire CI(KT)[q] € CI(K)[q], et puisque CI(K™) est trivia-
lement invariant par ¢ on a CI(K1)[q] € CI(K)[¢g]". Réciproque-
ment, soit a un représentant d’une classe de Cl(K)[g]T. Puisque
CI(K)[q] est un Fy[G]-module et que 2 est inversible dans Fy, il en
résulte que CI(K)[g]tT est égal au noyau de la multiplication par
(1 —=1¢)/2 (ou par 1 —¢) de Cl(K)[q] dans lui-méme. Ainsi il existe «
et B dans K* tels que au(a)™! = aZg et a9 = BZk. Soit b I'idéal
de K* défini par b = Ny k+(a). Nous avons bZy = au(a), donc
bIZk = a%u(a?) = Bu(B)Zk = Nk k+(B)Zk, et donc en intersectant
avec K+ on en déduit que b? = Ny /x+(6)K™, donc la classe de b
appartient a C1(K)[q]. De plus, en posant m = (¢+1)/2 on voit que

b"Zx = a™u(a)™ = a"(ae )™ = a?T o™ = afa™,

et donc la classe de a est égale a celle de b Zg, ce qui démontre le
lemme. O

Rappelons (définition 6.7) que 'on a posé
E = {ur®, wc U(K), k € Z} = Z[(,,1/p]".

C’est un Z|G]-module, donc E/E? est un F,[G]-module. Puisque 7 =
1—(p, d’apres le corollaire 1.14 pour tout « € E la quantité ¢(x)/x est
une racine 2p-iéme de 'unité, donc comme d’habitude une puissance
g-ieme. Il en résulte que E/EY est invariant sous l'action de ¢, donc
que c’est en fait un F,[Gt]-module. Le lemme suivant décrit trés
précisément sa structure.

Lemme 8.8. Supposons que p Z 1 (mod q).

(1) On a |E/E1| = qP~D/2,

(2) Si on pose V.= U(K™)/{£1}, alors Anngg+)(V) = sZ[GT],
oUS = catO.

(3) On a Anng, (+(V/V?) = sF,[G*].

(4) On a Anng, g+ (E/E?) = 0.

(5) E/E? est un Fy[GT]-module libre de rang 1.
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Noter que le V' de ce lemme n’a rien a voir avec le V' utilisé ci-dessus
pour définir le groupe S.

Démonstration

(1) L’application (u, k) de U(K) x Z dans E est un isomorphisme
puisque k est déterminé de maniere unique comme la valuation
p-adique de un®. D’apres le théoreme de Dirichlet donnant la struc-
ture du groupe des unités, on en déduit que comme groupe abélien
ona F ~ g, X ZP=1/2 puisque le rang du groupe des unités de K
est égal & (p — 3)/2. Puisque 2p est premier a ¢ il en résulte que
E/E1 ~ (2/qZ)®P~1/2 ce qui montre (1).

(2) Soit Y cq+ apo un élément de Anngg+(V), en d’autres
termes tel que

H o(e)® ==+1 pour tout ¢ € U(K™),
ceGt

et soit (8i)1<i<(p,3) s2 un systeme d’unités fondamentales de K +,
En prenant les logarithmes, on a > ..+ aslog(|o(g;)]) = 0 pour
tout i. Par ailleurs, toujours d’aprés le théoreme de Dirichlet, la
matrice ((p —3)/2) x ((p—1)/2) des o(&i)i<(p—3)/2,0cG+ st de rang
(p — 3)/2, et donc son noyau est de dimension 1. Puisque 'on a
> ocatlog(lo(e;)]) = 0, ce noyau est engendré sur R par le vecteur
colonne dont les (p — 1)/2 coordonnées sont égales a 1. Il en résulte
que a, = a pour tout o, donc que ) .+ ag0 = a-s, comme annoncé.

(3) D’apres le lemme 8.3 appliqué & H = G, on voit que, si p # 1
(mod q), Panneau Fy[GT]/(sFy[G1]) n’a pas d’éléments nilpotents
non nuls. Posons temporairement I = sZ[G"]+qZ[G™"]. Il est clair que
ZIGT]|/I ~TF4[GT]/(sF¢[GT]), et donc n’a pas de nilpotents non nuls.
D’apres (2) il est clair que sFy[G*] C Anng, g+ (V/V?). Montrons
I'inclusion inverse. Soit 6 € Anng, g+ (V/V?), en d’autres termes soit
0 € Fy[G*] tel que V¥ C V9. Nous appliquons le lemme 8.2 & R =
Z|GT], b = qZ|GT] et M = V, ol nous rappelons que l’action de
R sur M est bien évidemment multiplicative, alors qu’elle est écrite
additivement dans le lemme. Puisque d’apres (2) on a Anng(M) = sR
on voit que puisque R/(Anng(M )+ b) n’a pas de nilpotents non nuls
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on a P(Anng(M)) = Anng/(M/bM). Traduisant ceci dans notre
contexte signifie que sFy[G*] = Anng, (+)(V/V).

(4) Calculons I'image et le noyau de l’application naturelle de
U(K') dans U(K)/U(K)4. Comme nous l'avons rappelé ci-dessus,
tout u € U(K) peut s’écrire u = (e, ot ¢ € U(K™) et ¢ une racine
2p-ieme de I'unité, donc une puissance g-ieme. La classe de u dans
U(K)/U(K)? est donc égale a la classe de €, ce qui montre que
lapplication est surjective. Soit maintenant ¢ € U(K™) dans le
noyau, en d’autres termes tel que ¢ = u? pour un u € U(K). On a
donc € = ¢(u)? = u?, donc ¢(u) = u (il n’y a pas de racines g-iémes
de I'unité non triviales dans K), d’ott u € U(K™), et donc le noyau
est égal & U(K1)9. 1l résulte de ceci que

UK)/UK)I~UK) /UK ~V/VY,

et donc que E/FE? ~ V/V4x7/qZ. Noter que tous les isomorphismes
ci-dessus sont canoniques, et en particulier sont des isomorphismes
de F,[GT]-modules. 1l résulte donc de (3) que

Anng ig+(E/E%) C Anng, o) (V/V) C sF,[G].

Remarquons maintenant que pour tout ¢ € G+ on a so = s. Il en
résulte que sF,[G"] = Fys. Ainsi, soit as € Anng (+)(E/E?) avec
a € Z. Puisque 1 =1 —(, € E on a7 € E? donc vy(r*) = 0
(mod q) par définition de E. D’autre part, pour tout ¢ € G on a

g S

77 = u,7 pour une certaine unité u,, et donc 7 = ur(®—1)/2 pour
une unité u. I en résulte que v, (p**) = a(p—1)/2. Comme ¢ { (p—1)/2
on doit donc avoir ¢ | a, donc @ = 0, ce qui démontre (4).

(5) D’apres la proposition 8.6(3) appliquée & ’'anneau semi-simple
R =F, Gl et & M = E/E1 il existe & € M tel que Anng(a) =
Anng(M), et donc Anng(a) = 0 d’apres (4). Ceci signifie que 'appli-
cation x — z - a de R dans M est un homomorphisme injectif
de R-modules. Or d’aprés (1) on a |M| = |E/E? = ¢®»~1/2 =
|F,[GT]| = |R|. Il en résulte que cet homomorphisme est une bi-
jection, et donc que R et M sont des R-modules isomorphes. U

Définition 8.9
(1) Pour simplifier les notations on posera R, = Z[(,,1/p], d’ou
E=R;.
P
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(2) Rappelons que l'on écrit [a] pour la classe de o dans S modulo
les puissances g-iemes. On définit le groupe des éléments g-primaires
de S comme suit :

S, ={[a] € S, a =7 (mod ¢*R,), 3 inversible modulo ¢*R,},

et BEg ={uecE, [u] € S}

Lemme 8.10. On a

E,={u€ E, u=p? (mod ¢*R,)}.

Démonstration. Si u appartient au membre de droite alors u € FE,
u = B9 (mod qQRp), donc 47 modulo ¢? est égal & u. Comme les
éléments de E sont inversibles dans R, (ce sont d’ailleurs exactement
ceux qui le sont), il en résulte que 39 modulo ¢? est inversible, et
donc 3 aussi, ce qui montre que u € F,. Réciproquement soit u € Fg,
donc tel que u € E et [u] € S,. Par définition de Sy il existe a € K*
et B, v € R, tels que ua? = B9+ g%y, et B inversible modulo ¢?R,,.
Soit q un idéal premier de Zg différent de p = 7Zg. On a donc
vq(u) = 0, et puisque 3 et v sont dans R, et q # p on a vq(f) > 0 et
vg(y) = 0. Il en résulte que vq(a) > 0 pour tous les idéaux premiers
q # p, en d’autres termes que o € R,,. Or modulo qQRp onaua? = %
Puisque /8 est inversible il en résulte que @ est aussi inversible et
u = (Ba1)% Donc si By € R, est un représentant de Sa—! on a
= %q, en d’autres termes u = Bg + %o pour un g € R,, ce qui
démontre 'inclusion réciproque et donc le lemme. O

8.3. Unités cyclotomiques et le théoréme de Thaine

Définition 8.11. Le groupe C' des unités p-cyclotomiques de K est le
sous-groupe multiplicatif de K* engendré par les racines de 'unité et
les1— C;f pour k € Z. On pose Cy = CNE, et on appelle les éléments
de Cj les unités p-cyclotomiques g-primaires.

Lemme 8.12. Si p et q sont des nombres premiers impairs distincts,
légalité C = Cy implique que p < q.
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Démonstration. Soit ( une racine primitive p-ieme de 'unité quel-
conque, pas nécessairement égale a (. Puisque

1+¢T=(1-¢)/1-¢)eC

on al+ (%€ C,. De plus, jaffirme que R,/¢*R, ~ Z[(,|/4*Z[¢)
en effet, soit ¢ 'application qui envoie z € Z[(p] sur sa classe dans
R,/q*R,. Son noyau est égal a ¢>R, N Z[(p] = ¢°Z[(p), donc il suffit
de montrer que ¢ est surjective. Soit donc y/p" € R, = Z[(p,1/p]
avec y € Z[(,]. Puisque p" et ¢* sont premiers entre eux, il existe
u et v dans Z tels que up™ 4+ vg®> = 1. Il en résulte que y/p" =
uy + vyq®/p", donc que la classe de y/p" dans R, /q2Rp est égale a
celle de uy € Z[(p], et donc elle est dans 'image de ¢, ce qui démontre
mon assertion.

Puisque 1 + (¢ € C, C E, on peut écrire 1 + ¢ = B + ¢y
avec 3 et v dans R, et donc, grace a l'isomorphisme ci-dessus,
en changeant si nécessaire 5 et v par un élément de qQRp, on
peut supposer que [ et 7 appartiennent a Z[(p]. Il en résulte que
1+ ¢? = 8% (mod ¢?Z[¢p)). D’apres la formule du binéme on a donc
(14+¢?=1+¢? = p? (mod ¢Z[(p)). Puisque ¢ est non ramifié
dans K, il résulte du corollaire 5.3 que (1 + ¢)? = 87 (mod ¢*Z|[(p)).
Ainsi (1 +¢)? = 1+ ¢4 (mod ¢*Z[(y)), et donc F(C) € qZ[(p), on
FX)=((1+X)7-1-X9)/(¢gX), qui est évidemment un poly-
nome de degré g — 2 a coefficients entiers. Notons F' € F,[X] la
réduction de F' modulo ¢. Si q est un idéal premier au-dessus de g,
dans le corps fini Zi/q = Z[(p]/q on a F({) = 0, ou ( est I'image
de ¢ dans Z /q. Puisque ceci est vrai pour les p—1 racines primitives
p-iemes de I'unité ¢ et que ces racines ne sont pas congrues modulo g
puisque la norme de leur différence est égal & p, il en résulte que F a
au moins p — 1 racines distinctes dans Zg /q. Puisque deg(F') = ¢ —2
on doit donc avoir p — 1 < ¢ — 2, donc p < q. O

Nous énoncons maintenant sans démonstration le théoréme remar-
quable et trés important de F. Thaine (voir [2] ou la deuxiéme édition
de [4] pour la démonstration). Nous ne donnons que le cas particulier
dont nous aurons besoin.
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Théoreme 8.13 (Thaine). Rappelons que C est le groupe des p-unités
cyclotomiques de K. On a

Anng, g+ (E/CE?) C CI(K™)][q].

Le théoreme principal de cette partie que nous utiliserons pour
démontrer le quatrieme et dernier théoreme de Mihailescu est le sui-
vant.

Théoréme 8.14. Soient p et q des nombres premiers impairs tels que
p>qetp#1 (mod q). On a alors Ann]Fq[G+](S+ NSy) # 0.

Démonstration. Posons R = F,[G™], qui est semi-simple d’apres le
lemme 8.5. D’apres le lemme 8.8 (5), E/EY est un R-module cycli-
que R, donc d’apres la proposition 8.6 (5) et (4) tout sous-module M
de E'/E1 est aussi cyclique, donc isomorphe & R/ Anng(M). Puisque
R ~ F,[X]/(X®P~1/2 — )F,[X]), tout idéal de R est isomorphe
a f(X)F,[X]/((XP~1/2 — 1)F,[X]) pour un f(X) € F,[X] divisant
X®=1/2 _ 1 que l'on peut supposer unitaire, et donc en particu-
lier M ~ R/Anng(M) ~ Fy[X]/(f(X)F4[X]). En particulier on a
dimp, (M) = deg(f).

Rappelons maintenant que d’apres le lemme 6.9 (3) on a une
suite exacte de R-modules 0 — E/FEY — ST — CI(K)[q]" — 0.
Par définition on a E;, = {u € E, [u] € S;}, donc par restriction
cette suite exacte donne la suite exacte 0 — E,/EY — ST NS, —
CI(K)[g]", ot le dernier homomorphisme n’est pas nécessairement
surjectif. Puisque R est semi-simple, d’aprés la proposition 8.6(2)
toute suite exacte est scindée, donc en particulier ST NS, est iso-
morphe a un sous-module de E,/E?®Cl(K)[g]T, ce que nous noterons
STNS,— E,/E1® ClK)[q]™T.

Rappelons aussi que C est le groupe des p-unités cyclotomiques et
que C; = C' N E,. Considérons la suite d’'inclusions 0 C C,E?/E? C
CE1/E?1 C E/FE1, et appelons Ei, Ey et E3 les quotients succes-
sifs, c’est & dire £y = CyE9/E9, Ey = CE1/CyE? et E3 = E/CEA.
Puisque R est semi-simple, d’apres la proposition 8.6 (1) et (2) tout
R-module est semi-simple et toute suite exacte est scindée. En par-
ticulier si 0 C A € B C C est une suite d’inclusions on a C' =~
B& (C/B)® ~ A® (B/A) @ (C/B). Comme d’apres le lemme 8.8
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E/E? est un R-module libre de dimension 1 on a donc un isomor-
phisme

E1® B ® B3 = R~ Fy[X]/((XP™D/? — 1)F,[X)).

Il en résulte que les E; sont isomorphes & des sous-modules de R,
qui comme ci-dessus sont isomorphes a F,[X]/(e;(X)F,[X]) pour des
facteurs unitaires e;(X) de X®~1/2_1 tels que dimg, (E;) = deg(e;).
D’aprés lisomorphisme ci-dessus on a ejeses = X ®—1/2 — 1.

Par définition de S on a FY C E,; et donc CqE9 C E,. Nous avons
donc une suite exacte

11— CyE!/E?— E,/E? — E,;/CyE? — 1.

Puisque les suites exactes sont scindées il en résulte que E,/E? ~
E, & E,;/CyE4. D’autre part il est clair que le noyau de I'application
naturelle de E, dans E/CE? est égal a E, N CyE? : une inclusion
est triviale. Réciproquement, si x € E; est de la forme x = ce? avec
cec Cetec Falors, puisque e? € E;,onace E,NC = Cy, et donc
x € CyE1. 1l en résulte que E,/CyE? est isomorphe & un sous-groupe
de E3 = E/CEY. Rassemblant tous les résultats ci-dessus on obtient

StnS,— E,/E1® Cl(K)[q]" ~ By ® E,/C,E? ® CI(K)[q]"
— B3 Cl(K)[q]Jr.

C’est maintenant que nous appliquons le théoreme de Thaine. D’apres
ce théoréme, tout annulateur de E3 = E/CE? est aussi un annulateur
de CI(K™)[q], qui est égal & C1(K)[q]" d’apres le lemme 8.7. Puisque
par définition e; annule F;, il en résulte que ejes annule E1 P Es3, et le
théoréme de Thaine implique que eg annule C1(K)[q]T, et donc que
ejeg annule ST NS,

Supposons donc maintenant par I’absurde que Anng(S*tNS,) = 0.
On a donc ejez = 0 dans Fy[X]/((X®P~1/2 — 1)F,[X]), en d’autres
termes X P~1)/2 _1 = eieges | eres, donc ea = 1, et donc Fy = 0. Par
définition ceci signifie que C,E? = CEY. Comme E? C E, on a donc
CyNE?T = CNEL. Jaffirme que C = Cy : en effet, soit ¢ € C. Puisque
c=c-1e€ CEY= CyE? nous pouvons écrire ¢ = c,ed avec ¢q € Cy et
ec€ E. Ainsie? =c¢/c, € CNET=CyNE?C Cy, donc ¢ = cqe? € Cy,
ce qui démontre mon assertion. Appliquant maintenant le lemme 8.12
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on en déduit que p < g, en contradiction avec les hypotheses de la
proposition. U

8.4. Préliminaires sur les séries entiéres. Nous touchons pres-
qu’au but, en tous cas nous avons surmonté les étapes les plus diffi-
ciles. Pour aborder la démonstration du dernier théoréeme, nous avons
besoin de résultats de nature un peu particuliere sur les séries for-
melles et les séries entiéres, a nouveau indépendants de Catalan. Rap-
pelons que si R est un anneau commutatif on désigne par R[[T]] 'an-
neau des séries formelles en une variable a coefficients dans R.

Lemme 8.15. Soit R un anneau commutatif de caractéristique 0, soient
f(r) = Zk>0(ak/k!)T’“ et g(T) = Zk>0(bk/k!)Tk, et soit ¢ € R.
Supposons qu’il existe a et b dans R tels que ar = a” (mod ¢gR) et
b = b* (mod qR). On a alors fg(T) = Z,@O(ck/k:!)Tk avec ¢ =
(a+b)* (mod ¢R).

Démonstration. Evident et laissé au lecteur. O

Comme toujours, dans la suite on suppose que p et ¢ sont des
nombres premiers impairs distincts.

Définition 8.16

(1) Si F(T) = > 10 aTF € KJ[T]] est une série formelle en T
a coefficients dans K, pour tout ¢ € G nous poserons F7(T) =
> k0 0 (ar)T™.

(2) Si F(T) = > soaxT* € KJ[[T]] est une série formelle, pour
tout entier k£ > 0 on appelle Fi(T") la somme des termes de degré au
plus égaux a k, en d’autres termes Fi(T) = 20<j<k: a;T7.

(3) Soit § = cno0 € Z[G]. On définit Fp(T') € K[[T]] comme
la série formelle définie par le produit suivant

Fy(T) = [ (1 = o(G)T)"/",
oelG

ou la puissance est calculée en utilisant le développement du binéme
généralisé.
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Notons que, puisque |0((y)| = 1, si z € C est tel que |z| < 1,
la série entiére obtenue en remplagant T par z dans Fyp(7T') converge
absolument, et sa somme sera évidemment notée Fy(z).

Définition 8.17. Soit F(T) = >, axT* € C[[T] et G(T) =
> k0 b T* € R[[T]]. Nous dirons que G domine F si pour tout k on
a lag| < bg.

Proposition 8.18. Pour simplifier, écrivons F' d la place de Fy.

(1) Les coefficients de F(T) sont entiers en dehors de q, en
d’autres termes sont de la forme a/q® pour un a € Zi et k € L.

(2) Plus précisément, si 0 = > _~ne0, alors on a F(T) =
Zk>0(ak/(qkk!))Tk, ol ay € Zx vérifie

ak = <— > naU(Cp)>k (mod ¢Zf).

oelG
(3) SiT e Get|t| <1 lasérie F™(t) converge. Si de plus 0<n, <q
pour tout o € G, alors si on pose m = (3, cqno)/q on a
m+k |t|F+1
F7(t)— FL(t)| < — -
- rol < (3 ) ) o
Démonstration. On a
No/q
1= a1 = 3 (") o,
k>0
donc (1) résulte du lemme 3.6. Plus précisément on a

<n£q> _n(n—q)-- -qg;l— q(k — 1))7

donc (1 — qa(Cp)T)”/q = D rsobk/k! ou by = Z@O(—na((p))k
(mod ¢Z). 1l résulte donc du lemme 8.15 que

FgT) = T (1 - o(G)T)™/* = 3 (/)T

oeG k>0

ou

ax = (Z(—naa@p)))k (mod ¢Z),

ceG
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ce qui démontre (2). Pour (3) on remarque que pour 0 <n < gon a

‘(néqﬂ: n(n—q)---(n—q(k—n)‘

k!
_nlg=n)2¢—n)---(g(k—1) —n)
k!
nn+gq)---(n+qlk-1)) (-n/q
S ! :<k>

Tl en résulte que la série (1 — o(¢,)T)™? est dominée par la sé-
rie (1 — T)~™4, donc F(T) est dominée par [[, (1 — T)™"/4 =
(1=T)"™ et il en va de méme pour F7(T). Il en résulte que pour
|t|] <1ona

P ()~ F7(1)] < ](1—|t|>m— > ()t

0<j<k

= [S([t]) =Sk ([])]

disons, ou on a posé S(T) = (1 — T)~™. D’apres le théoréme
de Taylor-Lagrange il existe ¢ € [0, t|] tel que S(|t|) — Sk(|t]) =
(|t]¥+1/(k + 1)) SE+D(¢). Puisque toutes les dérivées de S sont
évidemment positives sur [0, 1], elles sont croissantes, et donc

SEED () < SEFD(e) = m(m+1) - (m+ k)(1 — |¢)) "™ F!
= (m+k)!/((m = 1)UL — [¢)™ ),
ce qui démontre (3). O

Proposition 8.19. Gardons les mémes notations et les mémes hypo-
théses, mais supposons de plus que 0 € (1 + ¢)Z[G]. Alors

(1) Fy = F € K*[[T]].

(2) Supposons que t € Q wvérifie [t| < 1 et soit tel qu’il existe
a € K tel que (1 — th)e =al. Alors o« € KT, et pour tout o € G on
a Fo(t) = o(a).

Démonstration. Puisque 0 = > _nno,0 € (1 +¢)Z[G] on a 10 = 0
donc n,;, = n, pour tout ¢ € G. Si on choisit un ensemble P de
représentants de G modulo (1) on peut donc écrire F' = F|Fy, ou Fy
est le méme produit que F' mais seulement pour les ¢ € P. Il en résulte
que les coefficients de F sont réels, donc dans K, ce qui montre (1).
Pour (2) le méme raisonnement montre que (1 — ¢¢,)? € R. Il en
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résulte que a? = ad = f = [ = af, et donc que @ = « puisque les
racines g-i¢mes sont uniques dans K. Il en résulte bien que o € K.
Puisque G est abélien il en résulte aussi que o(a) € K+ pour tout
o € G. De plus o(a)? = (1 —ta((p))? = F(t)?. Toutefois nous avons
vu que F7(t) € R, donc F7(t)/o(a) est une racine g-ieme de 'unité
réelle dans C. Puisque ¢ est impair elle doit étre égale a 1, ce qui
démontre la proposition. O

Remarque. Bien qu’assez simple, ce dernier raisonnement est I'un des
plus subtils de la démonstration, et a été initialement oublié, rendant
la démonstration initiale incompléte.

8.5. Démonstration du quatriéme théoréme de Mihailescu

Nous avons étudié ci-dessus des propriétés des unités cycloto-
miques, de la partie plus des corps cyclotomiques et des séries
entieres, sans référence explicite a la conjecture de Catalan, en
dehors de 'omniprésence des nombres premiers impairs distincts p
et ¢q. Nous commencons maintenant la démonstration proprement
dite. Nous conservons bien stir toutes les notations ci-dessus, et en
particulier nous rappelons que R = F [G™].

Théoreme 8.20. Soient p et q deux nombres premiers impairs distincts
tels que min(p, q) > 11, et soient x et y deux entiers non nuls tels que
P —y? = 1. Le sous-module de ST engendré par la classe [x — Cp]lﬂ
est libre, en d’autres termes Anng([z — ()1 T) = 0.

Démonstration. Rappelons que puisque [x—(p,] € S on a effectivement
[z — ()1 € ST. Dong, soit ¥ = Y o+ Voo € Anng([z — (')
avec v, € Fy, donc tel que [z — Cp](lﬂ)a = 1. Comme ci-dessus,
soit P un systéme de représentants dans G de G = G/(1), et par
abus de notation, si ¢ € G nous écrirons encore o pour 1’élément
de P dont la classe est égale & 0. Si on pose 1) = ) _pVy0 On a
donc [z — ¢](T9¥ = 1. Par définition de S il en résulte que pour
tout 6 € Z[G] dont la réduction modulo ¢ est égale & £(1 +¢)1) on a
(x—¢p)? € K*9.Sipour o € P on pose v,, = Uy, nous avons (1+:)y =
Y owec Voo € Fy[G]. Soit 6, = Y caneo € Z[G] le relevement de
(1+¢)y tel que 0 < ny < g, et donc tel que |01 < (p— 1)g. Si pour
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tout entier n tel que 0 < n < ¢q on pose ¢(n) = g —n pour n # 0
et ¢(0) =0, on a encore 0 < ¢(n) < ¢, et évidemment n + ¢(n) < q.
Il en résulte que 62 = > - c(ny)o est un relevement de —(1 + 1),
que 0 < ¢(ny) < g, et donc que ||f2|| + [|61]] < g¢(p — 1). 1l en résulte
que pour ¢ = 1 ou pour ¢ = 2 on doit avoir ||6;]| < g(p—1)/2, et nous
appellerons 6 celui des deux 6; (ou I'un des deux) qui satisfait & cette
inégalité.

Soit o € K* tel que (z — (,)? = a? D’aprés le lemme 3.8 nous
savons que 3 = (z — (p)/(1 — (p) € Zg, que vy(B) = 0, et que les
idéaux engendrés par les conjugués de 3 sont premiers entre eux deux
a deux. Il en résulte que pour tout ¢ € G on a vy(z — o((p)) = 1.
Ainsi

18] = 3" novpl(e — 0()) = vp( M- a<<p>>”a)

oeG oeG
= vy ((x — Cp)e) = qup(a) =0 (mod q).

Puisque 0 < [|0]] < ¢(p—1)/2 il en résulte qu'il existe m € [0, (p—1)/2]
tel que ||#]] = mgq. De plus, puisque n, et n,, modulo ¢ sont tous
deux égaux a v, et qu’ils sont dans l'intervalle [0,¢ — 1] ils sont en
fait égaux. Il en résulte que § = (1 4+ 1)¢, ot ¢ = > _pny0 est un
relévement de 9. En particulier, pour tout o € G, (z — ((,))? =
(z — () (2 — 1(0(¢p))))? est un nombre réel. Comme les racines
g-iemes sont uniques dans K, quand elles existent, il en résulte que
tous les conjugués de « sont réels. Puisque pour z € Q ona z¥ = zloll
on voit que pour tout o € G on a (1 — 0((y)/2)? = (o(a)/z™)4.
Comme 1/x € Q et que |1/z| < 1 nous pouvons appliquer la proposi-
tion 8.19 et en déduire que pour tout 0 € G on a o(a) = ™ F(1/x),
ou F' = Fy. Posons

I, = g™ ™o (a) — 2™ Fi(1/x)),

Nous allons maintenant utiliser un argument voisin de celui utilisé
dans la preuve du théoréme de Cassels, et montrer que |I,| < 1 et
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que [ cq I € Z. Tout d’abord, d’apres la proposition 8.18 (3) on a

I, = ¢t FO (1)) — Fy(1/)]
2m
< gMtvg(ml) -1 —(2m+1)
S S [ (Ve
< qm+m/(q*1)+m(10g(4)/log(q))mfl(l _ 1/|x‘)*(2m+1)’

ot nous avons utilisé le fait que vy(m!) < m/(g—1) et que (2;”) < 22m,
Puisque m < (p — 1)/2 et que d’aprés le théoréme de Hyrro on a
|z| > ¢P~1, il en résulte que

I, < ¢~/ 041/ (g1 +log()/log(@) | | ~1(1 — 1 /|z|) P

NN

g (P~ D/2)(=141/(g=1)Flog(4)/1og()) (1 _ 1 /P~ 1) 7P,

Or I, < 1 équivaut a log(I,)/log(q) < 0, et on a
log(l) p—1 (_1 L1 10g(4)> _p
log(q) 2 g—1 log(g)/ log(q)

D’apres le théoréme des accroissements finis il existe ¢ € [0, 1] tel que

—log(1—1/¢"~") =log(¢"™") — log(¢"* — 1)
1 < 1 < 1

Fl—c Tl -1 T @2 -1

puisque p > 3. Puisque nous avons supposé que ¢ > 7 on en déduit

log(1 —1/¢""1).

immédiatement que

log(1, -1 1 log(4

og( a)gp (_1+7+ og( )>+ p
log(q) 2 6  log(7) 481og(7)
ce qui est strictement négatif des que p > 2, ce qui montre qu’on a
bien I, < 1.

Etudions maintenant les propriétés arithmétiques de I,. D’aprés

< —0.0497p + 0.061,

la proposition 8.18 on a

Fo(T)= > ar/(d"K)T"
o<k<m
avec ay € Z. Il en résulte que qm+’”q(m!)ak/(qkk!) € Zk, et donc que
gmtUam) g Ee (1 /2) € Zge (notons quil n’y a ici aucun probléme de
convergence puisque nous ne considérons que des polynomes). De plus
puisque (x—Cp)e = af et que tous les coefficients de 0 sont positifs ou
nuls a? est un entier algébrique, et il en va donc de méme de «, donc
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a € Zx = Z[(y). Tl en résulte que v = ¢™ (™) (q — 2™ F,,(1/x)) €
Zc, donc que N /g(7) € Z. Or | N ()| = [yeq Io < 1 d’apres ce
que nous avons démontré ci-dessus. Il en résulte que N; K/Q(’y) =0, et
donc que v = 0, en d’autres termes que
qm-i—vq(m!)a _ Z qm+vq(m!)

0<ksm

ag _
wxm k

Nous sommes maintenant proches de la conclusion voulue : tous les
termes de la somme ci-dessus sont divisibles par ¢ sauf le terme avec
k = m. On a donc 0 = (¢ /m!a,, (mod ¢Zg), donc a, = 0
(mod ¢Zp). D’autre part d’apres la proposition 8.18 on a a,, = s™
(mod ¢Zf), ot s = =3 cano0((p). Ainsi s™ = 0 (mod ¢Zg),
et donc pour tout idéal premier q de K au-dessus de ¢ on a s™ € q,
donc s € q, et puisque ¢ est non ramifié, d’apres le théoréme chi-
nois on en déduit que s = 0 (mod ¢Zg), en d’autres termes que
Y wcc(ne/q)a((p) € Zk. Puisque les o((,) sont a permutation pres
les C]‘Z pour 1 < 7 < p—1 qui forment une Z-base de Zg il en résulte
que n,/q € Z pour tout o, et puisque 0 < n, < ¢ on en déduit que
ne = 0 pour tout o. Donc 8 = 0, et donc 1) = 0 et donc ¢ = 0, ce qui
démontre le théoreme. O

Le quatrieme théoreme de Mihailescu est maintenant évident :

Théoreme 8.21. Soient p et q deux nombres premiers impairs distincts
tels que min(p,q) > 11, et soient x et y des entiers non nuls tels que
aP —y?=1. Alors p=1 (mod ¢) ou bien ¢ =1 (mod p).

Démonstration. D’apres le théoreme 8.20 ci-dessus, on a
Anng([z — ¢)' ) = 0.

D’apres le premier théoreme de Mihailescu (théoreme 5.4), nous sa-
vons que ¢2 | z, et comme d’habitude (—(,) est une puissance g-ieme.
Il en résulte que x —(, = 39 (mod ¢*R,,), donc que [z —(,] € S,, donc
que [z — Cp]“” € S, N ST. Par symétrie, supposons par exemple que
p > q, ce qui implique évidemment que ¢ Z 1 (mod p). Si nous sup-
posons par l'absurde que p #Z 1 (mod ¢) le théoréme 8.14 nous dit que
Anng (g+1(STNS,) # 0, et donc en particulier Anng([z— (] ) # 0,
contradiction. O
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8.6. Conclusion : démonstration de la conjecture de Cata-
lan. Nous allons maintenant résumer tout le travail que nous avons
fait et voir que nous avons en fait démontré la conjecture. Soient x
et y deux entiers non nuls et m et n > 2 tels que =" — y™ = 1.
D’apres le résultat de V.Lebesgue nous savons que le cas n = 2
est impossible, et donc a fortiori le cas n pair. De méme le résul-
tat de Ko Chao nous dit que le cas m pair est impossible, en de-
hors de I’égalité 32 — 23 = 1. On peut donc supposer que m et n
sont impairs, et il suffit de démontrer I'impossibilité de ’équation
quand m = p et n = ¢ sont des nombres premiers impairs. En par-
ticulier I’équation devient symétrique puisque nous pouvons changer
(p,q,x,y) en (g,p, —y, —x). D’apres le deuxiéme théoreme de Mihai-
lescu (plus précisément d’apres son corollaire 6.13) nous pouvons sup-
poser que min(p,q) > 11 (en fait 43, mais 11 nous suffit). D’apres le
quatrieme théoreme de Mihailescu (théoreme 8.21), en échangeant
p et g si nécessaire grace a la symétrie, nous pouvons supposer que
p =1 (mod ¢q). D’apres la formule du binéme on a

=+ G- =14ar-D+ Y (o1 e
1

2<i<q—
=1 (mod ¢?).

D’autre part d’aprés le premier théoreme de Mihailescu (théo-
réme 5.4) nous savons que p?~! = 1 (mod ¢?), et donc p? = p
(mod ¢?), ce qui combiné avec la congruence ci-dessus montre que
p = 1 (mod ¢?). Enfin d’apres le troisieme théoréme de Mihiilescu
(théoréme 7.7) nous savons que p < 4¢2. Il en résulte que p = 1+ kq?
avec k = 1, 2 ou 3. Les cas £k = 1 et £ = 3 sont exclus puisque
sinon p serait pair, et le cas £k = 2 est également exclu puisque
¢®> = 1 (mod 3) donc que p serait divisible par 3, ce qui termine la
démonstration de la conjecture de Catalan!!!. O
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