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1. Introduction

L’étude de la topologie des courbes algébriques réelles projectives
planes et lisses (et plus généralement des hypersurfaces projectives) a
une longue histoire. Il s’agit du probléme suivant : quelle peut étre la
topologie du plongement d’une courbe plane (ou d’'une hypersurface)
lisse de degré d dans ’espace projectif ?

Cette question a fait 'objet d’un des problemes de Hilbert (le 16-
ieme) qui posait la question pour les courbes de degré 6, et les surfaces
de degré 4. Le cas des courbes de degré 6 a été résolu par Gudkov
en 1973 (cf. [5]), et celui des surfaces de degré 4 par Kharlamov en
1977 ([8]). Le cas des courbes de degré 7 a été résolu par Viro, et celui

Publication originelle dans Journées X-UPS 1995. Aspects géométriques et combi-
natoires de la convexité. Prépublication du Centre de mathématique de I’Ecole
polytechnique, 1995.



52 JEAN-JACQUES RISLER

des courbes de degré 8 n’est pas encore complétement élucidé. Pour
des panoramas sur la question, on peut consulter [5], [1], [14] ou [12].

Nous allons dans cet exposé nous restreindre au cas des courbes
planes, bien que les techniques indiquées plus bas soient en principe
valables en toutes dimensions. On peut justifier ce parti pris par un
souci d’alléger 'exposé, et par le fait que les seules applications inté-
ressantes n’ont été jusqu’ici développées que dans le cas des courbes.

Le probleme que 1’on se pose est le suivant : étant donné un degré d
fixé, quels sont les types possibles des plongements C' C RP?, ou C
est une courbe lisse de degré d (on préfere RP? a R?, car cela diminue
le nombre de cas a considérer ; par exemple les trois types de coniques
affines non vides ne se distinguent pas dans RP?).

Commencons par quelques considérations générales sur la topologie
des courbes planes lisses.

Soit C' C RP? une courbe lisse. Alors C' est une variété (analytique)
compacte de dimension 1, donc union (finie, cf. plus bas le théoréme
de Harnack) de composantes connexes difféomorphes au cercle S1.

Topologiquement, il y a deux maniéres de plonger S' dans RP?
(cf. par exemple [3]) :

(a) L’image de S! est un ovale, homotope & un point, dont le com-
plémentaire a deux composantes connexes, 'intérieur et 1’extérieur.
Une droite coupe (transversalement) un ovale en un nombre pair de
points ; par exemple, une conique lisse est un ovale.

(B) L’'image de S' est une pseudo-droite, son complémentaire est
connexe, et deux pseudo-droites se coupent en un nombre impair de
points ; par exemple, une droite est une pseudo-droite.

Il résulte de cela qu'une courbe (lisse) de degré pair est réunion
de p > 0 ovales, et qu'une courbe de degré impair est réunion d’une
pseudo-droite et de p > 0 ovales.

On s’intéresse non seulement a la topologie de la courbe C (i.e., a
son nombre p d’ovales), mais aussi au type topologique de son plon-
gement (i.e., aux inclusions éventuelles des ovales entre eux).

L’étude de la topologie des variétés algébriques réelles comprend
deux parties bien distinctes :
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(a) Décrire des « prohibitions », i.e., donner une liste (la plus com-
pléte possible) des contraintes sur les types topologiques des plonge-
ments.

(b) Construire des courbes lisses de degré d donné; si 'on peut
construire tous les types topologiques non interdits par les prohibi-
tions de (a), le probléme posé est considéré comme résolu.

A titre d’exemple (trivial), traitons complétement le cas des
courbes de degré 4. Il est a noter que le cas du degré 6 n’est déja
plus trivial du tout (c’était I’'objet du 16-éme probleme de Hilbert),
et que le cas du degré 8 n’est pas complétement élucidé a ce jour.

Théoréeme 1.1. Une courbe lisse de degré 4 dans RP? a un nombre p
d’ovales tel que 0 < p < 4, et les types topologiques des plongements
réalisés par des courbes de degré 4 sont les suivants (on dit qu’un
ovale est libre s’il n’est contenu dans aucun autre ovale, et s’il n’en
contient aucun autre) :

o La courbe vide.

o Un ovale.

o Deux ovales emboités.
o Deux ovales libres.

o Trois ovales libres.

o Quatre ovales libres.

Démonstration. Commencgons par montrer que les possibilités indi-
quées ci-dessus sont les seules (raisonnement de type (a)).

(i) I ne peut y avoir 5 ovales ou plus, car en fixant un point sur
chaque ovale, on peut faire passer une conique par cing de ces points
et trouver ainsi une conique coupant la courbe en au moins 10 points,
ce qui est exclu par le théoreme de Bézout.

(ii) Si p > 3, les ovales sont nécessairement libres, car dans le cas
contraire une droite bien choisie couperait la courbe en au moins 6
points.

Passons maintenant aux raisonnements de type (b), ie., a la
construction des courbes non exclues par les considérations précé-
dentes.
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Une quartique avec p = 4 ovales par exemple se construit en défor-
mant légeérement la réunion de deux coniques se coupant en quatre
points. Les autres cas sont laissés au lecteur. O

Citons maintenant les deux fameux théoremes de Harnack [7] (qui
datent de 1876!)

(d—1)(d—2)

Théoréme 1.2. Une courbe de degré d dans RP? a au plus 5 +1

composantes conneres.

Théoreme 1.3. Pour tout entier d > 1, et m tel que 1 < m <
(d—1)(d—2)
2
composantes connexes.

+ 1, il existe dans RP? une courbe lisse de degré d avec m

On appellera M-courbe une courbe admettant le nombre maximum
de composantes connexes pour son degré.

Le théoreme 1.2 est un résultat de type (a), et le théoréme 1.3 est
de type (b). Il résout complétement le probleme du type topologique
des courbes lisses de degré d mais ne dit rien sur le type topologique
du plongement. Il utilise la méthode des « petits parametres » : on
construit une courbe de degré d en perturbant légérement ’union
d’une courbe de degré d — 1 et d’une droite se coupant transversale-
ment.

Les résultats de type (a) sont nombreux et intéressants ; cependant,
le sujet de cet exposé étant un résultat de type (b), je ne prétends
pas en faire un résumé, méme succinct. Le lecteur intéressé pourra
consulter [14], ou [13] pour le cas des courbes.

Je vais dans cet exposé décrire la méthode de Viro de construction
de courbes réelles, qui procede d’un esprit tres différent des méthodes
« & la Harnack » employées jusque la (elle est de nature essentielle-
ment combinatoire), et expliquer quelques applications.

2. Compactifications de (R*)?

Traditionnellement, on compactifie (R*)? en le plongeant dans RP?.
Il y a bien d’autres fagons de faire. Nous allons en décrire deux,
adaptées a un polynome, ou plus exactement a un ensemble fini de
mondmes, ou aussi de points (a;, b;) € N2
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Notons Q; le point de coordonnées (a;, b;). On associe a I’ensemble
des monémes (a;, b;) I'application ¢ : (R*)? — R? définie par
_ > lziyb Qs
> |iybil

L’image d’un point (x,y) est donc le barycentre des points Q); affectés

o(z,y)

de la masse |z%y%|. Le résultat qui fait tout marcher est le suivant :

Lemme 2.1. Supposons lintérieur A de A non vide. Alors ¢yp++)2 est

un difféomorphisme du premier quadrant (ouvert) sur A.

Ce résultat est une conséquence de résultats profonds de Guillemin-
Sternberg sur « l’application des moments » [6]. Je vais en donner
ici une esquisse de preuve élémentaire, aimablement communiquée
par A.Douady. Dans la suite, nous noterons par la méme lettre ¢,
I'application ¢ définie plus haut, et I'application ¢‘(R+*)2 qui sera
seule utilisée.

Considérons le polynome Zf\; | XY (le raisonnement ci-dessous
s’applique aussi au polynéme Zf\il i X%Yb o les p; sont > 0).

Soit G = {(z,y,2) | z = ZZJL x%y"} le graphe de ce polyndme,
vu dans (RT)2 x R*™, avec coordonnées (z,y, 2). Faisons le chan-
gement de variables g : x = ef, y = €, z = ¢ ¢ (qui est un dif-
féomorphisme de (R**)2 x R** sur R?). Le graphe G se transforme
en I'ensemble H d’équation > e%&+0n+C = 1. Posons h(£,n,() =
SN | eai€tbintC Alors H est le bord de I'ensemble Q={h(&,n,¢) <1}
qui est convexe (et méme strictement convexe). Soit Vi le gradient
de h :

a;£+b; &
V(€. () = et ’7+<(bf->.

En revenant aux coordonnées (z,y, z), et en restreignant a G, le gra-
dient Vh s’écrit :

>ty ()

== @ N1/

> a0 ybi

car z = e ¢ = Zf\il z%yP . On retrouve donc, dans le plan z = 1,
I'application ¢ qui s’écrit ainsi ¢ = g o Vh.
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De la convexité de H, on déduit que ¢ est un difféomorphisme local
injectif. Il reste a voir la surjectivité. Pour cela, on va montrer que
I'image de ¢ est convexe, et que le bord de A est dans 'adhérence de
I'image de ¢.

Si P = ¢(p) et Q@ = ¢(q) sont dans I'image de ¢, on considere
I'image réciproque ¢~ (tP+(1—1)Q) (¢ € [0,1]) du segment joignant
P 4 Q. On voit facilement que si une suite de points p, € (RT")? tend
vers I'infini ou vers un des axes de coordonnées, ¢(p;,) se rapproche du
bord de A (cf. plus bas). Ceci montre que tous les points du segment
sont dans l'image de ¢, puisque 'image réciproque de ce segment est
alors un chemin compact joignant p a q.

Montrons maintenant que les sommets de A sont dans I’adhérence
de I'image de ¢ : si (a,b) est un sommet de A, il existe une forme
linéaire £ sur R? telle que ¢(a,b) > £(a;,b;) V(a;,b;) € A, tels que
(a;, b;) # (a,b) (il suffit de considérer une droite d’appui passant par
(a,b), voir figure 0). Alors, si £(z,y) = ax+By, on pose x = t*,y = tP.

FI1GURE 0.

En supposant par exemple o et § > 0, on voit que lorsque ¢ — oo,
le point ¢(z,y) tend vers le point (a,b), car le terme dominant (en t)
dans le numérateur de ¢(x,7) est alors le terme en t**+7 dont le
coefficient est p( ).

On voit donc par ce lemme que le polygone A lui-méme constitue
une compactification naturelle (non algébrique) de (R**)2, évidem-
ment bien adaptée au polynéme Zf\i 1 X aiybi,

Si on veut maintenant une compactification de (R*)2, on note o;
(1 < i< 4) les éléments du groupe X ~ Z /27 x Z/2Z des symétries
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engendrées par les deux symétries orthogonales par rapport aux axes
de coordonnées. On a alors

(R")? = U; 0i(R*7)?,
et on envoie o;(RT")? sur o;(A) par o;0poo; (1 <i<4).

Nous noterons Ca = |Ji_, 04(A), et o (ou simplement 1 si le
contexte n’est pas ambigu) ce plongement de (R*)? dans Ca.

Exemple 2.2. Prenons pour A 'ensemble des monoémes en (z,y) de
degré < d. On trouve alors la compactification habituelle de (R*)?
par un carré (homéomorphe au disque), voir figure 1.

A4d
. A
-d
: 5 q
R d‘ ’
FIGURE 1.

Viro considére une seconde compactification Cy de (R*)? (mais
utilise en fait surtout la premiere) en considérant la partie réelle de
la variété torique associée au polytope A (cf. [4], ou [9]).

Lemme 2.3. C'\ est homéomorphe au quotient de Ca lorsque 'on iden-
tifie les faces de Ca avec la régle suivante : si I' est une face de Ca,
pour tout vecteur (o, ) a coordonnées entiéres orthogonal a T', T
est identifiée avec la face o(I), o étant la symétrie ((—1)*1, (—=1)*2) €
Y~ (Z)27)2.

Exemple 2.4. Dans le cas ou A est le polygone de I'exemple 2.2, on
trouve que C'y est le plan projectif RP2.
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3. Carte d’un polynéme

Définition 3.1. Soit P € R[X,Y] un polynéme, Z(P) C R? I’ensemble
de ses zéros, A un polygone a sommets a coordonnées entieres, que
nous supposerons d’intérieur non vide. On appelle carte de P associée
a A T'adhérence de ¥(Z(P) N (R*)?) dans Ca. Cette carte est notée
CaA(P).

Remarques 3.2

(1) Si P € R[X,Y] est un polynéme, P = >\, X%Y?  on appelle
polygone de Newton de P l'enveloppe convexe dans R? des points
(ai, b;) tels que A\; # 0. On note A (ou A(P)) ce polygone, qui ne dé-
pend que de 'ensemble (a;, b;) des mondmes intervenant dans 1’écri-
ture de P. Le polygone naturel pour construire la carte de P est alors
son polygone de Newton A(P), et sauf mention expresse du contraire,
la carte de P sera toujours considérée dans Uo;(A(P)). Cependant,
on peut considérer des cartes Ca (P) pour d’autres polygones A ; c’est
ce qu’on fera plus bas dans la démonstration du théoreme 4.2, avec
le polynéme T — t.

(2) Sidim A(P) =1, il sera commode de parler encore de la carte
de P dans Ca(p), bien que l'application 1o ne soit plus alors un
plongement.

Exemple 3.3 (carte d’un trinéme). Supposons que P soit un trindme :
P=a1X"Y" + as XY™ + a3 XY’
et que A(P) soit d’intérieur non vide. Posons (a;, b;) = Q; (1 <1i < 3)

et \j = z%y%. On a

b(z.y) = AMQ1 + X2Q2 + A3Q3
’ AL+ A2+ A3

i.e., les \; sont les coordonnées barycentriques de ¢(x,y) par rap-

port au triangle A. On a (x,y) € Z(P) si et seulement si az\; +
agXo + azA3 = 0. La carte de P dans le premier quadrant est donc
un segment de droite (ou l’ensemble vide) qui s’obtient de la ma-
niére suivante : on marque le signe du coefficient «; au sommet Q;,
et si les trois sommets de A(P) ne sont pas de méme signe, on trace
un segment de droite joignant les deux c6tés dont les sommets sont
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de signe opposés. Si les trois sommets sont de méme signe, la carte
de P dans A est vide. Ceci se justifie immédiatement en regardant
I'équation de la droite ¢(Z(P) N (RT*)?).

Si o € 3, on fait de méme pour o(A(P)), avec la régle suivante :
si @ = (a,b) est un sommet de A(P), et si 0 = (£1,&2), le signe de
o(Q) est celui de  multiplié par e{'e5?.

Exemple 3.4. Pour P = X3—Y2X2+Y3 lacarte C(P) est représentée
sur la figure 2.

APy (P)

FIGURE 2.

4. Collage de cartes

Soit P = 3" X\;X%Y" un polynéme et A(P) son polygone de New-
ton (voir remarque 3.2-(1)). Si I' est une face de A(P), on pose

P'= Y nxoyh
{il(ai,bi) €T}

Définition 4.0. Un polynéme P € R[X,Y] est non dégénéré (par rap-
port a son polygone de Newton A) si pour tout coté I de A, P! n’est
pas une puissance (on dit que P est réduit), et si Z(P") est lisse (au
sens algébrique) dans (R*)2. Ici, I'intérieur de A est considéré comme
une face de A.
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Remarquons que dans le cas ol P est un trinéme, P est toujours
non dégénéré par rapport a A(P), si du moins A(P) est d’intérieur
non vide.

Définition 4.1. Soit A C R™ un polytope convexe & sommets entiers
strictement positifs, A = (J;c; A; une décomposition de A par des
polytopes convexes & sommets entiers. On dit que cette décomposition
est réguliére si :
[¢] o
(1) Ajn Aj= @ pour i # j.
(2) A; N A; est une face commune a A; et A;.
(3) I existe une fonction affine par morceaux concave v : A — Rt
telle que
(a) Yja, soit affine Vi € I.
(b) vja,ua; ne soit pas affine pour i # j.
(c) v(ANZ™) CZ".

Toutes les décompositions ne sont pas régulieres. Un exemple clas-
sique est donné par la figure 3 (cf. [10]).

FIGURE 3.

Considérons une décomposition réguliere A = UA,;, et des poly-
noémes P; tels que :

(a) A(F;) = A; pour tout i.

(b) Sil=A;nA;, BF =P}

(c) Les P; sont non dégénérés.

Alors les cartes C'(P;) se recollent en un ensemble contenu dans Cha,
et les P; en un polynéme P =) .. a,X" tel que PR =P, Vi.
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Soit v : A — R une fonction concave affine par morceaux associée
a la décomposition, et posons Pr = ) ;. au, X“T"“@ . On appel-
lera Pr le « polyndéme de Viro » associé a la fonction v.

Le théoréme principal de cet exposé est alors :

Théoreme 4.2. Avec les hypothéses ci-dessus, il existe Ty > 0 tel que
pour t > Ty le polynome P, soit non dégénéré, et la carte C(P;)
équivalente au collage des cartes C(F;).

Remarque. Si on remplace v par une fonction convexe, on a le méme
résultat que ci-dessus, pour 0 < t < Ty, avec Ty assez petit.

Ce théoreme s’utilise par exemple de la maniére suivante. On cons-
truit une triangulation & sommets entiers du triangle A : x +y < d,
x > 0,y = 0. On choisit des signes aux sommets de A. On en déduit
des signes aux sommets symétriques par rapport aux axes par la regle
énoncée plus haut (i.e., si la symétrie o s’écrit o(z,y) = (12, e2y),
avec g; = +1, le signe de o(a, b) est celui de (a, b) multiplié par £¢€5).

On construit alors de maniere complétement automatique une
carte linéaire par morceaux, qui est la carte d’un polyndéme P; de
degré d (P; est le « polynéme de Viro » du théoréme). Notons que ce
procédé ne donne aucune indication sur les zéros d’un polyndéme P
donné & priori. Le polynéme P; a les mémes monoémes que P, mais
ses coefficients sont modifiés.

Exemple 4.3. A titre d’exercice le lecteur pourra s’amuser & justifier
I’exemple suivant, qui décrit une construction des « courbes de Har-
nack ».

Considérons une triangulation réguliere du triangle A : x +y < d,
x 2 0, y = 0 telle que tous les points entiers du bord et de 'intérieur
de A soient le sommet d’au moins un triangle (ceci revient a dire
que tous les triangles sont d’aire 1/2). A part cette condition, la tri-
angulation est arbitraire, pourvu qu’elle soit réguliére. Par exemple,
la triangulation la plus simple a laquelle on peut penser, avec des
triangles rectangles, est réguliere. Un sommet (i,7) est dit pair si ¢
et j sont pairs, impair dans le cas contraire. On attribue le signe —
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aux sommets pairs, et le signe + aux sommets impairs. Supposons d
pair, d = 2k.

Alors le procédé décrit plus haut construit une carte linéaire par
morceaux correspondant, apres identification des segments du bord
deux a deux pour se retrouver dans ’espace projectif, & une courbe

(d—1)(d—2)
2

ayant le nombre maximum, i.e., + 1 ovales. De plus, appe-

lons pairs les ovales qui sont contenus dans un nombre pair d’ovales

. . . . . k2 -3k
(les ovales libres sont pairs), et impairs les autres. Alors il y a 3T
ovales pairs, et W + 1 ovales impairs, tous contenus dans un

seul ovale pair, 'ovale « a 'infini ». Les autres ovales pairs sont libres,
et entourent chacun un sommet marqué du signe + (dans un des
quatre quadrants).

Démonstration du théoréme. Au lieu de faire la démonstration géné-
rale, nous allons traiter un exemple trés simple d’un polynéme a une
variable, qui fait comprendre le principe de la démonstration, celle-
ci étant un peu technique si on veut tout justifier dans le détail.
L’exemple traite un polynéme a une variable, car la démonstration
consiste a rajouter une variable T, et on se retrouve ainsi dans les
polynoémes a deux variables, cadre de cet exposé.

Soit X la variable et prenons A = [0,3] C R, A = A; U Ag, avec
Ay =[0,2], et Ay = [2,3]. Cette décomposition de A est réguliere, et
on peut poser par exemple v(0) = 3,v(2) = 2,v(3) =0.

Posons P, =1 — X2, P, =—-X%24+ X3: le collage des cartes de P;
et P est représenté sur la figure 4.

0
|
|

FIGURE 4.

Soit G, C R x R le graphe de la fonction v, et A, son enve-
loppe convexe. Si P(X) =1 — X2+ X3 est le polynome résultant du
« collage » de P; et P», notons Pp = x37vB) — x27v(@) 4 7v0) =
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X3 —T?X?4+T3. Pr est le polynéme de Viro associé a P, & la trian-
gulation de A, et & la fonction v. A, est le polygone de Newton du
polynéme Pr (figure 5).

FIGURE 5.

On s’intéresse aux zéros du polyndéme P; pour ¢ assez grand : ils cor-
respondent (par I’application 1) & I'intersection de la carte Ca, (Pr)
avec la carte Ca, (1" —t) du polynéme 7' — ¢. Il faut noter qu’ici la
carte Ca, (Pr) est linéaire par morceaux puisque Pr est un trinéme,
mais qu’il n’en n’est pas de méme pour la carte Ca, (T —t), car A,
n’est pas le polygone de Newton de T' — ¢.

On montre alors sans difficulté que lorsque ¢ tend vers l'infini, la
carte Cp, (T —t) se rapproche du bord supérieur de A,. Pour ¢ assez
grand, cette carte va donc couper la carte Ca,(Pr) en deux points
dans le premier quadrant, et en un point dans le quadrant x < 0,
y > 0, comme on le voit sur la figure. C’est 1a le point délicat a justifier
dans le cas général : il faut montrer que 'intersection de Ca, (T —t)
avec Ca, (Pr) est homéomorphe (en fait homotope) & I'intersection
de Ca, (Pr) et du bord supérieur G, de A,, en utilisant le fait que
Ca, (T —t) « tend » vers G, lorsque ¢ tend vers l'infini.

Comme on voit sans difficulté que G, NCa, (T — t) se projette sur
le collage des cartes de P; et P,, on voit que pour ¢ assez grand, le
polynéme P; a 3 racines réelles, deux positives et une négative, ce
qu’il fallait démontrer.
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Remarque 4.4. On peut aussi interpréter le théoréme 4.2 comme un
théoreme sur la « lissification » des singularités, de la maniere sui-
vante.

Soit P(Xy,...,X,) = 0 I’équation d’une hypersurface algébrique
ayant une singularité a l'origine non dégénérée par rapport a son
diagramme de Newton N (P). On suppose que N (P) est compact (i.e.,
rencontre tous les axes de coordonnées), et I’hypothése dit que PT
est réduit et lisse pour toute face de N(P) (toutes les faces sont
ici de codimension > 1, contrairement au cas global ou l'on avait
une face de codimension 0). Soit A la portion de R™ délimitée par
N(P) et les hyperplans de coordonnées; supposons comme dans le
théoreme 4.2 que 'on ait une décomposition A = UA,, des cartes
C(P;) de polynémes P; (de polygones de Newton P;) non dégénérés, et
une fonction convexe v affine par morceaux définie sur A. On suppose
que v vérifie les conditions de 4.2, et qu’en plus v est nulle sur N(P).
On construit alors comme plus haut un polynéme Pr(Xy, ..., X,) tel
que Py = P, et que pour Ty assez petit et 0 < t < Tp, 'hypersurface
P(X1,...,X,) = 0 soit lisse en 0, et que sa carte soit le collage des
cartes C'(P;), et de la carte de P en dehors de A. (Autrement dit,
on a remplacé la singularité par le collage des cartes C(F;) dans un
voisinage de 0, sans rien changer a l'extérieur). Nous allons en voir
des exemples plus bas.

5. Applications et compléments

(a) Lissification de la singularité Jj,. Dans [13], Viro classifie systé-
matiquement les lissifications de toute un série de singularités (non
dégénérées), en suivant la classification d’Arnol’d (cf. [2]). Je prendrai
ici comme exemple la singularité .J;,, dont les lissifications donnent
de nouveaux types topologiques de courbes algébriques, lorsque 1’on
utilise le théoreme 4.2.

La singularité notée J;, est équivalente a la singularité formée de
trois arcs de paraboles tangents (par exemple,

(Y — X3H(Y —2X?)(Y — 3X?%)
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au voisinage de l'origine); elle est non dégénérée, et méme quasi-
homogene. Viro ([11] ou [13]) dresse une liste complete de ses lissifi-
cations (i.e., des types topologiques des « fibres de Milnor réelles ») :
il y en a 31. Je vais en indiquer trois seulement, obtenues par la mé-
thode décrite ci-dessus (Viro utilise une méthode « & la Harnack »).

Lemme 5.1. 1l existe des lissifications de Jy, avec les cartes de la
figure 6.

(- -
- OO
a) b) c)
FIGURE 6.

Indiquons par exemple comment obtenir le type (c), en triangu-
lant la partie du plan délimitée par le diagramme de Newton et les
deux axes de coordonnées, en indiquant les signes des monomes, et en
recollant des cartes de trinémes, comme expliqué plus haut. La tri-
angulation est en pointillés, et la carte obtenue en traits pleins (voir
figure 7).

(b) Courbes de degré 6. On considére maintenant les trois paraboles
ci-dessus dans le plan comme une courbe de degré 6 d’équation ¢
ayant deux singularités de type Jj, : 'une en 0, et 'autre a I'infini.
Soit A le triangle de sommets (0,0), (0,6) et (6,0). Le polygone de
Newton de I’équation ¢ sépare A en deux triangles : A = A; U Ao
(figure 8).

D’apres le théoreme 4.2, on peut utiliser le lemme 5.1, et recol-
ler indépendamment des cartes de type (a) ou (b) dans A; et Ao,
pour obtenir la carte d’une courbe lisse de degré 6, que l'on pourra
considérer dans le disque ou dans RP2.
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FIGURE 7.

3 A(9)

Ay

FIGURE 8.

On obtient ainsi les trois types de M-courbes de degré 6 dont les
schémas sont indiqués figure 9 (il n’y a que trois types de M-courbes
de degré 6).

La courbe du milieu par exemple s’obtient en recollant une carte
de type (a) dans A; et une carte de type (b) dans Ag (voir figure 10).
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FIiGURE 10.

(¢) Courbes de degré 7. Une courbe plane lisse de degré impair a
toujours une composante connexe (et une seule) homotope & une
droite projective, appelée pseudo-droite. Les autres composantes sont
des ovales. Une courbe de degré 7 est réunion d’une pseudo-droite
et d’au plus 15 ovales, d’apres I'inégalité de Harnack. Viro a classé
toutes les courbes de degré 7 en 1980. Dans la proposition suivante,
qui décrit le résultat de Viro, on appelle ovale libre un ovale qui n’est
contenu dans aucun autre ovale.

Proposition 5.2 (Viro [11]). Le type topologique du plongement d’une
courbe de degré 7 est constitué d’une pseudo-droite, et d’ovales avec
l'une des 121 possibilités suivantes :

(i) Un ovale contenant a ovales, et b ovales libres, avec a + b < 14
etl <a<13.
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(ii) o ovales libres, avec 0 < a < 15
(iii) 3 ovales emboités.

Montrons par exemple comment construire une courbe de degré 7
de type (i), avec a = 10, b = 4 (cette courbe était inconnue jus-
qu’a Viro, et ne peut pas étre construite par une méthode « a la
Harnack »).

Viro commence par construire une courbe vy de degré 7 avec deux
singularités de type J;, dont la carte est représentée (en traits pleins)
figure 11. Viro utilise une méthode « classique » pour construire la
courbe v (en partant d’une ellipse et d’une droite transverse), mais on
peut aussi la construire en utilisant la méthode du collage des cartes,
comme pour la courbe de la figure 7.

En « collant » dans A; et Ay (et leurs symétriques) des cartes
de type (b) (figure 6), et en recollant avec la carte de v & 'aide du
théoreme 4.2, on obtient une courbe de degré 7 avec a = 10, b = 4
(figure 11).

FIGURE 11.
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Remarque 5.3. Toutes les courbes construites jusqu’ici par la méthode

de Viro sont des « T-courbes » (T pour « Triangle »), i.e., des courbes

obtenues en collant des cartes de trind6mes ayant pour polygones de

Newton des triangles d’aire 1/2, comme sur la figure 7. On sait main-

tenant que tous les types topologiques des M-courbes ne peuvent pas

étre obtenus avec des T-courbes.

(1]
(2]
(3]
(4]
[5]
[6]
[7]
(8]
[9]
(10]

(11]

(12]
(13]

(14]
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