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Séminaire de théorie spectrale et géométrie
GRENOBLE
Volume 23 (2005) 49−103

OPÉRATEURS GÉOMÉTRIQUES ET
GÉOMÉTRIE CONFORME

Zindine DJADLI

1. Introduction

Dans ce survol nous présentons quelques résultats récents en géométrie conforme.
L’origine de ce texte est un exposé au séminaire de Théorie spectrale et géométrie
de l’université de Grenoble I donné par l’auteur en décembre 2004. Ce survol n’a
pas vocation à être complètement exhaustif : il se présente comme une introduction
à l’analyse non linéaire sur les variétés et les problèmes de géométrie conforme sur
les surfaces et sur les variétés de dimension 4. Nous n’y donnerons que peu de
preuves et renvoyons le lecteur désirant avoir des détails aux articles originaux.

Ce survol est divisé en parties. Dans la première nous parlerons de l’inégalité de
Moser-Trudinger (paragraphe 2) et son utilisation pour le traitement du problème
de la courbure de Gauss prescrite (paragraphe 3). Dans la deuxième partie nous
aborderons le problème de l’isospectralité sur les surfaces à travers l’inégalité de
Polyakov qui est l’outil fondamental pour ce probleme (paragraphe 4). Dans la
troisième partie nous parlerons de la généralisation de ces outils et de ces problèmes
au cas de la dimension 4 : l’opérateur de Paneitz (paragraphe 5) et l’existence de
métriques extrémales pour la fonctionnelle log-determinant sur les variétés de di-
mension 4 (paragraphe 6). La dernière partie sera consacrée aux applications et à
l’utilisation de l’opérateur de Paneitz dans des problèmes de géométrie conforme :
l’existence de métriques à Q-courbure constante (paragraphe 7), l’étude d’une
fonctionnelle quadratique à travers la recherche de métriques extrémales pour
une fonctionnelle log-determinant (paragraphe 8) et enfin l’étude de problèmes
de rigidité en géométrie conforme (paragraphe 9).

Remerciements : Ma plus vive gratitude va à Gérard Besson et à Sylvain
Gallot qui m’ont permis d’exposer mon travail au séminaire de Théorie Spec-
trale et Géométrie de Grenoble. Je les remercie également pour l’intérêt qu’ils
n’ont cessé de manifester pour mon travail en géométrie conforme. Je voudrais
également remercier Alice Chang et Paul Yang pour m’avoir fait découvrir un
monde mathématique si riche.

2000 Mathematics Subject Classification: 35B33, 35J35, 53A30, 53C21.
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2. Inégalité de Moser-Trudinger

L’un des outils fondamentaux pour l’étude de problèmes elliptiques du type
courbure de Gauss prescrite sur les surfaces, c’est-à-dire de problèmes elliptiques
non linéaires avec non linéarité exponentielle est l’inégalité de Moser-Trudinger.

Rappelons que le théorème d’inclusion de Sobolev nous dit que pour un domaine
Ω ⊂ Rn on a (pour des réels α, p et q avec qα < n)

Wα,q
0 (Ω) ↪→ Lp(Ω),

avec 1
p = 1

q −
α
n . Dans le cas α = 1, q < 2 et n = 2 nous avons pour tout p > 1

W 1,q
0 (Ω) ↪→ Lp(Ω),

mais en général on ne peut pas passer à la limite sur p c’est-à-dire que l’inclusion
W 1,q

0 (Ω) ↪→ L∞(Ω), est fausse en général. Pour s’en convaincre il suffit de con-
sidérer la fonction u(x) = log

(
1 + log 1

|x|

)
sur B1(0) ⊂ R2. Malgré tout, Trudinger

[Tru67] a obtenu l’intégrabilité L2 de l’exponentielle dans le sens suivant

Théorème 2.1. — Soit Ω un domaine de R2. Il existe C > 0 et β > 0
ne dépendant que de Ω telles que pour toute fonction u ∈ W 1,2

0 (Ω) vérifiant∫
Ω |∇u|2dx ≤ 1, on a

∫

Ω
eβu2

dx ≤ C V ol(Ω, euclidien). (1)

On écrira W 1,2
0 (Ω) ↪→ eLp(Ω).

Bien entendu il n’est pas très difficile de passer d’un ouvert de R2 à une surface
compacte et sans bord. Ce qui nous donne :

Théorème 2.2. — Soit (M2, g) une surface compacte, sans bord et de classe
C∞. Il existe C > 0 et β > 0 ne dépendant que de (M, g) telles que pour toute
fonction u ∈ W 1,2(M) vérifiant

∫
M udvg = 0 et

∫
M |∇u|2dvg ≤ 1, on a

∫

M
eβu2

dx ≤ C V ol(M, g).

On écrira W 1,2(M) ↪→ eLp(M).

Moser a montré que si (M, g) est la sphère standard (S2, gc) on peut prendre
β = 4π dans le théorème précédent et de plus cette valeur est optimale au sens où
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pour tout β > 4π il existe une suite (ui)i ⊂ W 1,2(S2) telle que
∫

M |∇ui|2dvg ≤ 1
pour tout i et ∫

S2
exp(βu2

i )dvgc → +∞

lorsque i tend vers l’infini.

On peut énoncer le théorème :

Théorème 2.3. — Soit (S2, gc) la 2-sphère standard. Il existe C > 0 telle
que pour toute fonction u ∈ W 1,2(S2) vérifiant

∫
S2 udvgc = 0 et

∫
S2 |∇u|2dvgc ≤ 1,

on a ∫

S2
e4πu2

dvgc ≤ C.

Par conséquent, en posant C1 := log C + log 1
4π , on a pour tout u ∈ W 1,2(S2)

log
∫

S2
e2udvgc ≤

1
4π

∫

S2
|∇u|2dvgc + 2

∫

S2
udvgc + C1. (2)

Pour les fonctions qui sont symétriques Moser [Mos71] a amélioré cette inégalité
en prouvant :

Théorème 2.4. — Soit (S2, gc) la 2-sphère standard. Il existe C > 0 telle
que pour toute fonction u ∈ W 1,2(S2) vérifiant u(ξ) = u(−ξ) pour tout ξ ∈ S2,∫

S2 udvgc = 0 et
∫

S2 |∇u|2dvgc ≤ 1, on a

∫

S2
e8πu2

dvgc ≤ C.

Par conséquent, en posant C1 := log C + log 1
4π , on a pour tout u ∈ W 1,2(S2)

log
∫

S2
e2udvgc ≤

1
8π

∫

S2
|∇u|2dvgc + 2

∫

S2
udvgc + C1. (3)

Il existe une version optimale de l’inégalité (2) qui est due à Onofri [Ono82] :

Théorème 2.5. — Soit (S2, gc) la 2-sphère standard. On a pour tout u ∈
W 1,2(S2)

log
∫

S2
e2udvgc ≤

1
4π

∫

S2
|∇u|2dvgc + 2

∫

S2
udvgc . (4)

De plus on a égalité dans cette inégalité si et seulement si e2ugc est isométrique à
gc.

Ce théorème joue un rôle fondamental dans l’étude de familles isospectrales sur la
sphère dont nous reparlerons au paragraphe 4.
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3. Courbure de Gauss et problèmes elliptiques associés

Considérons une surface compacte M2, sans bord équipée d’une métrique
que l’on notera g0. A cette métrique est associée sa courbure de Gauss que nous
noterons Kg0 . Dans cette partie nous nous pencherons sur le comportement de la
courbure de Gauss lors d’un changement conforme de métrique, c’est-à-dire lorsque
l’on considère une métrique de la forme

gw := e2wg0,

où w est une fonction de classe C∞ sur M . Il existe une relation très simple entre
la courbure de Gauss pour la métrique g0 et la courbure de Gauss pour la métrique
gw ; si on note ∆g0 l’opérateur de Laplace-Beltrami associé à g0, elle est donnée
par la proposition suivante :

Proposition 3.1. — On a la relation

∆g0w + Kgwe2w = Kg0 . (5)

Cette équation est souvent appelée équation de courbure de Gauss prescrite. La
preuve de cette relation est purement locale et utilise l’expression de la courbure
en coordonnées locales. Une remarque importante découle directement de cette
équation ; si on intègre celle-ci de chaque coté on obtient

∫

M
Kg0dvg0 =

∫

M
Kgwe2wdvg0 =

∫

M
Kgwdvgw ,

autrement dit
∫

M Kgwdvgw est un invariant conforme, i.e. indépendante de w.
Nous verrons que cette quantité joue un rôle fondamental dans l’étude de l’équation
de courbure scalaire prescrite. En fait

∫
M Kgdvg est bien mieux qu’un invariant

conforme puisque la formule de Gauss-Bonnet nous indique que c’est même un
invariant topologique

Proposition 3.2. — (Formule de Gauss-Bonnet pour les surfaces) Soit (M2, g0)
une surface compacte, sans bord et de classe C∞. Alors on a

∫

M
Kg0dvg0 = 2πχ(M),

où χ(M) est la caractéristique d’Euler-Poincaré de M .

Un des problèmes centraux reliés à l’équation de courbure scalaire prescrite est le
suivant : étant donnés une surface compacte, sans bord et de classe C∞, (M2, g0),
et une fonction K ∈ C∞(M), peut-on trouver une métrique g conforme à la
métrique g0 telle que la courbure de Gauss associée à g soit exactement la fonction
K ? Autrement dit est-ce que l’équation (5) admet une solution w dans C∞(M)
? Ce problème est souvent appelé problème de courbure de Gauss prescrite.
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Un cas particulier de ce problème est celui où K est une fonction constante.
Comme on le voit sur la formule de Gauss-Bonnet, (M2, g0) étant donnée, le
signe de K ne peut pas être quelconque, il est determiné par celui de χ(M). Ce
problème, que l’on nomme communément problème d’uniformisation des surfaces,
a été entièrement résolu par Weil en utilisant des techniques d’analyse complexe
: sur toute surface (M2, g0), compacte, sans bord et de classe C∞ et étant donné
un réel λ > 0, il existe une métrique conforme à g0 dont la courbure de Gauss
est signe(χ(M))λ. A noter qu’une autre preuve de ce résultat a été obtenue par
Osgood, Philipps et Sarnak [OPS88a] et [OPS88b] en utilisant la fonctionnelle
log-determinant dont nous parlerons dans la section 4.

Revenons maintenant au problème de courbure de Gauss prescrite dans le cas
général. Dans [KW75a], Kazdan et Warner ont obtenu des conditions nécessaires
et suffisantes pour la résolution de (5) dans certains cas

Théorème 3.3. — Supposons χ(M) = 0. Alors l’équation (5) possède une
solution si et seulement l’une des deux situations suivantes se produit

(i) K ≡ 0 ;

(ii) K change de signe et vérifie
∫

M Ke2fdvg0 < 0 où f est une solution de
l’équation ∆g0f = Kg0 .

Ce théorème résout complètement le problème lorsque M est une surface à car-
actéristique d’Euler-Poincaré nulle. Lorsque celle-ci est strictement positive ou
strictement négative nous n’avons que des résultats partiels. Commençons par le
cas où χ(M) < 0.

Le cas χ(M) < 0 a également été étudié par Kazdan et Warner, mais pas complètement
résolu. Dans [KW75a], Kazdan et Warner montrent une condition nécessaire et
suffisante pour qu’une fonction K soit la courbure de Gauss d’une métrique con-
forme à la métrique initiale mais cette condition n’est pas explicite et ne permet
pas de caractériser les fonctions qui sont la courbure de Gauss d’une métrique
conforme à la métrique initiale. On pourra se référer à Kazdan-Warner [KW75a]
pour plus de détails (en particulier sur des exemples de fonctions qui ne sont pas
courbure de Gauss d’une métrique conforme à la métrique initiale).

Lorsque χ(M) > 0 alors soit χ(M) = 2 et dans ce cas M est difféomorphe à la
sphère S2, soit χ(M) = 1 et dans ce cas M est difféomorphe au projectif réel RP 2.

Considérons le cas (M, g) := (S2, gc) la sphère standard munie de sa métrique
canonique qui est à courbure de Gauss Kgc ≡ 1. On a vu que si gw := e2wgc on a

∆gcw + Kgwe2w = 1 (6)
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sur S2. Comme nous l’avons vu dans le cas χ(M) < 0 il existe aussi des fonc-
tions qui ne peuvent pas être réalisées comme courbure de Gauss d’une métrique
conforme à la métrique canonique sur S2. Plus précisément

Théorème 3.4. — (Obstruction de Kazdan-Warner) Soit w ∈ W 1,2(S2) une
solution de (6). Alors, pour toute fonction propre ϕ de ∆gc associée à la valeur
propre 2 on a ∫

S2
< ∇gcK,∇gcϕ >gc e2wdvgc = 0. (7)

Les conséquences de ce Théorème sont importantes. En effet, puisque d’après
la formule de Gauss-Bonnet nous savons que

∫
S2 Ke2wdvgc = 4π, on en déduit

que K doit être strictement positive quelque part. Mais cela ne suffit pas ; si on
considère une fonction propre ϕ de ∆gc associée à la valeur propre 2, on voit bien
que K := 1 + εϕ est strictement positive dès que ε est assez petit mais ne vérifie
pas les conditions du Théorème.

Un des premiers résultats remarquables sur le problème de la courbure de Gauss
prescrite sur la sphère standard fut obtenu par Moser [Mos71]

Théorème 3.5. — Soit K ∈ C∞(S2) avec K strictement positive quelque
part et K(x) = K(−x) pour tout x ∈ S2. Alors l’équation (6) admet une solution
w ∈ C∞(S2). De plus w(x) = w(−x) pour tout x ∈ S2

L’ingrédient principal pour la preuve de ce Théorème est l’inégalité de Moser-
Trudinger dont nous avons parlé au paragraphe précédent. Pour montrer ce
résultat Moser introduit la fonctionnelle

JK [w] := log
∫

S2
Ke2wdvgc −

1
4π

∫

S2
|∇w|gcdvgc − 2

∫
wdvgc . (8)

Les points critiques de cette fonctionnelle sont exactement les solutions de

−∆gcw + 1 =
Ke2w

∫

S2
Ke2wdvgc

,

et si l’on pose w̃ := w − 1
2 log

∫

S2
Ke2wdvgc , w̃ sera solution de l’équation

∆gcw + Ke2w = 1. (9)

En utilisant le Théorème 2.4 il est ensuite facile de montrer que la fonctionnelle
JK admet un maximum sur l’ensemble

C :=
{

w ∈ W 1,2(S2) : w est paire et
∫

S2
Ke2wdvgc > 0

}
.
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Il est important de signaler que l’amélioration de la valeur de la constante 4π
entre le Théorème 2.3 et le Théorème 2.4 est cruciale pour montrer l’existence
d’un point critique sur C (à cause de la présence du facteur 1

4π dans l’expression
de la fonctionnelle JK).

D’autres résultats ont été obtenus pour des fonctions K qui ne sont pas sup-
posées symétriques. Voir par exemple Chang-Yang [CY91a], Chang-Gursky-Yang
[CGY93], Bahri-Coron [BC91] et Li [Li96] ainsi que les références contenues dans
ces articles.

Motivé par ces résultats d’existence on s’est intéressé très récemment à un problème
plus général que celui de la courbure de Gauss prescrite.

Soit (Σ, g) une surface de Riemann (sans bord) de volume 1, K ∈ C∞(Σ) une
fonction partout strictement positive et ρ un nombre réel. On considère l’équation

∆gu + ρ

(
Keu

∫
Σ Keudvg

− 1
)

= 0 sur Σ. (10)

(10) est l’équation d’Euler-Lagrange associée à la fonctionnelle

Jρ(u) =
1
2

∫

Σ
|∇u|2g dvg + ρ

∫

Σ
udvg − ρ log

∫

Σ
Keudvg, (11)

pour u ∈ W 1,2(Σ) (rappelons que W 1,2(Σ) est l’ensemble des fonctions de L2 qui
ont leurs dérivées premières, au sens des distributions, dans L2).

Puisque Jρ est invariante par translation, (10) est équivalente à l’équation :

∆gu + ρ (Keu − 1) = 0 on Σ. (12)

Lorsque ρ = 8π et (Σ, g) est la sphère standard (à une homothétie près car on
impose que le volume soit égal à 1), nous retrouvons simplement le problème de
la courbure de Gauss prescrite sur la sphère standard.

Il est à signaler que le problème variationnel (11) apparâıt également dans le
modèle de vortex de Onsager pour les flots d’Euler turbulents. Dans cette in-
terprétation u est la “stream function” dans la limite infinie du vortex (voir Mar-
chioro et Pulvirenti [MP94] p.256ff). La mesure de Gibbs canonique correspon-
dante et la fonction de partition sont finies précisément dans le cas où ρ < 8π. Ce
problème variationnel est aussi relié à l’étude de l’équation de Chern-Simons-Higgs
dans le cas abelien (voir Caffarelli et Yang [CY95a], Struwe et Tarantello [ST98],
Tarantello [Tar96] et Yang [Yan00]).
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Grâce à l’inégalité de Moser-Trudinger (voir le Théorème 2.3), il est facile de
prouver la coercivité et la compacité pour Jρ lorsque ρ < 8π (et dans ce cas la
résolution de (10) est claire). Pour ρ ≥ 8π la situation devient plus compliquée
puisque, dans ce cas, la fonctionnelle Jρ n’est ni majorée ni minorée.

Dans Djadli [Dja] on regarde le cas ρ > 8π en supposant que

ρ ∈ (8kπ, 8(k + 1)π) pour un certain k ∈ N∗. (13)

On prouve (voir Djadli [Dja])

Théorème 3.6. — Soit (Σ, g) une surface de Riemann compacte (sans bord
et de volume 1), K ∈ C∞(Σ) une fonction partout strictement positive et ρ un
nombre réel. On suppose que ρ ∈ (8kπ, 8(k + 1)π) pour un certain k ∈ N∗. Alors
il existe u ∈ C∞(Σ) telle que

∆gu + ρ

(
Keu

∫
Σ Keudvg

− 1
)

= 0 sur Σ. (14)

Ce résultat généralise des résultats précédents de Ding, Jost, Li et Wang [DJLW99],
de Lin [Lin00], et de Chen et Lin [CL03]. Dans [DJLW99], les auteurs montrent
que, en supposant ρ ∈]8π, 16π[ et en supposant que le genre de la surface est
supérieure ou égale à 1, il existe une solution de (10). Dans [Lin00], Lin étudie
le cas de la 2-sphere pour ρ ∈]8π, 16π[∪]16π, 24π[. Il montre l’existence d’une
solution lorsque ρ ∈]8π, 16π[ en calculant le degré topologique de Leray-Schauder
pour l’équation (10) (ce degré ne dépend pas de K et vaut toujours -1). Lorsque
ρ ∈]16π, 24π[ le degré est égal à 0 et l’auteur n’est pas en mesure de conclure
à l’existence d’une solution. Plus généralement, Y.Y. Li [Li99] a initié l’étude
de l’existence de solutions pour cette équation en calculant le degré topologique
de Leray-Schauder pour (10) ; il a montré que les phénomènes de concentration
(et de perte de compacité) ne peuvent se produire que lorsque ρ est égal à 8kπ,
k ∈ N∗, et par conséquent le degré topologique est constant sur chaque intervalle
]8kπ, 8(k + 1)π[. Il y a quelques années, Chen et Lin [CL03] ont calculé le degré
topologique de Leray-Schauder pour (10) pour tout ρ +∈ 8πN ; en utilisant la
formule obtenue ils sont capables de montrer que lorsque la caractéristique d’Euler-
Poincaré de Σ vérifie χ(Σ) ≤ 0, le degré n’est pas 0 et (10) admet une solution.
Malheureusement, lorsque χ(Σ) > 0 et ρ ∈]8kπ, 8(k+1)π[, avec k ≥ 2, le degré vaut
toujours 0 et il n’est plus possible de conclure quant à l’existence d’une solution.
Dans Djadli [Dja], aucune hypothèse sur la topologie de la variété n’est faite et on
est capable de traiter entièrement le cas ρ ∈]8kπ, 8(k +1)π[ pour un certain entier
k.
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Une importante remarque ici est que, d’après le Théorème 3.6 et le fait que lorsque
χ(Σ) > 0 et ρ ∈]8kπ, 8(k +1)π[, avec k ≥ 2, le degré vaut 0, on a que, dans ce cas,
l’équation (10) a toujours au moins deux solutions.

Pour des détails sur la preuve du Théorème 3.6 on se reportera à Djadli [Dja].

4. Formule de Polyakov sur les surfaces

Dans cette partie nous introduisons la fonctionnelle log-determinant associée à
l’opérateur de Laplace-Beltrami. Considérons une variété riemannienne compacte
de dimension n, (Mn, g), sans bord et de classe C∞. On sait que le spectre du
laplacien ∆g constitue une suite croissante

0 = λ0 < λ1 ≤ λ2 ≤ · · · ≤ λk ≤ . . . ,

qui tend vers +∞ lorsque k tend vers l’infini. De surcrôıt, les fonctions propres
{ϕj}j forment une base orthonormée de L2(M).

On peut définir la fonction ζ associée à ∆g par

ζ(s) =
∑

λk #=0

λ−s
k . (15)

Pour le moment on ne préoccupe pas de la convergence de cette série (convergence
dont nous parlerons plus tard). Si on décide d’écrire cette série de manière formelle
on obtient

ζ ′(s) = −
∑

λk #=0

(log λk)λ−s
k ,

autrement dit, toujours formellement,

ζ ′(0) = −
∑

λk #=0

log λk = − log
∞∏

k=1

λk.

Cette écriture formelle fut celle qui a motivé la définition de la fonctionnelle log-
determinant par Ray et Singer [RS71]

log det(∆g) := ζ ′(0). (16)

Nous justifions maintenant l’existence de ζ ′(0). Si on note N(λ) := Card{j ∈ N :
λj ≤ λ} on a la formule asymptotique de Weyl

Proposition 4.1. — Soit (Mn, g) une variété riemannienne compacte, sans
bord et de classe C∞. Alors

N(λ) ∼ ωnV ol(M, g)
λ

n
2

(2π)n
, (17)
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lorsque λ tend vers l’infini. Ici ωn désigne le volume de la boule unité standard de
Rn. En particulier lorsque λ = λk

(λk)
n
2 ∼ k(2π)n

ωnV ol(M, g)
(18)

lorsque k tend vers l’infini.

Puisque λk se comporte asymptotiquement comme k
2
n , on en déduit que la fonction

ζ est bien définie lorsque Re(s) > n
2 . Maintenant si on veut donner un sens à ζ ′(0)

on utilise, de manière classique, la transformée de Mellin

x−s =
1

Γ(s)

∫

M
e−xtts−1dt, (19)

où Γ est la fonction Gamma classique

Γ(s) :=
∫ ∞

0
e−tts−1dt.

La fonction Γ possède un pôle simple en 0 et on a

sΓ(s) ∼s→0 1.

En utilisant la transformée de Mellin on peut écrire ζ en fonction de Γ lorsque
Re(s) > n

2 :

ζ(s) =
1

Γ(s)

∫ ∞

0

∞∑

j=1

e−λjtts−1dt =
1

Γ(s)

∫ ∞

0
(Z(t)− 1)ts−1dt,

où

Z(t) :=
∫

M
H(x, x, t)dvg(x) =

∞∑

k=0

e−λkt = Trace(et∆g )

est la trace du noyau de la chaleur

H(x, y, t) :=
∞∑

k=0

e−λktϕk(x)ϕk(y).

Rappelons que H est l’unique solution fondamentale de l’équation de la chaleur





∂u
∂t −∆gu = 0,

limt→0 u(x, t) = f(x);
(20)

au sens où f étant donnée dans C∞(M), le produit de convolution u := H - f est
solution de (20). La fonction H est continue sur M ×M × (0,∞) et de plus on a
pour tout x dans M

lim
t→0

H(x, x, t)−
(

1
4π

)n
2 ∞∑

k=0

Bk(x)t
k−n

2

tm
= 0
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pour tout m ≥ 0. Ici les fonctions Bk sont des invariants locaux de M (Bk ≡ 0
lorsque k est impair). Ceci nous permet de donner l’équivalent suivant de Z

Z(t) ∼
(

1
4π

)n
2 ∞∑

k=0

akt
k−n

2

lorsque t tend vers 0 par valeurs supérieures (où ak :=
∫

M Bkdvg).

Dans le cas où la variété est une surface de Riemann on peut obtenir une expression
explicite pour ces développements. Nous les donnons ci-dessous






H(x, x, t) =
1

4πt
+

Kg(x)
12π

+
K2

g (x)t
60π

+ O(t2),

Z(t) =
V ol(M, g)

4πt
+

χ(M)
6

+
πt

60

∫

M
K2

gdvg + O(t2).

(21)

Ainsi, lorsque la fonction ζ est bien définie, on a

ζ(s) =
1

Γ(s)

∫ 1

0
(Z(t)− 1)ts−1dt +

1
Γ(s)

∫ ∞

1
(Z(t)− 1)ts−1dt

=
1

Γ(s)

∫ 1

0
ts−1

[
V ol(M, g)

4πt
+

χ(M)
6

+
πt

60

∫

M
K2

gdvg + t2P (t)− 1
]

dt

+
1

Γ(s)

∫ ∞

1

( ∞∑

k=1

e−λkt

)
ts−1dt,

(22)

où P est une fonction bornée. La seconde quantité est holomorphe en s puisque la
fonction Γ ne s’annule pas et puisque, pour t grand,

∑∞
k=1 e−λkt ≤ Ce−λ1t grâce à

la formule asymptotique de Weyl. La première quantité quant à elle peut s’écrire

1
Γ(s)

[
ts−1

s− 1
V ol(M, g)

4π
+

χ(M)
6s

ts +
πts+1

60(s + 1)

∫

M
K2

gdvg −
ts

s

]t=1

t=0

+ B(s),

avec B(s) = 1
Γ(s)

∫ 1
0 P (t)ts+1dt qui est holomorphe sur Re(s) > −1. On observe

facilement que l’expression précédente converge pour tout s ∈ C tel que Re(s) > 1
et possède un prolongement méromorphe à C tout entier avec un pôle simple en
s = 1.

Comme on le voit donc, ζ est holomorphe sur le demi-plan Re(s) > 1 et possède
un prolongement méromorphe sur C avec un pôle simple en s = 1 et on a de plus

ζ(0) =
χ(M)

6
− 1.
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Notons que l’on peut obtenir une formule explicite de ζ(0) en dimension plus
grande que 2 (voir Rosenberg [Ros97]). Puisque ζ est analytique en 0 on peut
définir ζ ′(0) (qui n’est rien d’autre que lims→0

ζ(s)−ζ(0)
s ). Nous avons donc justifié

rigoureusement (16).

Une question naturelle consiste à se demander ce qui se produit sur la fonction ζ
lorsque l’on réalise un changement conforme de métrique. C’est à cette question
que répond le Théorème suivant :

Théorème 4.2. — (Formule de Polyakov) Soit (M2, g0) une surface com-
pacte, sans bord et de classe C∞. On considère le changement conforme de
métrique gw := e2wg0 avec V ol(M, g0) = V ol(M, gw). Alors on a la formule
suivante (dite formule de Polyakov [Pol81])

F [w] := log
det(−∆gw)
det(−∆g0)

= − 1
12π

∫

M

(
|∇g0w|2g0

+ 2Kg0w
)
dvg0 . (23)

La formule de Polyakov décrit donc le comportement de la fonctionnelle g .−→
log det(−∆g) (que l’on appelle généralement la fonctionnelle log-déterminant) sous
changement conforme de métrique qui preserve le volume. En fixant une métrique
initiale g0, l’étude de la fonctionnelle log-déterminant dans la classe conforme de
g0 se réduit donc à l’étude de la fonctionnelle

w ∈ C∞(M) .−→ − 1
12π

∫

M

(
|∇g0w|2 + 2Kg0w

)
dvg0 .

Les points critiques de cette fonctionnelle possèdent des propriétés remarquables
dans certains cas et c’est ce que nous allons illustrer à l’aide des résultats suivants

Proposition 4.3. — Considérons la 2-sphère standard (S2, gc). Alors pour
tout w ∈ C∞(S2) tel que V ol(S2, gw) = 4π on a F [w] ≤ F [0] = 0. Autrement dit
F est maximal pour la métrique standard gc (ce qui correspond à w ≡ 0).

Dans le cas des surfaces qui ne sont pas la sphère standard la situation est plus
compliquée comme nous allons le voir. Toutefois en courbure constante négative
nous avons

Proposition 4.4. — Soit (M2, g0) une surface compacte, sans bord et de
classe C∞. On suppose que Kg0 ≡ constante ≤ 0. Alors pour toute fonction
w ∈ C∞(M) telle que V ol(M, gw) = V ol(M, g0) on a

F [w] ≤ 0,

et de plus on a l’égalité si et seulement si w ≡ 0.
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Dans le cas de la 2-sphère standard, il est assez aisé de voir que l’inégalité d’Onofri
(et son cas d’égalité) nous donne un analogue du théorème précédent. A notre
connaissance il n’existe pas d’autre résultat d’existence et de caractérisation de
métriques extrémales pour la fonctionelle log-déterminant sur les surfaces.

Une autre application de la formule de Polyakov concerne l’étude des familles de
métriques (conformes) isospectrales sur une surface. On considère une surface M
compacte, lisse et sans bord. On dira qu’une famille de métriques (conformes) {gi}i
définies sur M est isopectrale lorsque toutes ces métriques possèdent le même spec-
tre pour leur opérateur de Laplace-Beltrami respectif. En 1988, Osgood, Phillips
et Sarnak [OPS88a] et [OPS88b] ont montré

Théorème 4.5. — Soit M2 une surface compacte, sans bord et de classe
C∞. Toute famille de métriques isospectrales sur cette surface forme une famille
compacte pour la topologie C∞ modulo la classe d’isométrie.

Donnons une idée succinte de la preuve dans le cas de la sphère standard (S2, gc).
D’après (21), on a

Z(t) ∼ 1
4πt

(
a0 + a1t + a2t

2 + . . .
)

lorque t tend vers 0+, et où a0 = V ol(S2, gc), a1 = 4π
3 , a2 = π

60

∫
S2 K2

gc
dvgc , et

pour k ≥ 3, ak =
∫

S2 B2kdvgc , B2k étant un polynôme universel de degré 2k en
Kgc . Puisque la famille de métriques considérée est isospectrale, a2 est constant
sur toute cette famille et cela nous donne un contrôle sur ∆gcui (ici on a posé
gi = e2uigc). Si on veut obtenir un contrôle sur les dérivées premières des ui on
utilise la formule de Polyakov, qui permet directement de dominer

∫
S2 |∇ui|dvgc .

Ensuite par un argument de bootstrap et en utilisant les ak pour k ≥ 3 on parvient
à contrôler toutes les dérivées des ui. A noter que l’on utilise le théorème d’Onofri
pour pouvoir dominer

∫
S2 |∇ui|dvgc dans ce cas (la sphère). Si la surface sous-

jacente n’est pas la sphère (et puisque l’on peut toujours se ramener à une métrique
à courbure de Gauss constante égale à −1, 0 ou +1) on peut exercer un contrôle
sur les dérivées premières des ui directement à partir de le formule de Polyakov.

5. Opérateurs covariant conforme d’ordre 4

Sur une variété riemannienne de dimension 2, l’opérateur de Laplace-Beltrami est,
comme on l’a vu, un opérateur géométrique naturel. Sous le changement conforme
g̃ = e2wg, et lorsque la dimension est 2, le laplacien pour g̃ est relié au laplacien
pour g par la relation

∆g̃ϕ = e−2w∆gϕ, ∀ϕ ∈ C∞(M).

En dimension plus grande que 2, le même genre de relation d’invariance conforme
est vraie mais pour un opérateur (d’ordre 2) légèrement différent du laplacien,



62 Z. Djadli

opérateur appelé laplacien conforme Lg = − 4(n−1)
n−2 ∆g + Scalg. On a, si g̃ = e2wg,

pour tout ϕ ∈ C∞(M)

Lg̃(ϕ) = e−
n+2

2 wLg

(
e

n−2
2 wϕ

)
.

D’une façon plus générale, on dira qu’un opérateur Ag dépendant de la métrique
est conformément covariant de bi-degré (a, b) si, sous le changement conforme de
métrique g̃ = e2wg, les opérateurs Ag̃ et Ag sont reliés par la relation

Ag̃(ϕ) = e−bwAg(eawϕ), ∀ϕ ∈ C∞(M).

Un opérateur d’ordre 4 particulièrement intéressant fut découvert en 1983 par
S. Paneitz [Pan83]. Cet opérateur défini sur les variétés de dimension 4 est donné
par

Pgϕ = ∆2
gϕ− divg

(
2
3
Scalgg − 2Ricg

)
dϕ. (24)

Cette opérateur est conformément covariant de bidegré (0, 4), i.e. si g̃ = e2wg

Pg̃(ϕ) = e−4wPg(ϕ), ∀ϕ ∈ C∞(M).

L’opérateur de Paneitz sur les variétés de dimension 4 présente beaucoup de simi-
litudes avec l’opérateur laplacien sur les surfaces. Nous allons les présenter ici.

(i) Sur une surface compacte, l’invariant de courbure naturel associé à ∆g est la
courbure de Gauss Kg. Sous le changement conforme g̃ = e2wg, on a

−∆gw + Kg = Kg̃e
2w.

Sur une variété de dimension 4 on a

Pgw + 2Qg = 2Qg̃e
4w,

où Qg est l’invariant de courbure défini par (on appelle souvent Qg la Q-courbure)

Qg =
1
12

(
−∆Scalg + Scal2g − 3|Ricg|2

)
. (25)

(ii) L’analogie entre K et Q est encore plus flagrante si on considère la formule de
Gauss-Bonnet. Sur une surface on a

2πχ(M) =
∫

M
Kgdvg,

où χ(M) est la caractéristique d’Euler-Poincaré de M . En dimension 4, on a

4π2χ(M) =
∫

M

(
1
8
|Weylg|2g + Qg

)
dvg. (26)
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Il faut noter que, puisque |Weylg|2 dvg est invariant par changement conforme,
c’est le terme Qgdvg qui mesure le changement conforme. Notons aussi que compte
tenu de la formule de Gauss-Bonnet et de l’invariance conforme de |Weylg|2 dvg,
la quantité

∫
M Qgdvg (que l’on note en général kP ) est un invariant conforme.

Lorsque la dimension de la variété est supérieure ou égale à 3, on a vu que
l’opérateur invariant conforme d’ordre 2 est le laplacien conforme Lg. Si on écrit le
changement conforme g̃ = u

4
n−2 g où u est une fonction lisse et strictement positive,

comme on l’a vu, pour tout ϕ ∈ C∞(M)

Lg̃(ϕ) = u−
n+2
n−2 Lg(uϕ).

En prenant ϕ ≡ 1 dans cette égalité on obtient

Lg(u) = Scalg̃u
n+2
n−2 . (27)

Il existe aussi un opérateur d’ordre 4 naturel sur les variétés de dimension supérieure
ou égale à 5. Celui-ci fut mis en évidence par Branson [Bra85]. Soit une variété
(M, g) de dimension n ≥ 5 et considérons

Pn
g (ϕ) = ∆2

gϕ− divg (anScalgg + bnRicg) dϕ +
n− 4

2
Qn

g ,

où
Qn

g = cn |Ricg|2 + dnScal2g −
1

2(n− 1)
∆gScalg,

an = (n−2)2+4
2(n−1)(n−2) , bn = − 4

n−2 , cn = − 2
(n−2)2 et dn = n3−4n2+16n−16

8(n−1)2(n−2)2 . Cette

opérateur est conformément covariant : si g̃ = u
4

n−4 g alors ∀ϕ ∈ C∞(M)

Pn
g̃ (ϕ) = u−

n+4
n−4 Pn

g (uϕ).

On a aussi l’analogue de l’équation (27)

Pn
g (u) = Qg̃u

n+4
n−4 .

Dans ce survol nous n’allons pas nous intéresser à l’opérateur Pn
g . Nous ne par-

lerons que de la dimension 4 et donc uniquement de l’opérateur de Paneitz

Pgϕ = ∆2
gϕ− divg

(
2
3
Scalgg − 2Ricg

)
dϕ.

L’une des premières questions que l’on peut se poser à propos de cet opérateur,
surtout compte tenu de son expression un peu “compliquée”, concerne ses pro-
priétés d’opérateur, en particulier sur son noyau et sa positivité éventuelle. Ces
questions ne sont pas simples et pour le moment il n’existe que des résultats très
partiels. Le premier que nous donnons est dû à Gursky [Gur99] et [Gur98]



64 Z. Djadli

Théorème 5.1. — Soit (M4, g) une variété riemannienne compacte, sans
bord, lisse et de dimension 4. Si l’invariant de Yamabe Y (M, [g]) est positif ou nul
et si

∫
M Qgdvg est aussi positif ou nul alors Pg est un opérateur dont le noyau est

réduit à R. Si de plus on suppose que 0 ≤
∫

M Qgdvg < 8π2 alors Pg est également
un opérateur positif au sens où pour tout ϕ ∈ C∞(M), on a

∫
M ϕ Pgϕdvg ≥ 0.

La valeur 8π2 qui apparâıt dans ce théorème n’est pas anodine ; c’est la valeur que
prend la Q-courbure sur la sphère S4 munie de sa métrique standard. D’ailleurs
Gursky [Gur99] a montré un résultat le rigidité suivant

Théorème 5.2. — Soit (M4, g) une variété riemannienne compacte, sans
bord, lisse et de dimension 4. Si l’invariant de Yamabe Y (M, [g]) est positif ou
nul et si

∫
M Qgdvg est aussi positif ou nul alors

∫
M Qgdvg ≤ 8π2 avec égalité si et

seulement si (M, g) est conformément difféomorphe à la 4-sphère standard.

Très récemment Gursky et Viaclovsky [GV03] ont donné une version plus forte du
Théorème 5.1

Théorème 5.3. — Soit (M4, g) une variété riemannienne compacte, sans
bord, lisse et de dimension 4. On suppose que l’invariant de Yamabe Y (M, [g]) est
strictement positif et que

∫

M
Qgdvg +

1
6
(Y (M, [g]))2 > 0.

Alors Pg est un opérateur positif dont le noyau est réduit à R.

6. La fonctionnelle déterminant en dimension 4 et métriques
extrémales

Soit (Mn, g) une variété riemannienne compacte, sans bord, lisse et de dimension
n ≥ 3. On considère un opérateur différentiel géométrique (au sens où il dépend de
la métrique) Ag que l’on va supposer auto-adjoint, et de symbole principal positif
et d’ordre 2., avec . ∈ N∗. De plus, on suppose que Ag se comporte de la même
manière que son symbole principal sous l’action d’une homothétie sur la métrique,
c’est-à-dire que si g := λ2g avec λ ∈ R∗ alors

Ag = λ−2(Ag.

On peut prendre par exemple l’opérateur laplacien conforme Lg = − 4(n−1)
n−2 ∆g +

Scalg ou l’opérateur de Dirac ∇2.

Classiquement, on a le développement suivant pour le noyau de la chaleur associé
à Ag pour tout ϕ ∈ C∞(M)

Tr(ϕetAg ) ∼
∞∑

k=0

t
k−n
2! ak(ϕ, Ag), ak(ϕ, Ag) =

∫

M
ϕ(x)Bk(x,Ag)dvg(x),
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lorsque t tend vers 0, t > 0, où les fonctions Bk sont des invariants locaux de la
métrique g.

Si on note {λ0, . . . ,λj , . . . } les valeurs propres de Ag, on sait que seul un nombre
fini de celles-ci sont négatives (car M est compacte), et on a là encore une formule
asymptotique de Weyl donnée par

λj ∼ c(g,Ag)j
2!
n , (28)

lorsque j tend vers l’infini. De manière analogue à ce que nous avons fait en (15),
on peut définir la fonction ζA associée à l’opérateur Ag en posant

ζA(s) :=
∑

λj #=0

|λj |−s, (29)

pour Re(s) > n
2( . On peut montrer, ainsi que nous l’avons fait précédemment, que

la fonction ζA admet un prolongement méromorphe sur C, avec des pôles simples,
et que ce prolongement est analytique en 0. Dès lors, on définit le déterminant de
Ag en posant

det(Ag) := (−1)Card{j,λj<0}exp (−ζ ′(0)) . (30)

Il faut remarquer que cette définition n’est pas invariante par homothétie sur la
métrique, ce qui est quelque peu problématique. Pour cette raison on introduit

P (Ag) := (V ol(M, g))
2!
n det(Ag), (31)

et clairement P (Ag) est invariant par homothétie sur la métrique, c’est-à-dire que
si g := µ2g, avec µ ∈ R∗, alors P (Ag) = P (Ag).

Maintenant que nous avons défini un analogue du determinant comme nous l’avions
fait dans la section 4, nous pouvons essayer de comprendre de quelle façon se
comporte P (Ag) lors d’un changement conforme de métrique. Nous nous plaçons
à partir de maintenant sur une variété riemannienne (M4, g), sans bord, compacte,
lisse et de dimension 4. Introduisons, comme nous l’avons fait dans le cas de
l’opérateur de Laplace-Beltrami sur les surfaces, la fonctionnelle log-déterminant
pour l’opérateur Ag, que l’on note FA. Soit w ∈ C∞(M) et gw := e2wg, on définit

FA[w] := −2 log
P (A(gw))

P (Ag)
. (32)

Branson et Orsted [BO91] ont remarqué que la fonctionnelle FA peut se décomposer
le long de trois fonctionnelles élémentaires :

Théorème 6.1. — Il existe γ1, γ2 et γ3 réelles telles que pour tout w ∈
C∞(M)

FA[w] = γ1I[w] + γ2II[w] + γ3III[w], (33)
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où

I[w] := 4
∫

M
w|Weylg|2gdvg −

(∫

M
|Weylg|2gdvg

)
log

(∫

M
e4wdvg

)
,

II[w] :=
∫

M
(wPgw + 4wQg) dvg −

(∫

M
Qgdvg

)
log

(∫

M
e4wdvg

)
,

III[w] :=
1
3

(∫

M
Scal2gw

dvgw −
∫

M
Scal2gdvg

)
.

(34)

Le fait remarquable ici est que I, II et III ne dépendent pas de Ag mais sont
universelles ; si on change Ag ce sont les constantes γ1, γ2 et γ3 qui changent.
Par exemple, si Ag est l’opérateur laplacien conforme, alors (4π)2180(γ1, γ2, γ3) =(
1,−4,− 2

3

)
.

Dans le cas de la sphère nous avons le Théorème suivant :

Théorème 6.2. — (Branson-Chang-Yang [BCY92a]) Sur la sphère standard
(S4, gc), la fonctionnelle g .→ detLgw est minimale pour une métrique gw = e2wg
(avec V ol(S4, gw) = V ol(S4, gc)) si et seulement si gw = φ∗(gc) où φ est une
transformation conforme de la 4-sphère standard sur elle-même (autrement dit si
et seulement si gw et gc sont isométriques).

Ce théorème peut être vu comme un analogue en dimension 4 de l’inégalité d’Onofri
que nous avons vue à la section 4.

Dans la suite nous nous pencherons sur la recherche de métriques extrémales sur
des variétés autres que la sphère. Comme nous le verrons, c’est sur la sphère
standard que nous avons le plus de résultats de “rigidité” des métriques extrémales.
Dans le tableau qui suit nous récapitulons les résultats connus pour les sphères
standards de dimension 2, 3, 4, 6, 2n + 1 avec n ≥ 3, 4n + 1 et 4n + 3.
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La métrique
standard gc sur

est un pour l’opérateur
parmi les métriques

où l’on fixe
résultat dû à

S2 maximum global
minimum global

det(−∆)
det∇2

aire
aire

Onofri [Ono82]

S4 minimum global
maximum global

detL
det∇2

o volume et
classe conforme

Branson, Chang
et Yang [BCY92a]

S6 maximum global
minimum global

detL
det∇2

o volume et
classe conforme

Branson [Bra95]

S3 maximum local
minimum local

det(−∆)
det(−∆)

volume et classe conforme
volume

Richardson [Ric94]
Okikiolu [Oki01]

S2n+1, n ≥ 3 point selle det(−∆)
volume et

classe conforme
Okikiolu [Oki01]

S4n+1

S4n+3
minimum local
maximum local

detL
detL

volume Okikiolu [Oki01]

Étudions maintenant l’existence de métriques extrémales pour la fonctionnelle FA

définie en (32). L’outil fondamental pour cette étude est une généralisation de
l’inégalité de Moser (1) ; cette inégalité est due à Adams [Ada88]

Théorème 6.3. — Soit Ω ⊂ Rn un ouvert borné et soit k un entier na-
turel tel que k < n. On pose p := n

k . Il existe une constante C = C(k, n) et
une constante β0 = β0(k, n) telles que pour toute fonction w ∈ Ck

0 (Ω) vérifiant
‖∇kw‖p ≤ 1 ∫

Ω
exp(β|w(x)|p

′
)dx ≤ C V ol(Ω, euclidien), (35)

pour tout β ≤ β0 (ici p′ := p
p−1 ).

Cette inégalité est optimale au sens où si β > β0, pour tout λ ∈ R il existe
uλ ∈ C∞0 (Ω) telle que ‖∇kuλ‖p ≤ 1 et

∫
Ω exp(β|uλ(x)|p′)dx ≥ λV ol(Ω, euclidien).

Lorsque n = 4 et k = 2 (dans ce cas p = p′ = 2) on a (voir Adams [Ada88])
β0 = 32π2. A partir du théorème précédent on obtient facilement le lemme

Lemme 6.4. — Soit (M4, g0) une variété riemannienne compacte, lisse, sans
bord et de dimension 4. Il existe une constante C = C(g0) telle que pour toute
fonction w ∈ C2(M) vérifiant ‖∆g0w‖2 ≤ 1

∫

M
exp(32π2|w − w|2)dvg0 ≤ C. (36)

Par conséquent pour toute fonction w ∈ C2(M)

log
∫

exp(4(w − w))dvg0 ≤ log C +
1

8π2
‖∆g0w‖22. (37)

Considérons trois réels γ1, γ2 et γ3 et la fonctionnelle

F [w] := γ1I[w] + γ2II[w] + γ3III[w], (38)
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où I, II et III sont définies en (34). On pose (où Qg est la Q-courbure pour la
métrique g telle que définie en (25))

kP :=
∫

M
Qgdvg, (39)

dont nous avons vu que c’est un invariant conforme. Le résultat suivant est dû à
Chang et Yang [CY95b]

Théorème 6.5. — Soit (M4, g0) une variété riemannienne compacte, lisse,
sans bord et de dimension 4. On suppose que γ2 < 0, que γ3 < 0 et que

kP < 8π2 − γ1

γ2

∫

M
|Weylg0 |2g0

dvg0 . (40)

Alors il existe une métrique gw := e2wg0 conforme à g0 (ce qui implique bien sur
que w ∈ C∞(M)) telle que

F [w] = sup
ϕ∈Sc1,c2

F [ϕ], (41)

où c1 et c2 > 0 sont deux réels et

Sc1,c2 := {ϕ ∈ C∞(M) , signe(γ2)F [ϕ] ≤ c1, V ol(M, gϕ) = c2V ol(M, g0)} .

De plus la fonction w vérifie l’équation

γ1|Weylgw |2gw
+ γ2Qgw − γ3∆gwScalgw

= γ1

∫

M
|Weylgw |2gw

dvgw + γ2

∫

M
Qgwdvgw ≡ constante (42)

Remarque 6.6. — A priori la fontion w qui maximise F sur Sc1,c2 est dans
W 2,2(M). La preuve de la régularité C∞ de w est un résultat de Uhlenbeck et
Viaclovsky [UV00].

7. Variétés de dimension 4 à Q-courbure constante

Comme pour la courbure de Gauss pour les surfaces, il est naturel de se demander
dans quelle mesure, sur une variété riemannienne (M, g) compacte, lisse, sans
bord et de dimension 4, il existe une métrique conforme à le métrique g qui soit à
Q-courbure constante.

Rappelons que sous le changement conforme g̃ = e2wg, on a (voir (24) pour la
définition de Pg)

Pgw + 2Qg = 2Qg̃e
4w,
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où Qg est l’invariant de courbure défini par

Qg =
1
12

(
−∆Scalg + Scal2g − 3|Ricg|2

)
.

Ainsi d’après cette relation, le problème évoqué ci-dessus est équivalent à la
résolution de l’équation (on rappelle que kP :=

∫
M Qgdvg, voir paragraphe 5)

Pgu + 2Qg = 2kP e4u sur M. (43)

Les solutions de (43) peuvent être recherchées comme points critiques de la fonc-
tionnelle d’Euler

II[w] = 〈Pgw,w〉g + 4
∫

M
Qgwdvg − kP log

∫

M
e4wdvg; w ∈ W 2,2(M). (44)

Une première réponse a été apportée sur ce problème par Chang et Yang [CY95b]
sous la condition kP < 8π2 et en supposant que Pg est un opérateur positif dont
le noyau est égal à R :

Théorème 7.1. — Soit (M, g) une variété riemannienne compacte, lisse,
sans bord et de dimension 4. On suppose que Pg est un opérateur positif et
que ker Pg = R, et on suppose également que kP < 8π2. Alors il existe une
métrique g̃ conforme à g qui soit à Q-courbure constante (i.e. Qg̃ = constante).

L’outil principal pour montrer ce théorème est l’inégalité de Adams [Ada88] dont
nous avons parlé au paragraphe 6

log
∫

M
e4(u−u)dvg ≤ C +

1
8π2

〈Pgu, u〉g, ∀ u ∈ W 2,2(M). (45)

Il est très facile de voir que sous l’hypothèse kP < 8π2 la fonctionnelle II est
coercive sur les fonctions de W 2,2(M) qui sont de moyenne nulle et ainsi, dans ce
cas, les solutions peuvent s’obtenir par minimisation.

D’après le Théorème 5.3, les conditions du Théorème 7.1 sont vérifiées dès que la
variété est à invariant de Yamabe strictement positif avec kP + 1

6 (Y (M, g))2 > 0.

Dans un papier récent, en collaboration avec A. Malchiodi, nous nous sommes
interessés au cas kP ∈]8kπ2, 8(k + 1)π2[ pour un certain k ∈ N∗. D’autre part,
nous considérons le cas où l’opérateur Pg peut avoir des valeurs propres strictement
négatives. Il est très facile de construire des exemples de telles variétés. Prenons
M = Σ1 × Σ2, où Σ1,Σ2 sont des surfaces de genre g1, g2 ≥ 2, et équipées de la
métrique de Poincaré. En utilisant la formule de Gauss-Bonnet, on trouve que
dans ce cas kP = 16π2

3 (g1 − 1)(g2 − 1). Ainsi sous de petites perturbations de la
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métrique sur chacune des deux surfaces, et pour des valeurs adéquates de g1, g2,
on aura kerPg = R et kP +∈ 8π2N∗.

Le résultat principal de Djadli-Malchiodi [DMa] est le suivant

Théorème 7.2. — Soit (M, g) une variété riemannienne compacte, lisse,
sans bord et de dimension 4. On suppose que ker Pg = R, et on suppose également
que kP +∈ 8π2N∗. Alors il existe une métrique g̃ conforme à g qui soit à Q-courbure
constante (i.e. Qg̃ = constante).

Pour des raisons de place on ne va pas donner une démonstration complète de ce
théorème mais la preuve complète dans le cas particulier où Pg est un opérateur
positif à noyau réduit à R et kP ∈]8π2, 16π2[. La preuve du théorème général
s’inspire d’idées similaires et on renvoie à l’article Djadli-Malchiodi [DMa] pour
des détails sur celle-ci.

Notre méthode est basée sur un argument de type minimax lié à celui developpé
dans [DJLW99].

La première étape de la preuve consiste à donner une caractérisation des fonctions
u ∈ W 2,2(M) pour lesquelles la fonctionnelle II atteint des valeurs très négatives.

Lemme 7.3. — Sous les hypothèses du Théorème 7.2 (et dans le cas Pg ≥ 0
et kP ∈]8π2, 16π2[), la propriété suivante a lieu. Pour tout ε > 0 et pour tout
r > 0 il existe un nombre réel strictement positif L = L(ε, r) tel que pour tout
u ∈ W 2,2(M) avec II[u] ≤ −L il existe pu ∈ M tel que

∫

M\Br(pu)
e4udvg < ε. (46)

Le Lemme 7.3 nous permet de plonger continûment les niveau d’energie très
négatifs de II dans M . C’est le sens du lemme suivant qui constitue la deuxième
étape de la preuve :

Lemme 7.4. — Il existe un nombre réel L > 0 et une application continue Φ
de {II ≤ −L} ⊆ W 2,2(M) dans M .

Preuve. Puisque la fonctionnelle II est invariante par translation sur w, on peut
supposer que les fonctions de W 2,2(M) avec lesquelles nous travaillons vérifient la
normalisation

∫
M e4wdvg = 1. D’après le théorème de Withney, il existe m ∈ N et

un difféomorphisme Ω : M →M, où M est une sous-variété lisse de Rm.
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D’abord nous considérons l’application Φ̃ : W 2,2(M) → Rm définie par Φ̃(u) =∫
M Ω(x)e4u(x)dvg(x), qui est continue, comme on peut le voir en utilisant (45) et

quelques estimations élémentaires. Nous allons maintenant prouver l’affirmation
suivante :

pour tout δ > 0 il existe Lδ > 0 tel que

II(u) ≤ −Lδ implique dist(Φ̃(u),M) < δ. (47)

On commence par poser ε = δ
2

1
diam(M) , r = δ

2
1

‖dΩ‖ , et on applique le Lemme 7.3
avec ces valeurs de ε et de r. Alors, si II(u) ≤ −L(ε, r), il existe un point pu tel
que (46) soit vérifié. En utilisant notre normalisation on peut écrire

Φ̃(u)− Ω(pu)

=
∫

Br(pu)
(Ω(x)− Ω(pu))e4u(x)dvg(x) +

∫

M\Br(pu)
(Ω(x)− Ω(pu))e4u(x)dvg(x).

Ce qui implique
∥∥∥Φ̃(u)− Ω(pu)

∥∥∥ ≤ r‖dΩ‖+ εdiam(M) ≤ δ, et ainsi (47) suit. En
choisissant δ assez petit, il existe une projection continue Λ d’un δ-voisinage de
M sur M. Maintenant il suffit de définir Lδ = L(ε, r) et Φ par

Φ(u) = Λ ◦ Φ̃(u); u ∈ W 2,2(M), u ∈ {II ≤ −L} .

Cette application est clairement continue, et on a le lemme.

L’étape suivante consiste à construire une application (x, λ) .→ ϕλ,x ∈ W 2,2(M),
λ > 0 et x ∈ M , sur l’image de laquelle la fonctionnelle II prend des valeurs très
négatives.

Proposition 7.5. — Pour λ ∈ R suffisament grand, il existe une application
ϕλ,· : M → W 2,2(M) qui vérifie

(a) II(ϕλ,·) → −∞ lorsque λ → +∞ uniformément sur M ;

(b) Φ ◦ ϕλ,· est homotope à l’identité.

Preuve. Pour δ > 0 petit, on considère une fonction cut-off de classe C∞,
χδ : R+ → R qui vérifie






χδ(t) = t, pour t ∈ [0, δ];
χδ(t) = 2δ, pour t ≥ 2δ;
χδ(t) ∈ [δ, 2δ], pour t ∈ [δ, 2δ].

(48)

Alors, étant donnés x ∈ M et λ > 0, on définit la fonction ϕλ,x : M → R par

ϕλ,x(y) = log
(

2λ

1 + λ2χ2
δ (dist(y, x))

)
, (49)
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où dist(·, ·) est la fonction distance sur M . Cela implique immédiatement

∫

M
exp (4ϕλ,x(y)) dvg(y) =

∫

M

(
2λ

1 + λ2χ2
δ (dist(y, x))

)4

dvg(y).

On découpe l’intégrale sur Bδ(x) et son complémentaire. Par construction de χδ,
en travaillant avec des coordonnées normales centrées en x, on a (pour δ assez
petit)

∫

Bδ(x)

(
2λ

1 + λ2χ2
δ (dist(y, x))

)4

dvg(y)

=
∫

BR4
δ (0)

(1 + O(δ))
(

2λ

1 + λ2|y|2

)4

dy

=
∫

BR4
λδ(0)

(1 + O(δ))
(

2
1 + |y|2

)4

dy

= (1 + O(δ))
(

8
3
π2 + O

(
1

λ4δ4

))
.

D’un autre côté, pour dist(y, x) ≥ δ on a
(

2λ
1+λ2χ2

δ(dist(y,x))

)4

≤
(

2λ
1+λ2δ2

)4
.

Ainsi, on déduit

∫

M
exp (4ϕλ,x(y)) dvg(y) =

8
3
π2 + O(δ) + O

(
1

λ4δ4

)
+ O

(
2λ

1 + λ2δ2

)4

. (50)

Passons au terme
∫

M Qg(y)ϕλ,x(y)dvg(y). On a

ϕλ,x = log
2λ

1 + 4δ2λ2
, sur M \B2δ(x);

log
2λ

1 + 4δ2λ2
≤ ϕλ,x ≤ log 2λ, sur B2δ(x).

En écrivant
∫

M
Qg(y)ϕλ,x(y)dvg(y)

= log
2λ

1 + 4δ2λ2

∫

M
Qgdvg +

∫

M
Qg(y)

(
ϕλ,x(y)− log

2λ

1 + 4δ2λ2

)
dvg(y),

il vient
∫

M
Qg(y)ϕλ,x(y)dvg(y) = kP log

2λ

1 + 4δ2λ2
+ O

(
δ4 log(1 + 4δ2λ2)

)
. (51)
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Finalement on estime le terme
∫

M ϕλ,xPgϕλ,xdvg pour des valeurs très grandes de
λ. Par des calculs élémentaires on trouve

∇jϕλ,x(y) = − λ2∇jχ2
δ(dist(x, y))

1 + λ2χ2
δ(dist(x, y))

;

∇i∇jϕλ,x(y) = −λ2∇i∇jχ2
δ(dist(x, y))

1 + λ2χ2
δ(dist(x, y))

+
λ4∇iχ2

δ(dist(x, y))∇jχ2
δ(dist(x, y))

(1 + λ2χ2
δ(dist(x, y)))2

.

En particulier

∆ϕλ,x(y) = − λ2∆χ2
δ(dist(x, y))

1 + λ2χ2
δ(dist(x, y))

+
λ4|∇χ2

δ(dist(x, y))|2

(1 + λ2χ2
δ(dist(x, y)))2

.

Pour dist(x, y) ≤ δ on a

∆ϕλ,x(y) = −4λ2 2 + λ2|y − x|2

(1 + λ2|y − x|2)2 + O

(
δ4λ4dist2(x, y)

(
1 + λ2dist2(x, y)

)4

)
;

|∇ϕλ,x|(y) ≤ C
λ2dist(x, y)

1 + λ2dist2(x, y)
.

Par changement de variable on obtient
∫

Bδ(x)
(∆ϕλ,x(y))2dvg(y)

= 16
∫

Bλδ(0)

(2 + |y|2)2

(1 + |y|2)4 dy + O(δ4) = 32π2 log(λδ) + O(δ4); (52)

∫

Bδ(x)
|∇ϕλ,x|2 ≤

C

λ2

∫

Bλδ(0)

|y|2

(1 + |y|2)2 ≤ Cδ2.

D’un autre côté pour δ ≤ dist(x, y) ≤ 2δ et pour λ grand on a

|∇ϕλ,x(y)| ≤ C
λ2δ

1 + λ2δ2
≤ C

δ
; |∆ϕλ,x(y)| ≤ Cλ2

1 + λ2δ2
+

Cλ4δ2

(1 + λ2δ2)2
≤ C

δ2
.

Puisque ϕλ,x est constante en dehors de B2δ(x), en utilisant ces estimations et
(52) on déduit

∫

M
ϕλ,x(y)Pgϕλ,x(y)dVg(y) ≤ 32π2 log λ + C.

Finalement, à partir de (50), (51) et de la dernière formule il vient

II(ϕλ,x) ≤ 32π2 log λ− 4kP log λ + Cδ4 log λ + C → −∞ lorsque λ → +∞.

Cela montre le point (a).
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Le point (b) est une conséquence facile de la définition de Φ et de (49).

On introduit maintenant notre principe de minimax. Soit M̃ le cône (dont on
souligne qu’il est contractible) de base M , que l’on peut représenter par M̃ =
(M × [0, 1])/(M × {1}), de telle façon que ∂M̃ = M × {0} 5 M . Pour des λ assez
grands on définit les ensembles

Θλ =
{

θ : M̃ → H2(M) : θ est continue et θ(M × {0}) = ϕλ,·

}
.

On a alors

Lemme 7.6. — Pour tout λ grand l’ensemble Θλ est non vide et de plus en
posant

Θλ = inf
θλ∈Θλ

sup
m∈M̃

II(θλ(m)), on a Θλ > −∞.

Preuve. Pour montrer que Θλ += ∅, on peut juste remarquer que

θ(x, t) =
{

ϕ2(1−λ)t+λ,x, pour t ∈
[
0, 1

2

]
;

2 ((2− ϕ1,x)t + (ϕ1,x − 1)) pour t ∈
[
1
2 , 1

]
; (x, t) ∈ M̃,

appartient à Θλ. Supposons maintenant que Θλ = −∞, on peut appliquer le
Lemme 7.4 pour obtenir une application continue Ψ : M̃ → M , avec Ψ|∂M̃ homo-
tope à l’identité sur M . Mais l’application H : M × [0, 1] → M définie par

H(·, t) = Ψ(·, t)

serait alors une homotopie entre une application constante et une application ho-
motope à l’identité sur M , ce qui est impossible puisque M n’est pas contractible.
On a donc bien Θλ > −∞.

Par des arguments classiques, le principe de minimax décrit ci-dessus nous permet
de construire une suite de Palais-Smale (ul)l. Par invariance par translation de II,
on peut supposer que

∫
M e4uldvg = 1. On utilise maintenant une astuce introduite

par Struwe [Str88]. Pour ρ dans un voisinage de 1, on considère la fonctionnelle
IIρ : W 2,2(M) → R définie par

IIρ(u) = 〈Pgu, u〉+ 4ρ

∫

M
Qgdvg − 4ρkP log

∫

M
e4udvg, u ∈ W 2,2(M),

dont les points critiques sont les solutions de

Pgu + 2ρQg = 2ρkP e4u sur M. (53)
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On peut utiliser notre principe de minimax pour différentes valeurs de ρ et montrer,
en suivant Struwe [Str88], que les suites de Palais-Smale pour ρ appartenant à un
ensemble Λ qui est dense sur un voisinage de 1, sont bornées (voir [DMa]). Cela
montre qu’il existe des solutions de (53) pour ρ ∈ Λ. On applique alors le Théorème
7.7 (dont nous donnons l’énoncé ci-dessous et qui est dû à Malchiodi [Mal]), avec
Ql = ρlQg, où (ρl)l ⊆ Λ et ρl → 1 pour obtenir une solution de (43).

Théorème 7.7. — On suppose que ker Pg = R, et que (ul)l est une suite
de solutions de

Pgul + 2Ql = 2kle
4ul sur M, (54)

pour laquelle
∫

M e4uldvg = 1. Ici kl =
∫

M Qldvg et on suppose que Ql → Q0 dans
C0(M) et que k0 :=

∫
M Q0dvg += 8kπ2 pour k = 1, 2, 3, . . . . Alors (ul)l est bornée

dans Cα(M) pour tout α ∈ (0, 1).

8. Un résultat de classification

Dans cette partie nous allons nous intéresser à un des exemples d’utilisation de la
Q-courbure, en l’occurence à son application dans des problèmes de classification.

Le point de départ est l’étude d’une fonctionnelle riemannienne (c’est-à-dire une
fonctionnelle définie sur l’ensemble des métriques définies sur une variété M lisse
et sans bord). L’exemple classique est la fonctionnelle de Einstein-Hilbert

g .−→
∫

M
Scalgdvg, (55)

dont on sait que les points critiques (lorsqu’il en existe) sous la contrainte du
volume égal à 1 sont d’Einstein. Une variante de ce problème consiste à rechercher
les points critiques de cette fonctionnelle mais cette fois en se restreignant à une
classe conforme : c’est ce que l’on appelle le problème de Yamabe (voir Lee-Parker
[LP87] pour un panorama complet sur ce problème) qui fut entièmement résolu
par Yamabe [Yam60], Trudinger [Tru68], Aubin [Aub76a] et Schoen [Sch84].

D’autres fonctionnelles possèdent des propriétés intéressantes, en particulier celles
qui sont quadratiques en la courbure (voir Besse [Bes87] page 133). Par exemple

g .−→ R[g] :=
∫

M
Scal2gdvg, (56)

et
g .−→W[g] :=

∫

M
|Weylg|2gdvg. (57)

La fonctionnelle R fut introduite par Calabi en géométrie kählerienne. Ici nous
allons nous pencher plus particulièrement sur la fonctionnelle de Weyl W en
dimension 4. Supposons que M4 est une variété de dimension 4, lisse, com-
pacte, sans bord et orientée. On sait qu’alors l’opérateur de Hodge ∗ induit une



76 Z. Djadli

décomposition du fibré exterieur Λ2 en deux composantes Λ2 = Λ2
+ ⊕ Λ2

−, où Λ2
+

est l’espace des formes autoduales et Λ2
− est l’espace des formes anti-autoduales.

Cette décomposition induit à son tour une décomposition du tenseur de Weyl (que
l’on regarde comme un endomorphisme à trace nulle sur Λ2) en une partie autod-
uale, notée Weyl+, et une partie anti-autoduale, notée Weyl−. Si on note σ(M)
la signature de M (voir Besse [Bes87]) on a la formule de Hirzebruch

12π2σ(M) =
∫

M

(
|Weyl+g |2g − |Weyl−g |2g

)
dvg. (58)

Par conséquent l’étude de la fonctionnelle W se résume à l’étude de la fonctionnelle

W+[g] :=
∫

M
|Weyl+g |2gdvg. (59)

que l’on appellera par commodité fonctionnelle de Weyl autoduale.

Cette fonctionnelle de Weyl autoduale est conformément invariante au sens où si
g est une métrique conforme à g alors W+[g] = W+[g]. De plus on peut calculer
son gradient, que l’on appelle le tenseur de Bach, et celui-ci est également con-
formément invariant (voir Derdziński [Der83]). Nous verrons dans le paragraphe
suivant que le tenseur de Bach joue un grand rôle en géométrie conforme.

Dans le cas général on ne sait pas dire grand chose sur les points critiques, s’il en
existe, de la fonctionnelle de Weyl autoduale. Il est très simple de voir grâce à la
formule de Hirzebruch que

W+[g] ≥ max
{
12π2σ(M), 0

}
,

avec égalité si et seulement si la variété est semi-conformément plate (Weyl+g ≡ 0
ou Weyl−g ≡ 0).

D’un autre coté, en utilisant l’expression explicite du tenseur de Weyl, on peut
voir assez aisément que les métriques d’Einstein sont aussi des points critiques de
la fonctionnelle de Weyl autoduale. Et plus généralement, toute métrique qui est
localement conforme à une métrique d’Einstein est aussi un point critique de la
fonctionnelle de Weyl autoduale.

Dans un article récent, Gursky [Gur98] s’est intéressé à la minimisation de la fonc-
tionnelle de Weyl autoduale sous une contrainte géométrique très naturelle : la
positivité de l’invariant de Yamabe. Il faut tout de suite remarquer que cette con-
trainte est conformément invariante ce qui est primordial puisque la fonctionnelle
de Weyl autoduale est elle-même conformément invariante.

Le premier résultat obtenu par Gursky est le suivant :
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Théorème 8.1. — Soit M4 une variété de dimension 4, lisse, compacte, sans
bord et orientée. On suppose que sa forme d’intersection possède au moins une
valeur propre strictement positive. Alors pour toute métrique g définie sur M et
telle que son invariant de Yamabe Y (M, g) est positif ou nul, on a

W+[g] ≥ 4π2

3
(2χ(M) + 3σ(M)) , (60)

où χ(M) et σ(M) sont respectivement la caractéristique d’Euler-Poincaré et la
signature de M . De plus

(i) l’égalité est réalisée dans (60) par une métrique g0 telle que Y (M, g0) > 0
si et seulement si g0 est conforme à une métrique de Kähler-Einstein.

(ii) l’égalité est réalisée dans (60) par une métrique g0 telle que Y (M, g0) = 0
si et seulement si g0 est conforme à une métrique de Kähler-Einstein qui est Ricci-
plate et anti-autoduale.

Ce théorème possède plusieurs corollaires. Nous renvoyons le lecteur intéressé à
l’article de Gursky [Gur98].

Une remarque que l’on peut faire sur ce résultat est que si une métrique g réalise
l’égalité dans (60), alors elle est conforme à une métrique de Kähler-Einstein. En
particulier son premier groupe de cohomologie de Rham est non réduit à 0. D’un
autre coté, Gursky [Gur98] a montré que si l’on suppose que le premier groupe de
cohomologie de M , H1(M), est non réduit à 0 alors la borne inférieure dans (60)
peut être améliorée. C’est l’objet du théorème suivant

Théorème 8.2. — Soit M4 une variété de dimension 4, lisse, compacte, sans
bord et orientée. On suppose que H1(M) += 0. Alors pour toute métrique g définie
sur M et telle que son invariant de Yamabe Y (M, g) est strictement positif, on a

W+[g] ≥ 2π2 (2χ(M) + 3σ(M)) , (61)

où χ(M) et σ(M) sont respectivement la caractéristique d’Euler-Poincaré et la
signature de M . De plus l’égalité est réalisée dans (61) par une métrique g0 telle
que Y (M, g0) > 0 si et seulement si (M, g0) est conformément difféomorphe à un
quotient de S3×R muni de la métrique produit. En particulier g0 est conformément
plate et χ(M) = σ(M) = 0.

Si on suppose que la métrique g est telle que Y (M, g) = 0 il n’est plus nécessaire
de supposer que H1(M) += 0. On a dans ce cas (Gursky [Gur98]) :

Théorème 8.3. — Soit M4 une variété de dimension 4, lisse, compacte, sans
bord et orientée. Alors pour toute métrique g définie sur M et telle que son
invariant de Yamabe Y (M, g) est nul, on a

W+[g] ≥ 2π2 (2χ(M) + 3σ(M)) , (62)
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où χ(M) et σ(M) sont respectivement la caractéristique d’Euler-Poincaré et la
signature de M . De plus l’égalité est réalisée dans (62) par une métrique g0 telle
que Y (M, g0) = 0 si et seulement si g0 est conforme à une métrique Ricci-plate.

On peut reformuler ces deux résultats en utilisant la Q-courbure. Rappelons que

Qg =
1
12

(
−∆gScalg − 3 |Ricg|2 + Scal2g

)
.

On a vu que la formule de Gauss-Bonnet nous donne
∫

M
Qgdvg = 4π2χ(M) +

1
8

∫

M
|Weylg|2gdvg.

De manière équivalente on peut énoncer les deux théorèmes précédents de la
manière suivante :

Théorème 8.4. —

(i) Soit M4 une variété de dimension 4, lisse, compacte, sans bord et ori-
entée. On suppose que l’invariant de Yamabe de g0 vérifie Y (M, g0) > 0 et que∫

M Qg0dvg0 > 0. Alors H1(M) = 0.

(ii) Soit M4 une variété de dimension 4, lisse, compacte, sans bord et ori-
entée. On suppose que l’invariant de Yamabe de g0 vérifie Y (M, g0) > 0 et que∫

M Qg0dvg0 = 0. Alors H1(M) += 0 si et seulement si (M, g0) est conformément
difféomorphe à un quotient de S3 ×R munie de la métrique produit standard. En
particulier (M4, g0) est localement conformément plate et χ(M) = σ(M) = 0.

On peut voir ce résultat comme une généralisation aux variétés de dimension 4
du résultat suivant sur les surfaces : soit (M2, g0) une surface compacte, lisse,
sans bord telle que

∫
M Kg0dvg0 > 0 alors χ(M) > 0 et le genre de M est 0

; si
∫

M Kg0dvg0 = 0 alors χ(M) = 0, le genre de M est 1 et par le théorème
d’uniformisation M est conformément difféomorphe à un quotient de R2.

L’une des conséquences de ce théorème est de permettre de compléter la clas-
sification des variétés de dimension 4, lisses, compactes et sans bord qui sont
localement conformément plates, à invariant de Yamabe strictement positif et à
caractéristique d’Euler-Poncaré positive ou nulle. Dans un papier datant de 1994,
Gursky [Gur94] avait classifié les variétés de dimension 4, lisses, compactes et sans
bord qui sont localement conformément plates, à invariant de Yamabe strictement
positif et à caractéristique d’Euler-Poncaré strictement positive. Il ne restait que
le cas où caractéristique d’Euler-Poincaré est nulle ; le Théorème précédent permet
de traiter ce cas et on a le résultat suivant :

Théorème 8.5. — (Gursky [Gur94] et [Gur98]) Soit M4 une variété de di-
mension 4, lisse, compacte, sans bord. On suppose qu’elle est localement con-
formément plate et à invariant de Yamabe strictement positif. Alors :
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(i) si χ(M) > 0 soit (M, g0) est conformément difféomorphe à la 4-sphère
standard (cas χ(M) = 2) soit (M, g0) est conformément difféomorphe à l’espace
projectif réel muni de sa métrique standard ;

(ii) si χ(M) = 0 (M, g0) est conformément difféomorphe à un quotient de
S3 × R munie de la métrique produit standard.

Nous voudrions dire quelques mots sur la preuve de ces différents théorèmes. Cela
nous permettra de montrer comment on peut utiliser la recherche de métriques
extrémales pour obtenir des résultats de classification géométriques.

8.1. La preuve du Théorème 8.1

La preuve de ce théorème est basée sur l’étude d’une fonctionnelle de type log-
déterminant que nous avons introduit en (32). Considérons donc γ1, γ2 et γ3 trois
réels et considérons la fonctionnelle log-déterminant donnée par

FA[w] = γ1I[w] + γ2II[w] + γ3III[w], (63)

où

I[w] := 4
∫

M
w|Weylg|2gdvg −

(∫

M
|Weylg|2gdvg

)
log

(∫

M
e4wdvg

)
,

II[w] :=
∫

M
(wPgw + 4wQg) dvg −

(∫

M
Qgdvg

)
log

(∫

M
e4wdvg

)
,

III[w] :=
1
3

(∫

M
Scal2gw

dvgw −
∫

M
Scal2gdvg

)
.

(64)

En fait, puisque l’on veut minorer la fonctionnelle W+ on va regarder une fonc-
tionnelle légèrement différente :

FA[w] = γ+
1 I+[w] + γ−1 I−[w] + γ2II[w] + γ3III[w], (65)

où γ+
1 et γ−1 sont des réels et où

I+[w] := 4
∫

M
w|Weyl+g |2gdvg −

(∫

M
|Weyl+g |2gdvg

)
log

(∫

M
e4wdvg

)
,

I−[w] := 4
∫

M
w|Weyl−g |2gdvg −

(∫

M
|Weyl−g |2gdvg

)
log

(∫

M
e4wdvg

)
.

(66)

On posera dans toute la suite (notons que c’est un invariant conforme)

k̃d = −γ+
1

∫

M
|Weyl+g |2gdvg − γ−1

∫

M
|Weyl−g |2gdvg − γ2

∫

M
Qgdvg. (67)
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La première étape de la preuve consiste à montrer un résultat d’existence d’une
métrique extrémale pour la fonctionnelle F du type de celui obtenu au Théorème
6.5. C’est l’objet du lemme suivant

Lemme 8.6. — Soit (M4, g0) une variété riemannienne compacte, lisse, sans
bord et de dimension 4. On suppose que γ2 < 0, que γ3 < 0 et que

k̃d < (−γ2)8π2. (68)

Alors il existe une métrique gw := e2wg0 conforme à g0 (ce qui implique bien sur
que w ∈ C∞(M)) telle que

F [w] = sup
ϕ∈W 2,2(M)

F [ϕ], (69)

De plus la fonction w vérifie l’équation

γ+
1 |Weyl+gw

|2gw
+ γ−1 |Weyl−gw

|2gw
+ γ2Qgw − γ3∆gwScalgw = −k̃dV ol(M, gw)−1.

(70)

On peut réecrire (70) un peu différemment. Si on pose

λ =
(

γ3 +
1
12

γ2

)−1

k̃dV ol(M, gw)−1

α± = −γ±1

(
γ3 +

1
12

γ2

)−1

β =
1
4
γ2

(
γ3 +

1
12

γ2

)−1

,

(71)

alors (70) s’écrit, en utilisant l’expression de la Q-courbure

∆gwScalgw

= λ−α+|Weyl+gw
|2gw
−α−|Weyl−gw

|2gw
−β

∣∣∣∣Ricgw −
1
4
Scalgwgw

∣∣∣∣
2

gw

+
1
12

βScal2gw
.

(72)

La seconde étape de la preuve consiste à trouver une condition conforme sous
laquelle on peut connâıtre le signe de la courbure scalaire. Le candidat naturel
pour une telle condition est l’invariant de Yamabe, ce qu’illustre le lemme suivant
(rappelons que l’on note Lg := −∆g+ 1

6Scalg l’opérateur laplacien conforme associé
à une métrique g)
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Lemme 8.7. — Soit (M4, g) une variété riemannienne compacte, lisse, sans
bord et de dimension 4. On suppose que Scalg vérifie LgScalg ≥ 0 sur M . Alors

(i) si Y (M, g) > 0 on a Scalg > 0 sur M ;

(ii) si Y (M, g) = 0 on a Scalg ≡ 0 sur M .

La preuve de ce lemme est très simple et n’utilise que le principe du maximum
pour l’opérateur de Laplace-Beltrami (voir Gursky [Gur98]).

En mettant bout à bout ces deux lemmes on a la proposition :

Proposition 8.8. — Soit (M4, g) une variété riemannienne compacte, lisse,
sans bord et de dimension 4.

(i) On suppose que

0 <

∫

M
|Weylg0 |2g0

dvg0 <
4π2

3
(2χ(M) + 3σ(M)) . (73)

Alors il existe une métrique gw := e2wg et il existe ε > 0 tels que

∆gwScalgw = −(4 + ε)|Weyl+gw
|2gw

− 2
∣∣∣∣Ricgw −

1
4
Scalgwgw

∣∣∣∣
2

gw

+
1
6
Scal2gw

. (74)

De plus si Y (M, g0) > 0 alors Scalgw > 0 sur M et si Y (M, g0) = 0 alors (73) ne
peut pas se produire.

(ii) On suppose que

∫

M
|Weylg0 |2g0

dvg0 =
4π2

3
(2χ(M) + 3σ(M)) . (75)

Alors il existe une métrique gw := e2wg telle que

∆gwScalgw = −4|Weyl+gw
|2gw

− 2
∣∣∣∣Ricgw −

1
4
Scalgwgw

∣∣∣∣
2

gw

+
1
6
Scal2gw

. (76)

De plus si Y (M, g0) > 0 alors Scalgw > 0 sur M et si Y (M, g0) = 0 alors gw est
Ricci-plate et anti-autoduale.

Preuve. La preuve de cette proposition est la suivante. Pour le point (i), on
considère ε > 0 tel que

(1 + ε)
∫

M
|Weylg0 |2g0

dvg0 =
4π2

3
(2χ(M) + 3σ(M)) .
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On choisit γ−1 = 0, γ2 = −12 et γ3 = − 1
2 et γ+

1 = 6(1 + 3ε) dans le lemme 8.6.
Alors on a clairement k̃d = 0 et on peut appliquer le lemme 8.6 et on obtient
l’existence de la métrique gw qui vérifie (72). On calcule ensuite LgwScalgw et il
est très facile de voir que LgwScalgw ≤ 0. On applique le lemme 8.7 pour conclure
sur le signe de Scalgw lorsque Y (M, g0) > 0. Par contre si (73) se produit avec
Y (M, g0) = 0 on a, toujours d’après le lemme 8.7, Scalgw = 0 et cela implique que∣∣Ricgw − 1

4Scalgwgw

∣∣2
gw

= |Weyl+gw
|2gw

≡ 0 ce qui est impossible.

La preuve de (ii) se fait de manière similaire. !

Avec ces ingrédients on est en mesure de montrer le Théorème 8.1. On suppose
donc que M admet une métrique g0 telle que Y (M, g0) ≥ 0 et

W+[g0] <
4π2

3
(2χ(M) + 3σ(M)) . (77)

Supposons tout d’abord que W+[g0] = 0 et Y (g0) > 0. D’après un résultat de
Bourguignon [Bou81] on a forcément H2

+(M) = 0 ce qui est une contradiction
avec l’hypothèse du théorème. Donc on doit avoir Y (M, g0) = 0. Mais on obtient
facilement en manipulant la formule de Gauss-Bonnet et la formule de Hirzebruch
(pour toute métrique g définie sur M)

2π2 (2χ(M) + 3σ(M)) = W+[g]− 1
4

∫

M

∣∣∣∣Ricg −
1
4
Scalgg

∣∣∣∣
2

g

dvg +
1
48

∫

M
Scal2gdvg.

Si Y (M, g0) = 0 il existe une métrique g dans la classe conforme de g0 telle que
Scalg ≡ 0. Et puisque que nous avons supposé que W+[g0] = W+[g] = 0 la formule
précédente nous dit que 2χ(M) + 3σ(M) ≤ 0 ce qui est incompatible avec (77).

Ainsi on est forcément dans la situation où W+[g0] > 0. D’après la Proposition
8.8 (point (i)) on doit avoir Y (M, g0) > 0. Et par cette même proposition il existe
une métrique gw := e2wg0 telle que

∆gwScalgw = −(4 + ε)|Weyl+gw
|2gw

− 2
∣∣∣∣Ricgw −

1
4
Scalgwgw

∣∣∣∣
2

gw

+
1
6
Scal2gw

. (78)

pour un certain ε > 0. De surcrôıt Scalgw > 0 sur M .

Considérons maintenant une forme u ∈ H2
+(M) et posons G :=

|u|gw

Scalgw

. Un petit
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calcul nous donne (là où u ne s’annule pas)

∆gwG + 2
〈
∇gwG,

∇gwScalgw

Scalgw

〉

gw

≥ ε
|Weyl+gw

|2gw

Scalgw

G

+ 2

∣∣Ricgw − 1
4Scalgwgw

∣∣2
gw

Scalgw

G + 4
G

Scalgw

(
|Weyl+gw

|gw −
√

6
12

Scalgw

)2

+ G|u|−2
gw

(
|∇gwu|2gw

− |∇gw |u|gw |gw |2gw

)
.

(79)

Le second membre de cette inégalité est positif donc d’après le principe du max-
imum G doit être constante. Mais comme on a supposé |Weyl+gw

|gw +≡ 0 cette
constante doit être 0, mais cela contredit l’hypothèse H1

+(M) += 0. Cela prouve la
minoration du Théorème.

Si on a l’égalité dans (77), alors par la Proposition 8.8 il existe une métrique
gw := e2wg0 telle que

∆gwScalgw = −4|Weyl+gw
|2gw

− 2
∣∣∣∣Ricgw −

1
4
Scalgwgw

∣∣∣∣
2

gw

+
1
6
Scal2gw

. (80)

Si Y (M, g0) = 0 alors gw est Ricci-plate et anti-autoduale. D’après un résultat de
LeBrun [LeB86] g est alors une métrique de Kähler.

Maintenant si Y (M, g0) > 0 alors Scalgw > 0 et comme précédemment, on a là où
u ne s’annule pas

∆gwG + 2
〈
∇gwG,

∇gwScalgw

Scalgw

〉

gw

≥ 2

∣∣Ricgw − 1
4Scalgwgw

∣∣2
gw

Scalgw

G

+ 4
G

Scalgw

(
|Weyl+gw

|gw −
√

6
12

Scalgw

)2

+ G|u|−2
gw

(
|∇gwu|2gw

− |∇gw |u|gw |gw |2gw

)
.

(81)

Le membre de droite est positif et donc G doit être constante d’après le principe
du maximum. On en déduit que le membre de droite est nul sur M . Il vient
immédiatement que g est Einstein, et donc Scalgw est constante. Puisque G est
constant, |u|gw l’est aussi et donc, toujours d’après LeBrun [LeB86], gw est de
Kähler.

Il reste à prouver que si g est de Kähler alors on a bien égalité dans (77). Cela
découle du fait que (voir Besse [Bes87] page 319)

∫

M
Scalgwdvgw = 32π2c2

1(M) = 32π2 (2χ(M) + 3σ(M)) , (82)
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où c2
1(M) est le carré de la première classe de Chern de M .

La preuve du Théorème 8.2 et celle du Théorème 8.3 se font de manière similaire.
On pourra consulter Gursky [Gur98] pour des détails.

8.2. La preuve du Théorème 8.4

Pour prouver ce théorème on va raisonner par l’absurde en supposant que M admet
une métrique g0 telle que Y (M, g0) > 0 et

W+[g0] < 2π2 (2χ(M) + 3σ(M)) . (83)

Si W+[g0] = 0, alors toujours d’après Bourguignon [Bou81], on a H2
+(M) = 0. On

pose β1 = dimH1(M), et β∓2 = dimH2
∓(M). Puisque M est orientée, on a

χ(M) = 2− 2β1 + β−2

et
σ(M) = β+

2 − β−2 = −β−2 .

Ainsi on aurait
0 < 2χ(M) + 3σ(M) = 4− 4β1 − β−2 ,

ce qui est impossible car β1 += 0 par hypothèse.

On a donc W+[g0] += 0 et on suppose à nouveau que

W+[g0] < 2π2 (2χ(M) + 3σ(M)) . (84)

Comme dans la preuve du Théorème 8.1, on montre que dans ce cas il existe une
métrique gw = e2wg0 telle que

∆gwScalgw = −ε|Weyl+gw
|2gw

− 3
2

∣∣∣∣Ricgw −
1
4
Scalgwgw

∣∣∣∣
2

gw

+
1
8
Scal2gw

,

où ε > 0. De plus en utilisant le Lemme 8.7, on a Scalgw > 0. A nouveau, en

considérant u ∈ H1(M) et en posant G :=
|u|gw

Scalgw

, on a là où u ne s’annule pas

∆gwG + 2
〈
∇gwG,

∇Scalgw

Scalgw

〉

gw

≥ ε
|Weyl+gw

|2gw

Scalgw

G

+
3
2

G

Scalgw

(∣∣∣∣Ricgw −
1
4
Scalgwgw

∣∣∣∣
gw

−
√

3
6

Scalgw

)2

+ G|u|−2
gw

(
|∇gwu|2gw

− |∇gw |u|gw |gw |2gw

)
.

(85)
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Puisque le membre de droite est positif ou nul, par principe du maximum, G doit
être une constante. De plus cette constante doit être 0 car on a W+[g0] += 0. Mais
cela contredit l’hypothèse H1(M) += 0.

Cela achève la preuve de la première partie du théorème.

Supposons maintenant que nous avons l’égalité dans (84) pour une métrique g0

telle que Y (M, g0) > 0. Alors comme précédemment on montre l’existence d’une
métrique ggw = e2wg0 telle que

∆gwScalgw = −3
2

∣∣∣∣Ricgw −
1
4
Scalgwgw

∣∣∣∣
2

gw

+
1
8
Scal2gw

, (86)

avec Scalgw > 0 sur M . A nouveau, en considérant u ∈ H1(M) et en posant

G :=
|u|gw

Scalgw

, on a là où u ne s’annule pas

∆gwG + 2
〈
∇gwG,

∇Scalgw

Scalgw

〉

gw

≥ 3
2

G

Scalgw

(∣∣∣∣Ricgw −
1
4
Scalgwgw

∣∣∣∣
gw

−
√

3
6

Scalgw

)2

+G|u|−2
gw

(
|∇gwu|2gw

− |∇gw |u|gw |gw |2gw

)
.

(87)

De plus on a égalité dans (87) en un point P ∈ M si et seulement s’il existe une
base orthonormée de TP (M) pour laquelle





−3ν 0
ν

ν
0 ν



 (88)

pour un certain ν ∈ R.

Puisque le membre de droite de (87) est positif ou nul, on en déduit que G est
constante. Et donc, aussi bien le membre de droite que celui de gauche doivent
valoir 0, et on a l’écriture (88) en tout point de M .

En plus de cela, puisque le premier terme du membre de droite de (87) est nul on
a ∣∣∣∣Ricgw −

1
4
Scalgwgw

∣∣∣∣
2

gw

=
1
12

Scal2gw
, (89)

et si on combine cela avec (86), on obtient ∆gwScalgw = 0, c’est-à-dire que Scalgw

est constante. Puisque G est constante, |u|gw l’est aussi, et le second terme du
membre de droite de (87) implique que ∇gwu = 0.
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Ecrivons la formule de Weitzenbock pour u :

0 =
1
2
∆gw |u|2gw

= |∇gwu|2gw
+ Ricgw(u, u) =⇒ Ricgw(u, u) = 0. (90)

Il s’ensuit en utilisant (88) et (90) qu’en tout point de M , il existe une base
orthonormale de TP M telle que sur celle-ci





0 0
ξ

ξ
0 ξ



 (91)

où ξ = ξ(P ). Puisque Scalgw est constante on voit immédiatement que ξ l’est
aussi. En renormalisant eventuellement on peut se ramener à ξ = 2.

Passons maintenant au revêtement universel M̃ de M . Si on note ũ le relevé de u
sur M̃ , puisque u est fermée, il existe une fonction f ∈ C∞(M̃) telle que

ũ = df. (92)

Puisque u est parallèle,
Hess(f) = ∇ũ ≡ 0. (93)

De plus, puisque |ũ| est constante sur M̃ ,

|df | > 0, (94)

sur M̃ . Il suit de (92)-(94) que chaque surface de niveau Σ(c) =
{

x ∈ M̃ : f(c) = c
}

de f est une sous-variété de codimension 1 totalement géodésique. D’après (91),
Ricgw(∇f,∇f) ≡ 0, et donc la courbure de Ricci de Σ(c) est donnée par




2 0

2
0 2



 (95)

Ainsi Σ(c) est une variété à courbure constante strictement positive. On en conclut
que M̃ se décompose et est isométrique à R×N , où N est une variété de dimension
3 à courbure constante. On en déduit que (M, g) est isométrique à un quotient de
R× S3. Ce qui achève la preuve du Théorème 8.4.

Nous allons terminer ce paragraphe en donnant la preuve du point (ii) du Théorème
8.5 (pour la preuve du point (i) on se reportera à Gursky [Gur98]).
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Soit donc (M, g) compacte, lisse, sans bord et de dimension 4 qui est localement
conformément plate et telle que χ(M) = 0. La formule de Gauss-Bonnet nous
donne tout de suite

∫
M Qgdvg = 0. Et donc on pourra conclure si on arrive à

montrer que H1(M) += 0. Si M n’est pas orientable on passe au revêtement uni-
versel le cas écheant. D’après le théorème d’annulation de Bourguignon, puisque g
est localement conformément plate avec Y (M, g) > 0 on a H2(M) = 0. En posant
βi = dimH1(M), on a

0 = χ(M) = 2− 2β1 + β2 = 2− 2β1,

et donc H1(M) += 0 et on a le point (ii) du Théorème 8.5.

9. Fonctions symétriques géométriques

Dans sa thèse Jeff Viaclovsky [Via00] a étudié une famille d’équations totalement
non linéaires et qui sont une généralisation des équations de type Yamabe. Nous
allons, dans ce paragraphe, introduire ce type de problèmes et parler de quelques
applications à la géométrie conforme.

Considérons une variété riemannienne compacte, lisse, sans bord et de dimension
n ≥ 3 que l’on notera (M, g). On définit le tenseur de Schouten par

Ag := Ricg −
1

2(n− 1)
Scalgg. (96)

En dimension strictement plus grande que 2, ce tenseur joue un grand rôle à cause
de la décomposition du tenseur riemannien

Riemg = Weylg + Ag ; g,

où ; est le produit de Kulkarni-Nomizu.

On peut voir Ag, en tout point x de M , comme un endomorphisme de l’espace
tangent TxM . Cette matrice est symétrique et on notera λ1, . . . ,λn ses n valeurs
propres. On appellera alors (pour un entier naturel k, 1 ≤ k ≤ n) k-ième fonction
symétrique élémentaire associée à Ag la fonction définie par

σk(Ag) :=
∑

1≤i1<···<ik≤n

λi1 . . .λik . (97)

Il est facile de voir que σ1(Ag) est un multiple de la courbure scalaire associée à g
et que σn(Ag) n’est rien d’autre que le déterminant de la matrice Ag.

Nous allons nous intéresser ici au cas de la dimension 4. Ces fonctions σk(Ag) ont
de nombreuses applications en géométrie conforme en dimension 4.
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Pour k = 2, on peut écrire σ2(Ag) en fonction de la norme de la courbure ; plus
précisement :

σ2(Ag) = −1
2

∣∣∣∣Ricg −
1
4
Scalgg

∣∣∣∣
2

+
1
24

Scal2g. (98)

On voit ainsi en utilisant la formule de Gauss-Bonnet (26) que l’on a

1
4

∫

M
|Weylg|2dvg +

∫

M
σ2(Ag)dvg = 8π2χ(M), (99)

puisque Qg = − 1
12∆gScalg + 1

2σ2(Ag). Ainsi, comme pour
∫

M
Qgdvg,

∫

M
σ2(Ag)dvg

est un invariant conforme en dimension 4.

Le premier résultat que nous citons est dû à Chang, Gursky et Yang [CGY02] :

Théorème 9.1. — Soit (M, g) une variété riemannienne compacte, lisse,
sans bord et de dimension 4. On suppose que son invariant de Yamabe Y (M, g)
est strictement positif et que

∫
M σ2(Ag)dvg est aussi strictement positif. Alors, il

existe une métrique g̃ = e2wg conforme à la métrique g telle que

σ2(Ag̃) > 0.

En particulier, pour la métrique g̃, on a

0 < Ricg̃ <
1
2
Scalg̃ g̃.

Une conséquence de ce théorème est que les variétés de dimension 4 qui sont telles
que Y (M, g) > 0 et

∫
M σ2(Ag)dvg > 0 ont forcément un groupe fondamental fini.

On pourra se reporter à Chang-Gursky-Yang [CGY02] pour des exemples de telles
variétés.

La preuve du Théorème 9.1 nécessite de manière fondamentale la positivité de
l’opérateur de Paneitz. La méthode utilisée dans celle-ci est la méthode de conti-
nuité pour la famille d’équation (où gw = e2wg)

σ2(Agw) =
δ

4
∆gwScalgw − 2γ|Weylgw |2gw

dvgw , (100)

où γ est choisi tel que
∫

M σ2(Ag)dvg = −2γ
∫

M |Weylg|2dvg et où δ ∈]0, 1]. On
suppose ici que Weylg ne s’annule jamais. La méthode de continuité porte sur le
paramètre δ : pour δ = 1 on montre d’abord qu’il existe une solution w1 ∈ C∞(M)
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(autrement dit une métrique gw1 conforme à g) qui vérifie (100) avec δ = 1 et telle
que σ2(Agw1

) > 0. Ensuite, pour δ ∈]0, 1], on montre des estimations a priori pour
les solutions de (100), ce qui permet de prouver que l’ensemble des δ ∈]0, 1] tels
que (100) possède une solution wδ ∈ C∞(M) vérifiant σ2(Agwδ

) > 0 est à la fois
ouvert et fermé. L’obtention de ces estimations a priori est longue et délicate et
se fait au prix d’un travail technique difficile. Par connexité on déduit alors que
(100) possède une solution w0 ∈ C∞(M) telle que

σ2(Agw0
) = −2γ|Weylgw0

|2gw0
dvgw0

, (101)

ce qui montre le résultat voulu. Si Weylg s’annule quelque part, on construit (très
simplement) un 4-tenseur Zg du même type que Weylg, qui se comporte de la
même façon sous changement conforme de métrique, et on travaille avec la famille
d’équations

σ2(Agw) =
δ

4
∆gwScalgw − 2γ|Zgw |2gw

dvgw , (102)

où γ est choisi tel que
∫

M σ2(Ag)dvg = −2γ
∫

M |Zg|2dvg et où δ ∈]0, 1].

Très récemment, Gursky et Viaclovsky [GV01] ont simplifié considérablement la
preuve de Chang-Gursky-Yang [CGY02] en se servant toujours de la méthode de
continuité mais à partir d’un autre type de déformation. Cela leur permet d’utiliser
des estimations a priori qui s’obtiennent de manière plus directe.

Une autre application remarquable de σ2(Ag) (ou de manière équivalente de la
Q-courbure) est le résultat suivant dû à Chang, Gursky et Yang [CGY03]

Théorème 9.2. — Soit (M, g) une variété riemannienne compacte, lisse,
sans bord et de dimension 4.

(i) On suppose que son invariant de Yamabe Y (M, g) est strictement positif
et que ∫

M
σ2(Ag)dvg >

1
4

∫

M
|Weylg|2gdvg. (103)

Alors M est difféomorphe à la 4-sphère standard (S4, gc) ou au projectif réel de
dimension 4 muni de sa métrique standard (RP 4, gc).

(ii) Si M n’est difféomorphe ni à la 4-sphère standard (S4, gc) ni au projectif
réel de dimension 4 muni de sa métrique standard (RP 4, gc) et si

∫

M
σ2(Ag)dvg =

1
4

∫

M
|Weylg|2gdvg, (104)

alors (M, g) est conformément difféomorphe soit au 2-projectif complexe muni de
la métrique de Fubini-Study, soit à un quotient de S3 × S1 muni de la métrique
produit.
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Ce théorème peut se voir comme la version conforme (puisque les quantités
∫

M
σ2(Ag)dvg et

∫

M
|Weylg|2gdvg

sont des invariants conformes) du résultat suivant de Margerin [Mar98]

Théorème 9.3. — Soit (M, g) une variété riemannienne compacte, lisse,
sans bord et de dimension 4. On suppose que Scalg est partout strictement positive
et que

|Weylg|2g + 2
∣∣∣∣Ricg −

1
4
Scalgg

∣∣∣∣
2

g

<
1
6
Scal2g. (105)

Alors M est difféomorphe à la 4-sphère S4 ou au projectif réel RP 4.

(ii) On suppose que Scalg est partout strictement positive et que

|Weylg|2g + 2
∣∣∣∣Ricg −

1
4
Scalgg

∣∣∣∣
2

g

=
1
6
Scal2g (106)

Alors (M, g) est conformément difféomorphe soit au 2-projectif complexe muni de
la métrique de Fubini-Study, soit à un quotient de S3 × S1 muni de la métrique
produit.

Pour se convaincre que le Théorème 9.2 est bien une version conforme du Théorème
9.3, il suffit d’intégrer sur M chaque coté de (105) pour obtenir exactement (103).

La preuve du point (i) de ce théorème s’inspire des méthodes développées dans
Chang-Gursky-Yang [CGY02]. Là encore on utilise la résolution d’une famille
d’équation du type de celles étudiées dans Chang-Gursky-Yang [CGY02] dont
nous avons parlé plus haut (mais légèrement modifiées) pour montrer que sous les
hypothèses Y (M, g) > 0 et (103), il existe une métrique gw conforme à g telle que

|Weylgw |2gw
+ 2

∣∣∣∣Ricgw −
1
4
Scalgwgw

∣∣∣∣
2

gw

<
1
6
Scal2gw

, (107)

puis on applique le résultat de Margerin. On renvoie à Chang-Gursky-Yang
[CGY03] pour les détails.

La preuve du point (ii) de ce théorème se fait au prix d’une caractérisation des
métriques qui sont Bach-plates (i.e. dont le tenseur de Bach dont nous avons parlé
au paragraphe 8 est identiquement nul), à invariant de Yamabe strictement positif
et dont le tenseur de Weyl vérifie

∫

M
|Weylg|2gdvg = 16π2χ(M).

Nous renvoyons à l’article original Chang-Gursky-Yang [CGY03] pour les détails.
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nulle dont la courbure est harmonique sont d’Einstein. Invent. Math.,
63(2):263–286, 1981.



94 Z. Djadli

[Bra85] Thomas P. Branson. Differential operators canonically associated to
a conformal structure. Math. Scand., 57(2):293–345, 1985.

[Bra87] Thomas P. Branson. Group representations arising from Lorentz con-
formal geometry. J. Funct. Anal., 74(2):199–291, 1987.

[Bra95] Thomas P. Branson. Sharp inequalities, the functional determi-
nant, and the complementary series. Trans. Amer. Math. Soc.,
347(10):3671–3742, 1995.

[CC86] Lennart Carleson and Sun-Yung A. Chang. On the existence of an
extremal function for an inequality of J. Moser. Bull. Sci. Math. (2),
110(2):113–127, 1986.

[CC01] Sun-Yung Alice Chang and Wenxiong Chen. A note on a class of
higher order conformally covariant equations. Discrete Contin. Dy-
nam. Systems, 7(2):275–281, 2001.

[CGW94] S.-Y. A. Chang, M. Gursky, and T. Wolff. Lack of compactness in
conformal metrics with Ld/2 curvature. J. Geom. Anal., 4(2):143–153,
1994.

[CGY93] Sun-Yung A. Chang, Matthew J. Gursky, and Paul C. Yang. The
scalar curvature equation on 2- and 3-spheres. Calc. Var. Partial
Differential Equations, 1(2):205–229, 1993.

[CGY99] Sun-Yung A. Chang, Matthew J. Gursky, and Paul C. Yang. Regu-
larity of a fourth order nonlinear PDE with critical exponent. Amer.
J. Math., 121(2):215–257, 1999.

[CGY02] Sun-Yung A. Chang, Matthew J. Gursky, and Paul C. Yang. An equa-
tion of Monge-Ampère type in conformal geometry, and four-manifolds
of positive Ricci curvature. Ann. of Math. (2), 155(3):709–787, 2002.

[CGY03] Sun-Yung A. Chang, Matthew J. Gursky, and Paul C. Yang. A confor-
mally invariant sphere theorem in four dimensions. Publ. Math. Inst.
Hautes Études Sci., (98):105–143, 2003.

[CGYre] Sun-Yung A. Chang, Matthew J. Gursky, and Paul C. Yang. A confor-
mally invariant sphere theorem in four dimensions. Publ. Math. Inst.
Hautes Études Sci., A parâıtre.
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Travaux et Recherches Mathématiques, III. Dunod, Paris, 1958.

[Lie83] Elliott H. Lieb. Sharp constants in the Hardy-Littlewood-Sobolev and
related inequalities. Ann. of Math. (2), 118(2):349–374, 1983.

[Lin98] Chang-Shou Lin. A classification of solutions of a conformally invariant
fourth order equation in Rn. Comment. Math. Helv., 73(2):206–231,
1998.

[Lin00] Chang-Shou Lin. Topological degree for mean field equations on S2.
Duke Math. J., 104(3):501–536, 2000.

[Lio85] P.-L. Lions. The concentration-compactness principle in the calculus of
variations. The limit case. I. Rev. Mat. Iberoamericana, 1(1):145–201,
1985.

[LP87] John M. Lee and Thomas H. Parker. The Yamabe problem. Bull.
Amer. Math. Soc. (N.S.), 17(1):37–91, 1987.

[Mal] Andrea Malchiodi. Compactness of solutions to some geometric fourth-
order equations. J. Reine Angew. Math., to appear.

[Mar98] Christophe Margerin. A sharp characterization of the smooth 4-sphere
in curvature terms. Comm. Anal. Geom., 6(1):21–65, 1998.

[Mos71] J. Moser. A sharp form of an inequality by N. Trudinger. Indiana
Univ. Math. J., 20:1077–1092, 1970/71.

[MP49] S. Minakshisundaram and AA. Pleijel. Some properties of the eigen-
functions of the Laplace-operator on Riemannian manifolds. Canadian
J. Math., 1:242–256, 1949.
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