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Journées Équations aux dérivées partielles
Évian-les-Bains, 5 juin–9 juin 2006
GDR 2434 (CNRS)

Limite semi-classique des équations de
Schrödinger–Poisson

Thomas Alazard Rémi Carles

1. Introduction

On s’intéresse, pour ε ∈]0, 1] et x ∈ Rn, à l’analyse BKW des équations :

iε∂tu
ε +

ε2

2
∆uε = Vext(t, x)uε + εκV [uε]uε, (1.1)

uε
∣∣∣
t=0

= aε
0(x)eiφ0(x)/ε. (1.2)

Le but est de décrire le comportement des solutions uε dans la limite où le nombre
de Planck ε tend vers 0, lorsque la phase initiale φ0(x) ∈ R ne dépend pas de ε, et
que l’amplitude initiale aε

0(x) ∈ C a un développement asymptotique de la forme

aε
0(x) ∼ a0(x) + εa1(x) + ε2a2(x) + . . . (1.3)

Il y a trois facteurs, d’origine physique, qui influent sur cette analyse : le paramètre
κ ∈ N, qui mesure l’importance des effets non-linéaires, la non-linéarité V [·] elle-
même, et la géométrie des bi-caractéristiques associées au potentiel extérieur Vext et
aux éventuelles oscillations quadratiques contenues dans la phase initiale φ0.

Les résultats présentés dans ce texte concernent exclusivement le comportement
des solutions pour les temps précédant l’apparition de caustiques. Dans ce contexte,
un aspect remarquable des équations de Schrödinger (1.1) est que l’on ne s’attend
pas à la création d’harmonique, pourvu qu’une seule phase soit présente initialement
(comme dans (1.2)). On cherche alors des solutions approchées de (1.1) de la forme :

uε(t, x) ∼
(
a0(t, x) + εa1(t, x) + ε2a2(t, x) + . . .

)
eiΦ(t,x)/ε . (1.4)

Notons que, près d’une caustique, les termes Φ, a0, . . . deviennent singuliers et, après
la caustique, plusieurs phases sont nécessaires en général pour décrire les solutions
(voir [12] pour une théorie générale dans le cas linéaire).

L’étude de la limite semi-classique est l’étude des équations de Schrödinger pour
des échelles de temps et d’espace grandes devant la constante de Planck. Du point
de vue physique, on s’attend à ce que le comportement des observables quadratiques
(densité |uε|2 et moment ε Im((∇uε)ūε)) soit donné par les équations de la mécanique
classique. Pour justifier ce principe usuel, on peut chercher à décrire uε en identifiant
l’amplitude principale a0 et la phase Φ comme solutions d’un système limite. Étudier
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la solution elle-même est plus général, et aussi plus difficile, au moins pour des
interactions fortes. En effet, le cas κ = 0 est surcritique pour l’optique géométrique :
ainsi, des perturbations de taille O(εα) de l’amplitude initiale aε

0, avec 0 < α 6 1,
induisent en temps O(ε1−α) des perturbations de taille O(1) de l’amplitude a0 ([5]).
C’est cette propriété, qui ne se voit pas au niveau des observables quadratiques, qui
rend l’analyse de développement BKW des équations de Schrödinger non-linéaires
délicate.

Néanmoins, on dispose de nombreux résultats depuis les travaux de P. Gérard [15]
et E. Grenier [19]. Dans ce texte, on rappellera quelques-uns de ces résultats et on
décrira ceux de [1] pour les équations de Schrödinger-Poisson, où V ε

p := V [uε] est
donné par

∆V ε
p = q

(
|uε|2 − c

)
,

où q est une constante réelle qui modélise la charge (q = 1 ou q = −1) et c = c(x)
est une fonction donnée (voir par exemple [24] ou [18] pour une origine physique de
ce modèle). On décrira en particulier l’interaction d’un potentiel extérieur avec le
potentiel de Poisson, ainsi que la propagation de conditions non-linéaires à imposer
sur les solutions lorsque c n’est pas nulle à l’infini (c = 1 par exemple).

2. Limite semi-classique en régime surcritique

Dans cette partie, nous expliquons le rôle du paramètre κ ∈ N. La géométrie
des bi-caractéristiques est expliquée à la section 4. La nature de la non-linéarité
joue déjà un rôle dans l’étude du problème de Cauchy, que nous expliquerons à la
section 3. Aussi, pour fixer les idées, on considère ici l’exemple des équations

iε∂tu
ε +

ε2

2
∆uε = εκq |uε|2 uε, (κ ∈ N, q ∈ R) (2.1)

en l’absence de potentiel extérieur, pour une non-linéarité V [u] = q |u|2 cubique
défocalisante (q = 1) ou focalisante (q = −1).

2.1. Cas critique et sous-critiques : κ > 1

Pour des données initiales de la forme (1.3), l’approche usuelle consiste à reporter
le développement (1.4) dans (1.1) en ordonnant les termes selon les puissances de
ε pour former une suite d’équations qui détermine Φ, a0, a1, . . . Cette procédure
s’applique de façon très générale dans le contexte de l’optique faiblement non-linéaire
de Joly-Métivier-Rauch (voir le texte de revue [13]), qui ici correspond à κ > 1. Dans
ce régime, l’annulation du terme d’ordre O(ε0) implique, formellement, que la phase
Φ vérifie l’équation eikonale :

∂tΦ +
1

2
|∇Φ|2 = 0. (2.2)

L’annulation du terme d’ordre O(ε1) donne l’amplitude principale par intégration
le long des rayons de l’optique géométrique :

∂ta0 +∇Φ · ∇a0 +
1

2
a0∆Φ =

{
0 si κ > 1,

− iq |a0|2 a0 si κ = 1.

Les équations suivantes permettent de trouver tous les termes ak par récurrence.
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L’équation (2.2) décrit la géométrie de la propagation. Localement en temps, elle a
une unique solution régulière pour toute donnée initiale φ0 régulière. L’apparition en
temps fini d’une singularité correspond à la formation d’une caustique. On retiendra
aussi que la valeur κ = 1 est critique en ce qui concerne les effets non-linéaires.
Si κ > 1, aucun effet dû à la non-linéarité n’est attendu à l’ordre principal et,
formellement, uε ∼ a0e

iΦ/ε où Φ et a0 ne dépendent pas de V [·]. En revanche, si
κ = 1, a0 vérifie une équation non-linéaire qui fait intervenir V [·] (mais les équations
pour les profils ak sont linéaires pour k > 1).

2.2. Régime surcritique : κ = 0

Le cas κ = 0 est surcritique au sens de l’analyse précédente. Dans ce régime, la
cascade d’équations commence par

O
(
ε0
)

: ∂tΦ +
1

2
|∇Φ|2 + q|a0|2 = 0,

O
(
ε1
)

: ∂ta0 +∇Φ · ∇a0 +
1

2
a0∆Φ = −2iq Re (a0a1) a0.

La grande différence avec le régime κ > 1 est que l’équation pour la phase Φ est
couplée à l’équation de transport pour l’amplitude principale a0. Ce qui justifie
l’apparition d’oscillations en Φ/ε, même pour des données initiales non oscillantes
(φ0 = 0). On note aussi que ce système n’est pas fermé : Φ dépend de a0 et a0 dépend
de a1, qui est une indéterminée. De façon plus générale, on ne peut pas obtenir de
système clos d’équations pour la phase et un nombre fini d’amplitudes (voir [15]).
C’est une caractéristique des régimes surcritiques en optique géométrique [9, 10, 25].
Cependant, comme cela a été remarqué par P. Gérard [15], on obtient un système
fermé qui détermine la phase Φ en introduisant les inconnues

ρ := |a0|2 , v := ∇Φ,

qui vérifient {
∂tρ + div(ρv) = 0,

∂tv + v · ∇v + q∇ρ = 0.
(2.3)

Pour q = 1 (cas défocalisant), ce sont les équations d’Euler pour un fluide com-
pressible, de nature hyperbolique. En revanche, pour q = −1, c’est un problème
d’évolution de type elliptique.

2.3. L’approche d’E. Grenier

On explique ici l’approche d’E. Grenier pour étudier la limite semi-classique des
équations :

iε∂tu
ε +

ε2

2
∆uε = |uε|2 uε, (2.4)

uε
∣∣∣
t=0

= aε
0(x)eiφ0(x)/ε, (2.5)

correspondant à une non-linéarité défocalisante dans le régime κ = 0. Comme on l’a
expliqué, pour décrire la solution à l’ordre principal, il faut connaître l’amplitude
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initiale à l’ordre o(ε), et on suppose donc que φ0, a
ε
0 ∈ H∞(Rn) et qu’il existe

a0, a1 ∈ H∞(Rn) tels que

aε
0 = a0 + εa1 + o(ε) dans Hs(Rn), ∀s > 0.

Dans [19], l’idée est de chercher les solutions exactes sous la forme

uε(t, x) = aε(t, x)eiΦε(t,x)/ε , (2.6)

et de montrer que l’“amplitude” aε et la “phase” Φε admettent des développements
asymptotiques de la forme :

aε ∼ a + εa(1) + ε2a(2) + . . . ; Φε ∼ φ + εφ(1) + ε2φ(2) + . . .

La première étape est de construire cette représentation phase/amplitude.

Théorème 2.1 (E. Grenier [19]). Soit s > n/2 + 2. Il existe Ts > 0 indépendant de
ε ∈]0, 1], et deux suites aε et Φε bornées dans C([0, Ts]; H

s(Rn)) telles que uε(t, x) =
aε(t, x)eiΦε(t,x)/ε soit solution de (2.4)–(2.5) sur [0, Ts].

Principe de la démonstration. Autoriser la phase à dépendre de ε revient à intro-
duire une inconnue supplémentaire, ce qui permet d’obtenir un système clos d’équa-
tions. L’approche historique [20, Chap. III] consisterait d’ailleurs à chercher à ré-
soudre le système :

∂tΦ
ε +

1

2
|∇Φε|2 + |aε|2 = ε2 ∆aε

2aε
; Φε

∣∣∣
t=0

= φ0 ,

∂ta
ε +∇Φε · ∇aε +

1

2
aε∆Φε = 0 ; aε

∣∣∣
t=0

= aε
0 .

Cependant, ceci ne convient pas puisque l’on doit autoriser aε à s’annuler (voir la
discussion sur la transformée de Madelung dans [15, 28]). L’approche introduite par
E. Grenier consiste à imposer

∂tΦ
ε +

1

2
|∇Φε|2 + |aε|2 = 0 ; Φε

∣∣∣
t=0

= φ0 ,

∂ta
ε +∇Φε · ∇aε +

1

2
aε∆Φε = i

ε

2
∆aε ; aε

∣∣∣
t=0

= aε
0 .

(2.7)

En posant aε
1 := Re aε, aε

2 := Im aε et U ε := (∇φε, aε
1, a

ε
2), on peut récrire le système

précédent sous la forme

∂tU
ε +

∑
16j6n

Aj(U
ε)∂jU

ε + εL(∂x)U
ε = 0,

pour des matrices Aj symétriques et un opérateur L(∂x) du second ordre et anti-
symétrique.

On applique alors des résultats standards dans l’étude des systèmes hyperboliques
quasi-linéaires pour estimer la norme L2 de Ũ ε := (I −∆)s/2U ε. En effet, Ũ ε vérifie

∂tŨ
ε +

∑
16j6n

Aj(U
ε)∂jŨ

ε + εL(∂x)Ũ
ε = f ε :=

∑
16j6n

[
Aj(U

ε), (I −∆)s/2
]
∂jU

ε. (2.8)

Comme L(∂x) = −L(∂x)
∗, on a une estimation L2 uniforme en ε :

d

dt

∥∥∥Ũ ε
∥∥∥2

L2
=

∑
16j6n

〈 (∂jAj(U
ε))Ũ ε , Ũ ε 〉+ 2〈 f ε , Ũ ε 〉.
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Les estimations de Sobolev et de commutateurs donnent

‖∂jAj(U
ε)‖L∞ + ‖f ε‖L2 6 C(‖U ε‖Hs),

pour une fonction C indépendante de ε. Ainsi, le lemme de Gronwall implique les
estimations uniformes désirées. �

Notons (a, φ) ∈ C([0, T∗]; H
∞(Rn)) l’unique solution du système limite :

∂tφ +
1

2
|∇φ|2 + |a|2 = 0 ; φ

∣∣∣
t=0

= φ0 ,

∂ta +∇φ · ∇a +
1

2
a∆φ = 0 ; a

∣∣∣
t=0

= a0 .

(2.9)

Les estimations précédentes (appliquées à (aε − a, Φε − φ)) permettent de montrer
que ∥∥∥uε(t)−a(t)eiφ(t)/ε

∥∥∥
L2

=
∥∥∥aε(t)eiΦε(t)/ε − a(t)eiφ(t)/ε

∥∥∥
L2

= O
(
‖aε(t)− a(t)‖L2 +

∥∥∥eiΦε(t)/ε − eiφ(t)/ε
∥∥∥

L∞
‖a(t)‖L2

)
= O(ε) + O(t).

Pour des temps d’ordre O(1), on décrit la solution à l’ordre principal en prenant
en compte le premier correcteur (a(1), φ(1)) solution du linéarisé de (2.7) autour de
(a, φ), avec ε = 1 :

∂tφ
(1) +∇φ · ∇φ(1) + 2 Re

(
aa(1)

)
= 0,

∂ta
(1) +∇φ · ∇a(1) +∇φ(1) · ∇a +

1

2
a(1)∆φ +

1

2
a∆φ(1) =

i

2
∆a,

φ(1)
∣∣∣
t=0

= 0 ; a(1)
∣∣∣
t=0

= a1.

On a alors ([19]) : pour tout s, T∗ 6 Ts, (a(1), φ(1)) ∈ L∞([0, T∗]; H
s(Rn)) et

‖aε − a− εa(1)‖L∞([0,T∗];Hs) + ‖Φε − φ− εφ(1)‖L∞([0,T∗];Hs) 6 Csε
2, ∀s > 0 .

On a donc amélioré l’asymptotique précédente en :∥∥∥uε(t)− a(t)eiφ(1)(t)eiφ(t)/ε
∥∥∥

L2
= O(ε).

Le couplage (a(1), φ(1)) montre que pour décrire uε sur des temps d’ordre O(1), il
faut prendre en compte le correcteur d’amplitude initial a1.

On conclut cette partie par des remarques sur la structure des équations.

Remarque. Si (a, φ) vérifie (2.9), alors (ρ, v) := (|a|2,∇φ) est solution de

∂tv + v · ∇v +∇ρ = 0 ; v
∣∣∣
t=0

= ∇φ0 ,

∂tρ + div(ρv) = 0 ; ρ
∣∣∣
t=0

= |a0|2 .
(2.10)

Bien que a soit à valeurs complexes, remarquons le lien entre cette formulation du
système limite et le changement d’inconnu ρ → √

ρ (vitesse du son) introduit dans
[23] (voir aussi [8]) pour étudier (2.10) lorsque la densité est à support compact.
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Remarque. Dans [19], l’analyse est étendue au cas où la non-linéarité V [u] = |u|2

est remplacée par V [u] := f(|u|2) lorsque f vérifie f(0) = 0 et f ′ > 0 (non-linéarité
cubique et défocalisante à l’origine). Dans ce cas, on a toujours des estimations pour
les solutions de l’équation d’onde

∂2
t v − div(f ′(|u|2)∇v) = F.

Pour cette même raison, l’approche de [19] ne s’applique pas lorsqu’on suppose
juste que f ′ > 0 (ce problème est ouvert même pour une non-linéarité quintique
f(U) = U2 telle que f ′ s’annule en un seul point). Notons que pour une non-
linéarité focalisante, avec f(U) = −U , l’équation de propagation est de type ellip-
tique (∆t,xv = F ) ce qui amène à travailler dans la classe des fonctions analytiques
(voir [15]).

Remarque (Milieux inhomogènes). On pourrait chercher à reprendre l’étude de (2.4)–
(2.5) dans le cas où ∆ est remplacé par div(β(x)∇·), où β ∈ C∞

b (Rn) est minorée
par une constante strictement positive. Dans ce cas, on est amené à étudier un sys-
tème de la forme (2.8) avec un opérateur L(x, ∂x) qui est toujours anti-symétrique,
mais à coefficients variables. En particulier, on ne peut plus obtenir des estima-
tions de la norme Hs en commutant l’équation avec (I −∆)s/2 car le commutateur
[(I − ∆)s/2, L(x, ∂x)] est un opérateur d’ordre s + 1, aussi [(I − ∆)s/2, L(x, ∂x)]U

ε

ne peut pas être vu comme un terme source. C’est un problème de perte de dérivée
que l’on peut chercher à résoudre via l’effet de Kato. Ici, on peut aussi commencer
par remarquer que l’on a déjà une estimation L2 uniforme en ε de la solution, car
L(x, ∂x) = −L(x, ∂x)

∗. Le problème est donc d’obtenir une estimation des dérivées
d’ordre s. Pour cela on peut s’inspirer de [2]. Le point important est que div(β(x)∇·)
commute avec L(x, ∂x). Pour m ∈ N, on peut donc estimer (div(β(x)∇))mU ε dans
L2 de la même façon que l’on avait estimé (I − ∆)s/2U ε. Ce qui donne le résultat
cherché si s = 2m.

3. Problèmes de Cauchy

On explique ici quelques résultats concernant l’étude des problèmes de Cauchy
pour les systèmes qui interviennent dans l’étude de la limite semi-classique des
équations de Schrödinger-Poisson. Ces équations s’écrivent

i∂tu +
1

2
∆u = Vpu, ∆Vp = q

(
|u|2 − c

)
, (3.1)

où q est une constante et c = c(x) est une fonction bornée. Si c = 0, c’est l’équation
de Hartree, le problème de Cauchy est bien compris (voir [17] ou [6]). Si l’on suppose
juste que c est bornée (c = 1 par exemple) alors c’est un problème ouvert que l’on
discute ici en comparant avec l’équation de Gross-Pitaevskii :

i∂tu +
1

2
∆u =

(
|u|2 − 1

)
u, (3.2)

qui est l’évolution Hamiltonienne associée à l’énergie :∫ 1

2
|∇v(x)|2 +

1

4

(
|v(x)|2 − 1

)2
dx.

L’espace naturel pour étudier (3.2) est donc l’espace d’énergie

E = {u ∈ H1
loc(Rn) ; ∇u ∈ L2(Rn), |u|2 − 1 ∈ L2(Rn)}.
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Pour étudier les solutions bornées, mais qui ne sont pas dans L2, P. E. Zhidkov a
introduit, en dimension n = 1, dans [30] (voir aussi [31]) les espaces :

Xs(Rn) = {u ∈ L∞(Rn) ; ∇u ∈ Hs−1(Rn)}.

Zhidkov a montré que le problème de Cauchy pour (3.2) est globalement bien posé
dans X1(R1). L’étude des espaces Xs(Rn) en dimension n > 2 est due à C. Gallo [14]
qui a, en particulier, montré que le problème de Cauchy pour (3.2) est localement
bien posé dans ces espaces. Récemment, P. Gérard [16] a résolu le problème de
Cauchy dans l’espace d’énergie.

Théorème 3.1 (P. Gérard [16]). Soit n ∈ {2, 3}. Pour toute donnée u0 ∈ E, il
existe une unique solution u ∈ C(R; E) de (3.2) telle que u(0) = u0.

C’est un résultat fondamentalement non-linéaire, en raison de la contrainte |u|2−
1 ∈ L2(Rn). Dans le cas où la fonction c de l’équation de Poisson (3.1) n’est pas dans
L1(Rn) (c ≡ 1 par exemple), le système (3.1) nous met en présence d’un problème
semblable. À la manière de [16], nous travaillerons avec la contrainte |u|2 − c ∈
L2(Rn).

Comme expliqué dans l’introduction, on s’intéresse aux comportements des solu-
tions pour les temps précédant l’apparition de singularités pour le système limite.
Ces équations limites sont celles de la mécanique compressible, et il est notable
que l’on dispose de plusieurs résultats donnant des conditions garantissant que les
solutions explosent en temps fini. Par exemple, dans [23], on trouve des résultats
d’explosion pour des densités initiales intégrables (en particulier dans le cas du vide,
qui correspond à des données initiales uε

0 à support compact). Pour les équations de
Gross-Pitaevskii, le système limite est aussi celui des équations d’Euler pour un gaz
isentropique, mais dans le contexte usuel où la densité est une constante strictement
positive à l’infini. On peut alors utiliser les théorèmes 1 et 3 de Sideris [26] pour
donner les exemples suivants :

Exemple. Pour tout n > 1, et toute fonction non identiquement nulle χ ∈ C∞
0 (R)

telle que 0 6 χ 6 1, la solution (ρ, v) de
∂tρ + div(ρv) = 0 ; ρ

∣∣∣
t=0

:= 1 + χ(x2),

∂tv + v · ∇v +∇ρ = 0 ; v
∣∣∣
t=0

:= −Λ∇
(
χ(x2)x2

)
,

(3.3)

explose en temps fini pour Λ assez grand. En dimension 3, le résultat reste vrai avec
v
∣∣∣
t=0

= 0.

4. Réductions géométriques

4.1. Introduction d’un potentiel

Considérons les équations

iε∂tu
ε +

ε2

2
∆uε = Vext(t, x)uε + |uε|2 uε, uε

∣∣∣
t=0

= aε
0(x)eiφ0(x)/ε.
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Pour ce problème, l’approche détaillée au paragraphe 2.3 consiste à rechercher une
représentation phase/amplitude de la solution uε = aεeiΦε/ε telle que

∂tΦ
ε +

1

2
|∇Φε|2 + Vext + |aε|2 = 0 ; Φε

∣∣∣
t=0

= φ0 ,

∂ta
ε +∇Φε · ∇aε +

1

2
aε∆Φε = i

ε

2
∆aε ; aε

∣∣∣
t=0

= aε
0 .

(4.1)

On note que l’introduction d’un potentiel non borné dans les équations modifie
sensiblement la nature du problème. En effet, le potentiel ne peut pas être vu comme
un terme perturbatif. Pour autoriser le cas d’un potentiel extérieur et d’une donnée
initiale réguliers et sous-quadratiques, l’idée, introduite dans [4], est de chercher la
phase Φε sous la forme φε + φeik où φeik est définie par :

Lemme 4.1 (R. Carles [4]). Supposons que Vext ∈ C∞(R× Rn), φ0 ∈ C∞(Rn) et

∂α
x Vext ∈ C(R; L∞(Rn)), ∂α

x φ0 ∈ L∞(Rn) pour tout |α| > 2,

alors il existe T > 0 et une unique solution φeik ∈ C∞([0, T ]× Rn) de :

∂tφeik +
1

2
|∇xφeik|2 + Vext = 0 ; φeik

∣∣∣
t=0

= φ0 .

Cette solution est sous-quadratique : ∂α
x φeik ∈ L∞([0, T ]× Rn) pour tout |α| > 2.

Esquisse de la démonstration. Considérons la solution (x(t, y), ξ(t, y)) de{
∂tx(t, y) = ξ (t, y) ; x(0, y) = y,

∂tξ(t, y) = −∇xVext (t, x(t, y)) ; ξ(0, y) = ∇φ0(y).
(4.2)

En suivant ce flot, et en utilisant un théorème d’inversion globale (voir [11]), on
construit φeik, localement en temps, mais globalement en espace. L’idée est que
∇yx − I est une petite perturbation uniformément bornée en espace, nulle pour
t = 0 et continue en temps. Ceci implique l’existence de T ∗ > 0 tel que, pour tout
t ∈ [0, T ∗], y 7→ x(t, y) est un difféomorphisme global. On note y(t, x) son inverse,
qui permet de définir φeik ∈ C∞([0, T ∗]× Rn) par ∇φeik(t, x) = ξ (t, y(t, x)). �

En introduisant φε := Φε − φeik, le système (4.1) devient

∂tφ
ε +

1

2
|∇φε|2 +∇φeik · ∇φε + |aε|2 = 0,

∂ta
ε +∇φε · ∇aε +∇φeik · ∇aε +

1

2
aε∆φε +

1

2
aε∆φeik = i

ε

2
∆aε,

φε
∣∣∣
t=0

= 0 ; aε
∣∣∣
t=0

= aε
0 .

(4.3)

Le point important est de vérifier que les termes où φeik intervient sont des pertur-
bations semi-linéaires (qui peuvent être traitées par le lemme de Gronwall). Pour
le voir, on introduit la vitesse vε = ∇φε et on sépare la partie réelle et la partie
imaginaire de l’amplitude, pour obtenir un système de la forme

∂tU
ε +

∑
16j6n

Aj(∇φeik, U
ε)∂jU

ε + B(∇2φeik)U
ε + εL(∂x)U

ε = 0,

pour des matrices Aj = Aj(V, U) symétriques dépendant de façon C∞ de (V, U) ∈
Rn × Rn+2, et un opérateur L(∂x) du second ordre et anti-symétrique. Le point clé
est que les matrices Aj dépendent linéairement de V ∈ Rn. Par conséquent, tous
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les termes qui apparaissent dans les estimations d’énergie ne font intervenir que les
dérivées secondes de φeik, qui sont bornées d’après le Lemme 4.1 (voir [4]).

4.2. Interaction avec le potentiel de Poisson
Considérons maintenant les équations de Schrödinger-Poisson :

iε∂tu
ε +

ε2

2
∆uε = Vext(t, x)uε + V ε

p (t, x)uε, (4.4)

∆V ε
p = q

(
|uε|2 − c

)
, (4.5)

uε
∣∣∣
t=0

= aε
0(x)eiφ0(x)/ε, (4.6)

où q ∈ R, dans le contexte suivant :

Hypothèse 4.2. Le potentiel extérieur Vext ∈ C∞(R×Rn) et la phase φ0 ∈ C∞(Rn)
s’écrivent

Vext(t, x) = Vquad(t, x) + Vpert(t, x), φ0(x) = φquad(x) + ϕ0(x),

avec

∇3
xVquad = 0, ∇3

xφquad = 0, ∇xVpert ∈ C(R; H∞(Rn)), ∇xϕ0 ∈ H∞(Rn).

Exemple. On peut en particulier considérer un potentiel harmonique anisotrope :

Vquad(t, x) =
n∑

j=1

λj(t)x
2
j .

Les idées expliquées dans les paragraphes précédents conduisent à introduire φeik

dans C∞([0, T ]× Rn), solution de :

∂tφeik +
1

2
|∇xφeik|2 + Vquad = 0 ; φeik

∣∣∣
t=0

= φquad, (4.7)

et à chercher la solution sous la forme uε = aεei(φeik+φε)/ε avec

∂tφ
ε +∇φeik · ∇φε +

1

2
|∇φε|2 + Vpert + V ε

p = 0 ; φε
∣∣∣
t=0

= ϕ0,

∂ta
ε +∇ (φε + φeik) · ∇aε +

1

2
aε∆ (φε + φeik) = i

ε

2
∆aε ; aε

∣∣∣
t=0

= aε
0,

∆V ε
p = q

(
|aε|2 − c

)
.

(4.8)

Supposons que le profil c est une perturbation à courte portée d’une constante :

c = 1 + c̃, avec c̃ ∈ L1(Rn) ∩H∞(Rn).

Aussi, comme expliqué à la section 3, on suppose que la donnée initiale vérifie
|aε

0|
2 − 1 ∈ L2(Rn). Cependant cette contrainte n’est pas propagée par l’équation

lorsque ∆φeik 6= 0, comme cela se constate sur l’exemple

∂ta
ε +

1

2
aε∆φeik = 0,

qui s’écrit ∂tã
ε = 0 avec

ãε(t, x) = aε(t, x) exp
(

1

2

∫ t

0
∆φeik(τ, x)dτ

)
.
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Cela suggère de chercher des solutions vérifiant la contrainte∣∣∣∣uεe
1
2

∫ t

0
∆φeik(τ,x)dτ

∣∣∣∣2 − 1 ∈ L∞
t L2

x. (4.9)

Cependant, cette condition n’est pas naturelle par rapport à l’équation de Poisson,
car elle ne donne pas ∆V ε

p ∈ L∞
t L2

x.
Pour contourner cet obstacle, dans [1], on commence par remarquer que, sous

l’Hypothèse 4.2, ∆φeik est une fonction du temps uniquement. En effet,

∇3
xφeik = 0 (4.10)

(ce qui se démontre en remarquant que Ψ := ∇3
xφeik vérifie l’équation de transport

∂tΨ +∇φeik · ∇Ψ = B(∇2φeik)Ψ, Ψ
∣∣∣
t=0

= 0,

et en utilisant le fait que ∇2φeik est bornée). L’idée est alors d’introduire un potentiel
de Poisson fantôme Vg et un potentiel Vc̃ tels que :

∆Vg = q
(
e−
∫ t

0
∆φeik(τ)dτ − 1

)
, ∆Vc̃ = qc̃. (4.11)

Alors, le potentiel Ṽp

ε
:= V ε

p − Vg − Vc̃ vérifie une équation naturelle par rapport à
la contrainte (4.9). En effet, on calcule :

∆Ṽp

ε
= qe−

∫ t

0
∆φeik(τ)dτ

(∣∣∣∣uεe
1
2

∫ t

0
∆φeik(τ)dτ

∣∣∣∣2 − 1

)
.

Puisque ∆Vg est une fonction du temps seulement, Vg est quadratique en x, et on
peut choisir

Vg(t, x) = q
|x|2

2n

(
e−
∫ t

0
∆φeik(τ)dτ − 1

)
. (4.12)

Ainsi, introduire Vg et récrire la première équation de (4.8) pour le potentiel Ṽp

ε

fait apparaître des termes quadratiques supplémentaires dans l’équation pour φε

(Vg lui même !). Suivant la méthode expliquée au paragraphe 4.1, on doit prendre
en compte ces termes dans la définition de la phase φeik. C’est à dire remplacer
Vquad par Vquad + Vg dans (4.7). Cependant, modifier la définition de φeik modifie
la définition de Vg par (4.11), ce qui modifie la définition de φeik. Ce phénomène
non-linéaire suggère que déterminer la bonne phase eikonale nécessite de résoudre

∂tφeik +
1

2
|∇φeik|2 + Vquad(t, x) = −q

|x|2

2n

(
e−
∫ t

0
∆φeik(τ)dτ − 1

)
,

φeik|t=0 = φquad .
(4.13)

En cherchant la solution de ce problème sous la forme d’une fonction polynomiale
en x et en introduisant l’inconnue

∫ t
0 ∆φeik(τ)dτ , on se ramène à une équation dif-

férentielle ordinaire, et on peut montrer que :

Proposition 4.3. Sous l’hypothèse 4.2, il existe un temps T ∗ > 0 et une unique
solution φeik ∈ C∞([0, T ∗]× Rn) de (4.13) telle que ∇3

xφeik ≡ 0.

La discussion précédente peut se résumer comme suit.
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Lemme 4.4. Introduisons Vc̃ tel que ∆Vc̃ = qc̃, et considérons la fonction φeik

donnée par la proposition 4.3. Notons

g(t) :=
1

2

∫ t

0
∆φeik(τ)dτ et Vg(t, x) = q

|x|2

2n

(
e−2g(t) − 1

)
.

Alors (aε, φε) vérifie (4.8) si et seulement si

(ãε, φε, Ṽp

ε
) = (egaε, φε, V ε

p − Vg − Vc̃)

vérifie

∂tφ
ε +∇φeik · ∇φε +

1

2
|∇φε|2 + Vpert + Ṽp

ε
= 0 ; φε

∣∣∣
t=0

= ϕ0,

∂tã
ε +∇ (φε + φeik) · ∇ãε +

1

2
ãε∆φε = i

ε

2
∆ãε ; ãε

∣∣∣
t=0

= aε
0,

∆Ṽp

ε
= qe−2g

(
|ãε|2 − 1

)
.

(4.14)

Remarque. Noter que Ṽp

ε
ne vérifie pas les mêmes conditions à l’infini que V ε

p . Ceci
est lié au choix (4.12) fait pour résoudre (4.11).

On peut simplifier encore le système en utilisant le fait que φeik est une fonction
polynomiale de degré au plus deux. En effet, pour tout t ∈ [0, T ∗], ∇φeik(t, ·) est
une fonction affine et on peut décrire très simplement les caractéristiques x(t, y)
associées à l’opérateur de transport ∂t +∇φeik · ∇ présent dans (4.14) :

Lemme 4.5. Il existe α ∈ C∞([0, T ∗]; Rn) et A ∈ C∞([0, T ∗];Mn(R)) tels que,
A = A∗ et, pour tout t ∈ [0, T ∗], la solution de

∂tx(t, y) = ∇φeik(t, x(t, y)), x(0, y) = y,

vérifie x(t, y) = eA(t)y + α(t).

Définissons, pour toute fonction f ,

f ](t, y) = f (t, x(t, y)) . (4.15)

Travailler avec f ] au lieu de f permet de redresser les caractéristiques associées à
∂t + veik · ∇ de sorte que

∂tf
](t, y) = (∂t + veik · ∇)f (t, x(t, y)) .

Le point important est que ce changement de variable ne modifie pas la structure
des équations. En effet, le lemme 4.5 implique que

(∇f)](t, y) = e−A(t)∇f ](t, y), (4.16)

pour une matrice symétrique A(t) qui ne dépend pas de y.
Introduisons l’opérateur ∂ par, pour tout u : [0, T ∗] → S ′(Rn),

(∂u)(t) := e−A(t)∇u(t).

Utilisons la notation (4.15), celles du lemme 4.4 et posons

αε := (aε)], vε := (∇φε)], veik := (∇φeik)
] et Wpert := V ]

pert + V ]

c̃
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qui vérifie ∇Wpert ∈ C(R; H∞(Rn)) car c̃ ∈ L1(Rn) ∩H∞(Rn) par hypothèse. Avec
ces notations, on s’est ramené à résoudre le système

∂tv
ε + vε · ∂vε + vε · ∂veik + ∂Wpert + ∂W ε

poi = 0,

∂tα
ε + vε · ∂αε +

1

2
αε∂ · vε = −i

ε

2
∂∗∂αε,

∂∗∂W ε
poi = −qe−2g

(
|αε|2 − 1

)
.

(4.17)

Remarque. Pour un potentiel extérieur répulsif Vquad = −|x|2 et φquad = 0, ou
Vquad = 0 et φquad = +|x|2, le terme vε · ∂veik est un terme de relaxation. Ce qui
a permi d’obtenir, dans des situations voisines, des résultats en temps grand pour
des données petites (voir [3, 7] pour les équations de Schrödinger et [27] pour les
équations d’Euler).

5. Enoncés des résultats

On décrit ici les résultats de [1] pour le système

iε∂tu
ε +

ε2

2
∆uε = Vextu

ε + V ε
p uε, (t, x) ∈ R× Rn, (5.1)

∆V ε
p = q

(
|uε|2 − c

)
, ∇Vp(t, x) −→

|x|→∞
0, V ε

p (t, 0) = 0, (5.2)

uε
|t=0 = aε

0(x)eiφ0(x)/ε. (5.3)

On montre que les solutions des équations de Schrödinger–Poisson existent sur un
intervalle de temps indépendant de la constante de Planck, pour un profil c borné,
en présence d’un potentiel extérieur. Le manque d’intégrabilité du profil est résolu
en travaillant dans les espaces de Zhidkov introduits au §3, en dimension au moins 3.
On en déduit que les observables quadratiques convergent fortement quand ε tend
vers 0. Dans le cas où c ∈ L1(Rn), on montre des résultats de convergence forte pour
la solution elle-même.

On a expliqué dans la section précédente comment éliminer les termes liés aux
composantes quadratiques de Vext et φ0. On considère donc ici le contexte suivant,
on l’on se restreint au cas d’oscillations planes. Dans ce cas, on peut autoriser des
profils c plus généraux.

Hypothèse 5.1. • c appartient à l’espace de Zhidkov X∞(Rn) := ∩s>0X
s(Rn).

• Le potentiel extérieur Vext ∈ C∞(R× Rn) s’écrit

Vext(t, x) = E(t) · x + Vpert(t, x), avec E ∈ C∞(R) et ∇Vpert ∈ C(R; H∞(Rn)).

• L’amplitude initiale est de la forme aε
0(x) = a0(x) + rε(x) avec a0 ∈ X∞(Rn),

|a0|2 − c ∈ L2(Rn), et rε ∈ H∞(Rn) qui vérifie

‖rε‖Hs −→
ε→0

0, ∀s > 0.

• La phase initiale φ0 ∈ C∞(Rn) est donnée par

φ0(x) = α · x + ϕ0(x), avec α ∈ Rn et ∇ϕ0 ∈ H∞(Rn).

Théorème 5.2. Soit n > 3 et q ∈ {−1, +1}. Supposons que l’hypothèse 5.1 est
vérifiée. Alors il existe 0 < T 6 T ∗ indépendant de ε ∈]0, 1] et une solution uε ∈
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L∞([0, T ] × Rn) de (5.1)-(5.3) telle que |uε|2 − c ∈ L∞([0, T ]; L2(Rn)). De plus on
peut écrire uε = aεei(φeik+φε)/ε où :

– φeik(t, x) = α(t) · x + β(t) avec

α(t) = α−
∫ t

0
E(τ)dτ, β(t) = −1

2

∫ t

0
α(τ)2dτ.

– aε ∈ C∞([0, T ]× Rn) ∩ C([0, T ]; X∞(Rn)), et |aε|2 − c ∈ C([0, T ]; L2(Rn)).
– φε ∈ C∞([0, T ]× Rn) et ∇φε ∈ C([0, T ]; X∞(Rn)).
– Pour tout s > n/2, il existe Ms tel que, pour tout ε ∈]0, 1],

‖aε‖L∞([0,T ];Xs) +
∥∥∥|aε|2 − c

∥∥∥
L∞([0,T ];L2)

+ ‖∇φε‖L∞([0,T ];Xs) 6 Ms.

Remarque. (a) Nous ne savons pas prouver un résultat d’unicité pour la solution uε

lorsque c = 1. L’existence des solutions est un résultat nouveau dans ce contexte.
Les études précédentes (cf [28] et les références qu’il contient) concernent essen-
tiellement le cas c ∈ L1(Rn) ∩ Hs(Rn), ce qui permet de considérer des don-
nées uε

0 ∈ Hs(Rn), et l’unicité est alors bien connue (voir [6]). De plus, pour
c ∈ L1(Rn) ∩ H∞(Rn), on montre un résultat plus complet dans [1]. Dans ce
cas, on peut traiter le cas de potentiels quadratiques directement (sans utiliser
la réduction expliquée au §4.2). Dans cette direction, notons que dans le cas
c ≡ 1, la contrainte |u|2 − c ∈ L2(Rn) est incompatible avec aε ∈ L2(Rn), ce qui
contredit les preuves de [21, 22].

(b) La restriction n > 3 provient d’un manque de contrôle des basses fréquences
pour l’équation de Poisson (4.5) lorsque n 6 2.

(c) Une différence importante avec l’étude de l’équation (2.1) est que l’on n’a pas
de restriction ici sur le signe de la charge q.

(d) Les conditions utilisées pour résoudre l’équation de Poisson (4.5) sont similaires
à celles données dans [29]. Si de plus c ∈ L1(Rn), on peut imposer V ε

p (t, x) → 0
quand |x| → ∞ (à la place de V (t, 0) = 0, comme dans [28] par exemple).

Schéma de la démonstration. On construit aε et φε comme limites des solutions
d’équations régularisées où l’on tronque les hautes fréquences |ξ| > 1/h dans les
non-linéarités et les basses fréquences |ξ| 6 h dans l’équation de Poisson. Pour cela,
on considère une fonction  ∈ C∞(Rn) vérifiant

0 6  6 1, (ξ) = 1 pour |ξ| 6 1, (ξ) = 0 pour |ξ| > 2, (ξ) = (−ξ).

Pour h ∈]0, 1], on introduit les multiplicateurs de Fourier

Jh := (hDx), Gh = I − J1/h, Rh := q∆−1Gh,

qui vérifient

‖Jh‖Hσ→Hσ+k 6 Kh−k,
∥∥∥∆−1Gh

∥∥∥
Hσ→Hσ+k

6 Kh−k.

On considère les équations
∂tv

ε
h + Jh ((veik + vε

h) · ∇Jhv
ε
h) +∇Vpert = −Rh∇(|aε

h|
2 − c), vε

h

∣∣∣
t=0

= ∇φ0

∂ta
ε
h + Jh ((veik + vε

h) · ∇Jha
ε
h) +

1

2
aε

h div vε
h = i

ε

2
∆J2

haε
h, aε

h

∣∣∣
t=0

= aε
0,

où veik := ∇φeik = α est une fonction du temps uniquement.
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En utilisant le fait que Jh et Rh sont des opérateurs régularisants, on peut appli-
quer le théorème usuel pour les équations différentielles ordinaires et montrer que,
pour tout ε ∈ [0, 1] et tout h ∈]0, 1], il existe T ε

h > 0 tel que le problème de Cauchy
admet une unique solution (vε

h, a
ε
h) ∈ C1([0, T ε

h ]; Hs+2(Rn)×Xs+1(Rn)).
L’étude est alors en deux parties. On commence par montrer les estimations uni-

formes suivantes : Il existe une fonction C telle que, pour tout (ε, h) ∈ [0, 1]×]0, 1],
la norme

M ε
h(T ) := ‖aε

h‖L∞T Xs+1 +
∥∥∥|aε

h|2 − c
∥∥∥

L∞T L2
+ ‖vε

h‖L∞T Xs+2 ,

vérifie
M ε

h(T ) 6 M ε
h(0)eTC(Mε

h(T )), ∀T ∈ [0, T ε∗
h ],

où l’on a estimé les normes L∞ en utilisant

∀v ∈ Hs(Rn), ‖v‖L∞ 6 K ‖∇v‖Hs−1 ,

∀ϕ ∈ Xs(Rn), ‖ϕ‖2
L∞ 6 K

∥∥∥|ϕ|2 − c
∥∥∥

L2
+ K‖∇ϕ‖2

Hs−1 + K‖c‖Xs ,

pour une constante K qui ne dépend que de s.
Les estimations précédentes montrent que ∇W ε

h := Rh∇ (|aε
h|2 − c) est bornée

dans
C([0, T ]; Hs(Rn)), ce qui implique que W ε

h , ∂tv
ε
h et ∂ta

ε
h sont bornées dans C([0, T ]; Xs−1(Rn)).

On en déduit que ces suites convergent quand h tend vers 0 vers des limites notées
W ε, aε et vε. De plus curl W ε = 0 et donc W ε est le gradient d’une distribution
notée V ε

p . Pour démontrer que (vε, aε) vérifie
∂tv

ε + (veik + vε) · ∇vε +∇Vpert +∇V ε
p = 0,

∂ta
ε + (veik + vε) · ∇aε +

1

2
aε div vε = i

ε

2
∆aε,

∆V ε
p = q

(
|aε|2 − c

)
,

(5.4)

on montre que ∆V ε
p − q (|aε|2 − c) = 0 en prouvant que c’est une fonction du temps

uniquement qui appartient à L∞([0, T ]; L2(Rn)) (le lemme de Fatou implique que
|aε|2 − c ∈ L∞([0, T ]; L2(Rn))). Enfin, on prouve que (vε

h − vε, aε
h − aε) (et pas

seulement une sous-suite) converge vers 0 dans L∞([0, T ]; Xs+2(Rn)×Xs+1(Rn)). Il
reste à utiliser le fait que vε est un gradient pour définir la phase φε, et à montrer que
le gradient de V ε

p est nul à l’infini en utilisant le lemme de Riemann-Lebesgue. �

La démonstration du théorème précédent permet de construire une solution pour
le système limite

∂tφ +∇φeik · ∇φ +
1

2
|∇φ|2 + Vpert + Vp = 0 ; φ

∣∣∣
t=0

= φ0.

∂ta +∇ (φ + φeik) · ∇a +
1

2
a∆φ = 0 ; a

∣∣∣
t=0

= a0.

∆Vp = q
(
|a|2 − c

)
; ∇Vp(t, x) −→

|x|→∞
0, Vp(t, 0) = 0.

(5.5)

On montre que l’erreur (wε
v, waε) :=

(
∇φε −∇φ , aε − a

)
vérifie

d

dt

(
‖wε

v(t)‖2
Xs+1 + ‖wε

a(t)‖2
Hs

)
. ‖wε

v(t)‖2
Xs+1 + ‖wε

a(t)‖2
Hs

+ε‖∆aε‖Hs‖wε
a(t)‖Hs + ‖∇

(
V ε

p − Vp

)
‖Xs+1‖wε

v(t)‖Xs+1 .
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L’injection de Sobolev et la condition à l’infini garantissent alors que

‖∇
(
V ε

p − Vp

)
‖

L
2n

n−2
. ‖wε

a‖Hs ,

ce qui permet de montrer
d

dt

(
‖wε

v(t)‖2
Xs+1 + ‖wε

a(t)‖2
Hs

)
. ‖wε

v(t)‖2
Xs+1 + ‖wε

a(t)‖2
Hs + ε‖wε

a(t)‖Hs .

Par hypothèse ‖wε
v(0)‖Xs+1 + ‖wε

a(0)‖Hs = ‖rε‖Hs −→
ε→0

0, et le lemme de Gronwall
donne

‖wε
v‖L∞([0,T ];Xs+1) + ‖wε

a‖L∞([0,T ];Hs) . ε + ‖rε‖Hs .

On peut en déduire la convergence forte des observables quadratiques.

Théorème 5.3. Sous l’hypothèse 5.1, il existe une solution régulière (a, φ) de (5.5)
telle que (a,∇φ) ∈ C([0, T ]; X∞(Rn)), |a|2 − c ∈ C([0, T ]; L2(Rn)) et

‖aε − a‖L∞([0,T ];Hs) + ‖∇(φε − φ)‖L∞([0,T ];Xs)−→
ε→0

0, ∀s > n/2.

De plus, la densité et le moment convergent fortement :

|uε|2−→
ε→0

|a|2 dans L∞([0, T ]; Hs(Rn)), et

ε Im
(
uεe−iφeik/ε∇

(
uεe−iφeik/ε

))
−→
ε→0

|a|2∇φ dans L∞([0, T ]; Xs(Rn)), ∀s > n/2.

Remarque. Un résultat similaire est établi par P. Zhang [28], pour Vext = 0 = α
lorsque, de plus, c ∈ L1(Rn). Cependant, dans [28], la convergence est prouvée au
sens plus faible des mesures, via une approche différente basée sur les mesures de
Wigner. De plus, pour c ∈ L1(Rn) ∩H∞(Rn), dans [1], on obtient un résultat plus
fort, suivant les méthodes de [19, 4].
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