
ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER

PASCAL LAUBIN
Front d’onde analytique et décomposition
microlocale des distributions
Annales de l’institut Fourier, tome 33, no 3 (1983), p. 179-199
<http://www.numdam.org/item?id=AIF_1983__33_3_179_0>

© Annales de l’institut Fourier, 1983, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la revue « Annales de l’institut Fourier »
(http://annalif.ujf-grenoble.fr/) implique l’accord avec les conditions gé-
nérales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisa-
tion commerciale ou impression systématique est constitutive d’une in-
fraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit conte-
nir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=AIF_1983__33_3_179_0
http://annalif.ujf-grenoble.fr/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


Ann. Inst. Fourier, Grenoble
33, 3 (1983), 179-199

FRONT D'ONDE ANALYTIQUE
ET DÉCOMPOSITION MICROLOCALE

DES DISTRIBUTIONS

par Pascal LAUBIN

Introduction.

Nous étudions une décomposition de 8(x — y ) en vue de deux
types de problèmes : la décomposition du front d'onde analytique
d'une distribution et la représentation des distributions comme
sommes de valeurs au bord de fonctions holomorphes.

Des décompositions de 6(;c) ont été étudiées par de nombreux
auteurs, [l] , [2], [7], [11]. Elles conduisent à représenter 8(x — y )
comme intégrale de distributions singulières dans une seule direction
mais en tout point x = y . Suivant certaines idées de Sjôstrand,
[13], [14], nous considérons ici une décomposition plus complète
qui supprime cet inconvénient. L'opérateur que nous construisons
a la forme d'un opérateur Fourier-intégral à phase complexe. Son
étude est l'objet de la section 2.

Cette décomposition permet de retrouver le résultat fondamental
de Bengel et Schapira, [ l ] , concernant la décomposition du front
d'onde analytique des distributions. La démonstration que nous en
donnons dans la section 3 n'utilise pas le théorème des tuboïdes
d'holomorphie de Bros et lagolnitzer, ni la résolution du problème
de Cousin à croissance.

Enfin, dans la section 4, nous établissons quelques théorèmes
concernant la représentation globale des distributions comme sommes
de valeurs au bord de fonctions holomorphes (théorèmes 4.5 et 4.6).
Les domaines de définition de ces fonctions sont des tuboïdes donnés
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de manière explicite à partir d'un recouvrement de T*R" et de
la distribution. Les fonctions construites sont ainsi holomorphes
dans un voisinage complexe du complémentaire du support analy-
tique de la distribution.

Vu la forme de l'opérateur considéré dans la section 2, la dé-
finition la mieux adaptée du front d'onde analytique est celle de
Sjôstrand-Bros-Iagolnitzer, [6], [13]. Nous renvoyons le lecteur à
[6] pour la discussion des propriétés fondamentales et des théorèmes
de composition du front d'onde analytique à partir de cette définition.

1. Notations et définitions.

On désigne par R"(resp.(y1) l'espace réel (resp. complexe)
n

de dimension n. Si z , ^ G C" , on écrit z . ? = <z , P = V z.?..
7=1

Si Î2(resp. V) est un ouvert de R"(resp.C"), on note
A(Î2) (resp. ©(V)) l'ensemble des fonctions analytiques (resp.
holomorphes) dans Î2 (resp.V).

Le support d'une distribution % est noté [%], le support ana-
lytique [%]^ et le front d'onde analytique WF^%. On écrit Sy,_^
la sphère unité de R" et on pose

t* e = e x R^VO} , S* e = e x S"-1

si e C R". Un sous-ensemble A de i^R" est dit conique si
(x , $) G A et X > 0 impliquent (x , XÇ) G A.

Un profil est un ouvert A de C" tel que x 4- iy G A et t > 0
impliquent x + ity G A . On appelle base du profil A l'ouvert

n = { jcGR" : S^ER" : x + iy^A} .

Le profil A est dit convexe si A^ = { y G R" : x + iy G A} est
un cône convexe ouvert de R" pour tout x G R" . On considère
aussi A^ = U E R^MO} : y . Ç > 0 \f y e A^} qui est un cône
convexe fermé de R"\{0} éventuellement vide et

A* = { x , S ) G t * î 2 : S e A ^ } .

Un tuboïde de profil A est un ouvert î2 de C" inclus à A
et tel que pour tout compact K de A il existe r > 0 pour lequel
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[x + ity : 0 < t < r , x + iy E K} C î2 .

Une fonction / holomorphe dans un tuboïde Î2 de profil
convexe A et de base Î2 est à croissance lente si pour tout compact
K de A il existe des constantes C, r, p > 0 telles que

\f(x + ity)\ «^-^ si 0<t<r et x + t y Œ K . (1.1)

Dans ces conditions, il existe une et une seule distribution
&(/)^D*(Î2), appelée valeur au bord de f, telle que, pour tout
ouvert (jù de Î2 et tout cône fermé F tels que a? + ;T C A,
on ait

6 ( / ) ( < ^ ) = l i m [ f{x + iy) ̂ Qc) dx , <^€D(^ ) . (1.2)
^y° '/

De plus
WF,é( / )CA*. (1.3)

2. Décomposition de ô (.y — y).

Considérons la phase complexe

$(x,^,p) ==(x -j0.^ + f8(!^ -^i|2 + |>/ -/ii2)

où 6 est un nombre réel strictement positif, x, y e R" et
p = (jii, i/) G t* R" . Pour tout </? E D(R") on pose

.3" c «/2 3"_i
(T, ̂ ) (^) = TT 2 (^) ^ r 2 dt f e1^^

(l +Y^-^).^(^)^ .

LEMME 2.1. —Soit K un compact de fV1, r et R des nombres
réels vérifiant 0 < r < R, P est polynôme et ^ E D(R"). // existe
des constantes C^ positives telles que

| D^ D^ (V e1^^^ P ( x , y , v) ̂ >(y) dy") \

< C % ( 1 + ^ ( 1 + 1^1))-^, (2.1)

^ ; c E K , / i G R " ^ r < l i / l < R .
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Démonstration. - L'opérateur différentiel

T / T^ . v + 2i8(y - ̂uy^^-1 1^45^-^^
vérifie

L(y , p , Dy) (^(^.P)) == te^^'v^ .

Une récurrence facile montre que

W- Z ^,,(^,p)D^
\a\<k

avec les majorations

1^(^,P)|<C^(1 + 1^1)-^ si ^ E K , ^ E R " et r < M < R .

Si P^(x , y , p) désigne un polynôme de degré au plus égal à m
par rapport à fi, on a

\tkfeit^x^P^x,y,p)^y)dy\

=|/^<I>(^.p)(^L)^(P^^^,p)^))^|<c,(l+|^|)m- fc ,
ce qui implique

\feit^x^P^(x,y,p)^y)dy\

< C^(l + |^ir (1 + t(l + i^l))-^ . (2.2)

D'autre part on peut écrire

D^e^-y^^x^^)) = ^^(^^) ^ ^P^^,^,?) .
w<|a|+|^|

On obtient donc

1 D:D^ (/ e1^^ P(x , y , ^) ̂ ) ̂ ) |

< C^ S ^(1 + l^iD^'d + r(l + 1^1))-^
w<|a|+|^|

^ C ^ d + r d + l ^ D ^ ' ^ - ^
ce qui permet de conclure.

L'inégalité (2.1) assure la convergence de l'intégrale qui définit
Tp<^. De plus, la fonction (x,p)—> (T^) (x) est de classe C^
pour tout ^eD(R") et, dans les conditions du lemme,
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|D^(T^)(x)|<C^ f^ t ^ ' 1 ( l + r ( l + |^|)f^'1^
-in

<C^(1+ |^|) 2 . (2.3)

THEOREME 2.2. - On a

f^^n (rT?^ ̂  da^ == ̂ x) (2.4)
pour tout ^ € D(R") et tout x E R" .

Ici a désigne le produit de la mesure de Lebesgue sur R" et de
la mesure superficielle de S^ _ ^ .

Démonstration. — Des applications successives du théorème de
Fubini permettent de placer l'intégrale par rapport à /i en tête. En
calculant cette intégrale, on obtient

/• /• i ( x - y ) . (s+H^^-y)) / i8 ? \
W - j d i i j e ' y ) ^ 2 V ^(l+^^-^.^)^)^.

Cette dernière expression est égale à ^p(x) car il s'agit de la for-
mule d'inversion de Fourier où R" a été remplacé par le contour com-
plexe ç —> $ + iS |Ç | (x - y ) / 2 . (Voir par exemple [7] p. 270 et
[6] p. 785 pour un calcul analogue).

L'égalité (2.4) s'étend aux distributions à support compact. Si
^GC^R"), on pose (T^%) (^) == W^), (^^(R"). L'opéra-
teur </?—> T^ étant autoadjoint pour tout p , (2.3) et (2.4) sont
applicables à ^Tp^. En utilisant la continuité de la distribution %,
on obtient encore

-as
IDfcr^K^KC sup sup |D^( fT^)OQ|<C^(l+ J J L A J ) 2 .

COROLLAIRE 2.3. — Pour toute distribution % û support compact

^T,%rfa(p)=%. (2.6)

Démonstration. — Par (2.3),

J T ^ d a ( p ) —> ^ dans CJR") si R —^ + oo.
I^KR

Delà
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/ . (VS)(<^)da(p)= lim f ^(^^daÇp)
"S-R" p R-^+oo ^KR p

= lim %(/ %^da(p)).
R-^oo v ^ l ^ K R p /

= %(</0.
Désignons par T le noyau de l'opérateur T. Le front d'onde

analytique de T est décrit par le résultat suivant.

THEOREME 2.4. - On a

WF, T C ( {((x , x , x , Ç), ( t S ; , - tf;, 0, 0)) : (x , Ç) G t* R" , r > 0}.

(2.7)
Nous allons identifier T à la valeur au bord d'une fonction holo-

morphe. Pour cela nous devons estimer la partie imaginaire du prolon-
gement holomorphe de <t> dans C4" .

LEMME 2.5. — Posons a = (z , w , p). // existe CQ > 0 tel que

\ 6(\(Rz -<%^|2 + \0iw -<RjLi|2) - CQ \3a\ |a|
^<î> (z ,w,p)>

( (3z -^w) .(Ry - CQ \3a\2

(2.8)
pour tout a E C4" .

Démonstration. — La partie imaginaire de $ vaut

(ûiz - <%w) .3v + (^z - 3w) . tfl^ + ô(|C%z - (R^l2

- l^z -5Ai|2 + l<%w - <%jLi|2 - |^w -^|2).

La première inégalité est immédiate. Pour la seconde on remarque que
J$(z,w,p)>(^z -<?w). (Ry - \(fiz - (R.^\\3v\

f.
+ - |(Kz -<Kw|2 - c|^a|2

X^z-^w). (fî.v-—\3v\1 -c\ga\2 .
2ô

Introduisons l'ouvert

S2 = {aGC4" : (iTz -^w).C%i/>Co \3a\2 ou 6(|<Kz - <KjLi|2

+ |CRw - ^|2)>Co |^a| |a|,<%ï^0}
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qui est un tuboïde de profil convexe

A = {aEC4" : Oz -3w) .(Rv> 0 ou \0iz - (R^\
+ l<^w - (fi^\ ^=0, Cfiv^Q} .

LEMME 2.6. - Po^r ro^r compact K de Ïî il existe c > 0
tel que

<?<î>(<%a + it^a) > et si a E K et r e ]0 , l ] . (2.9)

Démonstration. - Sinon il existe des suites a^G K et r^ G ]0,1]
telles que

^(ûia^ + ̂ ^) <-rw- . (2.10)
m

On peut supposer que a^ ——> a G K et t^ ——> t E [0,1 ]. Si t ^ 0
on obtient ^(ûia + it Sa) < 0 ce qui contredit (fia + ^ 5a G î2 .
Supposons donc / == 0. Si Oiz = (fiw = <K^i on a

Oz - Sw) . âiv > CQ | ̂ a|2 > 0,

mais, par (2.8) et (2.9), (^ - 3w^) . <%^ - CQ ̂  | ̂  |2 <-^

donc (31 z - ^w). C%i/ < 0 ce qui est absurde. Si

\(fiz - (îi^i\ + |<Kw -<%^1 ^ = 0 ,
on utilise l'inégalité
S(|^ - CR^ |2 + |C%w, - <^J2) - CQ^ |̂ | 1^1 <^

qui conduit encore à une absurdité.
Par (2.9), la fonction

g(z ,w ,p)
M

= ̂ ~T(^)2 ( l + ^ ( z - w ) . v ) ^~ ft ~1 e'^w) dt

/3n\ i8
.ô^^ï) ^T^-^

'(2) ^"^ 7i————^ (2.ii)
^-$(2,W,p)^

est holomorphe et à croissance lente dans Sî. On utilise ici la fonction
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V^T holomorphe dans C\{(x, 0) : x < 0} qui coïncide avec ^/x
sur ]0,+ oo[.

La valeur au bord de / est la distribution T. De fait, si
<^?, ^GD(R") , x^D(t*R") et ^ . v > 0 dans le support de
X, on a

b(f) (^ ® ̂  ® x) = ̂  //(x + ̂ o,^,p) y?(;c) ̂ 00 x(p) Ac rfj/dp

-^ / 5 ̂_â2 / ô V
ir 2 (-; lim / sp(x) x(p) ̂  dp

L J-»-0+ '/

/»+ oo 3n __ «
^ t 2 a ( t , x + i s v Q , p ) d t

a ( t , z , p ) = f e i t ^ z ' y ^ ( ï + ^ ( 2 - y ) . v ) ^ ( y ) d y .

où

a(t,z,p)=fe't*(z'y•p) (ï+^

Comme $(z, y , p) - $((%z, y , p) est indépendant de y et

3^(z , y , p) = 3^{(R.z , y , p) + Qz . v - 8 \ Hz |2 ,
(2.1 ) fournit la majoration

\a(t,x + isvQ,p)\^C,,(l+t)~k si x G [^»], p e [x], / > 0
dès que s est assez petit. Par le théorème de Lebesgue, on a

*(/) (<P ® ̂  ® x) = / <p(x) x(p) (T^) (je) ̂  dp .

On obtient donc (2.7) comme conséquence de (1.3).
Cette inclusion a des conséquences importantes.

COROLLAIRE 2.7. - Pour toute distribution % a support compact
et tout p = (ju, v) G t* R" ,

W F T ^ r { (^^)^>0} 5i pGWF,%
a p ^ • <2-12)0 swo?!

Démonstration. - Par les théorèmes de composition du front
d'onde analytique (voir par exemple [6]), on a
WF,T^% C {(x , S:) G T* R" : 3(^ , »?) £ WF^% U [%] x {0} et

(o, T) G R2" : ((x ,y , i l, v), (S:, - T? , a , r)) G WF^T}

C{(x,^)et*R" : 3(j/,iî)eWF,% et

f > 0 : x =>' = /x , t = î } = tv } .
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COROLLAIRE 2.8. - Pour toute distribution % à support compact
et toute partie mesurable e de S*R"1 , on a

WF^ U^ ̂ ^ c ̂ x ' ̂ ) : (x . S) ̂  ë" 0 WF^ , r > 0} . (2.13)

Démonstration. - Si é? est relativement compact on peut ap-
pliquer les théorèmes de composition. On obtient alors

WF^ (/ V^ da(p))c {(x , Ç) € T* R" : 3Qx ,ï/) G -^ et

O^GWF^U^lx {0}:((x,^,^), (S,-r?,0,0))eWF,T}

C {(x , ̂ ) : (x , S) G -e H WF^% , r > 0} .

^ Pour conclure il suffit donc de prouver le résultat suivant. Si
e H S* [%] = 0 il existe une fonction g E A(R") telle que

^ T^%((^)da(p) = f g(x)^p(x)dx, ^ED(FT). (2.14)

Par la première inégalité (2.8), il existe une constante c > 0
telle que 3<î>(x , y ,p) > ô |^ - ̂ |2 > c(l + |^|)2 si x G R" ,
^e [%J , p e ^ . En utilisant (2.11) on obtient

^ (Tp%)(^)û?a(p)=^^(x) % (V ^Oc,^,p)rfa(p)) rfx .

Désignons par F la projection de ~e sur R". La fonction

^ ^(^,^,P)ûfo(p)

se prolonge par une fonction holomorphe dans un voisinage complexe
de U = R" x C F car pour tout compact K de U il existe c^ > 0
tel que 3 ^ ( z , w , p ) > 6 \6iw - ^\2 - c^ \3a\ \a\ > c^l + |^|)2

si « % z , < % w ) G K , p € e et \3z\+\Hw\ est assez petit. Ceci
démontre (2.14).

Si % est une distribution à support compact, on définit une
distribution T^ dans R" x T*R" par la relation

(T%) (<p ® x) =/ X(P) (T^%) (^)da(p). (2.15)

COROLLAIRE 2.9. — On a

WF,T°SC{(x,^), ( ^ , 0 , 0 ) ) : ( x , ^ ) eWF,%, r > 0 } . (2.16)
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Démonstration. — De fait

WF,T%C{((;c,^), a^T^a^^EWF^U^] x {0}

(0^,^), a , -7? ,a ,T))eWFj}
C { ( ( x , x , Ç ) , ( r Ç , 0 , 0 ) ) : O c , Ç ) E W F , CS,t> 0}.

Remarque 2.10. — Par (2.7) on peut écrire

WF,T= { ( ( x , ^ , x , ^ ) , ( r £ , - r Ç , 0 , 0 ) ) : ( x , S ) e E , r > 0}
où E est un fermé de t *R" . Le raisonnement qui conduit à (2.13)
montre que

WF,%=WF,(^ T^rfa(p))

c { ( x , ^ ) : ( x , S ) E E n W F , % , i c i = 1 , r > 0 } .

Tout point p G T* R" étant singulier pour au moins une distribution
à support compact, on obtient

{ ( (x ,x ,^ ,S) , (^ , -^ ,0 ,0) ) : (x ,Ç)G S * R " : r >0 }CWF,T .

3. Décomposition du front d'onde analytique.

L'objet de cette section est de démontrer le

THEOREME 3.1. — Soit Î2 un ouvert de R" et % une distri-
N

bution dans Î2. Si WF^% C U F .̂ où F^ , . . . , F^ sont des fermés

coniques de t* R" » il existe des distributions %i ,. . ., %N ^ans ^
telles que

N
% = ^ %. <?r WF^.CF^ ^ / = 1 , . . . , N . (3.1)

/ = = i
Lorsque la distribution % est à support compact on peut réaliser

N
cette décomposition explicitement. Soit F = U F, et

/= i /

G, = { p G S* R" : d(p , F? < d(p , F^) Vfe} .

Il est clair que
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S*R" = U G, et G , n F = F , n S * R " , / = = 1 , . . . , N . (3.2)
/=1 / ; ;

Si le support de % est compact, on peut prendre

^•'^u ^âa(p)- (3J)

k<j k

Défait, (3.1) résulte de (2.6) et (2.13).
En vue du cas général rappelons la propriété suivante qui résulte

de la résolution du problème de Cousin pour les fonctions analytiques
réelles.

LEMME 3.2. — So it Î2 un ouvert de R" et %^ une suite de
distributions dans Î2. On suppose la famille [^^ localement
finie. Alors il existe une distribution % dans t2 telle que, si U est

M
un ouvert de Î2 et [%^]a H U = 0 pour m > M, % — Z %„,

i
est la distribution à 'une fonction analytique dans U .

Démonstration du théorème 3.1. - Supposons d'abord que le
support analytique de % est compact. Soit %^ une suite de distri-
butions à support compact dans Sî, dont les supports sont locale-
ment finis et dont la somme vaut %. Par (2.16) on sait que

WF, Të^ C {((x ,x , ^), (^ ,0,0)) : (x , Ç) GWF,% , t > 0} .

Les supports analytiques des distributions T%^ sont donc localement
finis dans S2 x t*î2. Soit S une somme des T^ au sens du
lemme 3.2.

On a
W F , S C { ( ( X , J C , S ) , (^ ,0 ,0) ) : (x ,S)EWF/S, r>0}.(3.4)

De fait si U est un ouvert d'adhérence compacte dans S2 et N un
N

entier tel que U H [̂  ] = 0 si m > N , o n a % = ^ % ^ dans
N 1

U et S - ̂  T^ EA(U x t*î2). Il suffit alors de remarquer que
i

WF, (^ T%^) C { ( ( x , ^ , $ ) , ( ^ ,0 ,0 ) ) :

(x,S)€WF, (1^), t>0}.
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Par (3.4), la distribution S s'écrit

S ( ^ ® x ) = / X ( P ) S p ( < p ) r f p , ^GD(Î2), x^D(t*î2).

Soit G un voisinage compact de S* [%]^ dans S* Î2. Montrons
que

%- [ S.ûfa(p)eA(î2). (3.5)JQ p

Soient U et N comme ci-dessus. On a

%- fs,do(p)=<:ê-^CS^ +J\ Tp (^ ^^(p)
J " 1 t/Sl"Ryl\G '^V /

~ / (Sp- Z Tp^) ûfor(p).

Cette expression est analytique dans U car
N N

^S^m dans U, S - ̂  T%^ €A(U x T*Î2)
i i

et _____ ^
S*R"\G n t* u n WF, (S %^) = 0 .

Considérons alors des fermés G. de S* R" tels que

Ç G, == S* R" et G, H F = F̂ . H S* R" , 7 == 1, . . . , N .

A une fonction analytique près, on peut prendre

%, = / / \ Sp da(p) .
; JG^\^Gk)

Passons au cas général. On peut ici utiliser le théorème 2.1 de
[1] sur les faisceaux souples. Pour être complet nous donnons une
démonstration autonome. Nous supposerons N = 2, ce qui n'est
pas une restriction.

Soit ojyn une suite d'ouverts relativement compacts tels que
00

<"m c "m+l 6Ï " = u "m •

II existe des suites %^\ %^ de distributions dans S2 telles que

WF,^ C F/, n t* co^ (3.6)
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WF,(%- (^° +C6^))) H t* ù^ C F H t* ô^ (3.7)

WF, CS^, - ̂ )) C F, H t*(c^\o^), (3.8)

pour 7 = 1 , 2 et m > 1 . De fait, si aGD(a?) est égal à 1 dans
(jù» on a

WF^(a%) C (Fi 0 T* û3i) U (F^ H T* û3i) U (F H T* (o?^))

ut*Cc^.
Par ce qui précède il existe ̂  et ^^ e D*(Î2) tels que

WF^^ CF^nt*^
et

WF^ (̂ i0 + ̂ î )) n t* cJi c F n t* ac^ .
Supposons maintenant ^^ , 7 = 1,2, construits et déterminons
.̂n . On voit comme ci-dessus qu'il existe T^ G D* (Î2), 7 = 1,2,

vérifiant
WF, T^ C F, n t* o^ (3.9)

WF,(%- (T^, + T ,̂,)) n t* s^ï c F n t* ac^ (3.10)
De (3.6), (3.7) et (3.9), (3.10) on déduit

WF,(T<^ + T<^ - %^ - ̂ ) C F n t* (S^\^) .

Par la première partie de la démonstration on peut trouver S,,
S; € D* (Î2) tels que WF,, S, C F, n t* (SJ^\cj^) et

Td) j. ^(2) _ o»(l) _ q»(2) _ o 4. 0l »n+l ' ^ m + l ^w "m — "1 • "2 •
Posons

S-T^-^-S^^-T^+S,.

11 est clair que WF^ S C F^ H F^ HT* ù3^7 . Les distributions
^i = T^\ - S, %^\ = T^2^ + S vérifient encore (3.9),
(3.10). L'inclusion (3.8) est également satisfaite car

^i-^-S,, 7 = 1 , 2 .
Les supports analytiques des distributions, ^^, ^^ — ̂ ^

^^ — % œ , . . . sont localement finis. Par le lemme 3.2 il existe
des distributions %i , cê^, qui vérifient % y — ^ ^ €A(<A;^) pour
tout m. 11 est clair que WF^CF^., en outre, par (3.7),
%-(%! +<;S2)GA(Î2).
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4. Distributions et valeurs au bord des fonctions holomorphes.

Nous commençons par décrire une famille de tuboïdes.

DEFINITION 4.1. - Un fermé conique F de t* R" est dit
convexe par fibre si F^ = { Ç : ( x , !;) G F} est un cône convexe
fermé de R"\{0} pour tout x C R" .

Si F est un tel fermé et G est un fermé de R" , on désigne
par îîp Q l'ensemble des z G C" tels que

3z ,v > ô(|^z|2 - \(fiz - Ml2 -\y - Ml2) (4.1)

si ( M , v) E F, | ^ | == 1 et y E G. On définit également un profil
convexe Ap Q de base R" par les relations

AF,G;^ = F^0 = {;. G R" : j/ . Ç > 0 VS G F^} si x G G (4.2)

Apç^ = R" si x ^ G .

En vertu du théorème des bipolaires, on a

^ =A^\{0}= { Ç e R " \ { 0 } : ^ . S > O V ^ e A ^ G ^ } si x G G .

Remarquons que (Kz + it3z € ft^ ç si z £ Î2p Q et r E ]0,1]. De
fait, si ( / 2 , ï Q E F , |^| = 1 et y ç - G , on a

^z. ï /> 6r(|^z|2 - |(Kz -Ml2 - 1^ - Ml2)

> ô ( r 2 |^z|2 - | ( % z - M l 2 - 1 ^ - M l 2 ) .
Par définition, Sîp Q est un voisinage complexe de R^G. Plus

précisément î2pG ^ {z E C" : | ̂ z| + 6 |^z|2 < ^- ^(CRz.G)}.

LEMME 4.2. — îi? Q ^r ^/î ouvert pseudoconvexe de C".

Démonstration. — On vérifie aisément que î2p o est ouvert.
Cela étant

"F,G = ^p {zeC" :^Z . I .
M^i^eG >6( |<%z| 2 - |<%z - M l 2 - 1^ - Ml 2 )}

est pseudoconvexe car
</?(z )=6( |^z | 2 - l ^ z - M l 2 - 1 ^ - M l 2 ) - 3 z . v

est pluriharmonique pour tous y , M ? ^ •
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LEMME 4.3. - Î2p Q est un tuboïde de profil Ap ç .

Démonstration. - II est clair que Sîy ç C Ap ç . Soit K un
compact de Ap ç . Supposons qu'il existe des suites z^ e K et
^m——^ ° + telles que (Kz^, + it^îfz^f Î2pç . On peut alors
trouver (^,^)EF et ̂  G G pour lesquels \v^\ = 1 et

fm^m • ̂  < 5(^ 1 ̂  I2 - 1̂  - ̂ J2 - 1^ - ̂ l2). (4.3)
Quitte à considérer des sous-suites, on peut supposer que z^ ——> z G K
et ^——> v . Par (4.3), on a alors JLI^ ——> (Rz et ^^, ——> Oiz .
De là ( < % z , i / ) G F , ^RzGG et, puisque ^Ap.G» ^ . ^ > 0 .
De (4.3), on tire encore 3z^ . ̂  < 6t^ \ 3z^\2 donc, en passant
à la limite, 31 z . v < 0 ce qui est absurde.

LEMME 4.4. - Pour tout compact K de Î2p G » î7 ̂ ^^ c, r > 0
^fa <7^e

3<î>((fiz + îY^Z , ̂  , ?) > C(r + | ÛÎZ - JLl|2) 5^

l z E K , 0 < ^ < 1
< (4 4)
\ d ( y , G ) < r , p G F , |^| = 1 . /

Démonstration. - Sinon il existe des suites z^ G K, r^ C ]0,1],
Pm G F et ̂  G R" telles que rf(^ , G) < 1/m, | i/J = 1 et

^^..^ +8(1^ -^l'+l^ -^l2-^!^!2)

<-^(^ +1^^ -AtJ2). (4.5)

Cette inégalité montre que les suites ^ et y^ sont bornées. Quitte
à considérer des sous-suites on peut donc supposer que
zm——'^^Pm——'^F.^m——^^^G et ^ — — ^ r G ] 0 , l ] .

Si t ^ 0, on obtient

^z . ^+5 ( |C%z-^ | 2 + |>/-^ |2 - ^ l ^ z^XO,

ce qui entraîne Oiz + it3z ^ Sîy ç . Ceci est absurde car z G K C Î2p „
et ^ E ] 0 , l ] .

Si r = 0, (4.5) conduit à (Rz = .y = ^. Puisque z G Î2p ç on
a alors iTz . y > 0. Mais, dès que m > I/o , on a, par (4.5),

^m-^-^I^J 2 ^
donc ^z . ï/ < 0, ce qui est absurde.
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THEOREME 4.5. — Soit F un fermé conique de T*R" convexe
par fibre et e une partie mesurable de F Fi S* R" . Pour toute dis-
tribution % à support compact, la fonction

f(z)= f % ( g ( z , y , p ) ) d a ( p ) (4.6)
^e W

est holomorphe et à croissance lente dans Î2p rç,. On a

&(/)== f VgdaCp). (4.7)
^e

En outre, si x G R" et {x} x F^ H WF^@ = 0 , /a fonction
f se prolonge en une fonction holomorphe au voisinage de x .

Démonstration. — Une récurrence aisée montre que

D,',(z, ,.,„)- ;? »..^,3-.P) (4.8)
k=o ^ ^^

(-î>(z, y , p ) )

où P^g ^ est un polynôme de degré au plus égal à k par rapport à jn.
Par le lemme 4.4, l'expression % ( g ( z , y , p)) est définie

(y)
pour zEÎÎ et p € F , [ i / | = l . Soit K un compact de
Î2p^. En vertu de (4.4) et (4.8), on a, si z E K , rE ]0 , l ] et
P ^ F , |ï/ | = 1 ,

|% (g(ûiz + U 3 z , y , p ) ) \
(y)

<C sup sup {D^gÇdiz + i t 3 z , y , p ) \
\0\<m d(y,[^\)<r

^ (1+I^Z-^< C sup ^ c^ ————————————
\0\<m fc=o âû+fc

(r + \(Rz - ^i|2)2

C' _3y»
<-n~(t^ I C R Z - ^ 1 2 ) 2

car r(l + |<Rz - jLt|2) < r + |C%z - ̂ j 2 . On en déduit

IWz + ^z)| <-^- ̂  (^ + |<%z - ̂ |2)^ da(p) <-^-,

donc / est holomorphe et à croissance lente dans Î2p ,ç,.
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Démontrons (4.7). Soit F un cône fermé de R"\{0} et
^ED(R") tels que [^] + (T C Î2p ̂ . Si ver et \v\ est assez
petit, on a J$(x + iv, y , p ) > 0 et

f f(x + fi;) y(x) dx

= f <p(x) dx f % (^(x + iv , y , p)) da(p)
(y)

-^ /Ô \2 /• ^ / /l+- â?-!
W

^n / K \î ^ / /»+oo 3"
î / ô \ 2 /• - / /l+oo ————1 v

\î} Je 5 Uo t a ( t , v , y , p ) d t ) do(p) (4.9)= 7T

OÙ
i8a ( t , v , y , p ) = fe^^^^+^Çx+w-y^^^dx.

En raisonnant comme dans le lemme 2.1 au moyen de l'opérateur

T ( ^ ^ 1 _-v-^(x - iv - JLA)L.(^.p.D^^_^^^_^ .D,

on voit qu'il existe des constantes C^ ^ telles que

|D^(^i ; ,^ ,p) |<C^^(l + t(l + 1^1))-^

si t>0, p e F n S * R \ û? (^ , [%] )< r et i;er est assez petit.
Cette inégalité permet de passer à la limite pour v —> 0 sous les
intégrales de (4.9) par le théorème de Lebesgue, ce qui fournit (4.7).

Supposons maintenant que {x} x F^ H WF^ = 0 . Dans
Sîy o la fonction / est donnée par

''^(^y *«»/" A " - ' % ((i+^u- ̂ ..)V 2 / ^ ^o (y) ^ 2 /
^ir<ï>(z,y,p)) ^ (4^)

Montrons qu'il existe e, r > 0 tels que

1 % //- • iô
(y)'(?) ((1 +y<z-^)• l /)^< I > ( z t y l p )) KC^^^'^) (4.11)

si \z - x \ < r , p G F et r > 0 . Cette inégalité permet de prolonger
/ dans {z G C" : | z - x | < r} par l'expression (4.10).

En explicitant </? dans (4.11), on obtient
^-f(Jz. y-6 IJzl2) - ômz-^|2

^(^••'-^-^(l+l^-^)..)) . (4.12)
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Par définition du front d'onde analytique (voir [6], [13]) on peut
trouver e, r > 0 tels que

cg (^-ity.v-Wy-^ (l^^.^^l <C^
(y) V v 2 // '

si (AI , v) E F et | ^ - ̂  | < r . Il suffit pour cela d'invoquer la défi-
nition du front d'onde analytique en tout point ( x , v), v G F^ H S ^ , ,
et d'utiliser ensuite la compacité de F^ n S^^. D'autre part il
existe c > 0 tel que |<Rz - x| < r/2 et \x - JLI| > r impliquent
|<Rz — ^ | > c ( l + | j L i | ) . En tenant compte de ces deux contributions
dans (4.12) on obtient (4.11) si \z - x\ est assez petit.

THEOREME 4.6. - Soit Î2 un ouvert de R\ F ^ , . . . , F^ des
fermés coniques de t* R" convexes par fibre qui recouvrent t* R"
et % une distribution dans Sî. Il existe des fonctions f- holomorphes
dans les ouverts Vj = Î2p. ̂  , 7 = 1,. . . N , à croissance lente dans
U .̂ H (Î2 + fR") et telles que

%- S 6(y. )e=A(î2) . (4.13)
7=1

En outre, si x e Î2 ^ {x} x F^HWF^S = 0, la fonction ^ ^
prolonge en une fonction holomorphe au voisinage de x .

Remarquons que, par définition de U^, ^ est holomorphe dans
un voisinage de R"\[%] et même de R"\[%]a .

La formule (4.16) donne une expression explicite de l'ouvert
U de C" où la fonction (4.13) admet un prolongement holomorphe.
En particulier, si Î2 = R" on a U = C" .

Démonstration. — Soient Cx;̂  des ouverts relativement compacts
dans Sî tels que c5^ C c^.^ , Sî = Û o?^ et A^, des ouverts de
R" vérifiant Â^ C A,, [%] = n A, .

Pour tout w , on peut trouver une fonction /^Co(SJ^) et
un multiindice a tels que

%(</?) =/ fW D0 ^p(x) dx si </? G D(o^).

Considérons également une fonction pEC^(R") égale à 1 dans
un voisinage V de [%] et dont le support est inclus à A^ . On pose
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^mW = / fW D^) Oc) dx , </? G D(Fn.
^m

Par construction %^ = % dans ù^ et [̂  ] C ̂  H A^ .
Introduisons les ouverts

U. = Î2p. r— et n, -. = Sîr, —\Ï . m r;,A^ j,m Fy,A^\a?^ •
On a

et ^^c^^nu,

^ U,,, = U,, Î2, = ^U^ Î2,^ == ̂ ,T,n^ .

En particulier î^. est un ouvert pseudoconvexe de C" .
Posons encore

e. = F. H S* R" et e\ = e\ H e. .
' ' / 7 fc</ '•

Par le théorème 4.5, la fonction

4,Jz)= F ^ (^(z,^,p))û?a(p) (4.14)
JelJ (y)

est holomorphe et à croissance lente dans U. ^ . De plus

^= | ^4^-
On a

[%p - %J c (Â;\^) u (Â~ )̂
pour tous p , ^ . De fait, si par exemple p < q ,

[%p - ̂ 1 c [%p] u [%j c Â^,
et %p = ̂  = % dans o)p. Comme

"/.P n î2/^ == "Fy^IpY^u^^) ,

la fonction f^p—f^q se prolonge dans ^p 0 ^,^ pour tous
p, q . Puisque Î2y est pseudoconvexe on peut trouver des fonctions
gy p G C(SÎ^ p) telles que

4p ~ fj.q = S^p - g / ^ dans U, p H U .̂ ^ .

Définissons une fonction fj G ©(U? par les conditions

^/ "4m -^m dans U^.^, (4.15)
Par définition de î^. ̂  , la fonction .̂ ̂  est holomorphe dans un
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voisinage complexe du complémentaire de G^\c^. La fonction
fj est donc à croissance lente dans IL H (î2 + /R").

Soit

"(w) = A ^w = {z ecn : i^1 + ô l^l2 <f ̂ ^ ̂ m» .

Si ^ < q on a
Sî^ H îî<^ n R" = co^uCÂp'.

Comme %p = ̂  = % dans o)p et %p = %^ = 0 dans CAp, il vient

.1̂  ^/.P - 8^) = Ç (6(/,^) - b(f^)) = %^ - %, = 0

dans Î2(p) H S2<^ n R" . Par prolongement analytique
N N
S 8, p = ^ ,̂ . dans ft^ H Î2<^ .
/^i ' 7=1

Désignons par g la fonction holomorphe dans

u= u^ = {ZEC" : i^rzi +ô |az | 2 <|-d2«%z,[%]n^n)}
(4.16)

égale à ^ g . ^ dans ^(w). En utilisant (4.15) on obtient
/= i

C6-S^^)=%,~S^(4,-^)=^

dans co^ . Ceci démontre (4.13).
Supposons enfin que x G Î2 et {x} x F .̂ ^ H WF^, % = 0 .

Prenons w assez grand pour que x G ̂  . Par le théorème 4.5,
^/,m se Prolonge au voisinage de x . Vu (4.15) il en est de même
pour fy car x G Î2. ^ .
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