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FRONT D’ONDE ANALYTIQUE
ET DECOMPOSITION MICROLOCALE
DES DISTRIBUTIONS

par Pascal LAUBIN

Introduction.

Nous étudions une décomposition de 6(x — y) en vue de deux
types de problémes : la décomposition du front d’onde analytique
d’une distribution et la représentation des distributions comme
sommes de valeurs au bord de fonctions holomorphes.

Des décompositions de 8(x) ont été étudiées par de nombreux
auteurs, [1], [2], [7], [11]. Elles conduisent 4 représenter &(x — y)
comme intégrale de distributions singuliéres dans une seule direction
mais en tout point x =y . Suivant certaines idées de Sjostrand,
[13], [14], nous considérons ici une décomposition plus compléte
qui supprime cet inconvénient. L’opérateur que nous construisons
a la forme d’un opérateur Fourier-intégral 4 phase complexe. Son
étude est I’objet de la section 2.

Cette décomposition permet de retrouver le résultat fondamental
de Bengel et Schapira, [1], concernant la décomposition du front
d’onde analytique des distributions. La démonstration que nous en
donnons dans la section 3 n’utilise pas le théoréme des tuboides
d’holomorphie de Bros et lagolnitzer, ni la résolution du probléme
de Cousin a croissance.

Enfin, dans la section 4, nous établissons quelques théorémes
concernant la représentation globale des distributions comme sommes
de valeurs au bord de fonctions holomorphes (théorémes 4.5 et 4.6).
Les domaines de définition de ces fonctions sont des tuboides donnés
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de maniére explicite a partir d’'un recouvrement de T*R" et de
la distribution. Les fonctions construites sont ainsi holomorphes
dans un voisinage complexe du complémentaire du support analy-
tique de la distribution.

Vu la forme de 'opérateur considéré dans la section 2, la dé-
finition la mieux adaptée du front d’onde analytique est celle de
Sjostrand-Bros-lagolnitzer, [6], [13]. Nous renvoyons le lecteur a
[6] pour la discussion des propriétés fondamentales et des théorémes
de composition du front d’onde analytique a partir de cette définition.

1. Notations et définitions.

On désigne par R”"(resp.C") I’espace réel (resp. complexe)
n
de dimension n. Si z, {E€C", onécrit z.{ =(z,¢) = PRI
j=1
Si  Q(resp. V) est un ouvert de R"(resp.C"), on note
A(R2) (resp. ©(V)) l’ensemble des fonctions analytiques (resp.

holomorphes) dans £ (resp. V).
Le support d’une distribution ® est noté [®], le support ana-

lytique [%], et le front d’onde analytique WF,%®. On écrit S, _,
la sphére unité de R” et on pose

T*e = e x R"\{0}, S*e=exS"!
si eCR". Un sousensemble A de T*R” est dit conique si
(x,§)€A et A >0 impliquent (x,A§)EA.
Un profil est un ouvert A de C" telque x + iy EA et t >0
impliquent x + ity € A. On appelle base du profil A I’ouvert
Q={x€ER”":FJyER":x + iy EA} .

Le profil A est dit convexe si A, = {y ER" :x + iy EA} est
un cone convexe ouvert de R” pour tout x €R”. On considére
aussi AY = {§€ER™N{0} :y. (>0 Vy € A} qui est un cone
convexe fermé de R™\ {0} éventuellement vide et

A* = {x,HET*Q: EEA).

Un tuboide de profil A est un ouvert € de C" inclusa A
et tel que pour tout compact K de A il existe »r > 0 pour lequel
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{(x+iy:0<t<r,x+iy€EK}CS.

Une fonction f holomorphe dans un tuboide & de profil
convexe A et de base §2 est a croissance lente si pour tout compact
K de A il existe des constantes C, r, p > 0 telles que

[ fx+ity)| <Ct™? si 0<t<r e x+iy€K. (1.1)

Dans ces conditions, il existe une et une seule distribution
b(f)ED*(Q), appelée valeur au bord de f, telle que, pour tout
ouvert w de £ et tout cone fermé I' tels que w + i CA,
on ait

b(N) ()= lim [ fx+»)p(dx, 9pEDW. (12)
r

De plus
WF,b(f) CA*. (1.3)

2. Décompositionde 6(x — y).

Considérons la phase complexe
®(x,y,p)=x-—y).v+id(x —p*+1y—p?

ol & est un nombre réel strictement positif, x,y €R" et
p = (u,v) ET*R". Pourtout p € D(R") on pose

T =n2 ()" [T f oo

(145 @ =90) ey

LEMME 2.1. — Soit K un compact de R", r et R des nombres

réels vérifiant 0 <r <R, P est polynéme et ¢ €D(R"). Il existe

des constantes Cf,’ffg positives telles que

1D D) (f =2 A P(x,y,v) p(3) dy) |

SCE A+ A+ )™, @D

si x€EK, u€R” et r<|v|<R.
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Démonstration. — L’opérateur différentiel

v+ 2i6(y —w
> +48% |y —p)* ~ 77

L(y,p,D)) =i
vérifie
L(y,p,D,) (e"®®:7:0) = fit@(x.7.0)

Une récurrence facile montre que

(tL)k = Z aa,k (y s p) D;

lal<k

avec les majorations

la, (¥, P) S Cup(1+ [u)7™* si yEK, pER" et r<|v|<R.

Si P,(x,y,p) désigne un polyndme de degré au plus égal 4 m
parrapporta u, ona

| t* f eT*xYAP (x,y,p)0(¥)dy|
= | [ efter0) (PLYE B, (x, v, p) @) dy| < C (1 +u))™*,
ce qui implique
I fe"'"’"‘-y”” P,.(x,y,p)e(»)dy|
SC A+ )" A+ + ). 22
D’autre part on peut écrire

D} DS (et (P(x,y,p)) = €t ®E¥A S ™P (x,y,p) .
m<|al+ig]

On obtient donc
|D;D? (f e t®(x7:0 P(x,y,v) ¢(y) dy) I

<C¥ X MA+ eD"A+ (1 + ju)

o
m< jal+ (Bl

S CEL (1 + £(1 + |yt ipi—r
ce qui permet de conclure.
L’inégalité (2.1) assure la convergence de I'intégrale qui définit

Top. De plus, la fonction (x,p) — (T,9)(x) est de classe C,_
pour tout ¢ € D(R") et, dans les conditions du lemme,
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+oo -_n-— 3”_1
IDEDET, ) (DI <Cpp [ 17 (A+ e+ D) 2 dr

_3n
2

<Cuel+lph) * . 2.3)
THEOREME 2.2. — Ona

oo o) () d0(p) = () (2.4)
pour tout ¢ € D(R"™) et tout x ER".

Ici o désigne le produit de la mesure de Lebesgue sur R” et de

la mesure superficiellede S, _, .

Démonstration. — Des applications successives du théoréme de

Fubini permettent de placer I'intégrale par rapport 4 u en téte. En
calculant cette intégrale, on obtient
3
) o(»)dy .

(2m)~" fdsf i(x-y). (E+-ﬂ§-‘(x y))(l+ ) <

Cette derniére expression est égale 4 p(x) car il s’agit de la for-
mule d’inversion de Fourier o R” a été remplacé par le contour com-
plexe & — £+ id|¢|(x — »)/2. (Voir par exemple [7] p. 270 et
[6] p. 785 pour un calcul analogue).

L’égalité (2.4) s’étend aux distributions 4 support compact. Si
®E€CZ(R"), on pose (T,B)(p) =BV(T,p), v ED(R"). L’opéra-
teur ¢ — T,¢ étant autoadjoint pour tout p, (2.3) et (2.4) sont
applicables & ‘T,p. En utilisant la continuité de la distribution %,
on obtient encore

3n
IDS(T,B) (p)] <C sup sup IDSDECT,p) (I <Cy(1+ |uh ?
lalsm K (2 5)

COROLLAIRE 2.3. — Pour toute distribution % a support compact
~/s:nn" T, 8 do(p) = 6. (2.6)
Démonstration. — Par (2.3),
[ Tpdo(p) — ¢ dams C.(R") si R —> +oco.

IBI<R
De la
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3 t
S @D = tim [ BT, 0 do(p)

lim %(fma ’T,,wdcr(p)).

R—> o

= B(yp) .

Désignons par T le noyau de I'opérateur T. Le front d’onde
analytique de T est décrit par le résultat suivant.

THEOREME 2.4. — Ona
WFaTC({((x,x,x,g),(tz,—tz,0,0)):(x,z)eT*R", t > 0}.

2.7)

Nous allons identifier T & la valeur au bord d’une fonction holo-
morphe. Pour cela nous devons estimer la partie imaginaire du prolon-
gement holomorphe de ® dans C**.

LEMME 2.5. — Posons o = (z,w,p). Il existe cy > 0 tel que

| 8(IRz —Ru> + |Rw — Rpl*) — ¢q 19| |l
Io(z,w,p) >
Iz —Iw) . Ry — ¢, | Ja?

(2.8)
pour tout o €C*".

Démonstration. — La partie imaginaire de & vaut
(Rz — RW).Iv + (Jz —Iw). Ry + §(|Rz — Ru|?
— 19z —Jul* + |Rw — Ru|* — |Iw —Ju|?).
La premiére inégalité est immédiate. Pour la seconde on remarque que

IP(z,w,p) = Tz —Iw). Rv — |Rz — Rw||Iv|

8
+ o IRz - Rw* - c|Jal?

1
> Uz —aw).azu——z—ngﬁ —c|Jal*.

Introduisons I’ouvert
Q= {a€C*" :(Jz —Iw).Rv > ¢, |Jal* ou 8(Rz — Ryl
+IRw — Rul*) >c, |Jal |a],Rv # 0}
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qui est un tuboide de profil convexe
A={a€C” Uz —Jw).Rv>0 ou IRz — Rpul
+ | Rw — Ru|#0, Rv #0}.

LEMME 2.6. — Pour tout compact K de Q il existe ¢>0
tel que
JP(Ra+itda)y=ct si a€K e t€]0,1]. (2.9

Démonstration. — Sinon il existe des suites «,, € K et ¢,, €]0,1]
telles que

t
ID(Ray, + ity, Ja,) < - (2.10)

On peut supposer que «,, —> o €K et 1, —> r€[0,1]. Si ¢t # 0
on obtient JP(Ra + it Ja) < 0 ce qui contredit Rao + it JaEQ.
Supposonsdonc t = 0. Si Rz= Rw = Ru ona

Iz — Iw) . Ry > ¢, | Ja|* >0,

mais, par (2.8) et (2.9), (Jz,, — Iw,,) . Ry, — ot | Jo, |2 <7:1—
donc (Jz — Iw) . Rv < 0 ce qui est absurde. Si
Rz — Ru|+ | Rw —Ru|+#0,
on utilise I’'inégalité
d( Rz, — Ru, > + |Rw,, — Rp,,1*) — cotp, | Ta,| la,l <in'f

qui conduit encore a une absurdité.
Par (2.9), la fonction

g(z,w,p)

n

= 17—32—"(%)2 (1 + 129 (z - w).v) /;m t%ﬂ T eirotme) gy

1
r 3—”) l+£2—(z—w).v

=(£)n/2 )
5 3nl? (—:_ q)(z’w,p))an/z

2.11)

est holomorphe et a croissance lente dans €. On utilise ici la fonction
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+/Z holomorphe dans C\{(x,0):x <0} qui coincide avec /X
sur ]O, + oof.

La valeur au bord de f est la distribution T. De fait, si
¢, YEDR"), xED(T*R") et v,.»>0 dans le support de
X, ona

b(f)(p®@¥®x) = lim ff(x tisvy,y,0) 0(x) ¥(y) x(p) dx dydp

§—=>0+

=27 (3) 1m [ oeoxwrards

+ oo 9—"——1
_/; t?  a(t,x +isvy,p)dt
ou
= it®(z,y,p) .l_é _
a(t,z,p)—fe (l+2 (z y)-V)‘I'(y)dy.
Comme ®(z,y,p) —®(Rz,y,p) estindépendant de y et
90(z,y,p) =99(Rz,y,p) +Jz.v — §|Jz|*,
(2.1) fournit la majoration
la(t,x +isvy, P <C,(1+ 7% si x€[p]l, pE[x], t>0
dés que s est assez petit. Par le théoréme de Lebesgue, on a
() (p@¥ ®X) = [ 9(x) X(0) (T, ¥) (x)dx dp .
On obtient donc (2.7) comme conséquence de (1.3).

Cette inclusion a des conséquences importantes.

COROLLAIRE 2.7. — Pour toute distribution ® a support compact
ettout p=(u,v)ET*R",

{(u,tv):t>0} si p€EWFT

WF T % C
@f o sinon

(2.12)

Démonstration. — Par les théorémes de composition du front
d’onde analytique (voir par exemple [6]), on a

WF,T,% C {(x,§) ET* R" : 3(y,n) EWF,® U[B] x {0} et
(0,7)ER: ((x,y,u,v), (§,-n,0,7) EWF,T}
C{(x,)ET*R" : I(y,N EWF,T et
t>0: x=y=u, £=n=1rv}.
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COROLLAIRE 2.8. — Pour toute distribution ® d support compact
et toute partie mesurable e de S*R", ona

WE, ([ T,%d0(0) € {(x,10): (x, € NWES, ¢ > 0}. (213)

Démonstration. — Si e est relativement compact on peut ap-
pliquer les théorémes de composition. On obtient alors

WE, ([ T,Bdo(0)Ci(x,HET* R": (1, €T et
(y,n)GWFa‘GU[%] X {0}:((x,y,#,1)), (E,—"?,O,O))EWF,,T}
C{x,t)):(x,6)ee NWF, B, t > 0} .

Pour conclure il suffit donc de prouver le résultat suivant. Si
e NS*[®B] = @ il existe une fonction g € A(R") telle que

j; T, B (p) do(p) =fg(X)<p(x)dx, pE€DR"). (2.14)

Par la premiére inégalité (2.8), il existe une constante ¢ > 0
telle que J®(x,y,p)=8|y —ul>=cQ+|u)?* si xER",
y €[], p €e. Enutilisant (2.11) on obtient

S @B @doe) = [o6) & ([ ax.y.0)do(p) dx.
Désignons par F la projection de e sur R”. La fonction

[ etx.».0do(p)

se prolonge par une fonction holomorphe dans un voisinage complexe
de U=R"x [ F car pour tout compact K de U il existe ¢, >0
tel que IP(z,w,p) =8| Rw — ul* — ¢y lJallal=c, (1 + |u)?
si (Rz,Rw)EK, pEe et |IJz|+ |Iw| est assez petit. Ceci
démontre (2.14).

Si B est une distribution & support compact, on définit une
distribution T dans R" x T*R" par la relation

(T®) (v ® x) =f x(p) (T, %) (p)do(p) . (2.15)

COROLLAIRE 2.9. — Ona

WF, T8C {(x,x,§), (¢£,0,0): (x,§) EWF,®, r >0}. (2.16)
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Démonstration. — De fait
WE, T®C {((x,u,»), (§,0,7):3(y,n) EWF, B U[¥] x {0}
Cx,y,u,v), (§,—n,0,7)) EWF,T}
C{((x,x,8, (¢£,0,0) : (x,§) EWF, B, 1> 0}.
Remarque 2.10. — Par (2.7) on peut écrire
WF, T={((x,x,x,8§, (t§,—t£,0,0):(x,§) €E, t >0}

ou E est un fermé de T *R”. Le raisonnement qui conduit a (2.13)
montre que

WE,% = WF, (fs . T,Bdo(s)
C{(x,t8):(x,5)€ENWF%, |§l =1, t>0}.

Tout point p € T* R" étant singulier pour au moins une distribution
a support compact, on obtient

{(Cx,x,x,8),(t6,—1£,0,0): (x,§)ES*R": t >0} CWF,T.

3. Décomposition du front d’onde analytique.

L’objet de cette section est de démontrer le

THEOREME 3.1. — Soit Q un ouvert de R" et ® une distri-

N
bution dans Q. Si WF,€C U F; ou F,,...,Fy sontdes fermés
i=1

coniques de T* R", il existe des distributions By,.-.,8y dans Q
telles que

z

T= 2 B e WEFCF s j=1,...,N. (I
]

L

1

Lorsque la distribution % est a support compact on peut réaliser

N
cette décomposition explicitement. Soit F = U F, et
i=1

G, = {pE€S*R":d(p,F;) <d(p,F,) Vk}.

11 est clair que
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N
S*R" = -U1Gf et G).ﬂF=FjﬂS*R”, i=1,...,N. (3.2)
I=
Si le support de 6 est compact, on peut prendre
B, = fG\k%.Gk T,% do(p) . 33)
7

De fait, (3.1) résulte de (2.6) et (2.13).

En vue du cas général rappelons la propriété suivante qui résulte
de la résolution du probléme de Cousin pour les fonctions analytiques
réelles.

LEMME 3.2. — Soit Q un ouvert de R" et B, une suite de
distributions dans ). On suppose la famille [%®,], Ilocalement

finie. Alors il existe une distribution ® dans S telle que, si U est
M

un ouvert de Q et [®,]l, "U=0 pour m>M, ?S—Z‘Bm
1

est la distribution d’une fonction analytique dans U .

Démonstration du théoréme 3.1. — Supposons d’abord que le
support analytique de ® est compact. Soit %, une suite de distri-
butions 4 support compact dans §2, dont les supports sont locale-
ment finis et dont la somme vaut . Par (2.16) on sait que

WF, TG, C {((x,x,§), (1§,0,0)) : (x, ) EWF, %, > 0}.

Les supports analytiques des distributions T%,, sont donc localement
finis dans Q x T*Q. Soit S une somme des T%E, au sens du
lemme 3.2.

Ona
WF,SC {((x,x,§), (t£,0,0) : (x,§) EWF, %, t>0}. (3.4)
De fait si U est un ouvert d’adhérence compacte dans §2 et N un
entier tel que UN[E,]1=¢@ si m>N, ona ® = i %,, dans
UetS— i T, EA(U x T*Q). 1 suffit alors de renllarquer que
1

N
WF, (X T%,) C {((x,x,8), (1£,0,0):
1 N .
(x, 0 EWE, (¥ %,). 1> 0.
1
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Par (3.4), la distribution S s’écrit
S(e®x) = [ x(p) S,(9)dp, ¥ ED(R), X ED(T* Q).

Soit G un voisinage compact de S* [®], dans S*£. Montrons
que

%~ [ S,do(p)EAEQ). 3.5)

Soient U et N comme ci-dessus. On a

N N
T [Sdo) ==X B+ [T, (}l: Bm) do(p)

N

_ j; (s, — X T, Bm) do(p).

Cette expression est analytique dans U car

N N .
T=2 Bn dans U, S—Y T%F, €EAUx T*Q)
1 1

et
S*RIN\GNT*U nWF,,(i%;,,,) =0.
Considérons alors des fermés G; de S*R" tels que
UG =s*R" et GNF=FNS*R", j=1,..,N.
A une fonction analytique prés, on peut prendre

%= oo, ) 70

Passons au cas général. On peut ici utiliser le théoréme 2.1 de
[1] sur les faisceaux souples. Pour étre complet nous donnons une
démonstration autonome. Nous supposerons N = 2, ce qui n’est
pas une restriction.

Soit w,, une suite d’ouverts relativement compacts tels que

Wy Cw,,yy; et Q= (;me .
Il existe des suites B, VP de distributions dans § telles que
WF, %) CF,NT*w, (3.6)
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WE, (B— (B +B3) N T* &, CFNT* 3w, (3.7)
WF, (B0, — B CF, N T*(@,,,\w,,) , (3.8)

pour j=1,2 et m=1. De fait, si a €D(w) est égal 4 1 dans
w, ona

WF, (a®) C (F, N T* @,) U(F, N T* @,) U(F N T* (&,\w,))
uT*0 w, .
Par ce qui précéde il existe ‘28(1‘) et ‘?5(12) € D*(Q) tels que
WF, B’ CF,NT*®,
et ) .
WE, (B + B) N T*&; CFNT*dw, .

Supposons maintenant ‘Ef,{) , 7 =1,2, construits et déterminons
‘Bf,’,)ﬂ . On voit comme ci-dessus qu’il existe T,(,{Z,, eED* (), j=1,2,
vérifiant

WE, TV, CF, n T* &, (3.9)

WE,(B— (T, + T, ) N T* &, ; CFNT*dw,,,, (3.10)
De (3.6), (3.7) et (3.9), (3.10) on déduit
WE,(TS),, + T2, — 8% — ) CF N T* (@ \wm)

Par la premiére partie de la démonstration on peut trouver S,
S, ED*(Q) telsque WF,S,CF; N T* (&, \w,,) et

TA T 1 2)
()l + (")1 _%(nl)_%l(n) = Sl + S2 .
Posons
= 1 1 — 2) _ 7(2
S T()l_%()_sl %() T() + S, .

m+1

Il est clair que WF,SCF, NF, N T*&,,,. Les distributions
®L =T®) —8, B2, =T +8S vérifient encore (3.9),
(3.10). L’inclusion (3.8) est également satisfaite car

T — B =S, i=12.

Les supports analytiques des distributions, ¥, % — B
@) —%{”,... sont localement finis. Par le lemme 3.2 il existe
des distributions ®,, ®¥,, qui vérifient G; —-‘ZS(,,{) €A(w,,) pour
tout m. |1l est clair que WFa‘B,CFi, en outre, par (3.7),
T— (B, + 6,) €EAR).
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4. Distributions et valeurs au bord des fonctions holomorphes.

Nous commencgons par décrire une famille de tuboides.

DEFINITION 4.1. — Un fermé coniqgue F de T*R" est dit

convexe par fibre si F, = {§{:(x,§) €F} est un cone convexe
fermé de R"\{0} pour tout x ER".

Si F est un tel fermé et G est un fermé de R", on désigne
par Qp ; l'ensemble des z €C" tels que

Iz v >89z — | Rz — pl? — |y — u?) 4.1)

si (u,»)EF, |[v|=1 et y €G. On définit également un profil
convexe Ap; debase R" par les relations

Apc,x =Fi®={y€ER":y . §>0VEEF,}six€EG (4.2)
Apg,x=R" si x&G.
En vertu du théoréme des bipolaires, on a
F, = Af g \{0} = {§€R"\{0}: ¥y . §=>0Vy€EAps,} si x€G.

Remarquons que Rz + itJz EQF,G si z€EQp g et t€1]0,1]. De
fait,si (u,v)EF, |v|=1 et y€G, ona

tdz. v > 8t(19z17 — |Rz — ul* = |y — ul?)
>6(:2192” — 1Rz —ul> — |y — ) .
Par définition, Qp ; est un voisinage complexe de R™G. Plus

précisément Qp g D {z €C" : | Jz| + 8|Jz[* < % d*(Rz,G)}.

LEMME 4.2. — Qg  est un ouvert pseudoconvexe de C".

Démonstration. — On vérifie aisément que 2 ; est ouvert.
Cela étant

Qp g = ” DQEF {zeC":¥z.v
ity €6 >8(Rz> — | Rz — ul* — |y — u)}

est pseudoconvexe car
0(2) =819z — | Rz — ul* — |y —ul*) - Jz.v
est pluriharmonique pour tous y, u, v.
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LEMME 4.3. — Qg ¢ est un tuboide de profil Ag g .

Démonstration. — 11 est clair que Qp g CApg. Soit K un
compact de Agp . Supposons qu’il existe des suites z, €K et
tw— 0+ telless que Rz, +it,9z, ¢ Qp . On peut alors
trouver (u,,,v,,) €F et y,, €G pourlesquels |v,| =1 et
t Iz, Vo <8210z, 2 — 1Rz, — > — 1V — 1,1 (4.3)

Quitte a considérer des sous-suites, on peut supposer que z,,— z €K
et v,—— v. Par (4.3), onaalors p,—> Rz et y, —> Rz.
De i (Rz,v)EF, Rz€G et, puisque zE€EApg, Jz.v>0.
De (4.3), on tire encore Jz,, .v,, < 8¢, | Jz,,1* donc, en passant
ala limite, Jz .v < 0 ce qui est absurde.

LEMME 4.4. — Pour tout compact K de QF,G, il existe ¢, r> 0
tels que

JO(Rz + itdz,y,p)=c(t + | Rz — p|*) =i
(z€K, 0<¢<1

4.4
d(y,G)<r,p€F,|vI=1.

Démonstration. — Sinon il existe des suites z,, €K, ¢,, €10,1],
pn EF et y,, ER" tellesque d(y,,,G) <1/m,|v,| =1 et

ty 32, Y + 8RRz, — 2 + 1y, — pm|2 - t,znldzmlz)
1
<—(t, + Rz, —u,?). (4.5

Cette inégalité montre que les suites u,, et y, sont bornées. Quitte
a considérer des sous-suites on peut donc supposer que
z,— z2€K,p,— pEF,y, — y€G et t, — t€]0,1].
Si t+# 0, onobtient
tdz. v+ 8(Rz —plP + |y —pl? -2 192 <0,

ce qui entraine Rz + itJz & Qg o . Ceci est absurde car zEK CQ ¢
et t€1]0,1].

Si t =0, (4.5 conduitd Rz =y = u. Puisque ZGQF,G on
aalors Jz.v > 0. Mais, dés que m > 1/8, on a, par (4.5),

1
Tz Vg = Bty | 32, ° <o
donc Jz.v <0, ce quiestabsurde.
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THEOREME 4.5. — Soit F un fermé conique de T*R" convexe
par fibre et e une partie mesurable de F N S*R". Pour toute dis-
tribution ® a support compact, la fonction

f@= [ % (z,y,p))do(p) (4.6)
e (¥
est holomorphe et a croissance lente dans QF_[-;]. Ona
b = T,% da(p) . 4.7
(N =[ T,%do(o “.7)

En outre, si x €R" et {x}xF,NWF® =@, la fonction
f se prolonge en une fonction holomorphe au voisinage de x.

Démonstration. — Une récurrence aisée montre que

4.8)

8 181
Dyg(z,y,p) = 3
k=0 —= +k

ou PB,k est un polynéme de degré au plus égal & k parrapporta u.
Par le lemme 4.4, ’expression (‘28 (g(z,y,p)) est définie
pour zESZF‘['al et p€F, |v|=1. Soit K un compact de

QF,[;]. En vertu de (4.4) et (4.8), ona,si z€EK, t€]0,1] et
pEF, |v|=1,

I(‘ES) (gRz +itdz,y,p))l

< C sup sup |D;‘ gRz +itdz,y,p)l
1Bl<m d(y,[s])<r

181 1+ |Rz — p?)
<c s ¥ e (1+ | ui?)
BI<m x=¢ 3n

= +k
(t+ | Rz — p|*)?

’ 3n

C 3n
ST +HIRz —p) 7
car t(1+|Rz —ul>)<t+|Rz— p*. On en déduit

If(@z+zt52)l<—-f (t+ 1Rz~ u 7 dotp) <

m+n’

donc f est holomorphe et a croissance lente dans. Q. ®"
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Démontrons (4.7). Soit ' un cone fermé de R"\{0} et
¢ €ED(R") tels que [¢] + iFCSZF’[;]. Si vETD et |v| est assez
petit,ona J®(x +iv,y,p) >0 et

ff(x + iv) p(x) dx
= [eadx [ % G +iv,y, ) do(p)

b ]

3n 3n

=1r—2(—62-)5£ % j:wtT_la(t,v,y,p)dt)do(p) (4.9)

ol
id
— it®(x +iv,y,p) —_— v —
a(t,v,y,p) fe (1+ 2(x+w y).v)¢(x)dx.
En raisonnant comme dans le lemme 2.1 au moyen de ’opérateur

1 —v = 2i6(x —iv —p)
L ,v,p,D)=— .D
10,0, = T 467 | — uf D

on voit qu’il existe des constantes C, , telles que
IDS a(t,v,y,p)| < Cyp(1+¢(1+ [p)*

si t>0, pEFNS*R", d(y,[¥D) <r et vET est assez petit.
Cette inégalité permet de passer a la limite pour v —> 0 sous les
intégrales de (4.9) par le théoréme de Lebesgue, ce qui fournit (4.7).

Supposons maintenant que {x}x F, N"WF,®= ¢ . Dans
Qg ¢ lafonction f est donnée par
n

"-%2 (%)E fe do(p) jow t%g_l (‘?) ((1 +%(z —y).v)

e""‘”’*")) dt. (4.10)
Montrons qu’il existe €, r > 0 tels que

% ((1 + % (z - y) .v)e“‘”’--‘“”’) | < CemetU*IKD  (4.11)

si |[z—x|<r, pEF et t> 0. Cette inégalité permet de prolonger
f dans {z€C":|z — x| <r} parlexpression (4.10).

En explicitant ¢ dans (4.11), on obtient

e—t(az.u-»sI.’IzIQ')—Stlatz—ul2

B (emimv-onrs () +i'2aE C-»n.)|. @12
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Par définition du front d’onde analytique (voir [6], [13]) on peut
trouver €, r > 0 tels que

2 i6
3 (et v (142 -3 w))| <Ce
si (u,v)EF et |u— x| <r. Il suffit pour cela d’invoquer la défi-
nition du front d’onde analytique en tout point (x,»), vEF, NS, _,,
et d’utiliser ensuite la compacité de F,NS,_,. D’autre part il
existe ¢ >0 tel que |Rz —x|<r/2 et |x — p|=>r impliquent
|Rz — u|l = c(1 + |u]). En tenant compte de ces deux contributions
dans (4.12) on obtient (4.11) si |z — x| est assez petit.

THEOREME 4.6. — Soit @ un ouvert de R", F,,...,Fy des
fermés coniques de T* R" convexes par fibre qui recouvrent T R"”
et ® unedistribution dans . Il existe des fonctions f, holomorphes
dans les ouverts U QF E j=1,... N, a croissance lente dans

U, N(Q + iR") et telles que

N
- Y b(f) EAQ). 4.13)
1

e

~.

En outre, si x€Q et {x}xF; ,NWF,B =@, la fonction f; se
prolonge en une fonction holomorphe au voisinage de x.

Remarquons que, par définition de U, , fl est holomorphe dans
un voisinage de R"\[®] et méme de R"\[F], .

La formule (4.16) donne une expression explicite de l’ouvert
U de C" ou la fonction (4.13) admet un prolongement holomorphe.
En particulier,si £ =R" ona U=C".

Démonstration. — Soient w,, des ouverts relativement compacts

dans Q tels que @,, Cw (?w et A, des ouverts de

m+1

R" vérifiant A,,,, C , [®] =

m

Q=
A A
1

Pour tout m, on peut trouver une fonction f€C,(®,,) et
un multiindice « tels que

Bp) = [ F()D*p(x)dx si PED(w,,).

Considérons e'galemen_t une fonction p €C_(R") égale 4 1 dans
un voisinage V de [%] et dont le support est inclus & A,, . On pose
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B, () = fw £(x) D*(py) (x) dx, p ED(R™).

Par construction §,, = € dans w,, et [§,]Cw, NA,,.

Introduisons les ouverts

Uj,m = ‘QFI',K_,; et Ql'-m = QF]'K;\wm .
Ona
U wCQ NG
et

w2y Uim =0 = U 8y 0 = Oy @inea -

En particulier ; est un ouvert pseudoconvexe de c".
Posons encore
— * Qn '
el.—FjﬂS R et ej—e,\kQ} e -
Par le théoréme 4.5, 1a fonction

fim@ = [ B ez, y,0)da(p) (4.14)
! g

est holomorphe et a croissance lente dans U, ,, . De plus

N
B, = Z b(fj.m).
ji=1
Ona

B, — F,1C (K;\w,,) U (KQ\wq)
pour tous p, q. De fait, si par exemple p <gq,
[%, — 6,1 C [®,] U [%B,1C A,
et B, =%, = ® dans w,. Comme
2, N8y ¢ = Qp; @ \wp)UEg\wg) »

la fonction f; , —f; , se prolonge dans ; , N, . pour tous
p, q. Puisque £, est pseudoconvexe on peut trouver des fonctions
gi.p € (9(&2,..,) telles que

Jio ~ e =8.p "8, dans U;, N0 .
Définissons une fonction f; € (9(U’-) par les conditions

;=fim — & m dans U, . (4.15)
Par définition de €, , , la fonction g;, est holomorphe dans un
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voisinage complexe du complémentaire de G, \w,, . La fonction
f; est donc a croissance lente dans U, N (2 + iR").

Soit

QM= B Q ={zeC: 15zl +81521 < PRz, A\w.))
=0 Ym= z 11z z| 5 z,A\w,)}.
Si p<g ona

~.Q(P)nsz(ll)ﬁnn=“)puc‘rp—_
Comme G, =€, = ® dans w, et B, =B, =0 dansCAp, il vient
N N
z (gj,p‘gj_q)= }_, (b(fj'p)—b(f;-.q))=°§p—%q=0

j=1 j=1

dans Q%P N Q9 NR". Par prolongement analytique

N N
' — (») (@)
Y &,= 2 8, dans QP NQT.

e
i:l j=

Désignons par g la fonction holomorphe dans

U=0Q" = {(z€C":|Jz| + 8 |Jz)* < L) 2Rz, [B] N IN)}
! 2 (4.16)

1=

égale a g; m dans Q) | En utilisant (4.15) on obtient

1

N, N
T~ X b =B~ 2 bfym —&m) =2
1

i=1

-~
]

dans w,, . Ceci démontre (4.13).

Supposons enfin que x€Q et {x}xF, , NWF,®¥=¢.
Prenons m assez grand pour que x € w,, . Par le théoréeme 4.5,
f m S€ prolonge au voisinage de x. Vu (4.15) il en est de méme
pour f; car x€%Q,; .
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