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SUR LES MOMENTS D’UNE FONCTION ADDITIVE

par Adolf HILDEBRAND

1. Introduction.

Une fonction arithmétique f: N* —> R (!) est dite additive
si f(mn) = f(m) + f(n) toutesles foisque (m,n) =1.

Un outil fondamental dans I’étude du comportement de fonc-
tions additives est I'inégalité de Turdn et Kubilius. Elle affirme que
pour toute fonction additive f et tout x > 1

1

= ) = A1) < ¢ BASLX) )
n<x
ou
i 2 omy | 1/2
A= ¥ LB B =800 =( 3 220
pM<x p pM<x D

et ¢, est une constante absolue (voir par exemple Elliott [2], cha-
pitre 4).

Il est facile de voir que A,(f,x) est une bonne approximation

de la moyenne arithmétique -[-lﬁ Z f(n), Yerreur étant de ’ordre
n<x

OB(f,x)). Ainsi 'inégalité (1) peut étre interprétée comme une
estimation de la variance de f par rapport i la mesure », sur N*
définie par

1 .
— 8 n<x,
[x] N
v.({n}) = . (n EN*) .
0 sinon

() Nous ne considérons que des fonctions arithmétiques a valeurs réelles.
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Elliott a généralisé cette estimation 4 des moments d’ordre § > 0
en démontrant le théoréme suivant (Elliott [1], théoréme 1) :

Soit B> 0. Alors il existe une constante c,(B) telle que pour
toute fonction additive f et tout x =1

. my B8
@B+ Y L2

1 8 pm<x  P"
x ngx |f(n)_Ao(f,x)| < (SIB>2),

c, (BB (f,x) (si 0<B<2). (2

Une autre démonstration de ce théoréme a été donnée par
Ruzsa [7].

On peut se demander si les inégalités (1) et (2) sont, aux cons-
tantes prés, les meilleures possibles. D’aprés un résultat de Wolke ([8],
théoréme 3), I'inégalité (1) est en effet « optimale » pour une large
classe de fonctions additives f. Cependant, pour la fonction f = log,
I’estimation (1) est trés mauvaise : un calcul simple montre que dans
ce cas le membre de gauche dans (1) reste borné quand x —* oo,

tandis que le membre de droite est ~ % ¢, log?x.

Or, Ruzsa [6] a récemment établi 'inégalité suivante qui donne
I’ordre correct de la quantité estimée par (1) et qui montre que le loga-
rithme et ses multiples sont, dans un sens, les seules fonctions «excep-
tionnelles» :

Pour toute fonction additive f et tout x =1, ona

1 ¢ .
T 2 () = A(f,x) x min O + BX(f, %) (3)

X n<x

o fy =f—Nlog et x signifie qu'on a en méme temps << et >>,
les constantes impliquées étant absolues.

L’objet de cet article est de généraliser (3) & des moments d’ordre
B> 0(*), améliorant ainsi I'inégalité (2) d’Elliott. Nous utiliserons
pour cela des idées de Ruzsa [5,6] ainsi que d’Elliott [1].

2. Notations.
x désigne un nombre réel > 1.

&) D’aprés une communication orale de Ruzsa, le cas = 2 (qui est plus
facile) a été également traité par Manstavicius.
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p désigne un nombre premier.
p™||n signifie «p™|n et p™lin».
Pour tout ¢ > 0, [¢] désigne le plus grand entier < ¢.

f désigne toujours une fonction additive, f, 1la fonction
additive f— Xlog, et pour tout c¢=>0, fy. et f' sont des
fonctions additives « tronquées » définies par

oo = g L™ s 1ALGMI<e,
' 0 si | A(P™MI>c
et
U (p™) = § si. 1AM <c,
' L™ si TA(P™I>c

pour toute puissance d’un premier p™ .

On a donc pour chaque couple (A\,c) €ER x [0,o[ la décompo-
sition f = Alog + f,:’c + fi:e .
Pour faciliter I’écriture, nous introduisons en outre les abréviations

suivantes o f est une fonction additive, x =1, >0, A€ER,
AER et ¢c=0:

Bﬂ(f,x)=( ¥ M)NB ,

m
pm<x p

1/8
Dy x: M =(2 % 15m - AF)
n<x
A= Y 122,

pM<x

AL@™ _

m

A, (f,x;\,c)=Nlogx + >
pMm<x p
IiP@P™i<c

ANogx + Ag(fy ., X).

(Une somme vide sera considérée comme O; on pose 0° = 0).

2 signifie «<< et >>». Il est entendu que les constantes im-
pliquées dans <<, >> et x sont absolues. Une dépendance de certains
paramétres sera toujours indiquée par <<, <K, etc.

Pour désigner des estimations non nécessairement uniformes nous
utiliserons le symbole ©.
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3. Résultats.

Nous énoncons notre théoréme principal en deux versions 1égé-
rement différentes.

THEOREME 1. — Soit f une fonction additive et x=1. Alors
il existe des constantes Ny, = N(f,Xx)ER et cy=co(f,x)=0
telles que pour tout >0 ettout AER ona
Dg(f,x3A) xg INgl + 1A — A (f,x5Xg, o) | + By(f ¢ %)
+ B oo X)s (D)
ou les constantes impliquées dans %z ne dépendent que de 8.

THEOREME 1*. — Soit B> 0. Alors on a uniformément pour
toute fonction additive f, tout x =1 ettout AER

Dy(f, x5 A) %g min (1A + [A = A (F, x50, 0] + By (f ., %)
+Bg(f)("c,x)), (5)
ou ¢ =Dy(f,x;A).
Deplus, si 322, ona
Dg(f, x5 A) xg min (IA] + |A — Ag(f,x)] + By (fy, %)
+ By(fy,x)) . (6)

La premiére version est du point de vue théorique plus intéressante

car ici la décomposition f =X, log + f{ ., + /X, ne dépend que

de f et x et pas de 3. Il est probable que cette version se généralise

e
n<x

fonction monotone satisfaisant a certaines conditions de croissance.

a des estimations pour % Y F(f(n) — A]) ou F(¢) est une

Les nombres A,(f,x) et cy(f,x) du théoréme 1 seront déter-
minés par la minimisation d’une certaine expression, mais malheureu-
sement nous ne pouvons pas donner une formule explicite pour A, et
Cq -

(1]

La deuxiéme version (théoréme 1*) est plus facile & appliquer.
Elle est une généralisation directe du résultat (3) de Ruzsa que 1’on
obtient en prenant § = 2 et A = A (f,x) dans (6).
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Comme application « concréte » du théoréme 1* nous montrerons
les théorémes suivants :

THEOREME 2. — Soit > 0, f une fonction additive, a(x) une
fonction réelle et B(x) une fonction positive. Alors on a

— 1 f(n) — a(x)|*
lim — s‘ _ < o0
x>e X n‘z‘x B(x) X

si et seulement s’il existe une fonction réelle \(x) telle que pour
x — oo les estimations suivantes ont lieu :

A(x) = O(B(x)),

a(x) = A(x)logx + > -f’i‘pL(p-z + 0(B(x)),
ifx(x)l(’:)lx< B(x)
2

> Dl epey, ®

PS<Xx p
IFx (x)(P)<B(x)

D M = 0(B(x)?).
pm‘-<‘x pm

IFa (x)(P™1>B(x)

THEOREME 3. — Soit > 0, f une fonction additive et a(x)
une fonction réelle. Alors on a

m = 2 1f(n) - el <o

x n<x

si et seulement s’il existe un N\ €R tel que

o(x) =Alogx + 2 L) + 0(1) 9)

pPSXx
I\ (pP)I<1
et
my 8
2 |fx(P )| < oo

m

s A®E

(10)
p

P ’ p.m
£ \(p)I<1 IFA(Pp™)1>1
De plus, si f n’est pas identiquement nulle, on a
. 1
lim — X 1f(n)—ax)f>0.
X = X

n<x
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En prenant o(x) =0 dans le théoréme 3 et en remarquant
que dans ce cas (9) entraine A = 0, on obtient le corollaire suivant :

COROLLAIRE. — Soit >0 et f une fonction additive. Alors
ona

= % Ifmf <o

n<x
si et seulement si

X2l p<x 14
If(p)I<1
et
2 my (B
e U@r o
7 p p.m 14
If(p)i<1 1f(p™M)I1>1

Ce dernier résultat avait été annoncé par Indlekofer au Colloque
d’Oberwolfach 1980 sur la théorie analytique des nombres et généralise
des résultats antérieurs obtenus par Elliott ([1], théoréme 4) et Spilker
et I'auteur ([4], théoréme 2) dans les cas 8 > 1 respectivement §=>1.

4. Remarques préliminaires et lemmes.

4.1. Rappelons tout d’abord quelques inégalités élémentaires
que nous utiliserons fréquemment dans la suite et qui se démontrent
facilement 4 I’aide de I’inégalité de Holder :

f et g étant des fonctions additives, $ >0, x <1, AER
et A’ER, ona

Dy(f +8,x;A+ A') <<; Dg(f,x;A) + Dy(g,x; A)

et
Bp(f+g,x)<( ¥ (If(p )Ipmlg(P D >1/ﬁ %5 By(f, %)
pMm<x

+ Bg(g,x).
En particulier, on a pour tout couple (A,c) €R x [0, 9]
Bﬂ(f}‘ ,x) xﬂ Bﬁ(f;,'c ,x) + Bﬁ(f}’\"c 9x) .

Notons enfin que Dg(f,x;A) est une fonction non décrois-
sante de [ € ]0,00[.
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4.2. LeMME 1 (Ruzsa [5]). — Soit f une fonction additive et
x=1. Si card{n<x:f(n)E€l[a,a+ h[}=qgx pour un inter-
valle [a,a+ h[CR (Ah>0) et un q >0, alors il existe un

s 12 o2 2
NER tel que \* + Y Ill—nih-—’—f-7Lp))<K0£; , ou K, est
pP<x 14 q
une constante absolue.

4.3. LeMME 2 (Erd6s et Ruzsa [3], Corollaire au Théoréme 3). —
Pour tout K > 0 il existe une constante c(K) > 0 telle que pour

s 1
tout ensemble % de nombres premiers vérifiant ), — <K et
pour tout x =1 ona PE®

card {(n <x:pu%(n)=1 et (p,n) =1 pourtout pER} = c(K)x .

Nous utiliserons ce lemme pour établir le résultat suivant :

LEMME 3. — Soit x =1 et [ une fonction additive vérifiant

> l<K pour un K> 0. Alors on a pour tout >0 et
<
ffp):o

tout AER
Dg(f,x;A)>>5 ¢ 1Al + Bﬂ(fax)-

Preuve. — Dans [6] Ruzsa a implicitement établi ce résultat pour
B = 2 et sa démonstration se généralise immédiatement au cas général.
Comme ce travail n’est pas encore paru, nous avons préféré donner
les détails de la démonstration.

Soit € = {p <x:f(p)# 0}
et Q=@U {p™ <x:p premier, m > 2} .

Posons T={nEN*:u2(n)=1 et (n,p) =1 pour tout p €}
et pour chaque nombre premier p T, = {n €T :(n, p) =1}. Alors
les ensembles T et p™ Tp ={p™n:n ETP}, p™ €Q, sont deux
a deux disjoints et 'on a f(n) =0 si n€T et f(n) =f(p™) si
n€p™T,, p" €Q.

Par conséquent,
. 1
DS x> S X IS -AF+ T~ % 15 - AP

nsx pmeqQ n<x
nET ”EmeP
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STVE R EEDS _____'f(”m)m“A'Bf-'i ¥ o
ner  emea P "<
nETy
>c(k+2)(1af+ 3 __'f(”m)m_A'ﬁ),
pMeq P

ou dans la derniére inégalité on a utilisé le lemme 2 avec les ensembles
RetRwU{p}, p<x.

Ceci entraine d’abord | A| <<‘3 k Dg( f,x;A) et ensuite

my _ AR
B0 <2( 3 If(p) Al LG = APy

p™eQ

WY

+2( ¥ ) <5 x Dp(f, x5 A),

p™eQ p”
ce qui prouve le résultat.

4.4. LEMME 4. — Pour tout x =21 ettout $>0, ona

. 1/8
(D, (log, x ;logx) =) (+ 3 (logx —lognf )" << 1.

n<x
Preuve. — Posons

S(k)= Y (logx —logn)* (kEN).

n<x
Une sommation par parties donne pour k > 1

S(k)=f"( )(k(logx—logt)" ! l)dt

1 n<r

<k [ ogx —log )~ dr <kS(k—1).

Puisque S(0) = [x], on obtient par récurrence S(k) < k!x et
donc D, (log,x ;logx) < k1\E pour tout K EN*, ce qui prouve
le lemme compte tenu de la monotonie en § de Dﬂ(log,x ;log x).

4.5. LeMME 5 (Elliott [1], lemme 5). — Soit ® un ensemble
de nombres premiers et w, la fonction additive définie par
we(m)= 2 1+ Y 1 (nEN*.
Pg' P in

PER m>2
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Alorsonapourtout x =1 ettout >0

i i
n<x pP<Xx

PEx

LEMME 6. — Soit >0, x>=1 et f une fonction additive.
Alorsona

% Y owmf < (1+ % l)ﬁ-

1/8
0pr,x:0 ) (£ mP) < (1 3 J) B0
f(p)#0

Preuve. — Nous allons appliquer le lemme précédent avec
«={p:f(p)#0}.
En utilisant P’inégalité

fMP<w,(nf Y I1f(e™F (nEN¥),

P"'Tlln
on voit que
1 ) -~ 1
= Y Ifmf< X 1femE - 3 w, )P
x n<x pm<x X n<x
p™Mn

Or, pour tout p™ < x, la somme intérieure du membre de droite
s’estime, grace au lemme 5, par

1 \ 1 1
S Y 0P <PE(L T 1+ Y w0)
n<x n<x n< X
p™n p™Min p™
<<‘,—1—(1+(1+ Y l,-)ﬁ)
p” p'<x P
p'es

d’oul le résultat.

5. Démonstration des théorémes 1 et 1%,

Le plan de la démonstration est le suivant :

Dans 5.1 et 5.2, nous établirons I’estimation inférieure du théo-
réme 1 et dans 5.3 celle de la premiére formule (5) du théoréme 1*.
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Ceci sera la partie la plus délicate de la démonstration. Dans 5.4,
nous démontrerons les estimations supérieures dans (4) et (5). Enfin,
dans 5.5, nous en déduirons pour le cas § = 2 ’estimation (6).

Nous fixons f, x, A et  pendant toute la démonstration.
Pour faciliter I’écriture nous supprimons l’argument x dans les
quantités  Dj( f,x;A), By( fre»X) etc. et nous posons
A(\,e)=A(f,x;\,0).

5.1. Commengons par établir l’existence de nombres réels
Ao = Xo(fux) et ¢y =cy(f,x) telsque

INo| << Dg(f, A),  B,(£3,.c0) < Dylf, A) (11)
et
Y 1 <1, (12)

.
P<x

175 (P)I>co

démontrant ainsi une partie de I’estimation inférieure du théoréme 1.

si Y % <Kj;, ou K =4K, (K, étant la constante du
pP<Xx
rpy#o

lemme 1), nous posons N\, = ¢, = 0. Dans ce cas, on a fy %o
et (11) et (12) sont trivialement satisfaits.

0

Pour le reste de ce paragraphe, nous pouvons donc supposer

> 1l K, . (13)
P<Xx
f(p)#o0

Pour tout AE€R ettout ¢ >0, posons

U,o) =N+ Y min(c?, /¥(p))
, p:x p

La fonction U(A,c) étant une fonction continue et non négative
du couple (A\,c¢)E€ER x ]0,o0[, qui tend vers 'infini uniformément
en ¢ lorsque |A| —> oo, le minimum U(c) = min U(\, ¢) existe
et U(c) estune fonction continuede ¢ > 0. AR

2 . Elle est continue sur ]0, o[ et

Considérons la fonction 3
c

U(ce
(2) = 0. De plus, en remarquant que, d’une part,

vérifie lim
c —> oo C

pour tout ¢ >0 et |A|=>+/2Kjc, ona UQ,c) =7 >2K}c?,
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et que, d’autre part, pour tout ¢ >0 suffisamment petit et
IN <+/2Kjc, ona,gricea (13),

oo Y BN AE) oy 25,
P p p<x P
F(p)#0

U(c)
2

onvoit que lim

> K; . Donc le minimum
c—0+ 4

co = min {c > 0:U(c) <Kjc?*} > 0)

existe et 'on a UQ\,,cy) = U(cy) <Kj 2 pour (au moins) un
Ao €ER. Nous fixons un tel couple (c,,\,) (qui ne dépend que
de f et x) pourlereste de la démonstration.

Par la définitionde U(A,,c,) ona d’abord
¥ L Qoo o gr
p<x p Co
1fag(P)>co
Cest-a-dire (12), et puis A2 < UQ,,c,) < Kjc?,

2 1
20 ¢ < o)<k + Y —) 2.
B2(fxg.c0) (U(ko,co) ¥ p.§>2 Pm) Ko pm>2 Pm) o

Pour obtenir (11), il suffit alors de démontrer
cp < Dy(f, A). (14)

Cette estimation, qui est le point crucial dans I’estimation inférieure
du théoréme 1, se déduit facilement du lemme 1. En effet : de 'iné-

galité (3)
1 N 1<l s (M)":l
x n<x X . Tx N2 D (f, A) 2

If(n)=AI1>21/B Dg(£,A)
on déduit
card {n <x: f(n)E[A — 2P Dy(f, A), A+ 2P Dy(f, A} =

N | —

1+4 1
Le lemme 1 (avec h=2 * Dy ( f,A) etg= 5) donne alors

u (2% pyr,a) < k, (2% D,(f, A)

(3)Ona Dg(f,A) > 0 gricea (13).
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1
1+
ce qui implique ¢, <2 k Dg(f, A) et donc (14) et (11) par la
définitionde ¢, .

Remarquons encore que si (13) n’est pas satisfait, on a par
définition ¢, = 0 et (14) reste valable.

5.2. Démontrons maintenant

By (£y.e) + 1A= A (g, c0)| <5 Dg(£,4),  (15)
ce qui avec (11) prouve I’estimation inférieure du théoréme 1.

Tenant compte de (12), une application du lemme 3 donne
Bﬂ(f;\'o.co) 1A — A (A, c0)1 <<g Dy( v A—A Qy,c).

Ao ,C0
Comme pour tout n € N*

£ c0 (M) — (A = A, (Ng, ¢ = 1(£(n) — A) — Ny(log n — logx)
~ Py = Bo(frg e

<If(m) — AL+ ol . [logn —log x|+ |}, (1) — Ay(f,.co)s
ona

Dy c00 A — Ay (Ng. ¢0)) <5 Dy(f, A) + 1%, | Dy(log, log x)
+ Dy(f1yc0» Ao (Fhg.co))-

Pour démontrer (15), il suffit alors de majorer les deux derniers
termes du membre de droite par Dﬁ( f,A).

D’aprés le lemme 4 et (11) on a d’abord
I Ao Dg(log, log x) << 1Ny | <5 Dy(f, A).
De plus,si <2, ilrésulte de (2) etde (11) que
Ds(fg.c0 Ao Urg.eo)) s By (fy ) s Dyl f> A) .
Si 8> 2, (2) entraine
Ds(frg.co Ao(Fg.co) s Ba(fhy.co) + BolFrg.eq)

et on aboutit 4 la méme estimation par DB( f,A) en remarquant
que, gricea (11) et (14),

By (frg.co) < €672 B3(SY,,co) g Ds(f, A).

(15) est ainsi prouvé.
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5.3. Pour obtenir I’estimation inférieure dans (5), nous démon-
trerons plus généralement qu’on a pour tout K > 0 et uniformément

pour tout ¢ = % Dy (f, A)

Aol + A=A (Ag,0)| + B (fxo )t Bg (flo ) <Kk c-(16)

Il est clair que (en prenant K =1 et ¢ = DB( f, A)) ceci entraine
Pestimation inférieure dans (5). Dans sa forme générale, (16) sera
utilisé une deuxiéme fois au cours de la démonstration du théoréme 2.

Pour démontrer (16), nous pouvons supposer ¢ > 0, car si
c=0, ona Dg(f,A) =0, Ny =0 et tous les termes du membre
de gauche de (16) sont nuls, ce qui rend (16) trivialement valable.

Nous allons prouver (16) en majorant chacun des termes du
membre de gauche séparément par c.

Daprés (11) et (12) ona |X,| <<; Dy(f,A) <Kc et

[ . (P™12 /2
B, (f5y,e) <K By(fyy.e0) + D ——“i——

dumnd
pMm<x
¢o<lfxo(n'")l<c

<B,(frg,e)) * € —
m<x
lno(p"'>|>co

K Dy(f,A)+ec<(K+1De.

(Si ¢<c,, la somme portant sur p”™ <x, c, < If,\o(p’")l <c
sera considérée comme étant nulle).

De (15), (11) et (14) il résulte que

By (fry. o) <<g Ba(Sny.c) + D ’")l"
mg
c<|f7\’:)(pmj):l<co
1 ¥ If}\ (pm)l2
e<Ifag(P™I<co

4 ’
< By (fY,.c) + ;;’7 (B, (fry,eo) ™

<K Dy(f, A) + = m Dy (f, AP <K, ¢

2
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Enfin, on a
Ho @™
A=A, ) <IA—A g, o)l + Y it
pMm<x p
co<lf)‘o(p"‘)l<c
+ 3 f;\o(Pm)
pm< x p"
e<Ifpg (P™I<co
1
SIA=A g, c)l +c by —
pm< x D
1Fao(P™1>c0o
1
+ = B (frg.co)
1
D + ¢+ —D?
g Dg(fuA) + e+ - D(f, A) g ¢

graicea (15), (12) et (11).

Rassemblant ces estimations, on obtient (16).

5.4. Montrons maintenant que pour (c,\) =(c,,\,) ou
¢ =Dg(f,A) et NER arbitraire on a
De(f,A) s INl+TA—A N, 0l + B,(fy. o)+ Bp(f)’",c) , a7
ce qui prouve les estimations supérieures dans (4) et (5).

Nous pouvons supposer D, (f, A) > 0.

Soit (c,N\) un des couples (c,,\,) ou (DB(f,A),)\), A
arbitraire.

En écrivant pour n € N*
f(n) — A =N\dlogn —logx) + (A;(\,c) — A)
+ (fyo(n) — Ay(fx. N+ 1 (m),

on voit que
D;(f, A) <; IN Dy(log, logx) + |A — A (A, 0)l
+ Dy (fx.o» Ag(X, ) + Dg(fY ., 0).
Appliquant les lemmes 4 et 6 et I'inégalité (2), il vient
Dy (f,A) <Kz M|+ 1A — A, (\, )| + B,(f1 ) + 8(B) By (£} )

- 1 ,
+ <1 + X —> By (fy' )
PR X p
IFA(P)I>c
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ou I’on a posé
1 si >2,

0 si 0<B<2

Cette estimation s’écrit encore D (f,A) <<B S+ R, + R2 , ou S
est le membre de droite dans (1 7) et

6(B) = %

pP<x
InPe)I>e

En posant M = max(S,R,,R,), on a donc D‘,(f, A) < M et
il nous faut démontrer D4 (f, A) < S

Si M =S, ceciestclair.

R, = 8(B) By(f5.0) R2=< ) ﬁ) Bs (fX.0) -

Si M=R;>8S (ce qui implique B>2), on a pour
¢ =Dg(f, A) ou ¢ =cy (< Dy(f, A))

Dy(f, A) << M = By(f ) < (c*~2B2(f; N
<5 (Dy(f, AN (B, (fr NP,
d’ou Dy (f,A) <K B,(f} ) <S
Si M =R, et (c,\) =(cy,7,), (12) implique R, << By ([} ..)

et donc
Dy(f,A) KM =R, KB (f,\o co)\S.

Enfin, danslecas M = R,, ¢ = Dﬁ(f, A) (> 0) et N\ arbitraire,
I’inégalité

y 1l 1, 8(f7 _ B
T PO " DS, A)
IFa(p)i>e
entraine  Dy(f,A) <<; M = R <w,
? g 2 =70, (f, A)
d’ou Dy(f, A) <<; By(fy ) <8

Dans tous les cas, on obtient (17).

La démonstration des estimations (4) et (5) est donc compléte.

5.5. Supposons maintenant § = 2 et démontrons (6).
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Si Dg(f,A) =0, on a nécessairement A =0 et f(p™) =0
pour tout p™ <x et (6) est trivialement satisfait. Nous pouvons
donc supposer Dg(f, A) > 0.

L’estimation supérieure dans (6) se déduit facilement de celle
dans (5) et de I’estimation

log p™
1A QL0 — AN = A( T —p— —logx)
pM<x p
¥ ——fk(”m)l«x + = B 18
R T N+ = B (). ()
IfA(@™I>e

valable pour tout AER ettout ¢ > 0.
En effet : Si, pour ¢ = Dy (f, A) (> 0) etun ANER,
Dy (f,A) = B,g(f)'\',c) )

alors on a —— BJ(£\' ) <By(£',), et I'on obtient, grice a (5)
et (18),
Ds(f,A) <5 INI+ 1A= A (A, 0l + By(f} )+ By(fy )
<TA = Ay + IN + By(f5 ) + By ()
+ 1A (A, 0) — AN
KA+ 1A= A (N1 + B, (/) + Bg ()

Si par contre Dg(f,A) <Bg(f'.) (< By(f,)), cette estimation
est trivialement satisfaite. On a donc prouvé que

Ds(f,A) < inelg N+ TA = A (N + By(f) + Bg ().

Pour obtenir I’estimation inférieure dans (6), on remarque
que pourtout AER ettout ¢>0 ona

1 1/2
B,(£) K By(f}, ) + By () S By (£ ) + (5= BE(AL))
et
By (fy) <<g By (fr. o) + Ba(fy' o) S (P2 BL(fy NV + By(£Y L)

En prenant ¢ = Dy ( f,A) > 0) etun A €R qui minimise le membre
de droite dans (5), on voit d’abord que chacun des termes |A],
B,(f)) et Bp( fy) est <3 Dg(f, A), et ensuite, en utilisant (18)
et (5), quelona
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1
A= AN IA = A QO+ N+ == BO(fY )

< Dg(f, A).
Ceci montre que

Dy(f, A) >>4 r{lér; (1A = Ay (NI + N+ By(f) + Bg(A)

et la preuve de (6) est compléte.

6. Démonstration du théoréme 2.

Remarquons tout d’abord que (8) est équivalente i

[ A(x) = O(B(x)),
a(x) = A (f,x;N(x), B(x)) + O(B(x)), (8
By (fyxy.p0xy s %) = OB, By (f1xy 50y X) = O(B(x)) .

Ceci découle immédiatement des inégalités

s\ fk(x)(p ) ( Sﬁ ) B(X)
p™m S:m>2 D, m>2
If}‘(x)(Pm)Kﬁ(x)
et ,
m
s\ |f}\(x2'(np )l <( Z _lm') 6(x)2 )
pm <:m>2 p p,m=>2

|f)\(x)(Pm)l<ﬁ(x)
11 suffit donc d’établir ’équivalence (7) === (8)'.

Fixons f, a(x), B(x) et B et supposons d’abord (7), c’est-a-
dire Da(f,x ;o(x)) <KKB(x) (x =1) avec une constante K > 0.

Alors l’estimation (16) du paragraphe 5.3 s’applique avec
c=B(x), Ay =A,(f,x) et A=oa(x) et I'on obtient toutes les
estimations (8)" avec A(x) = A\ (f,x)(%).

Réciproquement, supposons qu’il existe une fonction A(x)
telle que (8)' est satisfait et démontrons D (f,x;a(x)) = 0(B(x)).
Fixons un x =1 et supposons Dﬂ(f,x ;a(x)) > B(x) & 0).

(4) On aurait pu déduire (8)' directement du théoréme 1*, mais ceci re-
viendrait essentiellement aux calculs effectués au cours de la démonstration de
(16).
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D’aprés (5) on a, en posant c(x) = Dy(f,x;a(x)) > 0),
c(x) <<z [N + la(x) — A (f, x 3 N(x), c(x))]
+ By (R m.e0>%) + By (Fmy, e %) -

(8)" entraine d’abord |A(x)| = O(B(x)) et, grice a notre hypothése
c(x) > B(x), BB(f):'(x).c(x) »X) S Bg(f):'(x)_g(x) ,x) = O(B(x)).
Ensuite, on a
fa(x) — A, (f,x ;A(x), c(x)]| < |alx) — A, (f, x;N(x), B(x))|

" 3 If;\(x)(pm)l ,

pM<x p"
B(X)<If\(x)(P™)I< e(x)

ou le premier terme du membre de droite est, d’aprés (8)', un
O(B(x)) et le deuxiéme s’estime par

1
< ﬁ(x)ﬁ—l Bg(f)'\'(x),ﬁ(x),X) = @(ﬁ(x)) si B>1 ,

() P BE(f(xy,8000%) = Oc(x)' P B(x)) si 0<B<I.
De maniére analogue, on obtient

Bz(f):(x),t.'(x) X)) <K Bz(f;\(x),ﬁ(x) » %)

~ lf)\(x)(Pm)Iz 172
+ > RaSCIALE
pM<x 14
B(x)<|fh(x)(pm)|<c(x)
! 1 [} ” 1/2
By (£, p0xys X) + (W B} (N0 X)) = OBGx)
< si =2,

B, (faixy.pexy» %) + (€ P BE (S ). gy » XN = O(B(x))
+ O(c(x)PPRx)F?) si 0<p<2.

Rassemblant ces estimations en tenant compte de I’hypothése
c(x) > B(x), onaboutit a

O(B(x)) si =2,
O(c(x) P2 Bxf* si 0<B<2,

d’ol (Dp(f,x ,a(x)) =) e(x) = 60(B(x)), cest-a-dire (7), dans
tous les cas.

c(x) =
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La démonstration du théoréme 2 est donc compléte.

7. Démonstration du théoréme 3.

En prenant B(x) =1 dans le théoréme 2, on voit que (10) et
(9) entrainent
Tm 2 3 1f(n) - at)f <.
x> X gy
Pour obtenir P'implication inverse, il reste 4 démontrer que,

dans le cas B(x)=1, (8) entraine (9) et (10) avec un AER
convenable.

Supposons donc

Ax) =0(),
a(x) = A(x) logx + ¥ i’:&i‘_l)’_(ﬂ). + o(1),
lf)\(,’:)?:)ltil (19)
P> ha®f _oqy ¥ HBa®@P _ oy
p<x pM<x "
Ifa(x)(PII<1 I ax) (P™1>1
Nous allons démontrer d’abord que ceci implique
1
Ax) =N +0 (@) (20)

pourun X €R convenable.

Soient x'=x =1 et posons A(x,x")=IA(x")—Ax)|.
Pour tout p premier ona

A(x,x")logp = If)\(x)(P) —f}\(x')(P)I )
d’ou
(A(x,x") log p)’ < 2° (max(| £y (D), | Fycan@IDY
En remarquant que A(x,x') logp > 2 entraine
max (1 fy (D), 1 /@D >1,

on obtient
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A()C,.)C')'3 ) (l_og_p_)f < 23 Z lfx(x)(P)lﬁ
p:x 14 p<x p
A(x,x")logp>2 'fk(x)(9)>‘

N 5 | Ao @)1
P<x p
Ia(x)(P)>1
D’aprés (19) le membre de droite est borné uniformément en x et
x"2x. On a donc pour A(x)= sup A(x,x’) Destimation

x'zx
. 1 8
Ay Y Qoerl oy
Ps<Xx
A(x) log p>2

4
Or,si A(x) > ——, Destimation élémentaire (5)

log x
(logp)® 1
Y ———~ —(logt} (t—> ) (1)
P<t p B
entraine s 6
lo ~ lo
¥ (ogp)” N (og p) >, (ogx)
p<x p Vx<p<x
A(x)log p>2
1
et par suite A(x) = (9( ) .
log x
Si Ax) < Togx cette estimation est trivialement satisfaite. Par

conséquent, la limite A = lim A(x) existe et vérifie (20).
X —>o0
Montrons maintenant (9) et (10).
De lidentité f,(p™) = (A\(x) —N)log p™ + f, ,,(p™), on
déduit d’abord, grice a (19), (20) et (21),

5 m(p)P<2 5 | £y oy ()12

p<x p pex p
Ifa(P)I<1 IFx (x)(P)I<1
. (log p)* ‘
T N V% Gl M- LA (R W

p<x P<Xx
Ifa (x)(P)I>1

(5) Cette formule est bien connue dans le cas 8 =1; le cas général s’en
déduit facilement grice a une sommation par parties.
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Ensuite, en remarquant que | f, (p™)| > 1 entraine | Ho@™I > 1

2
ou |f,(P™I<2|N—A(x)|logp™, onobtient

. - () |B 1 m\B
}-“ |f)\(Pm)| <2B|7\—)\(x)|5 Z (ogi)
pM<x P <x
L (PM)>1
+ 28 Y lfx(x)(pm”ﬁ ,
p<x p”

|f>\(x)(Pm)|>—;'

out le membre de droite s’estime par O(1), grace a (19), (20), (21)
et I'inégalité

. ey (@™ P | fr oo (P™12

> 22 <4 > 2 C = 0(1).
1 pMm< x 14 pMm< x
2 <Ifa(x)(@™i=<1 IFx (x)(P™I<1

Ceci montre la convergence des séries (10).

(9) découle de (19) et de I’estimation

5 L) » Hheo@ | o A Al T log p
pPSX p p<Xx p pP<Xx
I (P)i<1 IFa(x)(P)<1
+ ¥ LI » 1. o) .
PEX p pP<Xx
IFa(p)>1 IFa(x)(PN>1

La premiére affirmation du théoréme 3 est donc montrée.

Pour obtenir la deuxiéme, supposons que

lim 3 Y lfm) —ax)Ff =0.
x e n<x

Alors il existe une fonction B(x) > 0 telle que lim B(x) =0 et

X —> oo
que la condition (7) est vérifiée. (On peut prendre par exemple
B(x) = max (%,Dﬂ(f,x;a(x)))) . Par le théoréme 2 il existe
une fonction A(x) telle que (8) est satisfait. En particulier, si
(x)e>, est une suite de nombres réels >1 convergeant vers
Pinfini telle que lim B(x,) =0, ona lim A(x,) =0.

kK=o k— oo
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Supposons maintenant que I'on ait f(p™)# 0 pour un p™.
Alors on aurait pour tout k suffisamment grand
@™ >3 17E™I>0 et | fyepy (™1 > 60x)
et par suite |,
FE™E e @™F
< 28 pm < p™

| f)\(xk)(pm)lg
p" ’

< 3
pM<xy
'f;\(xk)(Pm)Dﬁ(xk)

0

ce qui est impossible puisque, d’aprés (8), le membre de droite est
un @(B(xk)ﬁ) et donc tend vers 0 quand k —> oo

Ceci montre que f est identiquement nulle et achéve la démons-
tration du théoréme 3.
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