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SUR LES MOMENTS D'UNE FONCTION ADDITIVE

par Adolf HILDEBRAND

1. Introduction.

Une fonction arithmétique /: N*—> R(1) est dite additive
si f(mn) = f(m) + f(n) toutes les fois que (m, n) = 1 .

Un outil fondamental dans l'étude du comportement de fonc-
tions additives est l'inégalité de Turàn et Kubilius. Elle affirme que
pour toute fonction additive / et tout x > 1

1 S (/(^-AoCAjc))2^^/^) (1)
- n<x

OÙ

Ao(/,*)= £ ^?, B(/,,)-B,(/,,)=( S -̂ p)"'
p^<x P p*n<x P

et Ci est une constante absolue (voir par exemple Elliott [2], cha-
pitre 4).

Il est facile de voir que Ao(/,x) est une bonne approximation

de la moyenne arithmétique — Y f(n), l'erreur étant de l'ordre
W n^x

©(B(/,^)). Ainsi l'inégalité (1) peut être interprétée comme une
estimation de la variance de / par rapport à la mesure ^ sur N*
définie par

—. si n < x ,
^({n})== (n E N * ) .

0 sinon

(1 ) Nous ne considérons que des fonctions arithmétiques à valeurs réelles.



2 A. HILDEBRAND

Elliott a généralisé cette estimation à des moments d'ordre j3 > 0
en démontrant le théorème suivant (Elliott [ 1 ], théorème 1 ) :

Soit P > 0. Alors il existe une constante c^((S) telle que pour
toute fonction additive f et tout x > 1

c,(ft(B'(/,rt+ S w"^)

^2i/(")-A.(/,.>r< '""(s,^»,
^03)B^(/,x) (si 0 < P < 2 ) . (2)

Une autre démonstration de ce théorème a été donnée par
Ruzsa [7].

On peut se demander si les inégalités (1) et (2) sont, aux cons-
tantes près, les meilleures possibles. D'après un résultat de Wolke ([8J,
théorème 3), l'inégalité (1) est en effet «optimale» pour une large
classe de fonctions additives /. Cependant, pour la fonction / = log,
l'estimation (1) est très mauvaise : un calcul simple montre que dans
ce cas le membre de gauche dans (1) reste borné quand x —^ °°,

tandis que le membre de droite est ^ — c^ log2 x .

Or, Ruzsa [6] a récemment établi l'inégalité suivante qui donne
l'ordre correct de la quantité estimée par (1) et qui montre que le loga-
rithme et ses multiples sont, dans un sens, les seules fonctions «excep-
tionnelles» :

Pour toute fonction additive f et tout x > 1, on a
1 S (fW - Ao(/,x))2 ^ min (X2 4- B^.x)) (3)
X ^^^ \GR

où f^ = f ~ X log et x signifie qu'on a en même temps <^ et »,
les constantes impliquées étant absolues.

L'objet de cet article est de généraliser (3) à des moments d'ordre
(î > 0 (2 ), améliorant ainsi l'inégalité (2) d'Elliott Nous utiliserons
pour cela des idées de Ruzsa [5,6] ainsi que d'Elliott [ 1 ].

2. Notations.

x désigne un nombre réel > 1 .

(2) D'après une communication orale de Ruzsa, le cas f! > 2 (qui est plus
facile) a été également traité par Manstavicius.
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p désigne un nombre premier.
pm\\n signifie «pm\n et p^1^».
Pour tout t > 0, [ t ] désigne le plus grand entier < t .
/ désigne toujours une fonction additive, f^ la fonction

additive / - X log, et pour tout c > 0, /^ et /^ sont des
fonctions additives « tronquées » définies par

ficW =
fxW si l/^p^Kc,

0 si \f^pm)\>c
et

^ ( — — — ° si \f^Pm)\<C,
X1C A(P") si \f^pm)\>c

pour toute puissance d'un premier p " 1 .
On a donc pour chaque couple (X, c) E R x [0, oo [ la décompo-

sition / = X log + /^ + /^ .
Pour faciliter l'écriture, nous introduisons en outre les abréviations

suivantes où / est une fonction additive, x>\, ( î > 0 , A G R ,
X G R et c > 0 :

/ 1 f(Dm}\0\l/0(A^ S {-Ji-^)^(f,X
p " l < x P

^/P/ 1 \1/P
D^f,x;A)=(- S !/(")- Al") ,

' •̂  M <- ^ /' x n<x

f(P"1)
VA^ 1:

pW<^ ?

A ^ ( / , x ; X , c ) = X l o g ^ + ^ /^? = X l o g x + A o ( / ^ , x ) .
p'"^^ P

\f\(Pm)\<c

(Une somme vide sera considérée comme 0 ; on pose Q? = 0).
^ signifie « « et » ». Il est entendu que les constantes im-

pliquées dans « , » et ^ sont absolues. Une dépendance de certains
paramètres sera toujours indiquée par «^ , «^ etc.

Pour désigner des estimations non nécessairement uniformes nous
utiliserons le symbole 0.
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3. Résultats.

Nous énonçons notre théorème principal en deux versions légè-
rement différentes.

THEOREME 1. - Soit f une fonction additive et x > 1 . Alors
il existe des constantes \ = \(f,x)€ R et CQ = c^f.x) > 0
telles que pour tout (S> 0 et tout A G R on a

D^(/ ,^ ;A)^ | X o l + | A - A i ( / , x ; X o , C o ) | +B,(/^,x)

+IW^O^Ï ^

où les constantes impliquées dans x^ ne dépendent que de j3.

THEOREME l'". - Soit ( î > 0 . Alors on a uniformément pour
toute fonction additive f, tout x > 1 et tout A G R
D^(/ ,x;A) ^ m^( |X| + | A - A ^ A x ; X , c ) | + B^/^,^)

-^fi^^.c^))» (5)

°ù c= D//,x;A).

2)^ p/^51, si |3 > 2, ow û

D ^ ( / , x ; A ) x ^ m^ ( |X| + |A-Ao( / , ;c ) |+B, (^ ,x)

+ B^(4,x)). (6)

La première version est du point de vue théorique plus intéressante
car ici la décomposition / = \ log + /^ ̂  + /^ ^.^ ne dépend que
de / et x et pas de ft. Il est probable que cette version se généralise

à des estimations pour - ^ F( | / (w)-A|) où F(r) est une
x n<x

fonction monotone satisfaisant à certaines conditions de croissance.

Les nombres \o(f,x) et c^f^x) du théorème 1 seront déter-
minés par la minimisation d'une certaine expression, mais malheureu-
sement nous ne pouvons pas donner une formule explicite pour \ et
^o-

La deuxième version (théorème 1*) est plus facile à appliquer.
Elle est une généralisation directe du résultat (3) de Ruzsa que l'on
obtient en prenant j3 = 2 et A = Ao(/,x) dans (6).
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Comme application « concrète » du théorème l* nous montrerons
les théorèmes suivants :

THEOREME 2. - Soit j3 > 0, f une fonction additive, a(x) une
fonction réelle et jS(x) une fonction positive. Alors on a

T— 1 y )̂ - a(x) 0
lim - > . ——————' < oo (n\X^QO x nÏx P(x) (7)

si et seulement s'il existe une fonction réelle \(x) telle que pour
x —^ °° les estimations suivantes ont lieu :

XOO = Wx)),

a(x) = \(x) logx + ^ fx(x)(P) ^_ ̂ ^ ^
p^x P

IA(JC)(p)K^(x)

S iÂ^ l̂! = e(^(x)2), (8)
P<x P

'^(^w^^w

^ ^PÏ-e(^).
l/\(x)<Pm)l>'î(*)

THEOREME 3. -Soit fî > 0, f une fonction additive et a(x)
une fonction réelle. Alors on a

^ 1 1 \f(n)-a(x)\li<^
" n<x

si et seulement s'il existe un \ G R tel que

a(x) = \ log;c + ^ Â^2 + (C)(D .9.
p<x p

1/\(P)1<1
^r

l^^l2 ̂  v 1^(^)1'S -^————<oo, ^ i^Ç>ll<oo. (10)
P P p,m P

1/\(P)1<1 1/^(PW)1>1

Z)^ P/M5, si f n 'est pas identiquement nulle, on a

"m. 1 S l/(w)-a0c)|^>0.
x A n<x
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En prenant a(x) = 0 dans le théorème 3 et en remarquant
que dans ce cas (9) entraîne X = 0, on obtient le corollaire suivant :

COROLLAIRE. - Soit p> 0 et f une fonction additive. Alors
on a

lim 1 S \f(n)f<00
x n<x

si et seulement si

Uni- S ^[<oo
x^" p<x P •

1/(P)1<1
et

l^l!<oo V I^P'")^ ^> ———————— < 00 ^ —————————— <; 00 .r p p-m p"
1/(P)1<1 1/(PW)1>1

Ce dernier résultat avait été annoncé par Indiekofer au Colloque
d'Oberwolfach 1980 sur la théorie analytique des nombres et généralise
des résultats antérieurs obtenus par Elliott ([l], théorème 4) et Spilker
et l'auteur ([4], théorème 2) dans les cas j3 > 1 respectivement j3 > 1.

4. Remarques préliminaires et lemmes.

4.1. Rappelons tout d'abord quelques inégalités élémentaires
que nous utiliserons fréquemment dans la suite et qui se démontrent
facilement à l'aide de l'inégalité de Hôlder :

/ et g étant des fonctions additives, j 3 > 0 , x < l , A E R
et A' G R , on a

D ^ / + ^ , x ; A + A ' ) « ^ D^(/, ;c;A)+D^,;c;A')

B^,,)<(S ^-'l̂ l'Y,. B.(/..)

' " • " p ' +B,(,,.).
En particulier, on a pour tout couple (X, c) G R x [0, oo[

B^A , x ) x^, B ,̂ , x ) + B ,̂ , x) .
Notons enfin que D^(/ ,x;A) est une fonction non décrois-

sante de j3E]0,oo[ .
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4.2; LEMME 1 (Ruzsa [5]). - Soit f une fonction additive et
x>\. Si c&Td{n<x:f(n)G[a,a+h[}>qx pour un inter-
valle [a, a + h [ C R (h > 0) et un q > 0, alors il existe un

X E R iel,ue X-. ^ mm^2 '^ < ̂  ̂  . où ̂  est
P ̂  X f (̂

une constante absolue.

4.3. LEMME 2 (Erdôs et Ruzsa [3J, Corollaire au Théorème 3). -
Pour tout K > 0 // existe une constante c(K) > 0 telle que pour

tout ensemble % de nombres premiers vérifiant ^ ï- < K et
pour tout x>l on a P^ P

card [n < x : ̂ (n) = 1 et (p , n) = 1 pour tout p G %} > c(K) x .

Nous utiliserons ce lemme pour établir le résultat suivant :

LEMME 3. - Soit x > 1 et f une fonction additive vérifiant

S ~p < K ^o^r M» K > 0. Alors on a pour tout fi > 0 et
p < x

f(p)^o
tout A E R

D^(/ ,^;A)»^JA| +B^(/ , ;c) .

Preuve. - Dans [6] Ruzsa a implicitement établi ce résultat pour
^ = 2 et sa démonstration se généralise immédiatement au cas général.
Comme ce travail n'est pas encore paru, nous avons préféré donner
les détails de la démonstration.

Soit % = { p ^x :f(p)^Q}

et (^a iU^^jc :^ premier, m > 2} .

Posons T = {n E N* : ̂ (n) = 1 et (n , p ) = 1 pour tout p e %}
et pour chaque nombre premier ^ T^ = {^2 e T : (n, p) = 1} . Alors
les ensembles T et P^Tp = {^^ : ̂  e Tp), p ^ G Q , sont deux
à deux disjoints et l'on a f(n) = 0 si ^ ET et /(Aï) = /(z/") si
"^Tp, p ^ G Q .

Par conséquent,

Dg( / ,x ;A)>^ ^ | / (^)-A|^+ S 1 Y 1/00-A|^
^^ P^GQ ^ ,,<;c
"eT w€=pWT^
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=|A|^- v i+ y LCW_^ ^ ,
Y ^^ é""1^ yiW v ^^

M<x p^'GQ ^ n< x

nGT nW
neTp

>.(K4)(i.i.. s -̂̂ ).
pW^Q ^

où dans la dernière inégalité on a utilisé le lemme 2 avec les ensembles
% et % U { ^ } , ^ <;c.

Ceci entraîne d'abord | A| «^K D^(/, ̂  ; A) et ensuite

B.(/,,)<2( S ^___A^«
VpmçQ P /

+ 2 ( V ^f^.KD^^A),
^p'^GQ ^ /

ce qui prouve le résultat.

4.4. LEMME 4. — Poi<r tout x > 1 ^ ro^r (3 > 0, o^ a

(D^(log,^;logx) =)(-^ 1, (logjc-log^)^«^ 1.
x n<x '

Preuve. — Posons

S(A:)= ^ (log^-log^ (À: G M ) .
W < J C

Une sommation par parties donne pour k > 1

S(^)= f^ S l)(Â:(logx-logO f c- l 1U
^l M < f 7 ( /

< f c f (logx -logt)^1 d t < k S ( k - l ) .

Puisque S(0) = [x], on obtient par récurrence S ( k ) < k \ x et
donc D^ (log, x ; log x) < k !l/fc pour tout k G N* , ce qui prouve
le lemme compte tenu de la monotonie en (3 de D^(log,x ;log;c).

4.5. LEMME 5 (Elliott [IL lemme 5). - Soit % un ensemble
de nombres premiers et <jù^ la fonction additive définie par

^(n) = S 1 + S 1 (n € N * ) .
P\\n pW|^
P^9 m>1
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Alors on a pour tout x > 1 et tout fî > 0

^ Z ^(^«,(i+ S -)'•
x n<x v p<jc ^'

pe-r

LEMME 6. - Soit P > 0, x > 1 é^ / MA^? fonction auditive.
Alors on a

/ 1 ^ / 1 \
(D^(/ ,^;0)=)(- S l/(^)n «^( l+ S - )B^( / ,x) .

A y ï < x p<x P /

/(P)^0

Preuve. — Nous allons appliquer le lemme précédent avec

% = { ^ : / ( P ) ^ 0 } .
En utilisant l'inégalité

!/(^<c^(^ S 1/0^ (^EN*),
P^IM

on voit que
1 1: l/W< I: i/(^)l^1 1: ^(^.
" M ^ J C p^'^x ^ y K x

P'^HM

Or, pour tout p^ < x, la somme intérieure du membre de droite
s'estime, grâce au lemme 5, par

-L y ^(^<2^(-1- y i+1 y ^(^)x nfx s xx n^x x ^ 9 '
pm\\n pwlln p^

<^^^^
'e' ^C-Â^'

p'eî
d'où le résultat.

5. Démonstration des théorèmes 1 et l*.

Le plan de la démonstration est le suivant :
Dans 5.1 et 5.2, nous établirons l'estimation inférieure du théo-

rème 1 et dans 5.3 celle de la première formule (5) du théorème l*.
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Ceci sera la partie la plus délicate de la démonstration. Dans 5.4,
nous démontrerons les estimations supérieures dans (4) et (5). Enfin,
dans 5.5, nous en déduirons pour le cas j3 > 2 l'estimation (6).

Nous fixons /, x , A et j3 pendant toute la démonstration.
Pour faciliter l'écriture nous supprimons l'argument x dans les
quantités D^(/, x ; A), B^(/^ ^ , x) etc. et nous posons
A i ( X , c ) = A i ( / , x ; X , c ) .

5.1. Commençons par établir l'existence de nombres réels
\ )=\ ) (A^) et C o = C o ( / , x ) teisque

1\)1<S D//.A), B,(/^)«^ D^(/,A) (11)
et

1 ^ « l - 02)
p<x P

^\Q(P)\>CO

démontrant ainsi une partie de l'estimation inférieure du théorème 1.

Si ^ - < KQ , où Ko = 4Ko (Ko étant la constante du
p < x P

f(P)^0
lemme 1), nous posons XQ = CQ = 0. Dans ce cas, on a f^ ç = 0
et (11) et (12) sont trivialement satisfaits.

Pour le reste de ce paragraphe, nous pouvons donc supposer

ï ~ > K o . (13)
P<JC P

f(P)^0

Pour tout X G R et tout c > 0, posons

U(X,c)=X^ 1 mm(c2^2(p)).
p < x P

La fonction U(X,c) étant une fonction continue et non négative
du couple (X,c) E R x ]0,oo[, qui tend vers l'infini uniformément
en c lorsque |X | —>oo, le minimum U(c) = min U(X, c) existe
et U(c) est une fonction continue de c > 0 . ^(=R

U(c)
Considérons la fonction —-^ . Elle est continue sur ] 0, oo [ et

U(c) c

vérifie lim —^— = 0. De plus, en remarquant que, d'une part,

pour tout c > 0 et |X | > ^/2K^c , on a U ( X , c ) > X 2 > 2 K o C 2 ,
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et que, d'autre part, pour tout c > 0 suffisamment petit et
|X| <V2KoC, on a, grâce à (13),

U(X,c)> S mm(c\^(p))^ ^ £l>K^,
P^ P p^x p

f(p)*o
on voit que Um. —— > Kg . Donc le minimum

c-0+ C"

CQ = min {c > 0 : U(c) < Kg c2} (> 0)
existe et l'on a V(\ ,c<,) = U(Co) < K^ ̂  pour (au moins) un
X o G R . Nous fixons un tel couple (CQ,\) (qui ne dépend que
de / et x} pour le reste de la démonstration.

Par la définition de V(\,Co) on a d'abord

s ^iîîya-)<K;,
p<x H ^O

^f\Q(P)\>CQ

c'est-à-dire ( 12), et puis X^ < \J(\, c^) < K^ cg ,

Bi<,,)<(U(X.,..)^^^)<(K;^^^),;.

Pour obtenir (11), il suffit alors de démontrer

Co«pDp(/ ,A) . (14)
Cette estimation, qui est le point crucial dans l'estimation inférieure
du théorème 1, se déduit facilement du lemme 1. En effet • de l'iné-
galité (3)

1 y 1 ^ 1 y / 1 /00-A| ^ _ l
x n^ X ̂  ̂ ^D^AA)/ 2

l/OO-A^^n^/.A)
on déduit

card { n < x : f(n) € [A - 2^ D^(/, A), A + 2^ D^(/, A)[} > ï-.

Le lemme 1 (avec h = 2X + ? D^(/, A) et q = ̂ ) donne alors

^"^(AA)) <Ko(21+^Dp(/,A))2 ,

(3)0na D^(/,A)>0 grâce à (13).
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ce qui implique c^ < 2 ^ D^(/, A) et donc (14) et (11) parla
définition de CQ .

Remarquons encore que si (13) n'est pas satisfait, on a par
définition CQ = 0 et (14) reste valable.

5.2. Démontrons maintenant

V^o^ IA-A,(Xo,Co) |«^(/ ,A), d5)
ce qui avec (11) prouve l'estimation inférieure du théorème 1.

Tenant compte de (12), une application du lemme 3 donne

Wo.co) + 'A - A,(Xo,Co) | «^ D^(/^ , A - A,(X,,Co)) .
Comme pour tout n G M*

l^o.^'0 - (A - Ai(Xo,Co)) | = |(/(^) - A) - X^log^ - logjc)

-^c^)-W^\
< |/(^) - A| + |XJ . |log^ -logx|+ \f^(n) - W^^\

on a

^^o^o^-^^o^o))^ ^(/,A) + |Xo|D^(log,logx)

-^^^O.CO-AO^.^).
Pour démontrer (15), il suffit alors de majorer les deux derniers
termes du membre de droite par D^(/, A).

D'après le lemme 4 et ( 11 ) on a d'abord

1 \ 1 D^log, log x) «^ | Xo | «^ D^(/, A).

De plus, si j 3 < 2 , il résulte de (2) et de (11) que

W^Wi^c^«0 W^co) «0 IW'A).
Si p > 2, (2) entraîne

W^.W^)) «, B,(/^) + W^^)
et on aboutit à la même estimation par D^(/,A) en remarquant
que, grâce à (11) et (14),

Wa^ ^ c^' ^^Xo.co) <S W- A).
( 15) est ainsi prouvé.
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5.3. Pour obtenir l'estimation inférieure dans (5), nous démon-
trerons plus généralement qu'on a pour tout K > 0 et uniformément
pour tout c>^ D^(/,A)

|ÀJ + |A - A,(X,,c)| + B,(/^) + B^(/^) «^ c .(16)

II est clair que (en prenant K = 1 et c = D^(/,A)) ceci entraîne
l'estimation inférieure dans (5). Dans sa forme générale, (16) sera
utilisé une deuxième fois au cours de la démonstration du théorème 2.

Pour démontrer (16), nous pouvons supposer c > 0 , car si
c = 0, on a D^(/, A) = 0, \ = 0 et tous les termes du membre
de gauche de (16) sont nuls, ce qui rend (16) trivialement valable.

Nous allons prouver (16) en majorant chacun des termes du
membre de gauche séparément par c .

D'après (11) et (12) on a \\\ «^ D^( / ,A)<Kc et
/ 1 f (n^l2 V/2

B,(/Xo.c)«B.(/^)+f S -^——^
1 _»»* -̂ — U \

^
pm<x

^O^f^P^^c

/ 1 V/2

^Wxo.co)^ Z
V p^<x

pm

^f^P^^CQ

«0 D ^ ( / , A ) + c < ( K + l ) c .

(Si c < CQ , la somme portant sur p^ < x , CQ <\f^ (^m)] < c ,
sera considérée comme étant nulle).

De (15), (11) et (14) U résulte que

Wo.c) «, Wo.co) ^( ^ \f^W Y
[ p^<x m ]
yo/V^'^o p /
/ 1 I f ( n W \ | 2 \1/<3<B.W..,).C/^ ^ ^2L^
\ <•<l/\o(P'")l<;co

<B^^o.co)+^(B,(^,^)2/'î

«„ D,(f, A) + ̂ . D^(/, A)2^ «^^ c .
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Enfin, on a

I A - A^ (ÀO , c) \ < \ A - A, (ÀO , co) | +

+

Y ^o^
p^ ^

^O/x^P^Kc

S ^O^
^^ x P

>w

cO/^CP^Kco

1
<|A-A^,cJ| +c ^

p^Sx P
I^/^'^O

0 » ^O^ .w

-^t^^o.co)

«^ D^f, A) + c + ̂  D^(f, A) «^K c ,

grâceà (15), (12) et (11).
Rassemblant ces estimations, on obtient (16).

5.4. Montrons maintenant que pour (c, X) = (Cg , Xg) ou
c = Dp (/, A) et X G R arbitraire on a

D^(/,A)«^ |X | + IA-A,(X,c) |+B,0^)+B, ,CO, (17)

ce qui prouve les estimations supérieures dans (4) et (5).
Nous pouvons supposer Dp (/, A) > 0.
Soit (c ,X) un des couples (Co ,Xo) ou (D?(/ ,A),X), X

arbitraire.
En écrivant pour n £ M*

f(n) - A = Xflog n - log x) + (A, (X, c) - A)

+(<,(«) -Ao(/^))+/^),
on voit que

D^(/,A)«^ | X| Dp (log, log ̂ )+ ] A - A , ( X , C ) !

+ ̂ (^^(0) + Dp(/^,0).
Appliquant les lemmes 4 et 6 et l'inégalité (2), il vient
Dp(/,A) «p |X| + |A-A,(X,c) | + B,(/^) + 003) Bp(/^)

'(^ pi ^W^'
\ 1/ \ (P)1>C
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où l'on a posé

< ( » - ( • si ( > 2-
( 0 si 0 < j3 < 2 .

Cette estimation s'écrit encore D^(/, A) «^ S + R, + R, , où S
est le membre de droite dans (17) et

R,=ÔU5)B,( /^) , R , = / S -^B,(.0.
l p<x P I
\l/\(P)l>c /

En posant M = max(S, R, , R,), on a donc D^(/, A) «^ M et
il nous faut démontrer D^ (/, A) «^ S.

Si M = S, ceci est clair.
Si M = Rj > S (ce qui implique P > 2), on a pour

c = D^(/, A) ou c = Co(«^, D^(/, A))

D,(/, A) «^ M = B^(/^) < (^-^(/^))W

«^D^AA^-^^B^/^,))2^,
d'011 D0( / ,A)«^B,(^ , )<S.

Si M = R^ et (c ,À) = (Co,\o), (12) implique R, « B^(/^ ^)

et donc
D^f, A) «^ M = R, « Bp(/^ )̂ < S .

Enfin, dans le cas M = R, , c = D^(f, A) (> 0) et X arbitraire,
l'inégalité

V L^.l.vftff" ) _ ^s(f'\.c~)
À. P^c^^^-C^fX)

1 / \ (P )1>C

entraîne D, (/, A) «, M = R, < ̂ y^ '

d'0" Dp(/,A)«^ B^( /^ , )<S .

Dans tous les cas, on obtient (17).

La démonstration des estimations (4) et (5) est donc complète.

5.5. Supposons maintenant j3 > 2 et démontrons (6).
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Si D^(/,A) = 0 , on a nécessairement A = 0 et /(?'") = 0
pour tout p^ < x et (6) est trivialement satisfait. Nous pouvons
donc supposer DQ (/, A) > 0.

L'estimation supérieure dans (6) se déduit facilement de celle
dans (5) et de l'estimation

|A, (X,c ) -A, ( / ) |= X( ^ ISE^l-iog^)
^ w ^ , . P 1. ^ y,W

p^jc p

+ ^ A? ̂ l-^^o' 08)
\f\(P'")\>c

valable pour tout X G R et tout c > 0.
En effet : Si, pour c = Dp (f. A) (> 0) et un X £ R ,

D^/,A)>B^(/;^),

alors on a ̂ - B^ (/;',) < B^ (/;',), et l'on obtient, grâce à (5)
et (18),
D^(f, A) «^ |X| + |A - A , (X,c ) | + B,(/, ,) + B^(/^,)

< |A - Ao(/)| + |X| + B,(/^) + B^/;^)

+ |A,(X,c)-Ao(m
« |X|+ I A - A o ( / ) | + B , ( / ^ ) + B ^ ( ^ ) .

Si par contre Dp(f, A) < B^/;^) « B^(^)), cette estimation
est trivialement satisfaite. On a donc prouvé que

D^(/,A)«^inin (|X| + |A - Ao(/)| + B,(^) + B^)).

Pour obtenir l'estimation inférieure dans (6), on remarque
que pour tout X € R et tout c > 0 on a

B,(/,) « B,(/^,) + B,(/^) < B,(/;,,) +(———.Q^^'2

et c '

^W «c, Wic) + W.c) «^^BK/,,,))^ + B^',) .
En prenant c = D^ (/, A) (> 0) et un X G R qui minimise le membre
de droite dans (5), on voit d'abord que chacun des termes |X | ,
B2(/^) et Bp(/^) est <<pD^(/ ,A), et ensuite, en utilisant (18)
et (5), que l'on a
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| A - A o ( / ) | « | A - A , ( X , c ) | + 1X1+-^. Bg(/^)

«^ D^(/ ,A).
Ceci montre que

D^(/, A) »^ mj^ (|A - Ao(/)| + |X| + B,(^) + B^))

et la preuve de (6) est complète.

6. Démonstration du théorème 2.

Remarquons tout d'abord que (8) est équivalente à

X(^) = Wx)),

a(x) = A, (/, x ; X(^), (?0c)) + e^x)) , (8)'

^(A^).^^) ̂ ) = ®(<î(^)), B^(/^^^,^) == G(P(x)) .
Ceci découle immédiatement des inégalités

y ^Mx)^) ^/ y 1 \ fît \
,-<L>, -p— <(„l.7^)?w

^\(x)(P ̂ K^C^)
et

y IA(.)(^)12 / y ^ .
Z, ym V ^ nwj pv;c; •

pm<x, m>2 ^ 'p,m>2 P /

\f\(x)(Pm^^^

II suffit donc d'établir l'équivalence (7) ! (8)'.
Fixons f , a ( x ) , P ( x ) et j3 et supposons d'abord (7), c'est-à-

dire D^ (/, x ; a(x)) < K P(x) (x > 1) avec une constante K > 0.
Alors l'estimation (16) du paragraphe 5.3 s'applique avec

c = I S ( x ) , \ = \(f,x) et A = a(x) et l'on obtient toutes les
estimations (8)' avec X(x) = \(f,x)(4).

Réciproquement, supposons qu'il existe une fonction \(x)
telle que (8)' est satisfait et démontrons D^(/,jc ;a(jc)) == ©((3(x)).
Fixons un x > 1 et supposons D^ (/, x ; a(x)) > P(x) (> 0).

(4) On aurait pu déduire (8)' directement du théorème 1*, mais ceci re-
viendrait essentiellement aux calculs effectués au cours de la démonstration de
(16).
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D'après (5) on a, en posant c(x) = D^(f,x ;oi(x)) (> 0),

c(x)«y \\(x)\+ \ot(x)-A^f,x-Mx),c(x))\

+Wiw.cw^)+B,(f^^,x).

(8)' entraîne d'abord |X(x)| = 0(p(x)) et, grâce à notre hypothèse
c ( x ) > I S ( x ) , W^,^,x)<B^f^^,x)= Wx)).
Ensuite, on a

\a(x)-A^f,x;\(x),c(x))\^\a(x)-A^f,x;\(x),p(x))\

+ ^ IA(^)(P"')I ^
p'"« p'"

(î(.<)<l/X(x)(P"')l<<-(x)

où le premier terme du membre de droite est, d'après (8)', un
Q(tî(x)) et le deuxième s'estime par

<• P(x)13-1 ^•^(^(.'O'^ =: @«î(^)) si j3 > 1 ,

cW-^Ww^)^) = ©(cOc)1-" iSÇx)0) si 0 <P < 1 .
De manière analogue, on obtient
B•l(f\(x),c(x)'x) « B^ (/^(x),p(x).-<')

lAc^^Y2

^ S
p'"<x p

^(<)<I/^(X)(P"')K<-M

t2(A>(.).g(.)^)+(^^.2 B^(/^^^,x)) = ©OÎ(X))B,(A'(.).,(.),X)+(-——^ ̂ (f^^, Al/2

si j3 > 2 ,
Wiw.pw^) + ̂ (x^-l'B^f^^^x))1'2 = <9(f}(x))

+ ©(c(^)l-<î/2 ^x^'2) si 0 <p < 1.

Rassemblant ces estimations en tenant compte de l'hypothèse
c(x) >lî(x), on aboutit à

^ ( ewx)) si i î >2 ,
( ©(c^)1-^2 ̂ l2) si 0<fS<2,

d'où (Dff(f,x,a(x))=)c(x)=Q(p(x)), c'est-à-dire (7), dans
tous les cas.
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La démonstration du théorème 2 est donc complète.

7. Démonstration du théorème 3.

En prenant fS(x) = 1 dans le théorème 2, on voit que (10) et
(9) entraînent

ïinT ï- ^ | / (^)-a0c) |^<oo.
x->oo ^ n<x

Pour obtenir l'implication inverse, il reste à démontrer que,
dans le cas fS(x) = 1, (8) entraîne (9) et (10) avec un X G R
convenable.

Supposons donc

XOc) = © ( ! ) ,

a(x)=\(x)logx + V /x(x)(p) + 0(1),
— y?Pp<x (19)I/^(^)(P)I<I

^ jAî il =®(D, z '^^'^w).
p<x P Pm<x P"1

1/^)(P)1<1 l/X(x)(P'")l>1

Nous allons démontrer d'abord que ceci implique

\(x) =\+<S (——} (20)
MOgX/

pour un À £ R convenable.
Soient x ' > x > 1 et posons AQc ,x') = |X(jc') - X(.ic)|.

Pour tout p premier on a

A(x,x')\ogp = \f^)(p) -A(x')(P)l >
d'où

(A(x,x')logp)'3 < 20(max(|/^^(p)| , \f^,)(p)\))li .

En remarquant que A(x , x ' ) logp > 2 entraîne

max(|/^(^(p)|, I/X(,.)(P)I) > 1 ,

on obtient
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Aoc.xy ^ ^u^^^f ^ lAooW
PÏ^ P [ pÏx P

A0c,^)logp>2 \ l/\^)(p)>l

+ ^ I/WP)!^
p^x p

I^(^)(P)»I
D'après (19) le membre de droite est borné uniformément en x et
x ' > x . On a donc pour AQc) = sup AOc.x') l'estimation

JC'>JC

A(^ 1 ^^^(l).
p<x P

A(x)logp>2

4
Or, si A0c)>-——, l'estimation élémentaire (5)logx

S "2 .̂-(„,„). (,-<„, („)
P<f P P

entraîne
y (log^ > y (logp)^ ,
2L —-— ̂  .^ ———— »0 (ïogx)15

P<x P ^/1c<p<x P
A(jc)logp>2

et par suite A(.y) = ©(——) •
Mogjc7

4
Si A(x)<-——, cette estimation est trivialement satisfaite. Parlogx
conséquent, la limite X = lim \(x) existe et vérifie (20).

X —*'oo

Montrons maintenant (9) et (10).
De l'identité f^) = (X(;c) - X) log pm + /^^(p^, on

déduit d'abord, grâce à (19), (20) et (21),

^ L l̂l!<2 y iA(.)(p)i2
p^x P p^x P

1/\(P)1<1 '^(jc)^)^1

+2(x-xw) 2 l: (l^g^+ y -^w).
P<^ P p<jc P

1^)(P)1>1
(5) Cette formule est bien connue dans le cas fî = 1 ; le cas général s'en

déduit facilement grâce à une sommation par parties.
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Ensuite, en remarquant que l/^(p'")| > 1 entraîne IA(,;)(P"')I > ï-
ou | f^p"1) | < 2 | X - \(x) | log p" , on obtient 2

y l4^^ix-x(^ y ^S Ï̂
P'"«^ P pm^ P"'

1/\(P'")1>1 p

+2^ y
p'"<x

i/\(^)(p"')i>i

lAw^)^
P'

où le membre de droite s'estime par ®(1), grâce à (19), (20), (21)
et l'inégalité

s ^pî<4 s ^"r^o).
i P^^^ ^ pw<^ ^w

^'^Oc)^)'^ l^(x)(PW)l<l

Ceci montre la convergence des séries (10).
(9) découle de (19) et de l'estimation

^ 4^)_ ^ ^^) ^^_^| y ^Z

P^^ p P<x P p^x P
^\(p)l<l l^(x)(^) l<l

+ S -+ S — ^ c i ) -
P<^ p p<;c ^

1/^(P)1>1 l/\(jc)(P)l>1

La première affirmation du théorème 3 est donc montrée.
Pour obtenir la deuxième, supposons que

lim ]- ^ \f(n)-a(x)f = 0 .
x^ x n<x

Alors iï existe une fonction P(x) > 0 telle que lim j3(x) = 0 et
JC-+00

que la condition (7) est vérifiée. (On peut prendre par exemple

P(x) =max(^- , D^f,x',a(x)))) . Par le théorème 2 il existe

une fonction \(x) telle que (8) est satisfait. En particulier, si
^k^k^i est une sulte de nombres réels >1 convergeant vers
l'infini telle que lim |3 (^ )=0 ,ona lim \(x^) = 0.

fc-»-<» fc-^oo
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Supposons maintenant que Fon ait /(p^) ̂  0 pour un p " 1 .
Alors on aurait pour tout k suffisamment grand

1^)(^1 ̂ i 1/OTI > 0 et 14(^(^)1 >^(^)
et par suite
^I/O^ 1^.)(^ ^ v \f^Wo<-i^-<—^——< J^ ——^——-

^M^)0^1^^

ce qui est impossible puisque, d'après (8), le membre de droite est
un ©(jSO^) et donc tend vers 0 quand k —^ oo .

Ceci montre que / est identiquement nulle et achève la démons-
tration du théorème 3.
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