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INVARIANTS
D'UN SOUS-GROUPE UNIPOTENT MAXIMAL

DTN GROUPE SEMI-SIMPLE
par Michel BRION

I. INTRODUCTION

Soient G un groupe semi-simple simplement connexe sur C,
et U un sous-groupe unipotent maximal de G. Si V est un G-
module (i.e. l'espace d'une G-représentation) rationnel de dimension
finie, notons CtV^ l'algèbre des fonctions polynômiales U-
invariantes sur V. Soit T un tore maximal de G normalisant U.
Alors T opère sur CFV^, et la T-algèbre CfV^ décrit la struc-
ture de G-module de C[V]. D'autre part, C^V]^ est une C-algèbre
de type fini, et même de Gorenstein [1 J .

Soit R le système de racines de (G, T) avec une base
Ûî = {o^ , . . . , Og} correspondant à B = TU. On note P^
l'ensemble des poids dominants (pour ce choix de T et ai) et
ZJ^ . . . , CTg les poids fondamentaux. Si V = V\ 9 .. . 9 V^ est
la décomposition du G-module V en sous-modules simples, alors
CIV^ est N5 x P'1"*'-graduée (par les degrés partiels par rapport
aux V/, et le poids par rapport à T), et C[V]^ = C. Soit F la
série de Poincaré de CtV^ pour cette graduation. Identifions
P^ grâce à (c^ , . . . , CTg ). On a :

F(z,,...,z^,...,^)= S zÏ1...^1...^
n/,w/>0

x dimC[V]^_^^^...^^

pour max(|zj , |^|)< 1 ; F est une fraction rationnelle, qui permet
de calculer la structure de G-module de C[V]. On montre, dans
la deuxième partie de cet article, que F s'exprime par une intégrale
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sur un sous-tore compact maximal T ,̂ de T ; le calcul de F peut
donc se faire (au moins théoriquement) par la méthode des résidus.
De plus, comme CIV^ est de Gorenstein, il existe des entiers ûp
6y tels qu'on ait l'identité :
F/y-l 7-1 f-l ^-1\r^ ,. . . , Z y , ^ , . . . , fg )

= ( - l ) w ^ . . .^^ ; l . . . ^F(z , . . . , z„^ , . . . , , , )
où m est la dimension de Krull de CFV^ (cf. [2], théorème 6.1).
On montre que pour la plupart des G-modules V, on a : û/ = dim V/
pour 1 < i < s , et ^ = 2 pour 1 < / < S..

A l'aide de ce dernier résultat, on classe, dans la troisième partie,
les G-modules simples V (où G est un groupe simple) tels que
CfV]17 soit engendrée par des éléments algébriquement indépen-
dants P i , . . . , P^ . Les poids dominants de ces G-modules, ainsi
que les degrés et poids des P/, sont rassemblés dans une table. On
montre de plus que dans ces G-modules toute adhérence d'une G-
orbite est normale, et à singularités rationnelles.

Enfin, dans la quatrième partie, on démontre un analogue du
critère de Hilbert-Mumford pour les U-invariants ; si V est un G-
module, on,peut ainsi étudier le nilcône Ny (V) = {x G V | f(x) = P(0)
pour tout PECFV^} sans calculer aucun U-invariant. Une partie
des résultats de cet article a été annoncée dans [3] et [4].

Je tiens à remercier J. Dixmier pour l'aide qu'il m'a apportée
et le temps qu'il a bien voulu me consacrer.

II. LA SERIE DE POINCARE DE L'ALGEBRE DES
U-INVARIANTS

11.1. Expression intégrale de la série de Poincaré.

On conserve les notations de l'introduction. Soit Gç un sous-
groupe compact maximal du groupe de Lie semi-simple G, avec
un tore maximal T^ C T. Soit p. (resp. Jï) la mesure de Haar
normalisée sur le groupe compact Tç (resp.G^.). Soit
V = V^ ® .. . ® V^ comme dans l'introduction.
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THEOREME 1. -La série de Poincaré de l'algèbre W1-graduée
C [V]11 est donnée par :
F ( Z i , . . . , z , , ^ , . . . , ^ )

n (1 - ̂ )
^ F ^^______ , . ûf/^)

JTC .<"<. <1 - ̂ CT/) ^-déS(^^
po^r z,, r^ec ^ maxClzJ, 1^.1) < 1 .

Démonstration. — La fonction."„> ° - ''' _ ,
^.A,"-'^')^",,^"-^)^

est continue sur Tç ; comme on a

-^^r^^^
pour max(|Zy|) < 1 , on obtient

f^8)dpi(g)= ^ z"^1...^
weN^iwi ,...,wg>o

^ oe"^0"^ ^"^"""'^^Trctv]»^-1)^^).
^C

Le théorème 1 résulte alors du lemme suivant :

LEMME 1. — Si M est un G-module rationnel de dimension
finie, et si a? G P^ , alors

fr a"R^ (1 - ea) (g) ̂ ^ ^M^'1) ̂ (g) = dim M^ .

Démonstration du lemme 7. - Soit E(û;) un G-module simple
de plus grand poids G} . La dimension de M^ est la multiplicité de
E(o?) dans M, donc d'après les relations d'orthogonalité des carac-
tères, on a : dimM^ = f Tr^^Tr^g-^dJiÇg).

En appliquant le théorème 37.2 de [5 ], on en déduit que

d i m M ^ = |W|-1 f ( n ( l -^) \d- i . ^ e(w)w(e^^)(g)
Tç \O(€ER / vvGW

xTr^^-1) ^(^)
où W est le groupe de Weyl de (G, T) ; p est la demi-somme des
racines positives, et rf = ^p . H ^ (1 - 6?-°'). Or w(d) = e ( w ) d ,
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et la fonction g—> H (1 - e01) (g) Tr^-1) est W-invariante,
i \ a€= Rainsi que dp., donc

r̂ CÎR (1 ~ ea)'d~l • 6<w)w(çp+")) OOTrMOT1)^)

ne dépend pas de w G W . On en déduit que

dimM^ = / ( H (l - e^d^ e^^dg) Tr^ÙT1)^)
Ty» VÛ&R /

= ^ (^ (1 - ̂ )^) (if)TrM(r-1) ^(^.

COROLLAIRE. - Za série de Poincaré de l'algèbre ^-graduée
CrV]0 est

/ (Z i , . . . z , )= |W|-1 / n d - ^ ) ^ ) — — — — — d î l ( g ) — — — .
TcaeR K11^ déty/l-z^)

Démonstration. - On a C [ V ] ^ ^ . ^ = C [ V ] ^ ^ ^ o o donc

/(ZI , . . . ,Z,)=F(ZI, . . . ,Z, ,O,. . . ,O)

'4^0-X^^a^-^
donc d'après la démonstration du lemme 1, on a :

/ (^ i , . . . .^)

=/ |W|-^ S w f H (1-^)_____rfAl(g)

^TC ^^w LŒR+ y'07 ^n^^ détv^ d - z , g )
Or on a :

^ w / n ^ ( l - ^ ) ) = ^ v v ( ^ ^ d ) = d . V e(w)w(^^)
wew vaeR / wew wew

= n (i -^).
aGR

Remarque. - La formule du corollaire est bien connue ; on la
trouve par exemple dans [6].

11.2. Symétrie de la série de Poincaré.

Soient V et F comme précédemment. Il existe alors
( û ^ , . . . , a „ 6 ^ , . . . , & f i ) e N J + f i
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tel que
'Cf»—\ »—\ ^ — 1 4-— 1\
^(^1 , . . • ,^5 » < 1 , • • • » ffi )

= (- IV" Z01 2^^ ^ê P ( Z Z t t ^\ l ) î \ ' ' • ^s ' 1 • • • - C ^ V 2 1 » • • • » "j î f i » • • • ? *g ^

où m est la dimension de Krull de C [V^ .

THEOREME 2. - i) b^ E {0,1,2} pcw 1 < i < £, et s'il existe
u E V tel que le stabilisateur Staby(v) de v dans U ^ofr réduit
à {1}, ûtor^ ^E {1,2} pour 1 < z < £ .

ii) ûy < dim Vy po^r 1 < / < s .
iii) S'il existe v € V ^/ çi^ Stabç (u) soit fini, alors a. = dim Vy

po^T- 1 < / < 5 1 , ^ &, = 2 po^r l < f < £ .

Démonstration. — i) Posons /(z , ^) = F(z , . . . , z , ^ , l , . . . , l ) .
^^^7^ '̂ ^^T^

Soient P le sous-groupe parabolique minimal de G contenant
B et correspondant à la racine simple c^ , et Up le radical unipotent
de P. On a P = Up. L pour un groupe réduetif L dont le sous-
groupe dérivé DL est simple de type A^ . Soit T' = T H DL, tore
maximal de DL pour L bien choisi. Si DL est identifié à SL^ (C),

on peut identifier T' au tore maximal n - v i • P°sons

^ z , t ) = ^ — F \ ( t f ( z , t ) - ^ l f ( z , ^ l ) ) ' , on a ^ E Q ( z , Q .

Pour \z\ < 1 , \t\ < 1 , on a :

f(z,t) = ^ z-t^ dimC[V]^^...,^ .
M , W ^ , . . . , WO

Si E est un G-module simple de plus haut poids X , alors
E p = F est un DL-module simple (car dim E17 = 1 ) , de plus
haut poids (\,a\)cs^ \^Tf par rapport à T tore maximal de DL,

donc pour g image de ( ,1) dans T\ on a :

- . <\,aÏ> <\.aY>-2 -<\,aY>
Trp^) =t 1 + t 1 + - • • + t 1 .

On en déduit que
^ z"Tr ^(g) = S z"(^1 + r1-2 + ... + t-"11)

neN G^l n,m^...,m( ^r^nU
x dunC[V]^^^...^^.
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^w+1 _ 4.—m— 1
Comme ^ -h ^w-2 + ... + t~m = —————,—— , on a finalement :

t - f~1

^(z, 0 = S znrTT Up(^) P01"' 1 2 - 1 < 1 , et ^ image de ( )
«e=N C[V]/ ^0 t l /

dans T'.
En particulier, <^(z, 1) est la série de Poincaré de l'algèbre

CtV]1^ graduée par le degré total par rapport à V. Comme cette
algèbre est de Gorenstein (cf. [ 1 ]), il existe a ' G Z tel que

^(z-1,!) =(--1)^^,1)

où m' est la dimension de Krull de C[V]' . Posons a = a^ + ... 4- a^ :
alors /(z-1, r1) = (- ir^t^fÇz , ^), donc

^(z-1, r-1) = —r1— O-1/^-1, r-1) - tf(z-1, 0)

= ^ l ) m ^ ^ -J^ (^^/(z^-r1"'1/^-1)).

Posons ^ = 1 4- e. On obtient

<^(z'1, ^7)^(-ow+l^ ^«^^i -i)^)/(^i + ^)
-(1 +(1 -6^)6) / (z , l -e)))

e^o (- l)w+l zû (^ (^ 1) •h ^1 ~ 1) ̂ (zï 1))

donc ^(z-1, 1) = (- l)^1 z0 (-^ (z, 1) + (é^ - 1) /(z, 1))
^dr '

et y(2,l)=(-lyn'z~a'y(z-l,l)

= (_l)m+m'+l ^a-a' (W (z, 1) + (6, - 1 ) f(z , 1)) .

D'autre part,

^(z, 1) = Um ——F- (//(z, /) - ̂ /(z, /-1))

= ^ ( z , l ) + / ( z , l ) .

Donc ( ^ - ( z , ï )+ f ( z , l )
= (_l)mW.H ^-a' ̂  ( z , l ) + (^ - 1)/(Z, 1)).
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Or /(0,r) = F ( 0 , . . . , 0 , r , l , . . . , l ) = 1 pour tout t , donca/
/(O, 1) = 1 et — (0, 1) = 0 . On a donc, si b^ 1 :

1^ (-D^^z0-^ -1).

Si &i =^ 1 , les seules possibilités sont donc :
• a = û ' , m + w' -+- 1 est impair, et b^ = 0.
• a = a', w + w' + 1 est pair, et b^ = 2.

S'il existe v G V tel que StabydO = 1, alors StabypdO = 1 et
l'on a : m = dim V — dim U et m' == dim V — dim Up (cf. [7]).
Or dim Up = dim U — 1 , donc m + m1 + 1 est pair, et b^ == 1
ou 2.

(ii) Montrons d'abord le lemme suivant :

LEMME 2. — Si g ^ T , 0^2 û <ûv^c les notations de la démons-
tration du théorème 1) :

i^-^ détv/l -z,g-1) (1)

= ,— S e (w)w(^F(z , , . . . , z , ,^ , . . . ,^ ) ) (^) .
u\g) wew

Démonstration du lemme. - Pour max | z/1 < 1 , on a :
Ki<s l

^^-^-L^^
et

F(z,,...,z,,^l,...,^)= Z z" I: dimC[V]^^
MGN^ c^ep4'4'

par définition ; de plus, pour n € M5 , on a :

Trcivi^ (̂  = S,, dim C[V]^ Tr^g)
uep'"

= S dimC[VJ^.., S e(w)^(e^)(g)
c^ep^ ûf(^) wew

d'après la formule des caractères de Weyi. On en déduit que (1) est
vraie pour max | z J < l . Les deux membres de (1) étant des
fractions rationnelles en z ^ , . . . , z,, (1) est vraie pour tous z ^ , . . . , z,.
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On déduit du lemme 2 que

i«<^ dét^(l -z^-1)

'^Jw^^^1'-'^1'^--'^-
Or on a :

1 ( ^'smv'n ———-——— = n ' i )
i<«. déty/l - z^g-1) i<«, déty/1 - z,g)

d'où
(_l)dimV n z"""^ —^——

i<«, ' • d(g-i)

. ^ ^)w(e-^(z„...,z,,e~^,...,e~x3^))(g)
wew

/_-)<"•" v,
= n ——————— (Lemme 2)

i<i<s dety (1 - 2ig)

=——^ ^^^,...,^,eol,...,e3^(g)."^0^ wew
Comme

^r1---^;1^!-1-...^1)
==(~l)wz:l...z:^^...^F(z,,.,z,)

et d(g-1) = (-l)^d(g) où IR^ = (nombre de racines positives) =
dim U, on obtient :
(_ l)dimV-dimU TT -dimv/

Ki<s i

. S e(w)w(^F(z, , . . . ,z^^-T O l , . . . ,^-C T^))=(-l)-z f l l . . .^
wew I A

. I ^^^'"^--^F^,...,^,,-0'*,...,,-07»))
wŒW

d'où, en posant n = dim V - dim U - m, et c/ = dim V/ - ̂
pour 1 < i < s :
I e(w) v^-^W-^ p(^,,., ,,. ̂ 1,.., ,̂ ))

wGW v /

=(-l)"^^...2;î. S e^w^Fezi,...^,,^,...,^)).
wew

Le premier membre de (2) est une fraction rationnelle en ( z ^ , . . . , z,)
définie en (0,..., 0), et le second membre est équivalent en (0,..., 6)
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à (-l)^z^...z^. S e(w)w(^), car Z e (w)w(^ )^0 .
wew wew

Donc Ci > 0 , . . . , Cy > 0 , i.e. â^ < dim V/ pour 1 < i < s .
(iïi) Soit v €V tel que Stabç^i;) soit fini : alors Stable) = {1}

donc d'après (ii), on a 6/ = 1 ou 2 pour 1 < i < £ ; de plus,

n = dim V — dim U — m = 0. Soit C = | II \ ̂  , \ tous > 0
( i < / < e '

la chambre fondamentale. Posons c = c^ + ... + C y , et

v = — p + 6^c7i 4- . . .+ ftgîDg = Z ( & / — l ) o o / :
i< /<a

alors î/ G C. Faisons z^ = ... = Z y = z dans (2) et regardons dans
l'identité obtenue les termes du coefficient de z""^ (n € N) qui
sont des exponentielles d'éléments de C. On a :

I e(w) w ( S dim C[V]^ ̂ +CJ)
wew c^ep" '̂ / \

= S e (w)w( S dimCIV]^^-)
wew w^P'^"^

et pour oj G P^ , on a : i/ + a? E C et a) + p E C, donc

Z ^+- dim C[V]^ = 2 ^+- dim C[V]^ .
c^ep^^+cjec ' cjep^
De même, pour 0 < n < c , on obtient :

S e^ dim C[V]^ = 0 . Donc pour | z | < l , on a
cJep++,»/+c>Jec

zc^-l/F(z,...,^,^l,...,^)

=^ l / S z^ S ^^dimCm^
weN uep-1"1'

= I: z"^ S ^dimC[V]^^
neN uep^p+tjec

= S z" Z ^dimC[V]^.
neN a»ep++.ï/+ù;ec

D'où
z0 ̂ -^ F(z , . . . , z , e31,..., e^) = Z z" ̂  dim C[V]^

weN.uep'1'4'
S z^dimC[V]^

n^,cjGP^,u}+vfC
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et (l-e'>-v^c)F(z,...,z,eo'l,...,e'ffa)

Z z"c"dimC[V]^ .
neN,a;eP++,t>»+v^C '

Soit 1= { i - e i l , fi] 11 < ( •<£ et &,=!} . Alors v = Z es, et
'^i

pour c^eP"', on a: w+v^C-^ il existe l'GI tel que (co|o!,)=0.
Donc

(1 -^-'^FCz,...^,^,...,^) ^

I z"c"dimC[V]^.
yieN,(a;|o^.)=Opour un l'ei

Soit i E [ 1, S.] : posons, pour | z | < 1 ,

fi(z) = Z z" dim C[V]^ .
/ieN,(c»;|c^)=o

Soit H, le sous-groupe de G engendré par U et U_^. . Si E est un
G-module simple de plus haut poids X , alors E^' = E11 'si (X|a/) = 0,
et E l = 0 sinon. On en déduit que /,(z) est la série de Poincaré de
C[V] l (gradué par le degré par rapport à V).

T_T

LEMME 3. - C[V] ï est une algèbre de type fini, de dimension
de Krull m - 2.

Démonstration du lemme. - Soit P = T. H/ ; alors P est un
sous-groupe parabolique de G. Il existe une décomposition de Levi
P = = U p . L de P, avec Up.DL = H/ (où DL est le sous-groupe
dérivé de L). Alors DL normalise Up, et C[\^1 = (C[V]^P)DL ^
avec CIV]^ de type fini et DL réductif, donc C[\f1 est de type
fini. De plus H, n'a pas d'homomorphisme non trivial à valeurs dans
C* et Stabi^) = {1} donc dim C[\f1 = dim V - dim H, et
dim H/ = dim U + 2, avec m = dim V — dim U ; d'où le lemme.

D'après (3), on a pour z G R , 0 < z < 1 ;

(1 -^^(z,...^,!, . . . , !)< S f,(z).
Ki<St

Or d'après le lemme 3, il existe K i , . . . , K g constantes > 0 telles
y

que ff(z) ̂  _ \m-2 pour 1 ̂ l < £ • De niêrne, comme
F(z,. . . , z , 1, . . . , 1) est la série de Poincaré de CtV^ graduée



INVARIANTS D'UN SOUS<rROUPE UNIPOTENT MAXIMAL 11

par le degré total par rapport à V , il existe une constante K > 0
K

telle que F(z , . . . , z , 1 , . . . , 1)^ . Si c ̂  0, on obtient

donc: (1 -2)-^ == 0((1 -z)-^) quand z — ^ 1 , ce qui est
absurde. Donc c = 0 ; comme c = c^ + ... + c avec des c. G N
on a : c^ = ... = c, = 0, i.e. a, = dim V, pour ! < / < £ . De
plus, d'après (3) :

( l-^-^FCz,.. .^,^1 , . . . ,^)

S z^-dimC[V]^.
^GN ,(o?|a^)=0 pour un /€!

Si 1=^0, alors en faisant z = 0, on obtient 1 - ̂ -^ = 1 , ce
qui est absurde. Donc 1 = 0, Le. &, = 2 pour 1 < i < C.

COROLLAIRES. —
1) Sous les hypothèses du théorème 2 (ii), soient P I , . . . ,P^

un système de paramètres homogènes de C[\^ , et (Qi , . . . ,Q^)
une base homogène du C[P^ ..., f ̂ module libre gradué CtV]^.
Posons df = deg P, pour 1 < z < m, ^ ^ = max (deg Q/). Alors
e > dim V — 2 dim U — s (donc si la dimension de V est grande,
il n ' y a aucune chance pour que CIV^ soit une algèbre de poly-
nômes).

2) Sous les mêmes hypothèses, s'il existe des entiers positifs
rf i , . . . ,^ tels que F(z, . . . , z , 1 , . . . , 1) = n (1 - z^)-1 ,

Ki<m
alors d^ + ... + d^ < dim V < s + 1 dim U.

Démonstration. — 1 ) On a
S z^i

F(z....^l.....l)= ^_,.
1</<W

d'où â4 4- ... + a^ == — e + ^ ^ . D'autre part, le nombre
Ki<m

de df égaux à 1 est au plus égal à dim Vu = s , donc

Z di >s + 2(m-s).
Ki<m

Or w > dim V - dim U, et a^ + ... + a, < dim V, d'où l'iné-
galité cherchée.
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Le corollaire 2 sera appliqué dans la partie suivante à la déter-
mination des représentations irréductibles V du groupe simple G
telles que CIV^ soit une algèbre de polynômes, en suivant une
idée de T.A. Springer (cf. [8]).

ffl. REPRESENTATIONS IRREDUCTIBLES DES GROUPES
ALGEBRIQUES SIMPLES DONT L'ALGEBRE DE

U-INVARIANTS EST REGULIERE

Dans cette partie, on prend pour G un groupe simple. Soit
V un G-module irréductible de plus grand poids œ.

THEOREME 3. — Les conditions suivantes sont équivalentes:
(i) CIV]1^ est une algèbre de polynômes.

(ii) La série de Poincaré de l'algèbre N^-graduée CW
s'écrit F ( z , ^ , . . . , ^ ) = II (1-z^)-1 où r = ( ^ , . . . , ^ ) ,i ̂  t^ ffi
les df sont des entiers >0 , elles n^ appartiennent à M 8 .

(iii) A automorphisme du diagramme de Dynkin près, (G,V)
figure dans la Table.

Il est clair que (i) ==>• (ii) ; on démontrera que (ii) "̂  (iii),
puis que (iii) £ssss^ (i).

III.l. Démonstration de (ii) ===» (iii).

Soit V vérifiant (ii) ; alors m est la dimension de Krull de
CIV^ . On supposera que d^ < d^ < ... < d^ .

LEMME 4. — A automorphisme du diagramme de Dynkin près,
(G, cj) fait partie de la liste suivante (où les poids fondamentaux
sont numérotés comme dans [9]) :

Ag : G7i, cj2, 2c7i et (As, 073); (A^CE^); (A^, 073).

B f i : G7i et ( B 3 , G 7 3 ) ; ( B 4 , G 7 4 ) ; ( B 5 , G 7 5 ) ; ( B 6 , C^) .
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Table
Représentations irréductibles V du groupe simple G

telles que CfV]" soit une algèbre de polynômes.

Type de G

A), , £ > 1

AS

Bg, £ > 2

B2

Ba
84
BS

C g , £ > 3

€3
€3

Dg , £ > 4

DS
Dé

G2

F4

EÔ

£7

Plus haut
poids de V

OTS
2rog

CTB-I , î > 2

^

CTI
ro,

"3

^4

^5

CTi

"2

"3

CTi

CT5

^6

CTi

"4

^ô

^7

Degrés et poids de générateurs N x P^
homogènes, algébriquement indépendants,

de (;[¥]"

(l,CTl)

( l ,2CTi);(2,2o2), . . . , (£,2OTe);(£+l ,0) .
(l ,CT2);(2,Ci?4);(3,CT6),. . . ,(fc,OT2fc) Si S. = 2Â:

(*,CT,,i.) ; (k + 1,0) si S. = 2Â; +1
(1,CT3); (2,CTi+CTs); (3,03); (4,CT2+CT4);

(4.0)

(1,roi) ; (2,0)

(1,"2)

(1,03); (2,0)
(l,CT4);(2,CTi);(2,0)

(1 , CTs) ; (2,CTi) ; (2,CT2) ; (3,CT,), (4,03) ;

(4,(04); (4,0)

(l,CTl)

(l,^); (2,^); (2,0); (3,CTi +03); (3,0)
(1,03); (2,2roi); (3,073); (4,202); (4,0)

(l,CTi);(2,0)
(1,OT4);(2,CT,)

(l.CTé); (2,02); (3,CTe); (4,04); (4,0)

(l,roi);(2,0)

(1,04); (2,04); (2,0); (3,03); (3,0)

(l,Oi);(2,CT<,);(3,0)

(1,07); (2,co,); (3,07); (4,0^; (4,0)

(II faut rajouter à cette table les représentations qui s'en déduisent par auto-
morphismes du diagramme de Dynkin).
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Cg : o7i, 073 et (€3, 073).
Dg : o7i et (Dg, 075) ; (D^, 07^) ; (D^, 077) .
(G^, o7i); (F4, 074); (E^, 076); ?7, 077).

Démonstration. — D'après le corollaire 2 du théorème 2, on a :
dim V < 1 4- 2 dim U. Par suite, si le rang de G est au moins 2,
on a : dim V < dim G et on utilise alors la classification de [10]. Si le
rang de G est 1, alors G ^ SL^ (C) et dim V < 3 donc V est
isomorphe à E(c^) ou E(2o7i).

Pour obtenir les résultats de la Table, il reste à éliminer :
(A(,, 073) ; (Â7, 073) ; (B^ , 07e) ; (Cg, 07^) pour S. > 4 ; (D^, 077).

Pour cela, on utilisera le lemme évident suivant :

LEMME 5. -
(i).5Ï t = dim C[V]^ , alors d^ = 1 É?r ^ = ... = d, = 2 .

(ii) Zû rén'é? ûfe Poincaré de l'algèbre ^-graduée C[V]0 5-^cn7
g(z) = n (1 -z7)"1 où ( ^ i î . . . î ^ ) ^^ ^^^ sous-suite dei ̂  /^ w
(û?i,...,^).

C^rf^ (A^, 073) :

Avec les notations du lemme 5, on a t = 2 car
C[V]^ ^ E(2o73) 4- E(o7i + 075)

(cf. [ I l ] , Table 2b). Donc d^ = 1 ; d^ = 2 ; ^ > 3 pour f > 3.

D'autre part, m > dim V — dim U = ( ) — —— = 14, donc

^i + . . . + r f ^ > 3 9 > 3 5 = dim V, ce qui contredit le corollaire 2
du théorème 2.

Cas de (D^, 077) :
D'après [11], Table 3b, on a : C[V]^ ^ E(2o76) + E^), donc

^ = 2 . D'autre part, m > dim V — dim U = 26 — 7 x 6 = 22, et
C[V]° est engendré par un élément non nul de degré 8 (cf. [20],
Table 3 a), donc

û?i + . . . + d ^ >1 4 - 2 + 8 + 3 ( 2 2 - 3 ) = 68>64= dimV,
contradiction.

Les autres cas à éliminer se traitent de façon analogue.
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III.2. Démonstration de (iii) => (i).

Montrons d'abord le

__ LEMME_Ô. - Soient Z le groupe des homothéties de V ; G = G.Z ;
B = B.Z ; T = T.Z. Si B opère 5Mr V avec une orbite ouverte,
alors CIV^ est une algèbre de polynômes.

Démonstration du lemme. — Soit (n, a?) £ N x P"^ : si <p, i//
sont dans CIV]11, alors <^/V/ € C(V)B. Comme B opère sur V avec
une orbite ouverte, on a CCV)® = C, donc dim C[V]^ < 1.
D'autre part, (^V^ est une algèbre factorielle dont les unités sont
les constantes (cf. [7]). On conclut en appliquant ([12], Lemma4.2),
avec A = CFV]11 et $ algèbre de Lie de T.

Les représentations vérifiant la condition du lemme 6 ont été
classées par Kac ([13], Theorem 3). On en déduit que les représen-
tations suivantes ont une algèbre des U-invariants régulière :

Ag : G7i, C72, 2c7i . Bfi : OTI et (B3 , 073), (B4 , 0x74).
Cg : C7i . Dg : cj^ et (Dg, cjg). G^ : OTI . E^ : OTI .

Il reste donc à examiner les représentations suivantes: (Ag.c^);
( B g . G J s ) ; (€3,07^ (Cs.^î (De,^); (F^G^); (E^G^).
Pour cela, on utilisera le

LEMME 7 (formulé incorrectement dans [4]). — Soient V une des
représentations à examiner, et S une sous-algèbre (N x P^Ygraduée
de CIV^, telle que l'application canonique C[V]0 ® S —> C[V]°. S
50^ injective. Soit f(x,y) la série de Poincaré de l'algèbre ^-graduée
C[Vx V*]0 . Si pour tout p € N , on a : dim Sp == coefficient de

f(x y)x p y p dans le développement en série de '————9-——— ? alors
C[V]"=C[V]°.S. f(^0)f(0,y)

Démonstration du lemme. — On vérifie (par exemple sur les tables
de [14]) que V est «colibre», i.e. que C[V] est un CtV^-module
libre. Soit H un sous-espace N-gradué et G-stable de C[V] tel que
C[V] ^ qVl^cH (pour l'existence de H, cf. [15], Proposition 1
et Lemma 1). Si (p, q) E N2 , on a :

civxv^^^^m^civ*^)0

^ ® crvi° ® crv*!0 ® (H ® H* ^
Pl+p^Pîfli+^2^ ^'S v W L V ^ v v P2 ^
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d'où
f(x , y ) = (2 ̂  dim C[VÇ) (2 ̂ 1 dim C[V*Ç)

(S^^dimCH^H^)0).

/(^ » >QLe coefficient dp ^ de JC^F dans — — . — - est donc égal
à dim(Hp ® H^)0 = dim Endo(Hp) > dim H^.
L'algèbre N-graduée CIV^ est le produit tensoriel des deux
sous-espaces vectoriels gradués CIV]0 et H11, donc la série de
Poincaré F de CEV^ est F(z)=/(z ,0) . S dimH^P.

p€N

La série de Poincaré de l'algèbre N-graduée C[V]°.S est de même
/(^O).(S a^zP). Or CtV^.SCCIVf et a^ > dim ïÇ

peN
pour tout p G N , donc C[V]°.S = CW .

Cas de (Ag, 073).
Alors V ^ V * . D'après les décompositions de S^V), S^V),

S4^) données dans [11], Table 2b, il existe des U-invariants non
nuls P^ , P^, ?3, ?4, ?5 de degrés et poids respectifs :

( 1 , G 7 3 ) , (2,^ +^5), (3 ,073) , (4,072 +074), (4 ,0) .

De plus, CtV]0^^]. Si l'on sait que Pi,...^ sont algé-
briquement indépendants sur C, posons S = C[P^, P^, ?3, f^].
Alors S est une sous-algèbre (N x P^-graduée de CtV]11 ; l'appli-
cation canonique CtV]0 ® S —^ C[V] est injective, d'après l'indé-
pendance algébriquement des P/, et dim Sp est le nombre de solu-
tions en entiers > 0 de : a + 2b + 3c + Ad = p . D'autre part,
d'après [11], Table 2a, C[Vx V*]° est engendrée par des éléments
bihomogènes, algébriquement indépendants, de bidegrés(4, 0), (3,1),
(1,3) , (0,4), (1,1), (2,2), (3,3). Donc avec les notations du
lemme 7, on a :

f(x,y) _________!________________
/(x, 0)/(0,>Q (1 -x^y) ( ï - x y 3 ) (1 ^ x y ) (1 -x^y2) (1 -x^y3)

Z (^yr (xy3)01 (xy^ (x^2^ (x3y3)(i

û,û',ft,c,d>0

et le coefficient de x p y p dans cette fraction rationnelle est le nombre
de solutions en entiers > 0 de : 4a + b + îc + 3d = p . On conclut
alors à l'aide du lemme 7.
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Montrons maintenant que P ^ , . . . , Pg sont algébriquement indé-
pendants sur C . Soit Q polynôme tel que Q(?i,. . . , Pg) = 0.
On peut supposer Q irréductible et isobare par rapport à T (car
les P/ sont des vecteurs propres pour T). Ecrivons

Q ( X ^ , . . . , X 5 ) = = 2 û^,. , . . ,^ XÏ, . . . ,X5 5 .
Le poids de Q par rapport à T est alors :

h^z + h^i + ^s) + h^z + 4(^2 + ^4)-
Donc (^, ^4) est indépendant de 0\,.. . , iç) tel que û/ , . . . , iç ^ 0.
On en déduit que QtXi,...^) est indépendant de (X^,X^).
Soit V l'hyperplan T-stable P ^ = 0 . Si Q ^ O , alors P3|V,
PglV sont algébriquement dépendants sur C; or P3|V est de
poids 073, et P5|V de poids 0. On en déduit comme précédem-
ment que P3|V'= 0 ou Ps|V'= 0, Le. que P^ divise P^ ou Pg.
Si Pi divise f^, alors P3/Pi est un polynôme U-invariant de
poids 0, donc un G-invariant de degré 2, absurde. Si P^ divise
PS , alors PS n'est pas irréductible, ce qui contredit le fait que
C[V]0 =C[Ps]. Donc Q = 0.
N.B. : Le calcul de CIV]11 a aussi été fait dans ce cas par A. Lacoux.

Les autres cas à examiner sont similaires ; de plus, la méthode
de démonstration, indiquée dans l'exemple précédent, fournit les
degrés et poids d'un système de générateurs N x P^-homogènes de
CW pour les cas de (Ag.o^); ?5,075); (C^oj^), (€3, 073);
^ô»^)^ (^ » ^4) » (£7,077). Pour trouver ces degrés et poids
dans les autres cas, on peut aussi utiliser le lemme 7 ; dans chaque
cas, on vérifie que CIVxV*]0 est une algèbre de polynômes, dont
on calcule la série de Poincaré à l'aide des tables de [ 11 ].

Remarque. —
1) Avec les notations du théorème 2, les bf peuvent prendre

les valeurs 0, 1 et 2 ; et on peut avoir a < dim V. Par exemple,
dans le cas de (D^, GJ^), on a : b^ = 63 = bç = 0 ; b^ = b^ = 1 ;
b^ = 2 et a = 14 alors que dim V = 32 ; on a donc

F(z-1, t-,1,..,., ç1 ) = - ̂  4 ̂  ̂ 14 F^ ̂ i - • • ̂ 6 ) •
Par contre, même si le G-stabilisateur de tout point de V est infini,
on peut avoir b^ = ... = b^ = 2, et a = dim V. Cela se produit
par exemple dans le cas de (Ay,, 2cx7^).

2) Soient G = SL^(C) et U le sous-groupe des matrices uni-



18 M.BRION

potentes supérieures. Soit V l'espace des formes quadratiques à n
variables, identifié aux matrices symétriques (û//)i<fj<^ . Alors
V est un G-module simple de plus grand poids 2c7^_^ et si

*n • • • • "ic
Pfirt^)) =

\a^ .... ûgg

pour 1 < £ < n, alors CIV^ est engendrée par les éléments
algébriquement indépendants P ^ , . . . , Py, (car Pg est un U-invariant
non nul de degré C et de poids 2o7g pour i^= n, de poids 0
pour £ == w ; on utilise alors la Table)..

De même, si V est l'espace des formes bilinéaires alternées
à n variables, identifié aux matrices antisymétriques (û,y)i^/y<^ ,
alors V' est un G-module simple de plus grand poids o^n-2' ^ow

1 < 2C < n, soit Qfi((û^)) le pfaffien de

\a^ ^ . . . Û2C,2C/

Alors les Qg sont algébriquement indépendants sur C, et engen-
drent l'algèbre CfV^ . Ces deux résultats sont connus sous des
formes diverses (cf. par exemple [16], proposition 1 et 2, ou [11],
proposition 2.4).

THEOREME 4. - Soit (G,V) figurant dans la Table. Soit 3t(\)
le nilcône, c'est-à-dire l'ensemble des v E V annulés par tout polynôme
G-invariant sans terme constant sur V. Alors

(i) tout fermé G-stable équidimensionnel de 9t(V) est un
cône irréductible normal, à singularité rationnelles;

(n) l'adhérence de toute G-orbite dans V est une variété nor-
male, à singularités rationnelles.

Démonstration. — Supposons d'abord (i) vraie ; soit x G V avec
X = G . x adhérence de l'orbite de x . Soit 3CX le cône associé
à X (pour la définition, cf. [17]). Alors 9CX est un sous-cône fermé
G-stable équidimensionnel de Sft (V) donc 3CX est normal, à singu-
larités rationnelles. Comme X est une déformation de 9CX, (ii)
résulte du théorème 4 de [ 18].



INVARIANTS D*UN SOUS-GROUPE UNIPOTENT MAXIMAL 19

Pour montrer (i), introduisons d'abord quelques notations et
résultats préliminaires.

Soient E un G-module simple de dimension finie, de plus grand
poids X , et P (resp. Q) un polynôme U-invariant sur E, de poids
JLI (resp. v). Si E(pt) est un G-module simple de plus grand poids
p,, il existe une G-application linéaire P : E(;x) —> C[E] envoyant
un vecteur primitif de E(ju) sur P, et P est définie à un scalaire
près. Définissons de même Q: E(ïQ —> C[E]. Le produit de C[E]
définit alors une G-application linéaire P ® Q : E(p) ® E(v) —> C[E].
Soit RECIE^ : on note R^ (P ,Q) si R est l'image par P® Q
d'un élément de (E(ju) ® EÇv)^ . Remarquons que R^(P,Q)^
il existe des û/ E C et des ^ , h^ E G tels que R = 2 û/(^P) (A/Q).

PROPOSITION 1. — Soit Pi une forme linéaire non nulle et U-
invariante sur E. ^application

F ———————————> I(F)= {PEC[E] U | P |F= 0}
( fermés irréductibles } __J idéaux premiers ï de CtE]11, astables )
i G-stablesde E ( >{et tels que P E l , Q^ (P,P^y====» QGI)
est une bijection décroissante.

Démonstration. —
a) Soit F un fermé irréductible G-stable de E. Alors I(F) est un

idéal T-stablede CIE^, et I(F) est premier car CEE^/^F) ̂  CIF]0.
Soient c^eP-^ et P E 1(F)^. Si Q ^ ( P , P i ) , alors il existe des
û / G C et des ^, A / G G tels que Q = 2 a/(^P) (A/Pi) donc
Q I F = 0 et Q E I(F). De plus, l'application F —> I(F) est décrois-
sante.

b) Soit I un idéal premier de CIE]11, T-stable et tel que P E I
et Q -? (P,Pi) =^ Q E I. Soit T le sous-G-module de C[E]-engendré
par I. Soient P E I et ^ E G . Alors P. gP^ est dans l'image
de E(cxj) ® E(X)* —> C[E] (si P correspond à un morphisme
E(co) —^ C[E]) donc P.^PI est une combinaison linéaire d'images
par G d'éléments Q tels que Q^(P,P,). Par suite_P. ̂ PI_EÏ. On
en déduit que V Q E I , VÎEV* , QSET puis que T.V* cT. Donc
I est _un idéal de C[E]. Comme 'P == I, on a (CIEl/T)11 ̂  C^/ï

donc I est premier : il lui correspond un fermé irréductible G-stable
Fj. Il est immédiat que I(Fj) = I et que

F i = { ^ E E | V P E I , V^EG,P(^c)=0},
d'où la proposition 1.
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PROPOSITION 2. - Soient P G C[E]^ et Q G C[E]^ . Soit a
racine simple telle que ( j L i | a ) = ^ 0 ¥ = ( ^ | a ) . Posons

(P, Q)^ = Wa) P(X^Q) - Ma) Q(X^P)
(aiw fcy notations de [19]). .4to^ (P, Q)^ G C[E]^,^ ^
(P,Q)a^(P.Q). ^ P^ (P ,Q)a^=0 ^ P ^ Q sont premiers
entre eux.

Démonstration. - D'après ([20], Theorem 3.1) on a :
(P,Q),EC[E]^,,

et si P correspond à P: E^—> C[E] et Q à Q: E(v) c—> C[E],
alors (P, Q\ correspond à E(^i + v —aY——> E(^) ® E(v) —> C[E].
Donc (P,Q)^^ (P,Q). Si de plus P et Q sont premiers entre eux,
et si (P,Q)^ = 0, alors P divise X_^P. Comme degP > deg X_^P,
P et X^^P sont proportionnels, ce qui est absurde car P est de
poids /i, et X_o;P de poids p. — a .

On peut maintenant montrer le

LEMME 8, - Si (G, V) figure dans la Table, et si (G, o;) =^ (Bg, c^),
alors

1) l'ensemble des parties fermées G-stables de 5Ï(V) ^ tota-
lement ordonné par inclusion ;

2) tout sous-ensemble fermé G-stable de 3l(V) est un cône
irréductible.

Démonstration. — C'est clair pour A^ : cj^, 2cj^, cj^ et
B^, C^, Dy, : OTI . Dans l'un des autres cas, soit F un fermé G-stable
de 3l(V), et soit 1 l'idéal correspondant de CtV^ (proposition 1).
Alors 1 contient l'idéal engendré par les polynômes G-invariants
sans terme constant.

Cas de (E^, cc^) : d'après la Table, l'algèbre CIV^ est engendrée
par

P^ homogène de degré 1, de poids 07,7,
P^ homogène de degré 2, de poids cj^ ,
?3 homogène de degré 3 , de poids 04 ,
?4 homogène de degré 4, de poids uj^ ,
Pg homogène de degré 4, de poids 0 .

On sait que Pg E 1. De plus, comme 1 est T-stable, si 1 ¥= (Pg),
alors 1 contient P^P$ Q(P^, ?3) où ( û , 6 ) E N 2 et où Q est un
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polynôme, Q(P^,P3) est de poids mcj^. Comme 1 est premier,
on a : P^ ^ 1, ou ?4 G 1, ou Q(Pi, ?3) G 1. Dans ce dernier cas,
si m > 1 et X ne divise pas Q(X,Y), alors R = (Q(P^, P3), P^
Gl et R est de poids (m + 1) 077 — 0:7 = (w — 1) 077 4 - . . . . On
voit ainsi que 1 contient P^ , P^, ?3 ou ?4. D'autre part, il est
clair que P^ ^ (PI , ?i) et que P^ ^ (P^, P^) (car ?4 engendre
l'espace vectoriel C[V]^ et (PI^)^ est de degré 4, de poids
2077 — o;7 = 07^). Montrons que P^ ^ (P^, P^).

Sinon, comme C[V]^ ^ E(2G77) + E(oj^), on a : ?3 ̂  (PI , P^)
donc ?3 correspond à un G-morphisme non trivial

^ : £(077) ® E(2c77) —^ £(077).
Soient je non nul de poids X dans E(cj^), et y non nul de

poids 2cx77 dans £(2077). Si <^(x ® y ) est non nul, alors il est de
poids 2077 + X . Comme 077 est minuscule, on a À = ^(077) et
2077 + X = w^cSCy) pour des w , v i ^ Œ W . Donc 2077 = ^(077)-^(077),
d'où H^ = 1 et w = WQ , i.e. X = — 077 . On a finalement :

{p(x ^ y ) = 0 si X ^ — 077
= un élément primitif de £(077) si X = — 077 ,

et ces valeurs déterminent ^.
Soit ( , ) une forme alternée non nulle et G-invariante sur V.

Alors (^ est la restriction du G-morphisme "̂  : V ® V ® V ——> V
x' ® / <Sz'—> (x^z^y'

à £(077)® £(2077) (car ^ et <^ coïncident sur £(077)®^). Or
^ induit l'application nulle

S3(V)—.V (car I: (x^,x^)^=o)
v cre@3 /

ce qui est absurde. Donc f^ ̂  (P^, P^).
Si 1 contient P ^ , alors {zéros de 1} = {0}.
Si 1 contient P^ , alors ?3 E 1 d'après ce qui précède ; donc

P ^ E I car P 4 = ( P l , P 3 ) a 7 •
Si 1 contient f^, alors P^ G 1.
Les seules possibilités pour 1 sont donc :
(P, , P,, ?3, P^, P,) ; (P^, ?3, ?4, Ps) ; (P3, ?4, Pg) ; (P4, Ps).

Tous ces idéaux sont N-homogènes ; d'où le lemme 8 dans ce cas.
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La démonstration précédente s'applique sans changement aux
cas de (Ag, 073) ; (€3, CT^) ; (D^, c^). Les autres cas sont plus
simples, sauf (Bg, G7g).

Exemple : cas de (€3, GJ^). CIV^ est alors engendrée par
P^ homogène de degré 1 et de poids cj^ ,
P2 2 CT,,

PS 2 0
?4 3 G7^ + G73 ,

PS 3 0.

1 contient (P3,P5) et si 1 =^ (P3,Pg), alors on voit comme précé-
demment que 1 contient P^ , P^ ou f^. En outre, il est clair que
(P^,P^ = ?3 et que P^(P^P^) donc 1 ne peut être que
(P^,P3,P4,P5), ( P , , P 3 , P 4 , P 5 ) , (P3 ,P4 ,Ps ) , OU (PS , PS ) .

Fin de la démonstration du théorème 4. — Remarquons que si
(G,V) figure dans la Table, alors il existe une sous-algèbre N x P'1"1'-
graduée S de CW telle que l'application CW^S—> CW
induite par le produit soit bijective et que l'on ait dim S^ ^ < 1
pour tout (n , cj) G N x P^. Soit F un fermé G-stable équidi-
mensionnel de 5I(V). Alors F est irréductible (d'après le lemme 8
si (G, (jù) ̂  (Bg, 075) ; sinon, d'après [2l], F ne contient qu'un
nombre fini de G-orbites, donc F est réunion d'adhérences de G-
orbites ; or toujours d'après [2l], deux G-orbites distinctes dans
9l(V) sont de dimensions différentes). Soit <^:C[V] —> C[F] la
restriction. Alors ^p induit une surjection CtV]17 —^ CtF]11, d'où
une surjection S—^ CtF]11, commutant à l'action de T. De plus,
F est un cône (d'après le lemme 8 si (G, a?) =^= (Bg, cjg) ; dans ce
dernier cas, on vérifie de même que pour (E^c^) que (Ker^)17

est engendré par certains P/, où P ^ , . . . , P^ est un système de
générateurs comme dans la Table pour C^V]11). On en déduit que
CtF^ est N x P^-graduée et que dim C[F]^ < 1 pour tout
(w .c^eNxP^ . Le lemme 4.2 de [12] s'applique alors: C^
est une algèbre de polynômes. On conclut en appliquant le théorème
suivant (cf. [ 1 ]) :

Soit Y une variété affine sur laquelle G opère rationnelle-
ment. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Y est normale, à singularités rationnelles ;
(ii) Spec CtY]0 est normal, à singularités rationnelles.
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IV. NILCONE POUR LES U-INVARIANTS

Soit X une variété affine sur laquelle G opère rationnelle-
ment, avec un point fixe 0 de G dans X. Rappelons le

Critère de Hilbert'Mumford (cf. [22], Theorem 2.1) :
Pour x E X, les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) pour tout P ECtX]0 , on a P(^) = P(0)

(ii) il existe un morphisme X : C*—> T, et g ^ G , tels que
\(t).gx ^-^ 0.

On va établir un critère analogue pour les U-invariants. Notons
(° l'ensemble des sous-groupes à un paramètre X : C* —> T tels
que pour ! < ; < £ , on ait (cj^, X) > 0.

THEOREME 5. - Pour ^ G X , les conditions suivantes sont
équivalentes :

(i) pour tout PGCpC^, on a P(x) = P(0)
(ii) il existe X E & et u E U tels que \(t) ux ———> 0.

IV. 1. Démonstration de (i)-==^ (ii).

Soit x vérifiant (i). Pour 1 < i < £, soit E/ un G-module
simple de plus grand poids CT/, et soit ^ G E^VO} ; posons
E : = e E / et v= S Vf CE. Soit enfin Z = Gv l'adhé-1 ' ' i</<fi
rence de l'orbite de v dans E. D'après les résultats de [23],
en particulier le théorème 7.4 et sa démonstration, l'application
$ : C[X x Z]° ——> CW telle que $(/) 0) == /({, i;) pour ̂  X,
/G C[X x Z]0 , est un isomorphisme d'algèbres. Par suite, pour tout
P E C f X ^ Z ] 0 , on a P(x, v) = P(0, i;). Or O e T v ; donc, pour
tout P G C[X x Z]° , on a P(0, i;) = P(0, 0) donc P(x, v) = P(0, 0).
On peut alors choisir X : C* —> G tel que \(t) (x, v) ——> (0,0).
Soit P^ l'ensemble des gCG tels que \(t) g\(t)~1 ait une limite
quand t —> 0. On sait que P^ est un sous-groupe parabolique
de G (cf. [22], Définition 2.3/Proposition 2.6) ; par suite, B H P.
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contient un tore maximal T de G. Soit T\ un tore maximal de
P^ contenant l'image de X ; alors T\ et T sont conjugués par un
^ G P , en particulier gï^"1 est à valeurs dans T'. De plus, on a
g^Dg-^x^v) ^g.XtD^X^r1 . \(t)(x,v). La limite quand
t—> 0 de XO^XO)-1 existe, donc ^(r)^-1^, v) ̂ -^ (0,0).
Quitte à remplacer X par ^X^~1, on peut donc supposer que X esta
valeurs dans T ' C B . Alors X = M-1^ où ^ G U et /xE Hom(C*,T).
On a : (u"1 flu) (x, v) ——>• (0,0) et M . v = v donc

^0)(^,^7^(0,0).

Or ^(t)v == S ^<a7I 'Âi>^. La condition ^(Qt; ^^ > 0 signifie
!</<£ '*

donc que ^ E 6.

IV.2. Démonstration de (ii) —^ (i).

Soient x vérifiant (ii) et PECIX^. Soit QeC[XxZ] 0 tel
que <Ï>(Q) = P. Alors

P(x) == Q(x,i;) = Q(X(r)^, X(Q^) = Q(X(r)^, X(r)t;).
Comme X G 6, on voit que X( t) v ——> 0. Donc

P(x)=Q(0,0)=Q(0, i ; )=P(0) .
Soit maintenant V un G-module rationnel de dimension finie.

Si cj € Hom(T, C*), notons V^ l'ensemble des vecteurs de V,
de poids a?. Si X G Hom(C*, T), notons V/^ la somme (directe)
des V^ pour (c^ .X) > 0. Alors V(^ = [xeV\\(t)x ^-^ 0}.
Définissons le nilcône 9t^(y) (pour l'action de U) : 9t^j(v) est
l'ensemble des x G V tels que pour tout P € CIV]0, on ait
f(x) = P(0) ; c'est une sous-variété fermée de V. On définit de
même .^(V).

THEOREME 6. -
(i) // existe un sous-ensemble fini Qy de Q tel que 9t y(V)

soit la réunion des U. V^ pour les X E ôy .
(ii)^G(V)=G.3lu(V).

Démonstration. —
(i) C'est immédiat.
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(iï) II est clair que G.^(V) CffC^V). Pour l'inclusion inverse,
soit xG3Ïç(V). Il existe alors XeHom(C*,T) et g€G tels que
^^ gx r-.o > ° ' En TemPlsL(f2i^t x par gx , on peut donc supposer
que x G V^) . Alors x == 2 x^ où chaque x^ est dans V^ . Soit
I = { o j : T — ) - C * | ^ ^ ^ 0 } : alors pour tout œ E I , on a
(a;, X) > 0 . L'ensemble des ^ : C* —> T tels que ^(r)x ___> 0
est donc l'intersection de X = Hom(C*,T) et d'un cône ouvert non
vide de R ®^ X, donc il contient un sous-groupe à un paramètre
régulier ^. Quitte à remplacer ^ par w^w-1 et x par wx
pour un w G W , on peut supposer que (a,, ̂ ) > 0 pour 1 < i < £ .
Alors (c^., ̂ ) > 0 pour 1 < 7 < î , i.e. ^ G 6.

Exemple : formes cubiques à trois variables
Soit G = SL3(C) opérant sur l'espace V des formes cubiques

à trois variables x , y , z . Soient U le sous-groupe des matrices
unipotentes supérieures dans la base duale de (x , y , z) , et T le
sous-groupe de G formé des matrices diagonales. On vérifie facile-
ment que les V^) maximaux (pour X G G) sont

V1 =<^ 2 , ^ 3 , ^ 2 z ,^z 2 , z 3 >; V2 = ( x z \ y 3 , y 2 z , y z \ z 3 ) ,

V3 ^ ( x ^ ^ x z ^ y z ^ z 3 ) .

Posons de plus V4 = <^z2 , ̂ ^, ^z2, z3) . Alors V2 et V4 sont
U-stables, et V4 C V 2 . Soient X la réunion de U.V1 et de V 2 ,
et Y la réunion de U.V3 et de V4. On peut vérifier que X et Y
sont les deux composantes irréductibles de 3Ïy(V), et que X ̂  U.V1

et Y ^ = U . V 3 .
Si F e V, alors F est l'équation d'une cubique Cp de P2 (C).

Alors F G X - ^ C F a un point de rebroussement en (1,0,0) ou
est formée de trois droites concourantes en (1,0,0).
F G Y «==> Cp est formée de la droite z = 0 et d'une conique tan-
gente à cette droite.
D'autre part, 3lo(V) = {F |Cp a un point de rebroussement} = G.V1

= G.X (cf. [24], § 18) et ^(V) contient strictement G.Y.
Cet exemple montre que les énoncés suivants sont en général

faux :
1) Toute composante irréductible de 3lu(V) est réunion de

certains U.Y^) avec des V^ maximaux.
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2) Si X est une composante irréductible de 5ïy(V), alors
G.X est une composante irréductible de 91 ç(V).
La situation est donc plus compliquée que pour les G-invariants
(pour l'étude de ^(V), cf. par exemple [25]).
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