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STRUCTURE GALOISIENNE
DES ANNEAUX D'ENTIERS

D'EXTENSIONS SAUVAGEMENT RAMIFIÉES, 1

par Jacques QUEYRUT(*)

Soit Z l'anneau des entiers et soit Q son corps des fractions.
On fixe une clôture algébrique Q de Q et l'on note Z la clôture
intégrale de Z dans Q. Le groupe de Galois GQ de Q sur Q est
un groupe profîni. Les corps de nombres N, i.e. les extensions de
Q de degré fini incluses dans Q, sont en bijections avec les sous-
groupes ouverts G^ de GQ .

Tout groupe d'automorphismes F de N opère sur la clôture
intégrale Z^ de Z dans N . On se propose d'étudier la structure
de Z^ en tant que Z[r]-module.

Soit %(Z) l'ensemble des nombres premiers de Z. Un auto-
morphisme 7 de N est dit ramifié (resp. sauvagement ramifié) en
p G %(Z) s'il existe un idéal premier ^ de Z^ au-dessus de p et
un entier ; supérieur ou égal à 1 (resp. à 2) tel que 7(0) — a^1,
Vu £ ZN . On note S, ou S(F), une partie de %(Z) contenant
l'ensemble des nombres premiers p tels que F contienne un auto-
morphisme sauvagement ramifié en p .

On généralise, dans cet article, au cas où S est non vide, les
résultats de Frôhlich ([10]), Taylor ([22]) et Cougnard ([2] et [3])
obtenus pour les groupes F ne contenant pas d'éléments sauvage-
ment ramifiés.

Soit ^(Z[F]) le quotient du groupe abélien libre engendré
par les classes d'isomorphismes (M) des Z[F]-modules M de type

(*) Laboratoire associé au C.N.R.S. n° 226.
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fini sans Z-torsion par le sous-groupe engendré par les éléments
(M) - (M') - (M") où M, M' et M" vérifient : il existe une suite
exacte

0 —> M'-^ M -^ M" ——> 0

telle que pour tout p E %(Z) — S la suite

0 -^ M, -f£-^ M, -fp^ M; -^ 0

est scindée. On note [M] la classe d'un Z[r]-module M dans
^(Z[F]) (voir [18]).

THEOREME 1. — Soit F un groupe d'automorphismes d'un corps
de nombres N. Soit S un ensemble de nombres premiers contenant
les nombres premiers p tels qu'il existe un automorphisme de V sau-
vagement ramifié en p . Alors [Z^] — '•[Z[r]] = 0 dans ^(Z[F])
où r = [N1' : Q] est le rang de Z^ .

L'énoncé du théorème suivant est une traduction du théorème 1
([18], proposition 1.3) :

THEOREME 2. — Sous les hypothèses du théorème 1, il existe
trois Z[V}-modules U , V , W de type fini, sans Z-torsion et deux
suites exactes :

0 —> U —> V C ZN —^ W ——> 0

o—> u—> ve Z[IT—> w—> o
localement scindées pour tout p n'appartenant pas à S .

Si F ne contient pas d'automorphisme sauvagement ramifié,
on peut prendre S vide et l'on retrouve le résultat suivant, dû à
Frôhlich ([ 10], théorème 11 ) :

COROLLAIRE 1. — Soit ^ un ordre maximal de Z dans Q[F]
contenant Z[F]. On suppose que F ne contient pas d'automor-
phisme sauvagement ramifié; alors ^®z[r]^N et ^ ^N sont des
W-modules stablement libres.

Cela se déduit du résultat bien connu suivant (voir [18], pro-
position 1.7) : soient deux Z[r]-modules M et M' localement
libres ; M et M' deviennent par extension des scalaires des ̂  -modules
stablement isomorphes si et seulement s'il existe un Z[r]-module
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X de type fini sans Z-torsion et un isomorphisme de M 9 X sur
M'ex .

Quelques résultats ont été démontrés par Frôhlich et Cougnard
dans le cas où F contient des automorphismes sauvagement ramifiés.
En utilisant les exemples de [18], corollaire 6.4, on retrouve le résul-
tat suivant, dû à Cougnard dans le cas où ISF = Q ([2]) et à Frôhlich
dans le cas général ([11]) :

COROLLAIRE 2. - Soit .W un ordre maximal de Z dans Q[F]
contenant Z[F]. Si Y est un p-groupe, 9^ Z^ est un m -module
stablement libre.

J. Cougnard ([3]) a montré que ^®^[r ]^N est isomorphe
à ^ Z^ 0 T où T est un groupe fini dont les facteurs premiers de
l'ordre sont les nombres premiers p tels que F contienne un auto-
morphisme sauvagement ramifié en p et SDÎ est toujours un ordre
maximal de Z dans Q[F] contenant Z[F]. On écrit T comme
quotient d'un module libre ; on a donc une suite exacte

0 —> M —>mn —> T —> 0.

En utilisant les exemples de [18], on retrouve les résultats suivants,
dus à Cougnard ([3]) :

COROLLAIRE 3. — Si F est un groupe métacy clique d'ordre
PQ (Q/P — \, p et q premiers) ou un groupe quaternionien d'ordre
4?^ oudiédral 2?^ (p premier) alors t^Z^]-^] = l^]-[M]
dans le groupe e£(^î) des classes des W -modules de type fini sans
torsion.

Le choix de S fait dans le théorème 1 entraîne que Z^ est
un Z[r]-module localement projectif pour tout p n'appartenant
pas à S. On peut donc considérer la classe de Z^ dans le groupe
de Grothendieck 3C^(Z[r]) de la catégorie (^ (Z[r]) des Z[F]-
modules de type fini sans Z-torsion, localement projectif pour tout
p n'appartenant pas à S (voir [18]).

CONJECTURE. -L'élément [î-^}—r[7L[V}} est d'ordre 2 dans
yC^Ztr]). // est même trivial si les constantes de l'équation fonc-
tionnelle des fonctions L d'Artin valent + 1 pour les caractères
symplectiques de F.
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Cette conjecture généralise celle donnée par A. Frôhlich dans
[10]. On trouvera une formulation plus précise dans [6]. Le théorème
suivant et plus précisément son corollaire 1 montrent que cette conjec-
ture est vérifiée pour un groupe F abélien. Ce résultat permet de
démontrer la conjecture précédente pour une large classe de groupes
(voir [6]).

Pour tout idéal premier q de N , on note F(q) le groupe de
décomposition de q dans F (i.e. le sous-groupe de F formé des
automorphismes 7 tels que 7(q) = q ) .

THEOREME 3. — 5'; F ne possède pas de caractère symplec-
tique irréductible et si pour tout idéal premier q de Z^ , F (q ) est
abélien, alors [ZJ - r[Z[F]] = 0 dans ^(Z[r]).

COROLLAIRE. - Si F est abélien, alors [Z^] est égal à r[Z[P]]
dans 3<:^(Z[F]).

Ce résultat a été démontré par MJ. Taylor ([23]) dans le cas où
F ne contient pas d'automorphisme sauvagement ramifié.

Les démonstrations utilisent les notions algébriques introduites
dans [18] et font appel à la ffC-théorie algébrique.

La première partie de cet article traite des sommes de Gauss.
On y rappelle la définition des sommes de Gauss non abéliennes.
On les décompose en produit de sommes de Gauss locales.

Les sommes de Gauss abéliennes locales s'expriment simple-
ment comme des images par l'application Det, définie dans [10]
et [18], d'éléments de l'algèbre de groupe Q[F]. Une nouvelle
propriété de congruence du conducteur d'Artin des caractères
réels permet de préciser le signe de la constante de l'équation
fonctionnelle des séries L d'Artin pour les caractères symplectiques.

La deuxième partie traite des résolvantes. On y rappelle tout
d'abord la notion d'invariant relatif de réseaux sur une algèbre de
groupes. Ceci permet de définir le discriminant d'un réseau par rap-
port à une forme hermitienne à valeurs dans K[F]. On généralise
ensuite la notion de radical introduite par Frôhlich ([8]). Ceci per-
met de donner une nouvelle définition de la résolvante d'une base
normale d'un corps de nombre introduite par Frôhlich ([11]).
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Dans la troisième partie, on utilise la deuxième partie pour
étendre la définition des résolvantes des anneaux d'entiers d'exten-
sions modérément ramifiées donnée par Frôhlich ([10]) à tous les
anneaux d'entiers. On donne leurs principales propriétés fonctorielles.

La dernière partie donne la démonstration des théorèmes 1 et
3. Elle est basée sur une propriété fondamentale des résolvantes des
anneaux d'entiers (théorème 4.1). Plus précisément, on démontre
que les résolvantes sont représentées par les sommes de Gauss. C'est
cette relation qui réalise le passage entre la structure algébrique et
la structure arithmétique des anneaux d'entiers.

Notation. — Pour tout anneau A, on note A* le groupe des
éléments inversibles de A.

1. Sommes de Gauss galoisiennes.

Soit G^ un sous-groupe ouvert de GQ , K son corps des
invariants. Soit %(K) l'ensemble des places de K. On identifie
%(Z^) et l'ensemble des places non archimédiennes de K . On a
^(K)=^(Z^)U^JK) où %JK) est l'ensemble des places archi-
médiennes de K . L'indexation par un élément p G %(K) désignera la
complétion en ^ .

Soit R(G^) le groupe de Grothendieck de la catégorie des G^-
modules topologiques de dimension finie sur Q. Ce groupe est la
limite inductive limXo(Q[G^/Gp]) où F parcourt l'ensemble des
extensions galoisiennes finies de K incluses dans Q .

Soit V un G^-module topologique de dimension finie sur Q.
Tout élément g de G^ définit un Q-endomorphisme de V. On
obtient ainsi un homomorphisme de G^ dans End^V). En compo-
sant avec la trace, on définit une application de G^ dans Q ap-
pelée le caractère de V. L'application qui à V associe son carac-
tère définit un homomorphisme, noté Tr, de R(G^) dans l'anneau
des fonctions centrales de G^ dans Q. Les deux applications qui
à tout G^-module topologique V de dimension finie sur Q asso-
cient la dimension de V sur Q et l'homomorphisme qui g G G^
associent le déterminant du Q-endomorphisme de V défini par
g , définissent deux homomorphismes :
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dim : R(G^) —> Z

det : R(GK) —^ Hom(GK,Q*) .

Si Gp est un sous-groupe ouvert de G^, on définit V01"
comme étant l'ensemble des éléments de V fixe par Gp . Par li-
néarité on définit p01" pour tout R E R ( G K ) . On appelle noyau
de p = [V] l'ensemble {g G G^ ,j[(u) = v , Vu G V}. C'est un
sous-groupe ouvert de G^ et 3C Q(Q[G^/Gy]) s'identifie au sous-
groupe de R(G^) formé des éléments p tels que Ker p D Gp.

Si G? est un sous-groupe ouvert de G^ , on définit les homo-
morphismes d'induction Ind^ : R(Gp)——> R(G^) correspondant
à l'extension des scalaires p = [V] —> [Q[GK/Kerp] ®Q^ /^j V]
et de restriction Res^ R(G^) —^ R(Gp) correspondant à la res-
triction des scalaires.

A partir du conducteur d'Artin, on définit une fonction fp
de U R(GK) dans Q* où K parcourt l'ensemble des extensions

K C Q _

de degré fini de Q incluse dans Q caractérisée par les propriétés
suivantes :

1) VpeR(GK) , ÎK(P)= n f^(p)
p €:*x(K)

2) V^G%(K) , l'application p—> ^(P) est un homo-
morphisme de RCG^) dans Q*

3) Soit (G^/eR les groupes _supérieurs de ramification (voir
[19], p. 83) pour une place ^ de Q au-dessus de ^ G%(K). Soit
P G R ( G K ) de dimension 1; on note n ^ ^ ( p ) le plus petit entier
t tel que p(G^) = 1 . On a

^(P) = Ca^d(ZK/p)"Klp(p) si ^ est une place non archimédienne

fK,p(^) = (- 1) K' ^ si p est une place archimédienne.

4) Soit G? un sous-groupe ouvert de G^, p G R(Gp) de
dimension 0, alors f ^ (IndF/K(P)) = n f^^(p) où ^ parcourt

^^ples places de F au-dessus de ^ e %(K).

On montre que ^J?) = /^(dimp - dim p0^) dt est un
^o _

entier, ne dépendant pas du choix de la place $ de Q au-dessus
de \> . On a Vp G R(G^)



ANNEAUX D'ENTIERS D'EXTENSIONS SAUVAGEMENT RAMIFIEES 7

^K,^ (P) == cardCZ^)"1^ p si p est une place non archimédienne

^ K , ^ ( P ) = (~ 1) K > p si -p est une place archimédienne.

L'entier n^^(p) est égal à ^/^^(P)) où Kç est le corps
d'inertie de ^ . Le groupe GQ opère sur RCG^), (voir [18], § 2)
et l'on a :

Vt)£%(K), V^£GQ, VpeR(GK), ^K,^)=^(P).

Soit R^GK) (resp. R^G^)) le sous-groupe de R(G^) en-
gendré par les classes des G^-modules topologiques V munis d'une
forme bilinéaire non dégénérée invariante par G^ (resp. alternée).

PROPOSITION 1.1. -Pour tout pER^G^) et pour tout
^E%(Z^), f K , ^ ( P ) est congru à 0 ou à f^(detp) modulo 4.

Remarque. - Cette proposition est une généralisation du théo-
rème de Stikelberger sur les discriminants. En effet, soit Gp un
sous-groupe ouvert de GQ , et p la classe du Go-module Q[GQ/Gp] ;
fic,^?) est la valeur absolue du discriminant de F sur Q ; det p
a pour caractère la signature de la permutation définie par les éléments
de GQ/GF sur lui même ; f (detp) est la valeur absolue du discri-
minant de F^^®^ sur Q, qui est une extension quadratique de
Q. Ces deux discriminants ont le même signe.

Démonstration. — Tout élément de R^G^) est combinaison
Z-linéaire d'éléments p des trois types suivants (voir [17]) :

type 1 : p = [VCV*] où V est simple et V* est le dual
de V, la forme sur V 3 V* est la forme hyperbolique.

type 2 : p = [V] où V est simple et la forme sur V est sy-
métrique.

type 3 : p = [V] où V est simple et la forme sur V est al-
ternée.
Par linéarité il suffit de démontrer le résultat pour p de chacun des
trois types précédents. Comme f K . ( P ) = n f r ^(Res^p) où Fr <ï?/p r > 4 s K _
est un corps de décomposition de p , on peut supposer que Q^^
est une extension non décomposée de K .

Soit p = [ V C V * ] dutype l . o n a f K . p ( p ) = fK,^ ( [V] ) 2 d'où
le résultat car det p est trivial.
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Soit p = [V] du type 2 ; le résultat est une conséquence du
théorème de Serre ([21]).

Soit p = [V] du type 3 ; det p est trivial; le groupe G^/Kerp
est hyper-résoluble. Il existe donc un sous-groupe ouvert G^ de G,.
contenant Kerp et a G R(G^) de dimension 2 tel que p = Ind^a)
et G^/KQT(O) est un groupe quaternionien H^ , (voir [17]). On
a donc :

^ K , p ( P ) = f^/Ind^a)) = f^<Ii<(a - 2.1^)) fK,/Ii< l^)2

-ÎK^dnd^lG^^nf^a) .

Il suffit donc de démontrer le résultat pour a.

Si l'extension Q^^/L n'est pas totalement ramifiée, son groupe
d'inertie est inclus dans le groupe cyclique distingué d'ordre 2m de
G^/KerÇa). La restriction de a à ce groupe d'inertie est du type 1,
donc n^^(a) est pair, ce qui démontre le résultat ; on peut donc
supposer que l'extension Q^0 de L est totalement ramifiée.

Si 2 £ ^ , m est une puissance de 2, les propositions 4.4 et 4.5
de [13] montrent que ou bien les nombres supérieurs de ramifica-
tions de G^/Kera sont des entiers ou bien Z^/^ contient les ra-
cines cubiques de l'unité on en déduit que n^ ^(o) est pair dans le
premier cas et que N^/Q^) est un carré dans le deuxième cas, donc
?L ^(a) est au carre-

Si p est un idéal au-dessus de p , p =^ 2 et p = — 1 mod 4,
alors m est _une puissance de p , l'extension modérée maximale
de L dans Q^^ est de degré 4, donc Z^/^ contient les racines
quatrièmes de l'unité. Comme p = = — l mod 4, l'indice d'inertie
de p dans L est pair; donc, N^/QOP) et par suite }^^(o) sont
des carrés.

Soit J(K) le groupe des idèles de K ; pour tout ^ E %(K),
on plonge K^ dans J(K) et on plonge K* dans la diagonale de
J(K).

La définition des sommes de Gauss galoisiennes fait intervenir
la théorie du corps de classes. L'application d'Artin est normalisée
de telle sorte que les Frobenius géométriques correspondent aux
uniformisantes (voir [7]). La théorie du corps de classes donne
donc un homomorphisme de J(K)/K* dans G^ ; on le note
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x\—> (x ,* /K) , (voir [19], p. 226 ou [7]). Si TT est une unifor-
misante de K p , on a donc ( 7 r , * / K ) = F K ^ où F^p provient
de la substitution de Frobenius, générateur topologique canonique
du groupe de Galois d'une clôture algébrique du corps résiduel
^p/^ ZK^ de Kp . Pour tout sous-groupe ouvert H de J(K) conte-
nant K*, il existe une unique extension abélienne L de K telle
que H = K* NL/K(J(L*)), appelée corps de classes de H. Par
passage aux quotients, l'homomorphisme x 1—> (x , */K) induit
un isomorphisme de J(K)/K* N^/K(J(L*)) sur le groupe deGalois
de L sur K ; on le note x 1—> (x , L/K). En particulier, soit
c = H \> mw, un «cycle» de K (m(^) > 0 et m0) = 0 pour
presque tout p ) ; on appelle corps de classes de rayon c , le corps
de classes du sous-groupe He de J(K) égal à K* Uç où Uc est
formé des idèles (o'p)pe^(K) vérifiant : a? est une unité pour tout
^E^(ZK) et si m(ip) >Q

pour ^ une place non archimédie une, a? = 1 mod^^^0

pour \> une place archimédie une et réelle, a? est réel et positif.

Pour la suite on fixe un caractère additif non trivial i//^ du
groupe A(K)/K dans Q*, où A(K) est le groupe des adèles de K .
On note i^,p sa restriction à K p : ^^41 : K^)——> A^/K—^ Q.

Si V/K est un autre caractère additif de A(K), il existe a £ A(K)
tel que ^(x) = ^K^x), \/x G A(K) (voir [16], XW, § 6, théo-
rèmes 10 et 11). Le caractère ^ est trivial sur K si et seulement
si û G K . Soit d^ ou simplement à un générateur de l'idéal ^)"Z^
où n est le plus petit entier tel que ^ ^""ZK ) :== 1 • L'idéal
^"ZF, est appelé le conducteur de ^K.^ Tous les caractères addi-
tifs de A(K) s'expriment à l'aide du caractère canonique de conduc-
teur la différente <DK ;a de K p sur Q^ ; ce caractère est donné
par la composition des homomorphismes

K.-^Q.-^Q^^-Q/Z^C*

où (1) est la trace de K? sur Q
(2) est la suijection canonique
(3) est l'injection canonique qui applique Q. 17. sur la p-

composante du groupe divisible Q/Z
(4) est l'application exponentielle x —> e2i7TX .
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Soit N une extension abélienne K contenue dans Q. Il
existe un plus petit corps de classes de rayon c contenant N. On
note \>fi la ^ -composante de c . Le cycle c est le plus grand cycle
tel que :

N N / K ( J ( N ) ) K * D K * U C .
On pose :

<)„ = Z^ et pour / >0 U<̂  = 1 + p'Z^ .

Si fi est supérieur ou égal à 1, on pose pour ; compris entre 1 et S.

WK) = [U^ : U<^]-i Z (./̂ , L/K)-' ̂  ,0c/^).
.eu /̂u<^

Cet élément de Q[GK/GJ* ne dépend pas du choix de l'unifor-
misante TT de Kp et ne dépend pas du choix du générateur d du
conducteur de i^,,,. Comme ;• est positif, [U^ : U^ ] est
une puissance de la caractéristique p de Z^ / Z^ ;'il existe donc
un entier n tel que :

p"4(L/K)GZ[GK/GJ.

On note ^(N/K) l'image de ^(L/K) parla surjection :

QlGK/GJ^^QtGK/GN]*.

Soit Det l'application définie par A. Frôhlich ([10]) (voir [18]
§2).

LEMME 1.2. - Soit P G R ( G K ) tel que dim p = 1 et
Ker p =5 GL .

1) A- ;• < «K,^(P) , Det^(L/K)) = 0

2) Si i >max(«K,p(p), 1), Detp(^(L/K)) = 0

3) Si «K,p(P) = 0, Det^(4(L/K)) = - Det/Cîr^, L/K)).

Démonstration. - Ce lemme se démontre comme les résultats
classiques analogues sur les sommes de Gauss.

Comme dans [7], on peut unifier ces trois formules de la façon
suivante : pour tout p G R(Gg), on pose

^K.p^P) ""^(P) - dim(p- p0^) = /^"(dimp -dmip^dt.
J \
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DEFINITION 1.3. -Soit PER(GK) de dimension 1 ; on appelle
somme de Gauss abélienne l'élément T^ .À p) = n r06 (p), où

'ÛÇ=-<'Pf\(\ "-»?

T^(P) est dé fini p a r : v^w

si \) est une place archimédienne, r^ ( p ) = 1K , ^ >

si p est une place non archimédienne,

^f/^) = ( S Pp(^/7^)-1 ^K,^/7ûfp))
^u^/u00

^WYp Det.(-FK,p)-1 ,
< û^Ko^ P ^r fa composée des applications

K; —> J(K)/K* -^ G^ -det^ Q

et 7 ̂  ^^2 élément de valuation n = ^cj^ ^(P) + 1 .

THEOREME 1.4. - // ^xz^^ ^^ê unique application TK ^
U R(GK) dans Q* oli K parcourt l'ensemble des sous-extensions

K. C Q
ûfe Q de degré fini sur Q vérifiant:

1) ^(P) = n ^pCP) ^^ ̂ ^ 50/^r p G R(G^) er K C Q
p Gy(K)

2) VP,P 'CR(GK) , ^K,p^+^)= TK.p<^) ^/P')

3) Si p est de dimension 1, T K + ) ( P ) == T^6 (?)

4) Soit G? M^ sous-groupe ouvert d'indice fini de G^ et soit
p £ R(Gp) de dimension 0, alors

r^(Ind^(p))= ̂  r^(p).

On appelle somme de Gauss galoisienne l'application r définie
ci-dessus, on a :

r^{p^ = 1 si / ÎK,p(P) = 0 et rf^ = 0
le produit n T., ^ (p) a donc bien un sens.

P<SÎ(K) K ï p

Démonstration, — Soit TT un plongement de Q dans C; la fonc-
tion p —^ 7r(^K,p(P)) est égale à la fonction e(7r o p , TT o ^ , ûbc)
définie par Deligne dans [7] pour dx la mesure telle que

/- ^-N^^^^/o,)-172
K?
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et p E R(G^) de dimension 1. Deligne a montré que la fonction e
était prolongeable à U_ R(G^) en une fonction vérifiant les quatre

KCQ
propriétés précédentes. L'image réciproque par TT de cette fonction
répond à la question. L'unicité découle du théorème de Brauer.

Remarque. — II serait intéressant d'avoir une démonstration
algébrique de ce théorème. Ceci a été fait par A. Frôhlich et M. Taylor
([15]) pour les représentations modérément ramifiées. Comme on
le verra plus loin, la détermination d'un élément ^K,I?^QI^] ^
que Detp(^K,^) = ^^(P) ^P ç=- R(G), est fondamentale pour l'étude
de la structure des anneaux d'entiers.

PROPOSITION 1.5. — Soit L un corps de rayon divisible par -p2 ;
pour tout p £ R(GK.) tel que Ker p 3 G^ , on a en posant

8.

^(L/K) = Z ^(L/K) :
i = i

Detp(^ (L/K)) = 7^(p). Det ^ (- F^).
P K

Démonstration. — Par linéarité, il suffît de démonter le résultat
lorsque p est de dimension 1.

G°
Si p K = 0, Sïjù^^(p) = ^K,^(P) — 1 > 0. D'après les parties

n

1 et 2 du lemme 1.2, Det^(^ r^(L/K)) = DetpO^^L/K))

G0

est aussi égal à ^(P)- Si p K = p , ^K,p(?) = 0 = ^K^(P)-

r^(p) =( Z P^WTrrf)-1 ^ ^ ^ / T r d ) (-p^))-1 = P/rf).
^u(KO),<lt

Remarque. — La motivation du choix de la normalisation de
l'application d'Artin précédente sont les suivantes : l'équation fonc-
tionnelle locale de Tate (voir [7], 3.3.1) conduit naturellement à
définir les sommes de Gauss abéliennes par la formule donnée dans
la définition 1.3 ; la normalisation de l'application d'Artin est imposée
par des raisons topologiques (voir [7], 3.6) et des raisons algébriques
(l'action de GQ sur les sommes de Gauss et sur les résolvantes est
identique, (proposition 1.6 et proposition 1.5 de [10])).
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Si p = [V], on note p* = [HomQ(V,Q)]; on définit ainsi
une involution sur R(G^), (voir § 2.b).

PROPOSITION 1.6.
1) î~K,p (P ) . ^(P*) = ^K,/P) (detp)^(- 1) o^ (detp)^ ^

/^ composé des applications
, detp _

K^——^ J(K)/K* —> G^ ——> Q .

2) 5bzY Ver^/o le transfert de GQ û?û^51 G^

V^GQ, ^(P^^K^ detp .VerK/Q(^).

Démonstration. — Elle découle du résultat 7.2 de [17] en tenant
compte de la normalisation choisie de l'application d'Artin.

PROPOSITION 1.7.
1) Soit p e R ( G K ) tel que detp = 1. Pour tout ^G%^(K)

^K,p(P) est pair.
2) 5b^ TT un plongement de Q ûfc^ C; il existe

^ K ^ H o m G Q ( R ( G K ) , Z * )

^/ ̂ ^ Va? £ GQ , Vp G R^GK) ^/ ^^^ det p = 1 ,

TT o û;(^(P) TK(P) " (-l)"^^2)pe^(K)

soit réel et positif.

Démonstration. —
1) Soit / un nombre complexe tel que i2 = — 1 . On a :

(r"K,,(P))2 = (_I)"K,,(P) = f^ (? ) p o u r ^ G ^ , ( K ) . Si p est
de dimension 1, f K ^ ( p ) = (det p ) ^ ( — 1 ) ; donc, pour tout p ,
IK i?(P) = (det pK(— 1). Par la théorie du corps de classes, — 1 cor-
respond au Frobenius à l'infini. Comme det p = 1 , (det p)p(— 1) = 1 .
Donc n^(p) est pair et ̂ ^ est réel.

2) Soit WK la constante de l'équation fonctionnelle de la
fonction L d'Artin. On a :

T T C O;(TK(P)) n f^^ = WK(TT o cxj(p)) n
^e^(K) pe^(ZK)
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On utilise le système de générateur de R\G) donné dans la dé-
monstration de la proposition 1.1 pour définir y ^ . Si p = p* ,
on sait que W^TTO u(p)) = + 1 pour tout a? G GQ (voir [14]);
on pose y ^ ( p ) = 1 . Sinon, p = [V], V étant un Q[G]-module
simple muni d'une forme alternée non dégénérée invariante par G ;
on a detp = 1 . Alors :

^ou(rK(p) n (-i)"^2)
^ C ̂ (K)

= T T O CJ o 7T-1 o 7T(T^p) îl (-1/ÎK^ (p)/2)
^^(K)

= W K ( T T P ) n T T O 0;o 7T-1 (VfK,^(P))
r Ç 3log(K)

car WK(7rp) = ± 1 , d'où :

W^TT o G;(p))/WK(7Tp) = ̂ ^ (TT o 0) o TT-1 (VfK,p(P)))/VfK,^P)-

D'autre part,
WK(P)= n WKp(p) ,e^z^) 'r

et on a de même :

WK,/7r°^(p))/WK^(7rp) = (Tro^oTr-^VfK.^P^YVfK,^?).
(voir [11]).

Le signe de W^ ^(Trp) ne dépend donc que de la restriction de
T T O C J O T T - 1 à Q(VtK^(P) ) -

si ^K,^(P) est un "̂'̂  }NK^(7^P) ^^K^^ 0 ^P) . on P^^d
^K(P) égal au signe de WK,p(7rp) .

^1 ^ K , p ( ^ ) nîest P^ un carré, alors d'après la proposition 1.1,
^Vfic,?^)) :== ÛCVP") ûù p ^ — l mod. 4. Il existe dans
^(v^P^ une unité de norme — 1 ; on choisit p dans une classe de
Go-conjugaison de R^G^), on choisit e^(Trp) ayant le signe de
W^.,(7rp), et on pose, pour a E GQ ,

y^(P°) = n OOTT-^e^TTp) ) .
^e^L*(Z^)

La fonction y^ ainsi construite répond à la question.

Remarque. — La deuxième partie de cette proposition est une
généralisation de la proposition 6.1 de [11] établie dans le cas où p
est une représentation de G^ fidèle sur un groupe quaternionien.
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Soit £ un nombre premier, on note Kerrfg l'ensemble des
éléments p de R(G^) dont le caractère est nul sur les éléments
d'ordre premier à £ de G^/Kerp où Kerp a été défini comme
étant le plus grand sous-groupe ouvert de G^ tel que p appartienne
à 3Co(Q[G^/Kerp]). Comme p est de dimension 0, le caractère
de p est nul sur Kerp .

Soit G l'ensemble des idéaux premiers de Z au-dessus de £
(^ H Z = £Z). Soit x , y E Z on dit que x est congru à y mod ^,
on le note x = y mod J?, si et seulement si x — y appartient à
tous les idéaux premiers de ^.

On a la proposition suivante (voir [7] théorème 6.5) :

PROPOSITION 1.8. — Pour tout idéal premier ^ de Z^ et pour
tout nombre premier S. tel que £$£.p , on a :

V p ^ K e r d f i Î -K^(P ) = Det , ( ) ( -FK ^~1 mod;?.
p°K

COROLLAIRE 1.9. —Pour tout idéal premier ^ de Z^ et pour
tout nombre premier S. tel que S. ^ ^ ; on a :

VpEKer^ f K , p ( P ) = 1 mod J?.

Démonstration. — Le corollaire 1.9 se déduit de la proposition
1.8 et de la proposition 1.6. Montrons la proposition 1.8; le groupe
Kerûfg est engendré par les éléments de la forme Ind^(p '— p " ) où
p' et p" sont de dimension 1 et Trp' == Trp" mod R ([7], pro-
position 1.8). La propriété d'invariance par induction permet de se
ramener au cas où G^/Kerp est abélien, et p = p ' — p " où p '
et p " sont de dimension 1 et Trp' = Trp" mod K. On a alors :

TK^(P) Det ^ (- FK,^) = Det^(^(L/K))
P K

où L est un corps de rayon assez gros contenant QKeTP . Il existe
un entier n tel que r(L/K) appartienne à pnZ[GJG^\ où p est
la caractéristique de Z^/^Z^ . Comme £ ^ p, on déduit que
Det^(r(L/K)) est une unité en K et

Det^O(L/K))x Det^O(L/K))-1 = 1 module ^.

On introduit la notation suivante qui sera utilisée dans le pa-
ragraphe 4. On pose pour p Œ R(G^)
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^/^^K,^) Det^(-FK, , ) .
p ^On a donc :

^ p ( P ) = l mod/? pourtout p G K e r û ? e et tout C ^ - p .

Soit GN un sous-groupe ouvert de G^ et A^/K le discriminant
de N sur K , on pose pour p G R(GK) tel que K e r p D G N

^/K^^/P)-

^/K^) ̂  au produit des T^(p) pour p divisant A^/K n/.^.
Pour tout nombre premier p , on pose : p

7-° = n T°
'N/K,? ^ 'N/K,,^

On définit ainsi des homomorphismes de 3<^ Q(Q[G^/G^]) dans Q*
vérifiant les propriétés 1 à 4 du théorème 1.4.

2. Résolvante.
a) Invariant relatif de o [F]-réseaux

On introduit tout d'abord une généralisation aux algèbres de
groupes de la notion d'invariant relatif de deux réseaux.

Soit o un anneau de Dedekind, K son corps des fractions,
%(o) l'ensemble des idéaux premiers non nuls de o . On suppose
que K est de caractéristique 0 et que pour tout ^ £%(o) , o/^o
est un corps fini.

Soit F un groupe fini. On note R(F) le groupe des carac-
tères de F à valeurs dans un clôture algébrique K de K . Il s'iden-
tifie au groupe de Grothendieck 3<:o(K[r]). Pour tout idéal p de
o , on note P^ (F) le sous-groupe de R(T) formé des caractères
nuls sur les éléments de F d'ordre appartenant à ^ .

On fixe une partie S de l'ensemble ^ (o ) . L'indexation par
un élément ^ de %(o) désignera la complétion en ^ . Ainsi Kp
désigne l'algèbre commutative K ®^ K^ et °p l'algèbre o"®^
où o est la clôture intégrale de o dans K .

Soit 3C^ei(° [r]) le groupe de Grothendieck relatif de la
catégorie e^(o[F]) des o [Fj-modules de type fini, sans o -torsion
et localement projectifs pour tout ^ dans %(o) — S. Ce groupe
est engendré par les classes d'isomorphismes d'éléments de la forme
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[ M , a , N ] où M , N sont dans e^( [F]) et a est un K[F] auto-
morphisme de K ®o M dans K®o N (voir [18], § 1).

Le groupe ^^rei^^D est isomorphe à la somme directe

^s^rei^p^D.ts ^S^D où ^o,rei(°^r]) s'identifie au
groupe de Grothendieck de la catégorie des ^ [H-modules de o^ -
torsion qui sont quotient de deux o [Fj-modules projectifs et
^^p^D est le êîo^pe de Grothendieck de la catégorie des o^ [F]-
modules de ^ -torsion.

Soient X et Y deux o {H-réseaux d'un K[r]-module V de
type fini, et appartenant à ^ s ^ ) , on appelle invariant relatif de
X et Y l'élément X^r^X, Y) = [X, 1 , Y] de 3<:^(o[r]).

Si S est fixé, on le notera plus simplement x r r i ( X , Y ) .

Si aEJ(M^(K[ri)), groupe des idèles de l'algèbre MJK[r]),
et X un o [H-réseau de K[r]" appartenant à (^ (o[r]), on définit
ô(a) par ô(a) = x^pj(X, aX) où aX est l'unique réseau vérifiant
(aX)^ = û;^X^, pour tout p dans %(o) (§(a) ne dépend pas du
choix de X).

Pour chaque idéal ^ de ^(o), on choisit un idéal s^ de o
au-dessus de p et on note G^ le groupe de Galois de Kçn sur
Kp ; le théorème 6.1 de [181 montre que pour tout ^ G % ( o ) , l'ap-
plication 8^ se factorise par l'application Det en un isomorphisme
A^, rendant commutatif :

— pour ^ f S , le diagramme suivant :

Hom^ (R(F), K^)/Det(Op [r]*) ——^—— ̂  ^(o^, [F])

\, '/
Det \ / Sn

^Ci(Kp[r])
pour .p G S le diagramme suivant :

Hom^ (RCn.K^/H^^o^jr]))—^-^ ^^(^[F])
^ ^< /
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où 3<:i(K^[r]) est le quotient de Imi GL^K^F])) par son sous-
groupe des commutateurs et

H(^ [F])) = {/G Hom^ (R(D , K^), /(P, (F)) Co-^} .

Si K est un corps de nombres, on en déduit, en utilisant les résultats
de [18], (théorème 6.1), le diagramme commutatif suivant: soit
Î28 le groupe

^ Hom^ (R(F) , K^/Det^ [F]*)

,ts Hom^(R(r) - ̂ /HWopÏr]))

^rei^n) ^W^D^Wri)
A

^A, ^

y I

A ?

Hom^(R(G), WVH^O) [r])) ^

où H^e^Coir])) est l'ensemble des /G Hom^ (R(F),J(K)) véri-
fiant : K

s i^ es, /(P^(r))^c^;
si \> E %(o) - S, il existe aE op [r]* tel que Det^(a) = f(p)^

pour tout p G R(T) ;

si ^ G%^(K), ^ réelle, f(p\ est réel et positif pour tous les
caractères p symplectiques de F (i.e. p G R^F)).

Ces applications étant toutes des isomorphismes, on identifiera
ces groupes. On a donc la relation suivante : pour tout a G J(M (K[F]))

Xo(n(X,aX)=Det (a ) .
Il est clair que

^[^](x-Y)=(Xo^^](Xp,Y,))^^

où X et Y sont deux o[F]-réseaux de K[Fr dans (^ (o[F]).

b) Discriminant d'un G\V}-réseau par rapport à une forme hermitienne
L'algèbre_K[F] est munie d'une involution, notée À—> ~\,

définie par À == ^ a^j-1 si X = V û 7. Cette involution
T^r ^er

se prolonge à J(M^(K[F])).
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Le groupe R(r) est muni d'une involution, notée p — ^ p * ,
par prolongement de l'application qui à un K[r]-module V de type
fini associe Hom^(V,K). Par suite^ le groupe Hom^(R(T), J(K))
est muni d'une involution /'—>f où /(?)=/(?*) pour tout
P ^ R(F).

On en déduit une involution sur 3C8 ,(o[F]). On a
Det(o) = Det(a) quel que soit aE JCM^KIFDf (voir [10], Ap-
pendice IX, proposition 2).

Soit V un K[r]-module de rang défini r . Une forme hermi-
tienne sur V est une application T de V x V dans K[F] vérifiant
les deux conditions suivantes :

i ) V t ; E V , l'application v ^ — > r T ( v , v f ) est K[r]-linéaire
ii) \/v G V, \/v E V', T(v , î/) = T(î/, v).

PROPOSITION 2.1. - Soit V un K[r]-module de rang défini
r muni d'une forme hermitienne T. Soit X un o[r] réseau de
V localement libre en dehors de S et L un o[F]-réseau libre de
base (e^, e^ ,..., ë y ) . L'élément

Det((T((?,, é?,)),^) x^(L,X) X,(r](L,X)

de 3C ̂  ^(o [F]) ne dépend pas du choix du réseau libre L.

Démonstration. - Soit L' un autre o[r]-réseau libre de base
( e [ , . . . , e[ ), et soit P la matrice de passage de la base (^ , e^ ,..., Cy)
dans la base (e[, e\,..., e[). On a d'une part :

Det((T(^., ^;)),,) = Det(P) Det((T(^,, ^,),,)) DetP,

et d'autre part
X,I^l( I^X)=D e t(p) - lX rr] (L.X) .

c>

DEFINITION 2.2. — On appelle discriminant de X Vêlement

DetaTC^^^^^x^ri^'X)^^]^^) de ^Lei^l)
défini par la proposition précédente. On le note D^(X).

PROPOSITION 2.3. -

1)D^(X)=(D,(X,))^^.
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2) DT(X)=DT(Y)x,(r](X,Y) x,^(X,Y) Pourtout o[F]-
réî̂ û^ Y de V rfû^y fe S-genre de X.

3) A* X ^ ̂  o[F]-morfMfe iïZw, D^(X) = Det(T(^,, ^), .)
où (é? i , . . . , É?,.) ^r ^w base de X ^r o [F].

La démonstration découle immédiatement de la définition.
Soit X un o [F]-réseau de V; on pose

X* = {i;EV, VxEX, T(;c,iOGo[F]};

X* est appelé le dual de X. Il s'identifie à Hom^pj(X, o[r]) en
faisant opérer o[F] par : p est l'homomorphisme x '—> f(x) j~1,
pour tout 7 dans F.

PROPOSITION 2.4. - Soit X un o[V}-réseau de V localement
libre pour tout ^G %(o) .

1) X^r]^'^ = X,^]^*^*) Pour tout o[V}-réseau Y ^
V rfû^ ô^(o[r]).

2) DT(X) =^^^(X,X*).

Démonstration. — En complétant on se ramène au cas où X
est libre sur o^ [F]. Soit (^, . . . , ê y ) une base, il existe alors une
baseduale (^,...,^). Il est clair que X* a pour base (^ , . . . ,^*) .
Il existe aŒGL^o^F]) tel que X = a Y , Xo^^](x . Y) = Det(a).
On a Y * = a X * . Donc Het^5=x^(r](Y*,X*).

c) Radicaux
Ce paragraphe unifie les notions introduites par A. Frôhlich

dans [8], [9] et l'appendice de [10] en généralisant la définition de
radical.

Soit 3<:i(K[F]) le groupe de Whitehead de la catégorie suivante :
les objets sont les couples (V, f) où V est un K [F]-module de type
fini et / est un K[F]-automorphisme de V; les morphismes de
(V, /) dans (V', /') sont les applications ^ de V dans V' telles
que (p° /= /'o ^ (voir [18], § 1).

On suppose pour la suite que l'application induite par l'extension
des scalaires de 3<:i(K[F]) dans JCi(K[F]) est injective. C'est en
particulier le cas lorsque K est un corps de nombres (voir [18], pro-
position 2.8) ou un corps local.
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DEFINITION 2.5. - On appelle radical de 3<:^(K[r]) un élément
x vérifiant : il existe un entier n tel que nx £ 3<^(K[r]).

Les radicaux de 3<:i(K[r]) forment un groupe, noté (R(T,K) .
Ce groupe est le sous-groupe de 3<:i(K[r]) engendré par les

classes des couples (V,/) où V est un K[r]-module de type fmi
sur lequel G^ opère par automorphisme semi-linéaire, (c'est-à-dire
que pour tout g E G^, il existe un_K-automorphisme, encore noté
g , de V dans V tel que VA G K, Vu G V, g(\v) = g(\) g(v))
et / est tel qu'il existe un entier n tel que /" commute avec
Faction de G^ . Ces conditions entraînent que (V, /") est rationnel
sur K (voir[l], § 8,n°7).

On note f f i ( r ,K) le quotient de (R(F,K) par 9C^K[r]). On
a donc une suite exacte

i—> a<^(K[r])—> <R( r ,K) -^ aiœ.K)—> i .
Comme K est assez gros, l'application Det est un isomorphisme

de 3<:i(K[r]) sur Hom(R(r),K*) ([18], proposition 2.2). Le groupe
(R(r ,K) a pour image l'ensemble des homomorphismes h de R(F)
dans K* tels que h" appartienne à Det0Ci(K[r])) pour un certain
entier n. Le groupe Det(3<:i(K[r])) est égal à l'image de K[F]*
par l'application Det définie par A. Frôhlich ([ 10]).

On fait opérer G^ sur Hom(R(F), K*) en posant, pour
pGR(D, hg(p) =^(p^~1); pour cette action^ Hom(R(r),K*)
est un GK -module topologique et Homç (R(r),K*) est l'ensemble
des éléments fixes par G^ . On a

Det(3^(K[n)) C Hom.(R(D , K*).
K,

JOn en déduit une action de G^ sur f i ( r ,K) , ^(F.K) et
3<:i(K[r]). Cette action est l'action naturelle définie dans [18], § 2.

Soit $ = Hom(GK , 3<:i(K[r])) l'ensemble des homomorphismes
continus de G^ dans 3<:i(K[r]). On note ^(F.K) le sous-groupe
de (R(r, K) tel que

f i < ï > ( r , K ) = { A G ( R ( r , K ) , 30E< î> , W = (f>(g) h, V^EG^};

c'est le sous-groupe de (R(r ,K) engendré par les éléments (V,/) tels
que V est un K[G]-module de type fmi sur lequel G^ opère par
automorphismes semi-linéaires et tel que pour tout g E G^ , il existe
<^ un K[r]-automorphisme de V commutant avec l'action de
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GK et ^g un K[r]-homomorphisme de V sur V^ tels que
</Ç1 ° / ° ̂  = / ° ̂  .

On a f iœ^^Cfi^r^C^a^K). En effet, le sous-
groupe de GK laissant un élément h de Det((R^(F, K)) fixe est
d'indice fini n\ il est clair que A" G Homç^(R(r) ,]<*). Comme
Det(3<:i(K[r])) est d'indice fini dans Hom^(R(r),K*), il existe
un entier n tel que h^ appartienne à Det(3K^(K[r])). Soit
~xe M (F , K)^ représenté par x G (R(T , K) ; rapplication ^ définie
par 0^(^) =^^^ - ' l appartient à $.

PROPOSITION 2.6. — L'application x —^ 0^ est un homomor-
phisme surjectifde 91 (F , K) K dans ^ de noyau

Si(^,K)GK/^^(K[^]).

Démonstration. — On considère la suite exacte :

1——> f i ( r ,K)—>9C, (K[r] )—> 3<:,(K[r])/dî(T,K)-^ 1 .

Le groupe 3C^(K [r/)/(R(r , K) est par définition sans torsion ; comme
H°(GK ,3<^(K[r])/(R(r,K)) est de torsion, ce dernier groupe est
trivial. Par le théorème 90 de Hilbert îî^G^^C^Kir])) est trivial;
donc H^GK , fi(r, K)) est trivial. En utilisant la suite exacte:

i—> s<,(K[r])—> (R(F ,K) —^gi ( r ,K)—> i
on déduit la suite exacte :

a<:i(K[r])-^ fiœ.^—^Mœ.K)01^
-^ Hom(GK , 3Ci(K[r])) —> 1 .

Il est clair que le cobord 9 donne l'application de la proposition 2.5.

La suite suivante est exacte :

i —>3<:i(K[r]) —> ^(rMO-^gKiMC)01^ -^ i .
Au moyen de l'application Det, on identifie 3Ci(K[r]) et

Hom(R(r), K*^; ainsi 3Ci(K[r]) s'identifie à un sous-groupe de
Hom^ (R(D ,K*) et $ à Hom(GK, Det0<:i(K[r])).

K

On note Homo (R(T),J(K)), l'ensemble des homomor-
phismes h de R(r) dans J(K) tels qu'il existe 0 appartenant à
$ vérifiant :



ANNEAUX D'ENTIERS D'EXTENSIONS SAUVAGEMENT RAMIFIEES 23

vp e R(D , v^e GK , h^p) = /z(p) 0^).

On note ^(I^o) fe quotient de Hom^ (R(r), J(K)) par le
sous-groupe H5^ (o[F])) (voir La).

Le groupe 9î (F, K) est isomorphe à
Hom^(R(r), J(K))/Hom^(R(F), J(K)).

On en déduit un diagramme commutatif avec suites exactes :

3<:i(K[r]) ^(F, K) s»(r ,K) K

^te^in)——^,0) aœ,^

-^(oir]) ^(o[r])

ou la suite de gauche a été introduite dans [18] (théorème 1.14) et
3<^(°(r)) est le sous-groupe de torsion du groupe de Grothendieck
3<^(o(r)) de la catégorie des o (r)-modules de type fini sans o -torsion
localement projectifs en dehors de S.

Ce diagramme est l'analogue du diagramme 2.A.II de [9].
Si h G Hom^ ^(R(F), J(K)), il existe un entier n tel que h"

appartienne à Hom^RŒ), J(K)). L'application h —> A^") ® ( l / n )
se factorise en un homomorphisme / de 91 s(^, o) dans

^jo[r])^Q.
On en déduit un diagramme commutatif avec suites exactes :

^telWD ^(lYo)
h

3i(r,K) K

.̂re în) ^.rel̂ tn) ®Z Q -̂  ÎÎC^el(0 [r]) ®z(Q/Z)
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d) Résolvante
Dans ce paragraphe, on applique les résultats des paragraphes

précédents à la situation suivante : soit N une extension finie de
K et F un groupe d'automorphismes de N laissant K fixe (^ D K).
Soit tr^/K F application trace de N sur K .

Le corps N est un K[r]-module de rang r égal au degré
[N^K], de N1' sur K . On construit à partir de l'application
tr^/K une forme hermitie une sur N dans K[F] en posant :

\ / x , ^ ^ N , T r ^ ^ ( x , y ) = ^ t T ^ ^ ( x ' y ( y ) ) 7
7GF

= S trN/iJr-1^)^.
-yer

Soit 6î = (^, . . . , êy) une base de N sur K|T].Les conjugués
des éléments de (Si engendrent une K-base de N sur K , appelée
base normale de N sur K .

Soit ( a ^ , . . . , O y ) un système de représentants des orbites de
F dans l'ensemble noté Is^ (N, K) des K-isomorphismes de N dans
T.

Les notions utilisées dans le lemme suivant ont été introduites
par A. Frôhlich dans [11]. Je renvoie à [11] pour les démonstrations
des résultats de ce paragraphe.

LEMME 2.8. - Soit M la matrice

{ S ^°7(^)7-1) .^M,(K[r])
v-yer / llf

alors (T(^,^))^, = M^/M^M^ appartient à GL,(K[F]).
Soit <B' une autre base de N sur K[F] et soit ÀEGL^(K[r])

la matrice de changement de base, alors Det(M^) = Det(M^). Det(À).
La classe de (K ®iç N, M^) dans 91 (F , K) ne dépend pas du

choix du système de représentants des orbites de F dans ly^(N,K)
ni de la base (fi .

DEFINITION 2.9. - On appelle résolvante de N la classe
(K®i<N,M^) dans S H ( r , N ) .

On la note r(N,K[F]) . L'image par l'application Det de
r(N,K[r]) dans Hom(R(r) ,K*)/Det(K[F]*) est donnée par la classe
de l'homomorphisme p —^ Det^(M ), noté aussi p •— > ( (^ \p) .
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PROPOSITION 2.10. - Soit 0N l'application de GK dans
Det(K[r]*) définie p a r :

^ê G GK . € (P) = Det^ o \QÏ (g) Det, _ (^dim ̂0 " N /K ^r/K
où r p ^r to classe dans R(G^) ^ G^- module défini par la
permutation de G^ sur G^/G p . ^4to^ r (N,K[r]) appartient
à MOMC)^ ^ r / o ^ û

^(^IP^~1)=((B|P)0^(P), V^€GK, VpER(D.

PROPOSITION 2.11. — On a les propriétés suivantes :
1) Soit b une base de N sur N^F] et (c^\^^y une K-

èû^ de N , ûfo^ :

((Bip) ^^r/K^1^ (det (7/(c^^)dimp

où 5t r (^IP) ^r ^û/ à .n ^•(élp07 ) et tf3 est la base

(^K^r-

2) 5'ofr A un sous-groupe de F, on note (Sî^ la base

(^(^,))i</<^^er/A
rf^ N e^2 tant que K[A]-module, ((B^ | p) = (<B| Ind p) po^/- tout
p dans R(A).

3. Résolvante d'un anneau d'entiers d'un corps de nombres.

On garde les hypothèses du paragraphe précédent. On suppose
en plus que K est un corps de nombres et que S contient les
idéaux premiers S de K tels que F contienne un automorphisme
sauvagement ramifié en % .

On appelle discriminant de Zj^ (relativement à Tr^/ic) l'élé-
ment AT (Z^) appartenant à ^^(ZK [F]).

Soit ûî une base de N sur K[F] et L^ le Z^ [F]-module
libre de base (fi. On démontre comme au paragraphe 2.b, le lemme
suivant :
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LEMME 3.1. -L'élément Xz (r]^5 zr4) Det(M^) A? SR^F^)
ne dépend pas du choix de la base (Si de N sur K[F] m Û?M choix
du système de représentants des orbites de F Am.y Is^(N,E).

DEFINITION 3.2. — 0^ appelle résolvante de Zy , l'élément de
9t ̂ F, Z^) A?/?m pur le lemme 3.1.

On le note r (Z^ , Z^[F]). On note r^ (Z^ , Z(JF]) sa compo-
sante locale en \> G %(K).

PROPOSITION 3.3. -// existe un Z^[T]-réseau X de N /ocûfe-
w^r /zère po^ ro^r ^eS^Z^) ^/ <7^ Xz ( ^ ] ( X » Z N ) = ° dans

^OS,^el(ZK[^]).

5? (Sip est une base de X^ sur Z^ [T], r(Z^ , Z^[F]) est re-
présenté par Vhomomorphisme dont les composantes locales sont
les homomorphismes

p ^-> Det^(M^) = ((fS^ | p) , (p G R(D).

Démonstration. - Soit (fi une base de N sur K[F] ; la sur-
jectivité de l'application 6^ pour tout ^ de %(Z^) entraîne qu'il
existe aeJ(M/K[r])) tel que Xz^r]^ ZN) = ̂ ^^ • Le mo-
dule X = aL^ répond la question ; l'image de Gi par a^ est une
base de Xp pour tout p . On a :

Xz^r]^ ZN) Det(M^) = Det(a) Det(M^)
= (Det(M^))^^(zK) (lemme 2.8).

Remarque. — Si F ne contient- pas d'automorphisme sauva-
gement ramifié on peut prendre S vide et X égal à Zj^ ; (fi^ est
alors une base locale de Z^ = Z^ ®z ZN sur ^K^t^l •

On établit maintenant les propriétés fonctorielles des résol-
vantes. On suppose pour la suite que N1' = K. Le lemme 2.11
permet de généraliser au cas où N1' est différent de K . Ces pro-
priétés généralisent celles obtenues par A. Frôhlich dans le cas où
S est vide ([10]).

a) Extension du corps de base.
Soit A un sous-groupe de F et F le corps des invariants de

A. On définit à partir de l'homomorphisme de restriction de R(F)
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dans R(A) un homomorphisme, noté ^Res^ , d e S H ^ A . Z ^ ) dans
S H ^ F . Z K ) . Soit /= [F: A].

PROPOSITION 3.4. - 6^ suppose que F ^ i^ extension non
ramifiée de K , ator5

^Res^rCZ^ , Z^[A]) = r(Z^ , Z^F]/.

Démonstration. - L'application p. de F ®^ N dans
Hom^^(F[FLN) définie par fi(x ^ y ) (7) = xj(y) est un iso-
morphisme de F [F]-modules. Comme p est non ramifié dans F/K,
^(ZF^^ZN) est égal à Homz^(^0](ZF(^), Z^) (voir [10] lemme
4.1).

Soit X un réseau libre de N de base b tel que x^ rp/X^) = 0.
Le produit tensoriel par Zp sur Z^ transforme les suites exactes
de Z^[F]-modules en suites exactes de Zp^l-modules. On a donc :

Xz.m^^^K^)'0-
D'où :

Xz^^(Homz^^(ZF[F], ZF[F]6), Hom^^Z^F], Z^)) = 0.

Soit û G N tel que XZ^ZF^I û , Z^) = 0. Comme Z^F]
est un Zp [Aï-module libre, on en déduit que :

Xz^Homz^Z^FL W]b), Hom^^r], Z^[A]a)) = 0.

En tant que Zp [F]-modules, les deux modules ci-dessus sont libres
engendrés respectivement par / et ^ donnés par

7(û) si 7 G A et ^p(j) = 7(6) V7 E F
/(7) =

0 si 7 f A .

Il existe X G F(F)* tel que A/ = ^ et Det(À) appartient à
H^e^ZptF])). On a pour tout p E R(F)

( & | p ) = D e t ^ ( ^ 7(6) 7-1) = Det^, ( ̂  ^(1)7-1)
\er / \er /

=Det , (^ (X/)^(l)7-^ =DeVÀ) Det,(^ /7(l)7- l)
rer ^^er /

== Det^(À) Det^ ( S /^(û) 7~1) = Det^(À) (û | Res^(p)).
TGA
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soit (^oer/A UI^ base de Zp sur Z^ , alors (B = (ûc^p^
est un Z^[A]-base de Z^ . La résolvante r (ZN,Z^[A] ) est re-
présentée par

h(p') = (ffîlp') = ̂ (û, p') (det^c,))^^)^

pour tout p 'ER(A) (proposition 2.11). On a donc pour tout p
dans R(F)

A(Res^(p)) ==3Ï^(é|p) (jl^ Det^^^^detCa^)),,,^^-^

où À0 = ^ or(À^)7 si X = S X ^ 7 avec \ G F .
7 -y

Comme l'extension F/K est non ramifiée, l'homomorphisme
p ̂  ^^(C^^^P appartient à H^e^Z^r]). Comme
^ Det^(X) = Det, (^ X-) et que ̂  X- E K[r]* , rhomo-

morphisme p »—> n^ Det^X0) appartient à H^ZplA]). Comme

^F/KWP) = (é/P)-^ rhomomorphisme ^Res^C/O représente
r (ZN,ZK[r ] / .

On a un homomorphisme de ^(A^Z^) dans ^(A.Zp) ,
noté Extz^ , donné par la surjection canonique de

Hom^(R(r), JCQWH^e^CZKir]))

dans HomG^^(R(r), JCQ^/H^ô^Zptr])).

La démonstration de la proposition 3.5 donne le résultat plus
précis suivant :

PROPOSITION 3.5. - On a

^es^Z^ZFtA]) = Ext^(r(ZN,Z^r]))
K

dans ^(I^ZF).

b) Restriction aux groupes de décomposition et aux groupes d'inertie.
Soit ^ un idéal premier non nul de Z^. Par complétion

en p on peut définir comme précédemment la résolvante de
z^ == z^ ^z,, ZN • cîest un élément de

HomG^,<,(R(r), QÎVH^e^ [F])).
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II est clair que cet élément est égal à la p -composante rJZ^ , Z^[F])
de r (Z^ ,Z^ [ r ] ) .

On choisit un idéal $ de Z au-dessus de ^ et soit q = ^C\ Z^.
On note F(q) le groupe de décomposition de q dans F et G^ le
groupe de Galois de Q^ sur K^(F(q) = G^ nF) . On peut encore
définir comme précédemment la résolvante de Z^ considéré comme
ZK [F(q)]-module ; c'est un élément deï>

^(FCq)^) = Hom^ ^(RO-Cq^^Q^/H^e^CZ^r])

noté r(Z^,Z^[F(q)]).

PROPOSITION 3.6. - Pour tout ^G%(Z^) , l'image de
I^(ZN , Z^tF]) da^ SH^r , Z^ ) ^r égale à

^Res^^reZ^^Z^inq)])).

Démonstration. - Soit X un réseau localement libre de N tel
^ue ^tr]^5^) = ° et soit b^ un générateur de X^ sur Z^ [F].
On peut choisir b^ tel que 6p engendre une base d'un Z^ [r(^))]-
réseau X^ de Nq tel que X q soit isomorphe à Z^ [F] ®z X..

^ Kp[^C^)]
et que Xz ^p^ ^(X^, Zj^ ) ^ 0. Le résultat découle alors de la

^
formule 1.4 de [12].

On reprend les notations précédentes. On note r(q)° le groupe
d'inertie de q dans F. Soit fq = [F(q) : F(q)°] l'indice d'inertie
de q .

Comme précédemment, on définit, à partir de l'homomorphisme
de restriction de R(F(q)) dans R(F(q)°), un homomorphisme,
noté ^es^^0 de M ^Hq)0 , Z^) dans ^(nq), Z^).

PROPOSITION 3.7. - Pour tout \> E %(Z^) ; on a

^es^^^CZ^.Z^inq)^) == r(2^ , Z^^q)])^
et

^^W^ z^ tF(q)0]) = Ext^^(Z^ , ZK [F(q)])

dû^ gi^rcq)^ ).K^
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Démonstration. - Elle se fait comme celle de la proposition 3.5.

c) Passage aux groupes quotients.
Soit A un sous-groupe distingué de F tel que A ne contienne

pas d'automorphismes sauvagement ramifiés et tel que l'ordre de A
n'appartient à aucun p dans S .

Soit S le quotient F/A et soit Q la surjection canonique
de F sur 2 . On en déduit une application, notée 0*, de R[S]
sur R[F] en considérant les 2-modules comme des F-modules sur
lesquels A opère trivialement. Par transposition, on a une applica-
tion ^* de HomG^(R(F), J(Q)) dans Hom^^(R(2),J(Q)),
qui applique H^e^ZiJF])) dans H^e^ZiJS]1» d'où une ap-
plication encore notée r^*, de ^(F.Z^) sur ^(S.Z^).

PROPOSITION 3.8. - On a
t9^r(Z^,Z^[^]))=x(Z^Z^]).

Démonstration. - Soit X un réseau localement libre de N
tel que x^^(X, Z^) = 0 et soit b^ tel que X^ = Zy [F] b^ ;
on a pour tout p E R(2),

^I^^N/N^I^-

Comme, pour tout ^ dans S, l'ordre de A n'appartient pas à p ,
on a :

XZK[F]((S S) (X ) , (V ô ) (Z^ ) )=0 .
ÔGA ÔGA /

Enfin comme A ne contient pas d'automorphisme sauvagement
ramifié, on a :(( S ô ) ( Z ^ ) ) = Z ^ .

ÔGA

d) Restriction du corps de base.
Soit F un sous-corps de K et soit Ver^ le transfert de

G? dans GK . Par transposition on en déduit un homomorphisme
de <Î>K = Hom(GK,Det(K[F]*)) dans $p = H^m(Gp, Det(F[F]*)).
L'application qui à fE Hom^^(R(F), J(Q)) associe l'homo-
morphisme SrC^y(f) défini par SrL^Àf)(p}= n afÇp0'1)1 OGG^/GF
est un homomorphisme dans Hom^ ^ (R(F),J(Q)). Si 0 est
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rhomomorphisme de <i>^ associé à /, 0 o Ver^/p est rhomomor-
phisme, associé à 9ï^^(f). Par passage aux quotients, on en déduit
un homomorphisme, encore noté St^.y , de ^(T.Z,,) dans
^(r.Zp).

Soit rf^/F l'élément de ^(T , Zp) défini de la façon suivante :
^K/F est représenté par un homomorphisme dont les composantes
locales sont données par p —> (det(a\^))^^ç /ç )dim^ où ^
est une base locale de Zp sur Z^ . L'homomorphisme associé à
Û?K/F ^t rapplication qui à g^G^ associe p— > det^ (^)dimp

^ ^f'/1^ou Â-F^ est le caractère de la représentation de permutation de
G? sur GF/GK .

PROPOSITION 3.9. - On a :
r (ZN , ZF^]) = d^/F ̂ K/F^ZN , WW.

Démonstration. - Le résultat découle immédiatement de la
première partie de la proposition 2.11.

On a vu au paragraphe a) que ^(T^Z^) est isomorphe à
^ ^(F , ZK ). Ce dernier se décompose sous la forme :

e e ^(i^z,, ) .(Î«ET(ZF) w K?
On en déduit aisément que le diagramme suivant commute :

^(F^)

srcK/F

-^ e ^(i^z,, )P^(Z^ Jï v î K^

e ( n src., -p )
qe^Zp) ^^/c î ^^q 7

^(r^p) ^ ® ^(I^ZF ).
qe^(ZF) v 5 V

e) Restriction aux sous-groupes.
Soit A un sous-groupe de F, et Ind^ rhomomorphisme

d'induction de R(A) dans RfT). Par transposition on en déduit
un homomorphisme, noté ^nd^, de Hom^ (R(T), J(Q)) dans
Hom^ ^(R(A),J(Q)). Par passage aux quotients, on a donc un
homomorphisme encore noté ^Ind^ de ^(A.Z^) dans W C r . Z ^ ) .
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PROPOSITION 3.10. - On a :

^0^, Z^r])) = r(Z^ Z^A]) = ̂ A^/K^N- ̂ ^

Démonstration. — La deuxième égalité résulte de la proposi-
tion 3.7.

Soit X un réseau localement libre de N tel que \y r r /^5 ^N) = ^
et soit 6p tel que X. = Z^ [ T ] b . Soit (B^ la base de X^
sur ZK^[A] égalée (a(ép))^r/A • on a (^A,^ IP) = (^1 I"d(P))
pour tout p E R(A) (proposition 2.11). Le résultat découle alors
du fait que Xz^(X, Z^) = 0.

4. Structure galoisienne des anneaux d'entiers.

On garde les notations et hypothèses de paragraphe 3.
On plonge Q* dans la diagonale de J(Q). Ainsi la fonction

r^ définie par le théorème 1.4 peut être considérée comme un élé-
ment Homç (R(r),J(Q)). La fonction 0 de $ associée à r^
est donnée par la proposition 1.6. On note T^ la classe de r^ dans
SB^r^Z). Enfin on note U(Q) le groupe des idèles unités et
U^(Q)=Z^Z.

On suppose que K = N1^.

THEOREME 4.1. —

1) ^K/Q^N - ZK^])). T^ appartient à ̂  ^(Z[F]).

2)^K/Q(r (ZN,ZK[r ] ) .T^ est inclus dans Hom^(R(r), U(Q)).

La première partie de ce théorème découle du fait que la fonction
0 associe à SÏK/Q^^N ' ZK^D) es^ aussl ^^ associée à T^ . La
deuxième découle de la proposition suivante.

Soit ^ E %(Z^), la fonction T° définit un élément de
HomQ (R(T),J(Q)). La fonction 0 de 0 associée à r° - est
donnée par le théorème 5.1 de [17]. On note T^ . sa classe dans
<HS(r .Z) .OnaT,=^T^.
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En utilisant le plongement de Q^ dans J(Q), la résolvante
locale ^ (ZN,Z^[F] ) , définie au paragraphe 3, définit un élément
de gî^r,!) égal à la ^-composante de v(Z^,Z^[r]) à la place
^ et 1 ailleurs. On a r(Z^ , Z^JF]) =- n ^(Z^Z^F]) (cette

p (EST(Z^)
décomposition locale suffisante pour démontrer le théorème 4.1
n'est pas tout à fait satisfaisante car les fonctions 0 associées à
^N » ^ITD et à TK,^ ne sont pas les mêmes).

PROPOSITION 4.3. - Si F ne contient pas d'automorphisme
sauvagement ramifié m p , STC^aÇ r^Z^ , ZiJF]) x T^ est inclus
dans Hom(R(F), U(Q)) ; sinon pour tout caractère p nul sur les
éléments de F dont l'ordre appartient à F,

estuneunité. <^K/Q(^ , Z,JF])). T^) (p)

Démonstration. - Si F ne contient pas d'automorphisme sau-
vagement ramifié en p , le résultat est dû à A. Frôhlich ([10], théo-
rème (4.a) sinon on utilise le théorème de Brauer. Il s'agit de montrer
que pour tout caractère p nul sur les éléments p-singuliers de F,
on a : ^ K/Q( ^(ZN , Z^[F])) (p) T^(p) ÊZ^ .

Il existe une famille finie ^ï de sous-groupes élémentaires A de
F et des éléments o^ E R(A), de dimension 1 tels que :

1 = S Ind^(a^),
d'où : Ae^<

p = ^ p l n d ^ ( a ^ ) = ^ Ind^(a^Res^(p)).
AG^ Ae^;

Le caractère a^Res^(p) est encore nul sur les éléments p-singuliers
de A. Le groupe A est le produit direct d'un p-groupe et d'un
groupe abélien C d'ordre premier à p. Il existe ^ç E R(C) tel
que a^Res^(p) = Ind^(^). L'extension N/ISF est modéré-
ment ramifiée. Le résultat découle donc de la formule d'induction
(proposition 3.10) et du résultat du paragraphe 4 de [15].

Démonstration du théorème 1. - On remarque tout d'abord
que :
^zin^K/QC^ZN - ZK[F])) ^K/Q(r(N, K[F])-1))

=Res^([ZN]-[Z,jr])
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où î?z(r] es^ l'application définie dans [18], théorème 4.1. Comme
Z^ est un Z-module libre, on a :

Resioz^rm^K.-QHZtr]].
K.

Le fait que ^K/Q^N . ̂ [n^K/Q^N, K[r])-1) appartienne à
Hom^(R(r), Q*) H(^(Z[F])) (voir [18], théorème 6.1) se déduit du
théorème 4.1, de la proposition 1.7 et du fait que ^ ^/Q(^(^^V])~\P)
est du signe de TI ç — \ ) n K ' ^ p pour tout caractère simplec-pey^K)
tique p ([10], théorème 10).

Démonstration du théorème 2. — Cette démonstration se fait
exactement comme celle du théorème 1 de M.J. Taylor [22] en uti-
lisant les propositions 1.5 et 3.7.
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