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OPERATEURS DISSIPATIFS
ET SEMI-GROUPES DANS LES ESPACES
DE FONCTIONS CONTINUES

par Jean-Pierre ROTH

INTRODUCTION

L’objet de ce travail est d’étudier quelques aspects de la
théorie des opérateurs dissipatifs et des semi-groupes a con-
traction dans %°(X), ou X est un espace localement com-
pact. Nos préoccupations vont essentiellement dans quatre
directions :

— décrire la forme des opérateurs dissipatifs, soit en
les approchant par des opérateurs dissipatifs d’un type par-
ticuliérement simple comme dans le chapitre 1, soit en don-
nant une formule de représentation comme dans le cha-
pitre 1ir;

— établir un lien entre les opérateurs dissipatifs et les formes
de Dirichlet ce qui nous a amené a I'introduction des opéra-
teurs carrés du champ;

— étudier la relation entre les opérateurs dissipatifs et les
semi-groupes. C’est le probléme de la génération des semi-
groupes. Il est abordé dans le chapitre 11, pour le cas invariant,
et dans le chapitre 1v, pour la technique de restriction dans
le cas d’un opérateur local;

— résoudre en un sens faible certains problemes d’évo-
lution, ce qui est fait dans les chapitres 1v et v.

Nous allons donner un aper¢u par chapitre des résultats
obtenus.
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Chapitre I: Nous montrons que tout opérateur dissipatif
de domaine dense dans %°(X, A) est limite simple d’opéra-
teurs de la forme a(R — I), ol a est un réel strictement
positif et R un opérateur borné de norme < 1 dans
%o(X, A).

Par certains de ses aspects ce résultat rappelle le balayage.
Il est a la base de plusieurs théorémes des chapitres 11 et 1.

Chapitre II: Pour donner une formule de représentation
des opérateurs dissipatifs, invariants, de domaine dense dans
#°(R", C), J. Faraut a eu l'idée de réduire les distributions
dissipatives sur R" & des laplaciens généralisés sur

R" x T([9]).

X = G/K étant un espace homogéne, nous utilisons cette
1dée du passage de X a X X T pour associer a tout semi-
groupe (P),5o & contraction, invariant sur %°(X, A),
un semi-groupe (Q,);5, de Feller invariant sur ¢°(X X T, R)
tel que

Vi > 0, VfE (gO(X’ A), ZPt(f) = Qt(Zf>9

ou Q, est I'opérateur complexifié de Q, et ou, pour tout h
dans %°(X, A), on note Zh la fonction de %°(X X T, C)
définie par

V(z,z) e X X T, Zh(z, z) = zh(x).

Il s’agit donc d’une généralisation du résultat de J. Faraut.
Nos méthodes sont complétement différentes des siennes
puisque nous n’avons plus de structure différentielle sur X.
Dans une seconde partie, nous utilisons I'idée de « double
régularisation » déja exploitée dans la premlere partie pour
résoudre le probléeme de génération des semi-groupes inva-
riants sur les espaces homogénes. Le théoréme essentiel,
obtenu avec la collaboration de F. Hirsch, est le suivant:

Tout opérateur dissipatif, de domaine dense et invariant
sur %9(X, A) se prolonge en le générateur infinitésimal d’un

)

semi-groupe & contraction invariant sur €°(X, A).

Ce théoréme s’inscrit dans la ligne de nombreux travaux
antérieurs menés par Hunt ([15]), Faraut ([8], [9]), Faraut
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et Harzallah ([10]), Hirsch ([11], [12], [13]), Hirsch et
Roth ([13], [14]). Du point de vue de I’existence d’un semi-
groupe associé a un opérateur dissipatif, notre théoréme
englobe et unifie tous les résultats particuliers mentionnés
(cas ou G est commutatif, compact, de Lie, etc...).

Par contre du point de vue de I'unicité de ce semi-groupe,
notre théoréme ne dit rien.

Chapitre 111 : Nous définissons la notion d’opérateur carré
du champ. Soit V un sous-espace de #(X), dense dans
%°(X), tel que

VfeV, Vee® (R,R), (9(0)=0)—>¢ofeV.

B est un opérateur carré du champ si B est une application
bilinéaire symétrique de V X V dans %°(X) vérifiant,

a) Vf,ge V, (g contraction de f) =>B(g, g) < B(f, f).

b) Vf,ge V, Vx e X,

(f(z) =Supf > 0, g(z) = Sup g > 0) = B(f, g)(=) > 0.

La motivation de cette définition réside dans le fait que la
notion d’opérateur carré du champ établit un intermédiaire
entre les opérateurs vérifiant le principe du maximum positif
et les formes de Dirichlet.

De fagon précise,

— si A est un opérateur satisfaisant au principe du maxi-

mum positif et de domaine D(A) assez riche dans #°(X),
Popérateur B, défin1 par

B(f, g) = A(fg) — fA(g) — gA(f),

est un opérateur carré du champ,

— si B est un opérateur carré du champ et si v est une
mesure de Radon positive bornée sur X, la forme Q, définie
par

Qf, &) = [ B(f, ) dv,

est, a peu de choses prés, une forme de Dirichlet au sens de ([1]).
Le probléme inverse du passage de Q a B, puisde B a A,
n’a pas été abordé.
Par ailleurs, nous donnons une formule de représentation
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des opérateurs carrés du champ, de laquelle nous pouvons
déduire, d’une part la formule de Lévy-Khinchine pour A,
d’autre part la formule de représentation de Q qui correspond
a celle que donne Allain dans ([1]).

Chapitre 1V : Si (P,);5, est un semi-groupe de Feller sur
%°(X) dont le générateur infinitésimal A est local et de
domaine assez riche, et st Q est un ouvert régulier de X,
nous montrons qu’il existe un semi-groupe de Feller (Q,);5,
sur %°(Q), appelé «semi-groupe sur %°(Q) tangent &
(P)iso », tel que, Vfe ®°(Q), VK compact < Q,

H Ps(f) - Qs(f)"l( = 0(8))

ou f estla fonction prolongée de f par 0 sur X.
Par ailleurs nous montrons que le générateur infinitésimal
(Q)is0 est, en un certain sens, la restriction de A a Q.
Dans ce but nous résolvons en un sens faible le probléme
d’évolution
0
b—L;zAu sur Q X ]0, 4 oof
vz e Q, u(z, 0) = f(x)
Ve edQ, Vt > 0, u(z, t) = f(z)

ou [ est une fonction donnée continue sur Q.
Nous terminons ce chapitre par la résolution en un sens

faible du probléme de Dirichlet

Ag=0 sur Q
Vo €29, glz) = f(a)

ou f est une fonction donnée continue sur dQ.

Chapitre V: Soit A le générateur infinitésimal d’un semi-
groupe a contraction (P,),,, sur #°(X) et ¢ wune applica-
tion de %°(X) dans %,+(X). On suppose qu’il existe trois
réels strictement positifs a, b, ¢ tels que

Vfe °(X), a < o(f) < b,
vf, g € 4°(X), lo(f) — o(g)l < c|f — gl.

Pour tout f dans 4°(X), ¢(f) A est le générateur infinitésimal
d’un semi-groupe noté (P )is-
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Nous démontrons le théoréme suivant :

Pour tout f dans D(A), il existe ty >0 et une unique
fonction continue u de [0,t[ dans %°(X), telle que

u(0) =1
vte [0, [, |u(t+ s) — Psn(u(t)),s(u(t))" = o(s).

Il s’agit d’une nouvelle notion de solution pour le probléme
d’évolution non linéaire suivant:

u(0) = f
du

L (t) = o(u()A(u(0).

L’étude détaillée d’un exemple montre, qu'en général, on
ne peut pas obtenir une fonction wu définie sur tout I'inter-
valle [0, 4+ oof.

J’exprime & Messieurs J. Deny et F. Hirsch ma profonde
reconnaissance pour la part qu’ils ont apportée dans ma
formation mathématique et pour leur soutien dans mon tra-
vail de recherche.

Je remercie aussi Messieurs G. Choquet et P. A. Meyer
qui ont accepté de participer au jury de thése auquel les résul-
tats de ce travail ont été soumis.
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CHAPITRE PREMIER

APPROXIMATION
SUR DES OPERATEURS DISSIPATIFS SUR ¢°(X)

Dans ce chapitre nous montrons essentiellement un théoréme
d’approximation des opérateurs dissipatifs de domaine dense
sur %°(X). Nous les mettons sous la forme d’une limite
d’opérateurs du type a(T — I), ol a est un réel stricte-
ment positif et T un opérateur de norme < 1 sur %°(X).

1. Notations et définitions.

X est un espace localement compact et A désigne R ou
C.

F(X, A), (X, A), ¢°(X, A), (X, A) désignent I’ensem-
ble des fonctions de X dans A respectivement bornées,
continues, continues et tendant vers 0 a l'infini si X n’est
pas compact, continues & support compact.

On note R, (X, A), %X, A), F,.(X, A) les sous-cdnes
de fonctions positives de R(X, A), (X, A), F,(X, A).

Lorsque f est un élément de #,(X, A) on note

Ifl = Sup |/(2)
la norme habituelle.

M(X, A) (resp. M,(X, A)) désigne ’ensemble des mesures
de Radon (resp. bornées) sur X & valeurs dans A.

On note Supp le support d’une fonction ou d’une mesure.

T désigne le tore, c’est-a-dire le groupe des nombres com-
plexes de module 1.

E étant un espace vectoriel sur A, on dit que A est un
opérateur de domaine D(A) dans E, si A est une appli-
cation linéaire d’un sous-espace vectoriel D(A) de E 4
valeurs dans E.
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(P)i»o est un semi-groupe a contraction sur %°(X, A)
(on omettra de dire fortement continu) si,

— Vt > 0, P, est un opérateur borné sur %°(X, A) et
1P < 1;

— Vt,s > 0, P, =P, o P

— Py =1

— Vfe ¢9X, A), P(f) = [ dans ¥°(X, A).

(P)i»o est un semi-groupe de Feller si, de plus, pour tout
t >0, P, est un opérateur positif.

Pour les notions de familles résolvantes, L, et L_-familles
résolvantes, générateurs, cogénérateurs, etc..., on se référe a

([11)).

[.1.1. DEFINITION ET PROPOSITION. — A étant un opéra-
teur de domaine D(A) dans €°(X, A), considérons les trois
propriétés suivantes :

(1) vAa >0, vfe D(A), I — AN = I,

(1) VfeD(A), 3z eX, |f(z)] =If] et Re[f(z)A(f)(=)] <O
() VfeD(A), Vee X, (If(2)l =1f1) __
—> (Re[f(2)A(f)(2)] < 0).

Les propriétés (1) et (i) sont équivalentes et si A vérifie Uune
d’entre elles il est dit dissipatif.

Les trots propriétés sont équivalentes si D(A) est dense dans
%o(X, A).

[.1.2. DEéFiNITION ET PROPOSITION. — A élant un opéra-
teur de domaine D(A) dans %°(X,R) on dit qu’il vérifie
le principe du maximum positif faible s,

Vfe D(A), (Supf > 0)
— (Az e X, f(z) = Sup f et A(f)(x) < 0).

Lorsque D(A) est dense dans %°(X,R) cette propriété est

équivalente & celle qui suit, appelée principe du maximum
positif,

VfeD(A), VxzeX, (f(z) =Supf > 0)=(A(f)z) < 0).
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1.1.3. DEFINITION ET PROPOSITION. — V étant un apéra-
teur de domaine D(V) dans €°(X, A), les deux propriétés
suivantes sont équivalentes,

(1) YA >0, vfe D(V), If + 2Vl = 12V
() Ve D(V), 3z e X, |V(f)(@) = V(I

et Re[f(z)V(f)(=)] = 0.

St 'V vérifie Pune des deux propriétés il est dit codissipatif.

I.1.4. DEriniTION. — V  étant un opérateur de domaine
D(V) dans ¢°(X,R), on dit qu’il satisfait au coprincipe du
maximum positif s’il vérifie la propriété suivante,

Vfe D(V), VzeQ, (V(f)(z) = Sup V(f) > 0) = (f(z) > 0).
On dit qu'il satisfait au coprincipe du maximum positif faible si

VfeD(V), (Sup V(f) > 0)
— @Aze X, V(f)z)=Sup V(f) et f(z) > 0).

Pour toutes ces définitions et pour I’essentiel des démonstra-
tions on peut consulter ([11]).

Remarque. — Dans le cas ot D(A) est dense, 'équivalence
de (11) et (u1) de I.1.1 et I’équivalence entre principe du maxi-
mum positif et principe du maximum positif faible de 1.1.2
sont des corollaires de 1.2.3.

2. Approximation des opérateurs dissipatifs [17].

I.2.1. PropositioNn. — Si A est un opérateur dissipatif
sur €°(X, A) (resp. vérifiant le principe du mazximum positif
faible sur €°(X, R)), alors, pour tout point e de X, il existe
une famille (e5)3.0 de mesures de Radon (resp. positives)
sur X, telles que:

G VA >0, ol < —

A
(i) VfeD(A), Va >0, fle) = [ [Mf(z) — A(f)(x)] dei(a).
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Démonstration. — 11 s’agit d’une simple application du théo-
réme de Hahn-Banach. Faisons-le dans le cas ou A vérifie
le principe du maximum positif faible sur %°(X, R).

Soit p la forme positivement sous-linéaire définie sur
#°(X,R) par p(g) = (Sup g)* = Max (0, Sup g). 1 étant
fixé dans 0, 4 o[ et e dans X, considérons 'applica-
tion Af — A(f) — f(e) définie sur I'image de Al — A (notée
Im (A — A)) a valeurs dans R. Cette application est définie
sans ambiguité, car si Af — Af = Ag — Ag alors

IAf— )l < IAMf— g —A(f— gl =0

d"oﬁ‘ va= g
Par ailleurs cette forme linéaire Af — A(f) —— f(e) défime

sur Im (Al — A) est majorée par %, en effet, soit f € ¥°(X,R),
ou bien Supf > 0. Il existe 2 dans X tel que
fz) =Supf et  A(f)() < 0.

On a donc
Af(e) < 2 Sup f = rM(z) < AMf(z) — A(f)(z) < Sup (Af — A(f)).
D'ou fle) < — pOS — A(f),

ou bien Sup f < 0. L’inégalité est alors triviale.
D’aprés le théoréme de Hahn-Banach il existe une forme
linéaire ¢; sur %°(X,R) qui prolonge la forme linéaire

précédente et qui est majorée par —i— On a donc

Ve (X, R),  &(f — A(f)) = fle)
Vfe $(X,R),  as(f) < (Sup f)*.

La seconde relation montre que Ae; est une mesure positive
de masse < 1 sur X.
On a une proposition analogue dans le cas codissipatif.

1.2.2. ProposiTioN. — Si V est un opérateur codwszpattf
sur €9X, A) (resp. vérifiant le coprincipe du mazximum
positif faible sur %°(X,R)), alors, pour tout point e de X
il existe une famille (<)), de mesures de Radon (resp. positives)
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6 V>0, fal < —
(i) V/eD(V), va >0, V(f)(e) = [ [f(&) +AV()()] des(a).

1.2.3. ProrositioNn. — Si A est un opérateur dissipatif
sur €°(X, A) (resp. vérifiant le principe du maximum positif
faible sur 4°(X,R)) et si D(A) est dense dans €°(X, A),

alors il existe une suite (T,),», d’applications linéaires conti-
nues (resp. positives) de ¥9(X, A) a valeurs dans F,(X, A)
telles que

(1) VrneN, |T,| <1,
(11) Vfe D(A), A(f) = Lim n(T,(f) — f)

ou la limite est prise au sens de la norme dans F,(X, A).

Démonstration. — A tout A dans ]0, 4 oo[ et a tout e
dans X on associe une mesure ¢, comme dans la propo-
sition [.2.1.

Pour f dans #°(X, A), z dans X et n dans N on'pose

T(f)(@) = n [ f(y) den,o(y)-

On a |T,(f)(=)] < |fl, donc, d’une part, T,(f) est dans
FoX, A) et d’autre part, |T,| < 1.
On a la relation

VaeN, VfeD(A), nf=nTy(f) — TJA().
En divisant par n on en déduit

Vf e D(A), f=hm T,(f) dans £F,(X, A).

Or la famille (T,),.n est équicontinue et D(A) est dense
dans %°(X, A), par suite :

Vfe ¢°(X, A), f= 11)10101 T.(f)-
En particulier, s1 fe D(A), A(f) = 1::2 T.(A(f)).
Donc A(f) = lim n(T,(f) — f)-

n>»w
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1.2.4. Lemme. — Il existe un ensemble J, un filtre %
sur J et une famille (U));e; d’applications linéaires continues
de normes < 1 de F,(X,A) dans ¥°(X, A), tels que,

Vfe ¢°(X, A), f=Lim Uf).
G
Si A =R on peut avoir des U, positifs.

Démonstration. — Soit X le compactifié d’Alexandroff
de X. Notons « le point a I'infini.
Notons J le filtre des entourages de la structure uniforme

de X.

Soit ¢ le filtre sur J dont une base est formée des parties

de la forme
G ={keJk <=}

ol j parcourt J. .

Soit j un élément de J. C’est un entourage. On recouvre X
par un nombre fini d’ouverts O,,, ..., O;,; «de diamétres
inférieurs a4 j». Soit ¢;;, ..., ¢;,; une partition de
I'unité sur X surbordonnée & ce recouvrement.

Dans chaque ouvert O;, choisissons un point w;, Si
O, contient @ on prend z;, = o.

Pour tout f dans &#,(X, A) on pose

n(j)

Uf) = 2 f(“"j,l)‘?j,z

(par convention on pose f(w) =0 dans cette formule). Uf)
est bien dans €°(X, A) et la propriété

Vie€o(X, ), f= ligl U(f)

résulte de la continuité uniforme de f.
Enfin U(f) est positive si f est positive.

[.2.5. Tatorkme. — Soit A wun opérateur dissipatif sur
¢9(X, A) (resp. vérifiant le principe du maximum positif
sur 49X, A)) et de domaine D(A) dense dans €°(X, A).
Il existe un ensemble I, un filtre # sur 1, une famille
(a);er de réels strictement positifs et (R,),e; une famille
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d’opérateurs continus (resp. positifs) de normes < 1 dans

¢o(X, A) tels que Vfe D(A), A(f)= 1igrln a(Ri(f) — f)-

Démonstration. — On pose I =N X J ou J a été intro-
duit dans le lemme précédent. Pour ¢ = (m,j) on prend
Ri=U;oT, et a,=m. Soit F le filtre sur I dont une
base est constituée des parties F, ... de 1 définies par

. 1
Ff, ..... Sun — {(m’ ])/n <m et "Uj(fl) - fl“ < ;;;5

pour I =1, ..., k}

n et k parcourant N,fi, ... f, parcourant €°(X, A).
Soit f dans ¥°(X, A)

a(Ri(f) — f) — A(f) = m(U, = Tu(f) — f) — A(f)
= U,[m(Tn(f) — f) = A()] + m(U(f) — )
+ [USA() — A(F)] ‘

e >0 étant donné, 1l existe p e N tel que

vmeN, (p < m)—==|m(Ta(f) —f) — Af)] < e.

. . . 1 .
Soit n un entier vérifiant p < n et — < e. On obtient
n
alors :

VieF;apn, la(Ri(f) — ) — A < 3e.

[.2.6. ProrositioNn. — Si A est un opérateur dissipatif
(resp. vérifiant le principe du maximum positif) partout défini
sur 4°(X, R), alors il existe un réel a positif et un opérateur
borné (resp. positif) T sur €9(X,R) de norme < 1 tels que

A=qa(T -1,

o 1 est Uidentité dans %°(X, R).
Ce résultat tombe en défaut sur €°(X, G).

Démonstration. — Supposons A dissipatif non nul. Posons
A
T =1+ ——— et montrons |T| < 1.
+ TA] IT|

Soit fe #°(X,R) et z e X.
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i f@) =0, |T(f)(z) = [2D@)| < gy

Si  f(z) >0, posons ¢ = inf <nf||, ]% f+) s

@ est une fonction de %9(X, R) qui vérifie

¢(x) = [¢]| = Sup ¢
et (¢ +1)@)=Ifl =le+fl

%” (¢ + f)(z) < 0. Par suite

u
A (0 + @) + (o + @) < (¢ + Nia) = I
T ()@) + 9(a) + () < If]-

A étant dissipatif,

A — A o\ >
Or  Thr(9)a) + ola) = r (9)(a) + el > 0
Donc T(f)(=) < Ifl.
D’autre part A A
— Tif)@) = = f(2) = x7 A& < — 377 D) < 1.
Si f(z) < 0, en changeant f en — [ on montre
IT() (@) < Ifl-

Finalement |T(f)| < |fl, donc IT] <1
Si Pon suppose que A vérifie le principe du maximum
positif alors on peut montrer que T, ainsi défini, est positif :
Soit f dans %%(X,R) et z un point de X.
Posons ¢ = Inf (f, f(x)). ¢ est une fonction de %°(X, R)
qui vérifie
$(@) = (4] =f(x) et f(x) — $(2) = Inf (f — ¢) =
Ona A(f— ¢)(z) =0

A > — x) =z — = —J(z
Donc H—A"—(f)(w) > (b)) = — 1] f().

D’ou T(f)(z) > O.

Contre-exemple dans le cas #°(X, ¢). — Soit A D’opérateur
défim sur ¥°(X,C) par Vfe ¥°(X,C), A(f) =1if. A est
dissipatif.
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Supposons que A se mette sous la forme
A=q(T -1

avec a >0 et |T] < 1.
On a Vfe%°(X, €), T(f) =<

14 —2—) (f). Par suite.

If1.

1+ %l > 1 ce qui contredit |T| < 1.

T =[t +

Or

3. Approximation des opérateurs dissipatifs invariants
sur un espace homogéne.

1.3.1. Notations. — Soit G wun groupe localement compact,
d’élément neutre e. On note «<,f (resp. o,f) la translatée
a gauche (resp. 4 droite) d’une fonction [ de %°(G, A)
par un élément g de G:

Vz e G, Tf(x) = f(g ')
Vee G,  of(r) = f(zg™?)

p étant un élément de M (G, A) on introduit de méme
t,u et o,u définis par les relations suivantes :

Vfe €°(G, A), Typ‘(f) = p‘(‘rg’“‘f)

Vfe €°(G, A), oau(f) = p-(dg—-af),
w et v étant deux mesures de Radon bornées sur G, on
définit leur convolée p xv par

Vie oG, A), wxv(f) = [[flgg) du(g) dv(g).

Si neN, on note p" la n** puissance de convolution
de .
Si K est un sous-groupe compact de G on note HMY(G, A)
Pensemble des mesures p de IM,(G, A) telles que

Vke K’ Tk = Gku‘ - p-.

Si p et v sont deux telles mesures biinvariantes par K
on vérifie que p % v est aussi buinvariante par K.
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Notons X I’espace homogéne G/K et = la surjection
canonique de G sur X. = est propre, en particulier, si f
est dans ¥°(X, A), alors forn est dans €°(G, A).

Si1 g est un élément de G on note =(g) =g = gK. G
opére & gauche sur X. On note gz le résultat de ’action
d’un élément g de G sur un élément z de X.

Pour f dans %°(X,A) et g dans G on note r,f la
fonction de ¥°(X, A) définie par ,f(x) = f(g~'z) pour tout
z de X. ‘

Pour p dans M(X, A) et g dans G on note r7,u
la mesure sur X définie par 7, u(f) = u(r,~f) pour tout f
de @°(X, A).

Ba1,(X, A) désigne 'ensemble des éléments p de My(X, A)
tels que

vk e K, Tk = [

Si A est un opérateur de domaine D(A) dans %°(X, A),
on dit qu’ll est invariant sous ’action de G si

Vfe D(A), vgeG, r,feD(A) et A(r,f) = t,A(f).

Z(%°(X, A)) désigne I'ensemble des opérateurs partout
définis et bornés dans %°(X, A).

On note 2,(%°(X, A)) l'ensemble des opérateurs de
Z(¢°(X, A)) invariants sous 'action de G. (On dit simple-
ment invariant lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité). Une famille
(Ay)) d’opérateurs sur €°(X, A) est dite invariante si chaque
A, est invariant.

1.3.2. Prorosition. — L’application qut, a tout élément T
de 2£,(%°(X, A)), associe la mesure . sur X, définie par
Vfe €9(X, A), & (f) = T(f)(é),

est une bijection de £,(€°(X, A)) sur HM,(X, A).
L’application qui, d tout élément u de t“W(,E‘(Gr, A), associe
la mesure o sur X, définie par

vfe ¢°(X, A), &(f) = u(f o =),
est une bijection de l:*‘TY(IE(G, A) sur BMG(X, A).
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On a donc une bijection p+—T, de Si(G, A)  sur
Z(€°(X, A)). Elle vérifie les propriétés suivantes
Vi, v e 5m8(G, A), Va,beR,
Tp. o T, = Tp.*v’
Tay.+bv = an + bTv’
lel = 1Ty].
Démonstration. — Pour montrer que les deux applications

considérées sont des bijections il suffit de donner leurs inverses.
T est donné en fonction de @ par la relation

Vie@o(X,A), VgeG, T(f)(g) = [f(g2) de(a)
T(f) est dans %°(X, A).
v est donné en fonction de { par la relation
VF € €2(G, A), u(F) = a(f)
ou f est la fonction de %°(X, A) définie & partir de F
par la propriété
vgeG,  f(z) = [ Flgk)dk

dk étant la mesure de Haar normalisée de K.
Les propriétés de la bijection p+— T, sont immédiates.

1.3.3. Prorosition. — Soit A un opérateur dissipatif sur
#o(X, A) (resp. vérifiant le principe du maximum positif sur
#°(X, R)) invariant et de domaine D(A) dense dans €°(X, A).
Il existe une suite (T,).., d’opérateurs bornés (resp. positifs),
de normes < 1, invariants sur €°(X, A) tels que

VfeD(A),  A(f) = lim n(T,(f) /).
Démonstration. — D’aprés la proposition 1.2.1 il existe des
mesures ¢; de MN,(X, A) telles que
Q) VA >0, [a] < %
b) VfeD(A), Vo >0, f(e) = [[rf(2) — A(f)()] dex(a).

Soit ¢, la mesure sur X définie & partir de ¢; de la
facon suivante

Vie 9oX, A, alf) = [, [, fka) dk dey(@).
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& est dans 9M,(X, A) et vérifie

dY VA >0, |&] < 5

A
¥) Yfe D(A), Ya >0, f(¢) = [ Df(a) (z)] déx(a).
Soit T, défim par
Vfe €°(X, A), vgeG, T.f —-nffga: dé,(x

T, est un opérateur borné, invariant et de norme < 1 sur
%°(X, A).
La relation ') et I'invariance de A entrainent
Vfe D(A),  T.(nf — A(f)) = nf.

On termine la démonstration comme celle de 1.2.3.

Remarque. — Cette proposition sera beaucoup améliorée dans

le chapitre ur (I1.3.1).



CHAPITRE II

SEMI-GROUPES INVARIANTS SUR %°(X)

Dans une premiére partie, X étant un espace homogeéne,
nous associons a tout semi-groupe (P)5, & contraction,
invariant sur %°(X, A), un semi-groupe (Q,)5, de Feller,
invariant sur 4°(X X T, R) tel que

ve> 0, Vfe®$o(X,A), ZP(f) = QZf),

ou, pour toute fonction h de €°(X, A), on note Zh la
fonction de %°(X X T, C) définie par

V(z,z) e X X T, (Zh)(z, z) = zh(z),

et ou Q, est le complexifié de I'opérateur Q..

Dans une seconde partie, nous utilisons les idées de la pre-
miére partie pour résoudre le probléme de génération des
semi-groupes & contraction invariants sur les espaces homo-
geénes.

Ce chapitre est le développement d’une note antérieure

([18]).

1. Passage des mesures complexes sur X
a des mesures positives sur X X T.

11.1.1. ProrosiTion. — Soit p un élément de M,(X, A)

ou X est un espace localement compact. 1l existe un élément v
de M(X X T,R) tel que

(1) v est positive,
(i) vl = Jel,
(iii) Vfe €°(X, A), [ fdu= [, . Zf dv,

(iv) pry (Supp v) = Supp », ou pr, désigne la projection
de X X T sur
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Remarque. — Les conditions (1), (ii) et (iii) déterminent v
de maniére unique.

Démonstration. — D’aprés une conséquence du théoréme
de Radon-Nikodym il existe une fonction borélienne « de

X dans T telle que p = ofp|.
On définit v, mesure sur X X T de la fagon suivante:

Vge €o(X X T,R), [, 8 2) dv(z,2) = [, g(z, a(z)) d[u|(a).

v est un élément de M,(X X T, R). On vérifie aisément
que v satisfait & (i), (1), (iii) et (iv).

Nous allons en donner un premier exemple d’application
dans la proposition suivante qui généralise au cas complexe

un lemme de Choquet-Deny ([4]).

I1.1.2. ProrositioNn. — Soit G un groupe commutatif
localement compact et p. un élément de W, (G, G) de masse

< 1.
Si f est une fonction complexe uniformément continue et

bornée sur G vérifiant

VoeG, [ flay) duly) = f(a),

alors,
Vy € Supp w, IceT, v f = cf.
On dit que y est une pseudo-période de f.

Démonstration. — Soit v la mesure positive sur X X T
associée 4 p par la proposition II.1.1.
On a la propriété
Vie G,  f(z) = [zf(ay) dv(y, 2).
Soit h la fonction définie sur G X T par
V(z,u)e G X T, h(z, u) = uf(z).

h est une fonction uniformément continue et bornée sur le
groupe commutatif G X T et elle vérifie

V(z,u) e G X T, h(z,u)= fh(xy"l, uz™) dv(y, z).

v étant une mesure positive et de masse < 1, on est dans
les conditions d’application du lemme de Choquet-Deny ([4]).
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On a donc
Y(y, «) € Supp (v), V(z,z) e G X T, h(z, z) = h(zy™?, za~?)

c’est-a-dire o7'f(z) = f(zy™?).

On conclut en utilisant la propriété pr, (Supp v) = Supp p.

La proposition suivante a été démontrée par Hirsch ([12])
par une méthode de balayage. Ici nous allons ’obtenir comme
une conséquence des propositions 1.2.2 et [1.1.2. Ceci montre
que pour un certain nombre de problémes I’approximation
des opérateurs dissipatifs ou codissipatifs remplace avan-
tageusement le balayage.

I1.1.3. ProrositioN. — Soit V un opérateur codissipatif
invariant et de domaine D(V) dense dans %°(G, A), ot G
est un groupe commutatif localement compact.

St Im(V) nr’est pas dense dans €°(G, A), alors

3y, o) € (G\{e}) X T, VfeD(V), =V(f)=cV(f).

Démonstration. — D’aprés 1.2.2 et I'invariance de V on a,
en reprenant les notations de 1.2.2.
(1) vfeD(V), vgeG,
Vif)(e) = [ [f(gz) + rV(f)(ga)] dex(a)-

Comme Im (V) # €°(X, A) on peut trouver ¢ dans N,(G,
A), non nulle et orthogonale & Im (V).
Par suite, d’apres (1),

vfeD(V), [ ([, f(sx) do(g)) derfa) = 0.

Soit p une valeur d’adhérence faible de la suite de mesures
(ne),en (YR €N, |ne,| < 1). Si p =3, ot 8, estla mesure
de Dirac au point e, on a

vfe D(V), [ f(g)ds(g) =0,

ce qui est impossible car ¢ # 0 et D(V) = ¢°(X, A). Par
suite p # 3,.
D’apreés (1) on a

Ve D(V), vgeG, V(f)(g) = [ V(f)(gz) du(a),

ce qui permet de conclure d’apres II.1.2.
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I1.1.4. Remarque. — Soit G wun groupe localement com-
pact et K un sous-groupe compact de G.

Dans la proposition I1.1.1, si p est pris dans 5MY(G, A),
on peut trouver la mesure v dans 9WMI(G X T, R), cette
notation désignant I’ensemble des mesures réelles, bornées
sur G X T, invariantes sous l'action du sous-groupe com-

pact K X {1}.
Démonstration. — Partant de « comme dans I11.1.1, on
défimt v par
Vge ¢°(G X T, R), \/:}x'r g(z, z) dv(z, z)
= fﬁixx ﬁ; glkywhy, a(z)) d|u|(x) dky dk,.

La mesure v convient.

2. Passage d’un semi-groupe a contraction
invariant sur ¢°(X, A)
a un semi-groupe de Feller invariant sur ¥°(X x T, R).

X est un espace homogéne G/K. On reprend les nota-
tions de I.3.

II.21. — T étant un opérateur de domaine D(T) dans

%°(X X T,R), soit T le prolongement canonique de T
dans ¥°(X X T, C) défim par

_ D(T) = {f + iglf, g e D(T)}
T(f + ig) = T(f) + iT(g).
Si T et S sont deux opérateurs de domaines D(T) et
D(S) dans #°(X X T,R) et A et p deux nombres réels,
on a
/\/ - - N -
(AT + uS) = AT 4+ uS et (ToeS)=T-S.
S1 T est un opérateur partout défim et borné sur ¢°(X X T,
R) alors |T| = |TJ.

[1.2.2. — Les lemmes qui suivent sont utiles pour la suite
du paragraphe. Les démonstrations sont faciles.



OPERATEURS DISSIPATIFS ET SEMI-GROUPES 23

Lemme 1. — Soient p, et wp, dans i:"WC,,[:‘(G, A) et vy et v,
dans BWH(G X T, R) tels que Vfe °(G, A),

wi(f) = vi(Zf) pour =12
Alors Vfe €9(G, A), py* pa(f) = vy * vo(Zf).
LemmE 2. — Soit F un filtre sur un ensemble 1 et (a)),c,

une famille de mesures de Radon positives, bornées de masse < 1
sur un groupe localement compact G. On suppose

)

VneN, B, = lim vague o} existe,

Alors, ¥Yne N, B} < B,.

Lemme 3. — Soit & un filtre sur un ensemble 1 et ()<,
une famille de mesures de Radon positives sur un groupe locale-
ment compact G. S’il existe une mesure positive bornée y sur
G qut majore tous les «; et st o = limvague «; existe,

F
alors, pour tout n e N, lim vague o} existe et vaut oo

11.2.3. TatorimeE. — Soit (R;)r.e une famille résolvante
a contraction sur %°(X, A), tinvariante sous laction de G.
Il existe (Uy)yso une famille résolvante sous-markovienne sur
%°(X x T, R), invariante sous Uaction de G X T, telle que

Vfe €o(X,A), Vx>0, ZRy(f) = Uy(Zf).

St, de plus, (Ry)y>o est une L_-famille résolpante alors (Uy).,
est une L_-famille résolvante.

Démonstration. — D’aprés 1.3.2, pour tout A >0, soit
€y € iq‘WC‘:‘(G, A) la mesure associée a 'opérateur invariant R,.
La famille (e))550 vérifie

(1) Va, o >0, e —eu=(p — A)ey % ¢y,
(11) va >0, |re| < 1.
Par suite

Vi, peR, (0 <t < p)=>e=23 (g — )i,

i=o0

la série convergeant au sens de la norme des mesures.
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Pour tout A > 0, il existe, d’aprés 11.1.4, une mesure de
':“TII,',:L(G X T,R), notée v, 3, telle que

Iryaal <14,

Vie oG, A), [ fden= [ Zfdy.

La démonstration se déroule en plusieurs étapes au cours
desquelles on.régularise progressivement la famille (v3 3)x>0
jusqu’a obtenir finalement des mesures associées & une famille
résolvante (Uy)iso.

et

a) Pour tout neN et tout A, 0 < A < n, on construit
une mesure Y, :

o

Yo, X = 2 (n - )\)lY:z+n1

i=o0

Cette série est normalement convergente car |ny,,| < 1.
Les mesures v, ; vérifient les propriétés suivantes :

(1) Yax€¥MY(G X T,R)
@) vl € 5 (v — WAl < § B2y
(3) Vfe ¥%G, A), var(Zf) = ex(f)-

Cette propriété résulte du lemme 1:

YA(Zf) = 3 (0= NN = § (0 — el (f) = ex(f):

(4) VneN, Vi, ueR, (0 <X<u<n)
= Yo = % (1 — M)l

C’est une conséquence de la relation

Yok = Yap = (b = N)Yn2 * You

qui s’obtient a partir de la défimtion des vy, ;.

b) Soit % wun ultrafiltre sur N convergeant vers l'infini.
Pour tout A >0 on pose vy, = lim faible v, ;.
au

Cette limite existe car, pour A fixé, tous les v, (n > 1)
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sont dans la boule de rayon —)1\— de M,(G X T, R) qui est

faiblement relativement compacte.
Les mesures vy, vérifient les propriétés suivantes :

( ) Y\ € tlme(G X T, R):

(2) vl < 4,

(3) Vfe €°(G, A),  1(Zf) = =alf),
(4)

VhpeR, (0 <A<p)==v> 3 (0 — )y

i=o0
Montrons cette derniére propriété.
D’aprés (4) on a
m
VvmeN, ¥ (¢ — A7y < vao

i=0

On passe & la limite vague et on utilise le lemme 2. Il vient

vmeN, 3 (g — Ay <

i=0 -

¢) Pour tout neN et tout A, 0 < A < n, on construit
une mesure (3,

@

Ban= X (n—N)ya"%

i=o0
Les mesures B, vérifient les propriétés suivantes :

(1) Ba» € MMLG X T, R),

(2") I2Banll < 1,

(3") Vfe €°(G, A), Bua(Zf) = =lf),
(4")

4"y ¥YneN, VypeR, (0 <A< p<n)

3

=B = X (p — AR

=0

(") vneN, VaeR, (0 <rx<n)=f,1< 7

Cette derniére propriété est une conséquence de (4').

d) On passe 4 nouveau a la limite suivant l'ultrafiltre %.
Pour tout 2 > 0 on pose

By = lim faible B, ;.
U
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Les mesures B; vérifient les propriétés suivantes :

(1) B, € fmb (G x T, R),

(2") 128l < 1

(3") Vfe €%G, A), By(Zf) = x(f),

(4") vy peR, (0 <A< p)=B= 3 (& — A)Bu™

i=o0

Démontrons cette derniére propriété.
Soit ge ¢°(G X T,R). D’aprés (4”) on a

Vo, (0 <A< p<n)=B.(g =
Or d’apres (5"),
VieN, Vn, (p < n)==-|Bi38)| < v sgl),

(u — A)Bri(g)-

llMs

et, d’aprés (2'), la série Y, (p — A)iyp'(|g|) est convergente,
i=o0

)

il s’ensuit donc que la série Y, (p — A)Biti(g) est unifor-
i=o0

mément convergente par rapport & n. On peut donc passer

a la limite terme a terme selon le filtre #%. D’apres (5”) et

le lemme 3 on obtient
Bx(g) = § (& — 2)'BE(g)-

La propriété (4”) entraine

(6”/> Vi, pe ]0, of, By — Bp. (v — 2)By * By.

e) Pour tout A >0, soit U, IDopérateur invariant sur
%°(X X T,R) associé a la mesure B € t‘-mEL(G X T, R).

On déduit de (6”) et de 1.3.2 la relation

v, pel0, o, Up—U,=(w—nUsoU,.

(Uy)aso est donc une famille résolvante invariante sur
#°(X X T,R). D’aprés (1”) et (2") cette famille résolvante
est sous-markovienne. U, est lié a B, par la relation
Vfe ¢°(X X T,R), Vx >0, U, (f)e,1)

= Jon [(&: 2) dB2(g, 2)-
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Par suite
Vfe 49X x T, C), vr >0, Uy ) 1)
= Joser F(25 ) dBa(8, 2).
D’aprés (3"), si [ est dans %°(X, A) et A >0, ona
U(Zf)(&, 1) = [, #(8) dBr(g, 2) = Ba(Z(f o )
= a(f = =) = Ry(f)(é) = ZRy(f)(¢, 1).

U, et R, étant invariants par translation, il vient

UN(Zf) = ZRy(f).

f) Placons-nous maintenant dans le cas ou (Rj)y., est une
L _-famille résolvante, c’est-a-dire

Ve €(X, A), f=lmRy(f) dans €°(X, A).

D’aprés 1.3.2 soient ¢, et f; les mesuressur X etsur XXT,
associées a4 ¢, et B;. Ona

Vie €o(X,A), VA >0, Ry(f)(e) = [f(z)dey(a)

Vie €o(X,A), VA >0, UyZf)(e, 1) = [ #f(2) dis(z, 2).
D’ou

er (KO(X’ A)’ VA > 07 é)\(f) = ﬁA(Zf)
D’autre part

Ve o(X, A), f(&) =1limx [ f(z) d&y(2)

A>o

Aé, converge faiblement vers §; lorsque A — .

Montrons que AB; converge faiblement vers 3§, ;) lorsque
A—>o00. Ona )
VA >0, A <1

Soit £ une valeur d’adhérence faible de A8, lorsque A — oo.

On a
Vfe €°(X, A),  f(e) = E(Zf).

Soit fe ¢°(X,R), f >0, f(e) = |fl =1.
On a

0 = Re[E(Zf) — 1] = E(Re(Zf)) — 1 < E(Re(Zf) — 1) < 0.
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Donc Re(Zf) =1 sur Supp&. D’ou

Supp £ < {(z, 2) € X X T/(Re 2)f(a) = 1}
Supp £ < {z € X/f(&) = 1} X {1}.

Ceci étant vrai pour toute fonction f de %%(X,R) telle que
fe)=1fl =1, on a donc

Supp & <= {(¢, 1)}

Il existe donc a € R tel que & = a 3, ,).

La relation E£(Zf) =1 entraine a = 1. Donc AB) con-
verge faiblement vers 3, lorsque A — 0. Les mesures
AB, étant de masse < 1, la convergence est étroite.

Une démonstration classique montre que les opérateurs
AU, associés satisfont alors & la condition

Vfe (X X T, R), f= l)im AUL(f) dans @°(X X T, R).
La famille résolvante (Uy)y,, est donc L,.

I1.2.4. CoroLLAIRE. — St A est le générateur infinitésimal
d’un semi-groupe d contraction invariant sur %°(X, A), alors
il existe B, générateur infinitésimal d’un semi-groupe de Feller
invariant sur %°(X X T,R), tel que

Vfe #°(X, A), feD(A) <> Zf e D(B)
et ZA(f) = B(Zf).

Remarque. — Ce résultat a été démontré par Faraut ([9])
dans le cas X = R™

Démonstration. — D’apreés le théoréme de Hille-Yosida et
un théoréme de Hirsch ([11]; page 109) il y a identité entre
les générateurs infinitésimaux de semi-groupes & contraction
et les générateurs de L_-familles résolvantes a contraction.

Soit A le générateur d’une L_-famille résolvante (R;)35,
4 contraction et invariante sur %°(X, A). D’aprés I11.2.3,
il existe une L_-famille résolvante (U,);5, sous-markovienne

et invariante sur %°(X X T, R) telle que
Vfe€o(X, A),  ZRy(f) = U\(Zf).

Notons B le générateur de (U;)y.,.
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B est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe de
Feller invariant sur %°(X X T, R).
On a d’autre part

fe D(A) == 3g € ¥°(X, A), = l;.g rAR, — D(f),
<> 3ge 99X, A), Zg = lim A3 0, — DI)(Zf),
<> Zfe D(B), e

et on a alors Zg = ZA(f) = B(Zf).

I1.2.5. CororrLaire. — Soit (P,),5, un semi-groupe a
contraction invartant sur %°(X, A). Il existe un semi-groupe
de Feller (Q);»o tnvariant sur %°(X X T,R) tel que

Vi> 0, Vfe®oX,A), ZP(f) = QuZf)

Démonstration. — Soit A le générateur infinitésimal de
(P)io. D’aprés 11.2.4, il existe B, générateur infinitésimal
d’un semi-groupe de Feller (Q,),5, invariant sur ¥°(X X T,
R), tel que

Vie 9(X, A), feD(A) <= Zfe D(B),

et ZA(f) = B(Zf).
Pour f dans %°(X, A) et ¢ > 0 on définit S/f), élément
de @°(X, A), par

Sdf) = QUZf)(-, 1)

On a done
Vie (X, A), Ve 0, ZS(f) = QuZf).
Soient s et t >0 et f dans %°(X, A),

Z8,.,(f) = Qui(Zf) = QUQUZS)) = QUZS,(f)) = ZS(S.(f))-
Par suite S,,,=S,0 S,.
On a d’autre part

So=1 et Vfe®o(X,A), f=limS(f).

t>0

(S)i»0 est donc un semi-groupe sur %°(X, A). Si C est
son générateur infinitésimal on voit immédiatement

Vfe ¥9(X, A), feD(C)<> Zfe DB) et ZC(f) = B(Zf).
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Donc A = (, ce qui entraine I’égalité des deux semi-groupes
(P)iso et (5)i»o- Finalement:

ve> 0, Vfe¥o(X,A), ZP(f) = QZf).

3. Générateurs infinitésimaux
des semi-groupes invariants sur %°(X, A).

11.3.1. TutoriME. — Si A est un opérateur dissipatif
(resp. vérifiant le principe du maximum positif), de domaine
dense et invariant sur %¥°(X, A), alors A se prolonge en le
générateur infinitésimal d’un semi-groupe a contraction (resp.
de Feller) invariant sur €°(X, A).

Remarque. — Ce théoréme ne dit pas que le semi-groupe est
unique. Cette question reste ouverte dans le cas d’un espace
homogéne quelconque.

Démonstration. — Supposons A dissipatif.

Pour neN, soit ¢, € h‘nt:?(G, A) la mesure associée par
[.3.2 4 la mesure ¢, € t"mb(X, A), introduite dans la démons-
tration de 1.3.3.

e, vérifie

(1) Ine] <1

()  vfeD(A), f(e)= f; [nf(g) — A(F)(8)] deu(g)-

Pour tout n e N, 1l existe, d’aprés 11.1.4, une mesure de
hcm,EL(G X T, R), notée v,,, telle que

(1) Inva.l <1

() VvfeD(A), f(e)= LXT z[nf(g) — A(F)(&)] dva (g 2)-
On poursuit alors la démonstration comme celle du théoréme

11.2.3.

a) Pour tout neN et tout A, 0 < A < n, on construit
une mesure Y, ;,

®

Yux = X (n— A)iyatl

=0
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Les mesures vy, ; vérifient les propriétés suivantes,

(1) Yn, € t]cntt;L(G X T, R),

(2> ")‘Yn,)\u < 17

(3) VfeDA), f(&) = [, 0@ — AN))] d1asle, 2,
en effet,
[ 2D (@) — AP)(@)] dvailg, 2)
(n — )y [Z(M o 0 — A(f) o m)]
(n — 2)'vals [Z(nf o = — A(f) o =]
(n — Ny [(0 — n)Z(f o )]

3 (1 — ML o m) — 3 (0 — MR (Lo w)
= SenlZf o 7)) = f(e).

(4) VneN, Vrn,peR, (0 <:r<p<n)

I
ings ~—

-~
o

+
Ibgsibgs [bas

-

-~

= Yar = 2 (1 — Ay

1=0

b) Soit # un ultrafiltre sur N convergeant vers I'infini.
Pour tout A > 0, on pose

v, = lim faible v, ;.
a

Cette limite existe car, pour A fixé, tous les +y,y(n = 1)
sont dans la boule de rayon % dans N,(G X T, R).

Les mesures vy, vérifient les propriétés suivantes,

(1) vy € BB (G x T, R),

(2) vl < 1,

(3) YfeDA), f@&) = [, .20 — A& dvile, 2),
(4) vy, peR, (0 <A < p)=v, 2 z‘o (b — A)iylHt,

c¢) Pour tout neN et tout A, 0 < A < n, on construit
une mesure £, 3,

@

Bn,l = 2 (n - )‘)iY:1+l'

i=o0
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Les mesures B, vérifient les propriétés suivantes,

(17) B2 € MML(G X T, R),

(2") 8ol < 1,

(3") vfeD(A), f(e)= foT 3[Af(g) — A(f)(8)] dBaa(8, 2),
(4") vneN, vrapeR, O <r<p<n)

(") vneN, vreR, (0 <A <n)==8,1< 1

d) On passe & la limite suivant #%. Pour tout A > 0,
on pose
By = lim faible 8, ;.
U

Les mesures B; vérifient les propriétés suivantes,

(1" B € BMA(G x T, R),
2" 128l < 1,

(
(3" VfeD(A), f(&)= [z[rf(2) — Al)(g)] dB(g, 2),
(

o

4 Va,ueR, (0 <r<p)==8 =3 (p— 2B

1=0
La propriété (4") entraine

(6,”) VA, p € ]07 + 00[7 ﬁ)\ - ﬂp- = (“‘ - )‘)Bl * Bp.'

e) Pour tout A >0, soit U, [lopérateur invariant sur
#°(X X T, R) associé a la mesure B, € hm,ﬁ(G X T, R).
D’apreés (6”) on a

VA, p € ]09 + OO[’ U)\_ U}L: (p‘ - )‘)U)\" U[J.'
(Uxaso est donc une famille résolvante invariante sur

%°(X X T,R). D’apreés (1”) et (2") cette famille résolvante
(Uy)aso est sous-markovienne et, d’apres (3”), elle vérifie

VfeD(A),  Zf = U\(Z[f — A(f))).
f) On définmit 'opérateur R; sur €°(X, A
Vfe ¢o(X, A),  Ry(f) = Ux(Zf)(

par
L.

Par suite X
Vie ¢%(X, A),  ZRy(f) = U\(Zf),
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(Ry))a»o vérifie I'équation résolvante, en effet, pour

fe (X, A),

on a

ZR,(f) — ZRy(f) = O\(Zf) — Uu(Zf) = (» — 1)Uy o Uy(Zf)
= (& — NULZR,(f)) = (v — MZRy = Ry(f).

D’autre part [ARy| < [AUy| = AUy < 1.
(Ry)a>o est donc une famille résolvante a contraction
invariante sur %°(X, A) et elle vérifie

(*) vfe D(A), f=Rif— A(f).
On en déduit
Vfe D(A), f = lim ARy(f).

A>o
La famille (AR,),., étant équicontinue, il s’ensuit

VFewo(X, A),  f=limaRy(f)
(Ry)aso est donc une L_-famille résolvante.
Soit B son générateur.
D’une part B est le générateur infinitésimal d’un semi-
groupe a4 contraction invariant sur %°(X, A). D’autre part,
d’aprés (), B prolonge A, ce qui achéve la démonstration.

Remarque. — Si A vérifie le principe du maximum positif,
alors les mesures ¢, de la démonstration précédente sont
positives et 'on peut raisonner sur X au lieu de X X T.
On obtient alors une famille résolvante (Uy);., sous-marko-
vienne invariante sur %°(X, R), donc, & la fin, un semi-
groupe de Feller invariant sur %°(X, R).

On peut donner un théoréme analogue a I1.3.1 dans le cas
d’un opérateur codissipatif.

[1.3.2. Tatortme. — Si V est un opérateur codissipatif
(resp. vérifiant le coprincipe du mazimum positif faible), de
domaine dense et invariant sur 4°(X, A), alors V se prolonge
en le cogénérateur d’une Ly-famille résolvante a contraction
(resp. sous-markovienne) invariante sur %°(X, A).
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Démonstration. — A partir des mesures ¢; de 1.2.2, on
refait une construction analogue a celle de la démonstra-
tion de I1.3.1. On obtient alors une famille résolvante (R;); 0
a contraction (resp. sous-markovienne) invariante sur ¢°(X, A)
telle que

(%) vie DY),  V(f) = Ry(f + 2V(f)).

Par suite

VfeD(V),  limaRy(f) = 0.

A>0

Ce qui donne, compte tenu de I’équicontinuité de la famille

(ARi)rso
Vfe €°(X, A), lim AR, (f) = 0,
A>0
(Ry)yso est donc une Lj-famille résolvante.
Soit W son cogénérateur.
La relation (%) montre que W prolonge V.

Remarque. — Le défaut des théorémes I11.3.1 et 11.3.2
réside dans le fait qu’ils ne disent pas si le semi-groupe (resp.
la famille résolvante) associé & A (resp. & V) est unique.
Les deux théorémes suivants montrent que, dans de nom-
breux cas, A est un prégénérateur de semi-groupe et V
est un précogénérateur de Ly-famille résolvante. Dans ce
cas le probléme d’unicité est a fortiori résolu.

I1.3.3. TutoriME. — Soit A un opérateur dissipatif,
de domaine dense et invariant sur %9(X, A). On considére
les trois propriétés suivantes :

(1) X est compact,
(11)  la convolution est commutative sur tlm‘;((}, A),

(i) Vfe D(A), Vz e X, o.f € D(A),
ot o,f estla fonction de ¥°(X, A) définie par

veeG, o f(g) = [, f(gha) dk.

St Uune de ces trois propriétés est vérifiée, alors A préengendre
un semi-groupe d contraction invariant sur €°(X, A).
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Remarque. — La proprlete (11) est vérifiée en partlcuher st X
est un espace riemannien symétrique. La propriété (iii) est
vérifiée en particulier si G est un groupe de Lie et D(A)
est I'ensemble 2(X) des fonctions indéfiniment dérivables
sur X et a supports compacts.

Le cas (1) a été démontré par Faraut ([8]), le cas (i1) par
Hirsch et Roth ([13], [14]) et le cas (111) par Hirsch ([12], [13]).

On peut noter a ce propos les travaux antérieurs de
Hunt ([15]), de Faraut ([9]), de Faraut et Harzallah ([10]),
de Hirsch ([11]) et aussi un travail récent de Duflo ([6])
utilisant les distributions sur un groupe localement compact
quelconque.

11.3.4. TutorimME. — Soit V un opérateur codissipatif, de
domaine dense et invariant sur %°(X, A). Si Pune des deux
propriétés (i) et (11) introduites dans U'énoncé 11.3.3 est vérifiée,
alors V précoengendre une Ly-famille résolvante & contraction
invariante sur %°(X, A).

La démonstration du théoréme I1.3.4 et celle du théoréme
I1.3.3 dans les cas (1) et (i1) reposent sur le lemme suivant:

Lemme. — St B est un opérateur fermé, injectif, de domaine
dense et invariant sur %°(X, A) et st X vérifie (1) ou (i1),
alors B est d’image dense.

On applique ce lemme & I — Aeeal+V, ou A etV
sont les fermetures des opérateurs préfermés A et V.



CHAPITRE III

OPERATEURS CARRES DU CHAMP
ET FORMULE DE LEVY-KHINCHINE
SUR LES ESPACES LOCALEMENT COMPACTS

Nous introduisons la notion d’opérateurs carrés du champ,
pour lesquels nous démontrons une formule de représentation.
Nous en déduisons une formule de Lévy-Khinchine pour
les opérateurs vérifiant le principe du maximum positif sur
#°(X, R).

Dans tout ce chapitre: A = R.

Ces résultats ont été annoncés dans ([19]).

1. Définition et représentation
des opérateurs carrés du champ.

I11.1.1. Préliminaire. — C désigne I’ensemble des fonctions
T de R dans R, vérifiant T(0) =0 et

ve,yeR, |T(z) — T(y)| <[z —yl.
C. désigne ’ensemble des fonctions de C qui sont de classe
€”.
Si f et g appartiennent & %°(X) on dit que g est une
contraction (resp. contraction ¢~) de f s’il existe T dans

C (resp. C.) tel que g=Tof. 1l est facile de voir que
« g est une contraction de f» est équivalent &

ve,y e X, |gl@) — gly)l < |f(z) —fly)l et |gla) < [f(z).

Soit A un opérateur de domaine D(A) dense dans %°(X)
vérifiant le principe du maximum positif. On suppose de plus
que D(A) est stable pour la multiplication:

vf,ge D(A), fge D(A).
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Pour f et g dans D(A) on pose
B(f, 8) = Al(fg) — fA(g) — gAlf)-

I11.1.2. ProrositioN. — B ainsi défint vérifie les trois
propriétés suivantes,

1) B est une application bilinéaire symétrique de

D(A) X D(A) dans €°(X),
2) ¥f,ge D(A), (g contraction de f)=-B(g, g) < B(f, ),
3) Vf, ge D(A), Yz e X,

(fltx) =Supf >0 et glx) = Supg > 0)=— B(f, g)(z) = 0.
Démonstration. — Soit z un point de X. D’apres 1.2.3.

. . .. 1
il existe des mesures ¢, sur X positives, de masse < — et

r - n
vérifiant

vieD(A),  A(f)@) =limn[n [ f(y) de.fy) — f(2)]-

n>w

Nous allons calculer B(f, g)(z) a ’aide de cette expression de

A(f)(z). Soient f et g dans D(A).
B(f, g)(x) = A(fg)(x) — f(z)A(g) > g(@)A(f)()
=1imn[nff<y><> &(y) — fl@)g@) — n [ f(=)
() — n [ g(@)f(y) dealy +f() (2)]-
<f, )( ) - 1;5_; n[n [ (f(y) — f())(8(y) — g(a)) de.(y)
+ (1 — [ne.l)f(2)g(@) |

Sous cette forme on voit que 3) est vérifié.

D’autre part, si [ est dans D(A),
B(f, f)(@) =lim n[n [|f(y) = f(@)|* des(y) + (1 — [neIf(2)]*]

ce qui donne 2) compte tenu de la définition des contractions.
Nous sommes ainsi conduits & poser la définition suivante :

II1.1.3. Dérinition. — Soit V < K(X) wun sous-espace
dense de €°(X) tel que

VeV, vT e C,, TofeV.
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En particulier 'V est stable par multzplwatwn B est un
opérateur carré du champ défint sur V, si

(1) B: VX V- (X)) est une application bilinéaire symé-
trique,

(2) Vf,geV, (g contraction de f)=>B(g, g) < B(f,[),

(3) Vf,geV, Vx e X,
(f(®) = Sup f > 0 et gla)=Sup g > 0)—=B(f, g)(z) > 0.
B vérifiant (3) on dit qu’il satisfait au principe du maximum
positif.

On utilisera aussi la propriété suivante :

(2 bis) Vf,geV, (g contraction ¢~ de f)
—>-B(g, 8) < B(f, /)

Le théoréme suivant est une formule de représentation
des opérateurs carrés du champ. Elle ressemble a celle donnée
par Allain dans ([1]) pour les formes de Dirichlet.

I11.1.4. TutoriME. — Soit B un opérateur carré du
champ. Il existe :

(1) une famille {w(x, .)},x de mesures de Radon positives
sur X\{z}, telles que, pour tout f dans V,

T Joo (@) — [(2))w(2, dy)

est une fonction semi-continue inférieurement et finie sur X;

(1) une fonction z+—— a(x) semi-continue supérieurement
et positive sur X;

(11) une application bilinéaire symétrigque G de V X V
dans M (0w M est le sous-espace de F(X) engendré par les
fonctions s.c.i.), G vérifiant (2 bis), (3) et G étant local,
Cest-a-dire Vf,ge V, Vxe X, (f constante au voisinage de
z) = G(f, g)(z) = 0,

tels que
vf,geV, B(f g
= afg + [ (f(.) — fy))e(.) — 8W)el., dy) + G(f, 8).

De plus {u(z, .)},ex; @ et G sont uniques.
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Démonstration. — Elle va se faire en plusieurs étapes. Le
début s’inspire largement de la méthode classique utilisée pour

les formes de Dirichlet ([1], [2]).

a) Lemme 1. — Soit Q un ouvert et K un compact contenu
dans Q. Ilexiste vy dans V telque 0 < y <1, y=1 sur
K, Supp y = Q.

Démonstration. — Soit « € A#'(X) tel que
0 <ac<i4, « =14 sur K, Supp « < Q.

D’aprés la densité de V dans #°(X), il existe 8 dans V
tel que [ — «| < 1. On a donc

B >3 sur K et B <1 sur [:Q.
Soit T e C, vérifiant

0<T<x1, T=0 sur ]— o,1]
et
T=1 sur [3, 4+ o[

La fonction y = T o B convient.
Pour tout ouvert » de X on note V(w) D’ensemble
des fonctions de V & support dans ® et on pose

V(o) = V(o) N #.(X).

On a la propriété suivante :

Lemme 2. — Pour tout ouvert o de X, V.(w) engendre
V(o) et V,(o) est riche dans A (o), c'est-a-dire que, pour
tout  dans o ,(w), il existe un compact K de o et une
suite (f,).5o de fonctions de V() qui converge uniformément
vers [ et dont chaque élément a son support dans K.

Démonstration. — Soit fe V(o). Considérons d’apres le
lemme 1 une fonction y de V,(w) valant 1 sur Supp f.
[ séerit f=fi—f; avee fi=|fly et fa=Ifly—T
fi et f, sont dans V,(w) donc V,(w) engendre V(w).

Soit fe A, (0). Posons K = Suppf. 1

Pour tout ne N, il existe g, €V tel que |f— g < -
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Soit T,eC, tel que T, =0 sur ]—— 0, %], T, positive

et
2
vz e [0, + o], | To(2) — 2] < -
La suite des fonctions f, =T, g, convient.
Lemme 3. — Sotent o, et o, deux ouverts de X et o

une forme bilinéaire sur V(w,) X V(w,). On suppose que ¢
est positive, c’est-a-dire

v(f, g) € V() X Vi(ws), o(f, g) = 0.

Il existe une mesure de Radon positive unique o sur o; X o,
telle que

V(f, 8) € V(o) X V(wa), olf,8) = [ ® gdo.

Démonstration. — D’aprés le lemme 2 on peut prolonger ¢
en une forme bilinéaire positive sur H(w;) X #(w;). On
applique alors un résultat connu surla représentation des formes
bilinéaires positives sur H#(w;) X A (w,).

b)  Vfige V., (inf(f, g) =0) = (B(f, g) < 0).

Démonstration. — f + g = |f — g|. Ceci montre que f 4 g
est une contraction de f— g. On a donc

Bif+g f+g <Blf—g f— g,

ce qui donne, en développant et en utilisant la symétrie de B,

B(f, g) < 0.
c) ViwaeV,, (0 <« <1 et a =1 sur Supp /)
= B(f, «) > 0.
Démonstration. — Soit T e C défin1 par

T=0 sur ]— ,0], T=1 sur [1, + o

et T(x) =2 pour ze[0,1].
Pour tout & >0, on a T(ef + a) = «, donc

B(a, «) < B(ef + «, ¢f + «).
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Par suite:

Ve > 0, 0 < eB(f, f) + 2B(f, «).
Finalement B(f, «) > 0.

d) Construction des mesures p(z, .):

Fixons e dans X.

D’apres la propriété b), pour tout couple (f, g) de fonctions
de V, a supports disjoints B(f, g)(e) est négatif. Pour tout
couple (w;, w;) d’ouverts disjoints de X, 1l existe done,
d’apreés le lemme 3, une mesure de Radon positive, unique,
Gu, w, SUr ®; X oy, telle que

V(f, g) € V(on) X V(og), B(f, e)le) = — [ f® gdou,u,

Les ouverts o; X w,, ou ; et w, sont des ouverts dis-
joints de X, forment un recouvrement de X2\A (A désigne
la diagonale de X2).

D’autre part les mesures o, ,, satisfont, d’aprés I'unicité,
la condition de recollement.

Par recollement des mesures ¢, ., on obtient une mesure
de Radon positive o; sur X2\A, telle que

vf,geV, (Suppf N Supp g = 02)
—B(f, g)(e) = — [ f(2)g(y) dox(z, y)-

B étant symétrique, o, est une mesure symétrique.

Pour tout couple (f, g) de fonctions de V., (X\{e}), on a
B(f, g)(e) > 0

Cette propriété découle de la condition (3) dans la définition
de 'opérateur carré du champ. D’aprés le lemme 3, 1l existe
une mesure de Radon positive, unique, o, sur (X\({e})?
telle que

vf,ge V(X\{e}), B(f, g)(e) = [ f(@)ely) don(x, y).

Pour tout couple (f,g) de fonctions de V. (X\{e}) a
supports disjoints, on a

—_ff y) doy(2, y) ff y) doy(z, y).
Donc B(f, g)(e) = 0.
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Par suite

Supp o; < ({e} X X) U (X X {e})\{(e, €)}

et Supp o, = A\{(e, e)}.
Il existe donc deux mesures de Radon positives sur X\ {e},
v et &, telles que

Vhe #(XNA), [ h(z,y) doy(x, y)
= [ he,y) dvly) + [ h(s, ¢) dv(a)
Vhe £ ((XN{})), [ h(z,y) dos(w, ) = [ ke, ) dE().

Soit (f, g wun couple de fonctions de V tel que

(Supp f X Supp g) 3 (e, e).
Par exemple e ¢ Supp f.

D’apreés le lemme 1, on peut trouver une fonction y dans
V. telle que

vy <1, y =1 dans un voisinage de Supp f
et

= 0 dans un voisinage de e.
Posons g, = vg et g =g — g = g(1 — ¥).
Les fonctions g, et g, sont dans V. D’autre part:
e ¢ Supp g et Supp f N Supp g = 2.

On peut donc écrire

B(f, g)(e) = B(f, g1)(e) + B(f, 22)(e)
= [ f@)eu(a) di(@) — [ [gale)f(@) + fle)ga(a)] dv(a).
D’ou
B(f, g)(e) = [ f(2)g(x) d&(z) — [ [g(e)f(x) + fle)g(x)] dv(x)
car g=g sur Suppf, gle) = g(e) et f(e) =0.

Soit (f, g) un couple de fonctions de V, tel que f=0
sur un voisinage de ¢, 0 < g <1 et g=1 sur

(Supp f) V {e}.
D’aprés ¢), B(f, g)(e) = 0.

D’autre part, comme B vérifie le principe du maximum

positif, B(f, g)(e) < 0. On a donc B(f, g)(e) = 0.
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f, ffdi ffdv. Par suite:
Vie VuXN\{e}), [ fdi= [fav.

Comme V,.(X\{e}) est riche dans o ,(X\{e}), il s’ensuit
£ =v.

On pose p(e, .) =& =v.

C’est une mesure de Radon positive sur X\{e}, telle que

Y(f, 8) € V%, (Supp f X Supp g % (e, ¢))
= B(f, g)(e) = f (f(z) — f(e))(g(z) — g(e))u(e, dx).

e) Construction de af(e).

Soit fe V,. Notons E; I’ensemble des fonctions de V,,
inférieures & 1 et valant 1 sur Suppf. La famille

(B(f, “)(e))aeE/

est filtrante décroissante d’aprés b) et minorée par 0 d’apres
¢). On note A(f) salimite . A est défini sur V, et se prolonge
en une mesure positive, encore notée A, sur X.

Soit feV, telle que f(e) =0. Comme B satisfait au
principe du maximum positif, on a A(f) = 0.

A est donc de la forme a(e) 3,, ou a(e) est un réel positif
et 3, la mesure de Dirac au point e.

Soit fe V,, constante dans un voisinage U de e.

Soient ge V., et a e E, n K,

D’aprés d) on a la relation

B(f — f(e)a, g)(e) = [ (f(a) — fle)a(x))(g() — gle))u(e, da).

Soit B une fonction continue sur X, comprise entre 0 et 1,

valant 1 sur CU et 0 sur un voisinage de e.

B(f — f(e) = [8 fe)a(2))(g(x) — gle))ule, da).

Par suite,

B(f, g)(e)~f<e>B<a,g e) f B(2)f («)(g() — g<e>> <e, da)
+ f(e)gle) e dw — f(e) [ 8(2)g(x)ule, da).
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Passons a la limite dans les deux membres selon le filtre des
sections de E, N E,. On obtient

B(f, 8)(e) — ale)f(e)gle) = [ B(x)f(x)(g(x) — gle))ule, da)
+ fle)gle) [ Bla)ule, da) — f(e) [ B(a)g(a)ule, da).

On remarque en particulier que la fonction B est p(e, .)-
intégrable.

Finalement on a
B(f, g)(e) = a(e)f(e)g(e) + f(f(w) — f(e))(g(z) — sle))u(e, dz).

Cette formule s’étend aisément au cas de deux fonctions f
et g de V dont 'une est constante au voisinage de e.

La fonction a ainsi définie sur X est semi-continue supé-
rieurement. En effet, soit U un ouvert relativement compact
et f une fonction de V, valant 1 sur U.

Pour tout =z de U on a

a(z) = Inf {B(f, «)(a)/« € E,}.

La restriction de @ a U est donc s.c.s. comme enveloppe
inférieure de fonctions continues sur U.

f) Définition de G.
Montrons d’abord que pour toute fonction f de V

f(f(x) — f(e))2u(e, dw) est fini.

Soit f une fonction de V.

Pour tout ¢ >0, on considére une suite (@,),ex de
fonctions croissantes, de classe ¥*, de R dans R, telles
que, pour tout n dans N,

veeR, (o flol > o) = guile) =
®:., = f(e) dans un voisinage de f(e)

local <14«
CPE,,,(O) =0
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et telles que

VvzeR, VneN, (z<f < P
VeeR, VneN, (z 2 f(e)) => (9c.41(%) = ¢ .(@))

//I
|
|
!
|
|
1

f(e)

Fonction Pern

La fonction g = Peno f est une contraction de f.

1+«
Comme g est une constante au voisinage de e on a,
d’apres e) :

B(g, £)(e) = ;g5 Laelf(e)?
+ [ (@ o fl@) — fle)2unle, da)

D’autre part B(g, g)(e) < B(f, f)(e)-

D’aprés les hypothéses faites sur la suite (¢ ,).ens les
fonctions (¢., o f — f(e))? convergent en croissant vers la
fonction (f — f(e))®* lorsque n tend vers 'infini.

Par application du théoréme de convergence croissante,
on obtient:

ve >0,  a(e)(f(e))?
+ ) (f(@) — f(e)?ule, dx) < (1 + )*B(f, f)(e).

Par suite,

VeV, ae)(f(e)? + [ (f@) — f(e)?ule, do) < B(f, f)(e)-
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Pour tout neN, la fonction

er— [ (9e0 0 f(2) — fle))2ux(e, da)

est une fonction @, semi-continue inférieurement. (D’aprés e)
@, est la différence d’une fonction continue et d’une fonction
s.C.8.).

Or @, converge en croissant vers la fonction @ définie
par

o(e) = [ (f(@) — f(e))ule, da),

® est donc une fonction s.c.i. finie.
Pour tout couple (f, g) de fonctions de V on pose

G(f, 2)(e) = B(f, g)(e) — a(e)f(e)gle)
— [ (f(2) — fle))(g(x) — gle))ule, dx).

D’aprés ce qui précéde G est bien définie, elle est bilinéaire,
symétrique, locale et elle prend ses valeurs dans le sous-
espace de £ (X) engendré par les fonctions s.c.i.

Pour obtenir les autres propriétés de G nous allons établir
deux formules d’approximation.

Soient feV et (9,),en une suite de fonctions de C
telles que

VneN, VzeR, <|zv — f(e)] = —i—>=> e.(z) =0

o

et ¢,() =2 — f(e) pour tout z dans un voisinage de f(e).

I\
vf(e)

Fonction ¢,.

G étant locale on a

G(f, f)(e) = G(on o f, @u o f)(e)
G(f, f)(e) = B(ew o f, oo f)(e) — [ (00 o f(2))ule, da).
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D’aprés le théoreme de convergence dominée,
lim [ (o, w(e, dz) = 0,
n>w
donc

G(f, f)(e) =lm B(e, o f, @u o f)(e).

Soit (f, g un couple de fonctions de V. On reprend la
suite (9,),en définie ci-dessus.
G étant locale on a

G(f? g)(e) = G((Pn ° f7 g)(e)
G(f, 8)(e) = B(a, o f, g)(e) — f . o f(2)(g(x) — gle))ule, da).

D’aprés le théoréme de convergence dominée

lim [ ¢, o f(z)(g(z) — g(e)u(e, da) = 0.

Par suite

G(f, g)(e) = lim B(g, < f, g)(e).

Montrons que G vérifie le principe du maximum positif.
Soit (f, g) un couple de fonctions de V telles que

fle) =Supf >0 et g(e) = Sup g > 0.
Vn e N, @, o f(e) = Sup (¢, o f) = 0.
Donc

VneN,  Blo.,of,g)e) > 0

Par passage a la limite on obtient

G(f, g)(e) = 0

Montrons pour conclure que les contractions %* opérent
sur G.

Soient feV et T eC,.

Posons
Ty(r) = T(r + f(e)) — T(f(e))-
T, eC, etona

Tyo@,0of=Tof— T(f(e)) au voisinage de e.
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On en déduit :

G(Tof, Tof)(e)=G(Tyoguof,Tyoo,of)e)
=Um B(Ty o @, o f, Ty o @, 0 f)(e)
< lnl:il B(‘Pn ° f? <Pn ° f)(e)‘

Donec

G(T o f, T o f)e) < G(f, f)(e).

La démonstration de I'unicité de la décomposition est immé-
diate.

Nous allons maintenant montrer que G a des propriétés
qui 'apparentent & un carré de gradient.

II1.1.5. Tutortme. — Soit G une application de V x V
dans M, bilinéaire, symétrique, locale, vérifiant (2 bis) et (3).
Alors G satisfait aux relations suivantes :

(i) VfigheV, Glh, fg) =[G g) + gG(h, ),

(11) Vf,geV, Vv0,¢eC,
GOof,bog)=(0of) X (4 g X Gf, g.
Démonstration. — Nous allons d’abord établir la propriété
suivante :

vifeV,  (f(e) = 0) == G(f2, f*)(e) = 0.
Pour neN, soit ¢,eC, tel que
o, =0 en dehors de [— -1—, —1—],

n n
(0) =0 et ¢,(x) =z au voisinage de 0.
f2 = (9. o f)? au voisinage de e.

La fonction — (¢, o f) prend ses valeurs dans I'intervalle
n
_ 1t 17
[ 2n?’ 2n?

Or la fonction t— n2? est une fonction %=, nulle en 0,
dont le module de la dérivée est majoré par 1 sur

_ 11
[ 2n?’ 2n? |
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La fonction (¢, o f)? est donc une contraction %> de la
fonction —% (pnof)-
Par suite
1
G(f?, 1*)(e) = G((n o )%, (#n o [)?)(e) < —5 G(%n * [); (@n © [))e)-
Donec, pour tout n e N,
1
G(f*, f*)(e) < —5 G(f f)(e).
Par passage a la limite on obtient G(f?, f2)(e) = 0.
On en déduit, d’apres I'inégalité de Schwarz,
vi,geV, (fle) = 0) = G(f* g)(e) = 0.
Il s’ensuit, d’apres la relation 2fg = (f + g — f2 — g,
Vi, g heV, (fle) = gle) = 0) = G(fg, h)(e) = 0.
Nous sommes en mesure de montrer la propriété (i).
Solent f, g, h des fonctions de V. Soit « une fonction
de V valant 1 au voisinage de e. On a la relation:
G((f — f(e)x)(g — gle)), h)(e) = 0.
On en déduit
G(fg, h)(e) = G(f(e)ag, h)(e)
+ G(g(e)af, h)(e) — G(f(e)g(e)o?, h)(e),

ce qui donne (1), compte tenu du caractére local de G.
Soient f et g dans V et 6 et ¢ dans C,.

Posons a = f(e) et b= g(e). Il existe des fonctions 6,
et ¢; de R dans R, de classe %=, telles que

VyeR, 6(y) = 0(a) + 0'(a)(y — a) + 0,(y)(y — a)?
vyeR, {(y) = ¢(b) + ¢'(b)(y — b) 4 di(y)(y — b)2.

Soit « une fonction de V wvalant 1 au voisinage de e.

Les deux fonctions suivantes sont constantes dans un voi-
sinage de e:

Bof—0(a)f — (01 0 f)(f — fle)a)?
bog— ¢'(b)g — (410 8)(g — gle)a).

et
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Comme G est local, il s’ensuit,

G(0 o f, ¢ o g)(e) = G(0'(a)f — (61  /)(f — fle)a)?
¢'(b)g — (1 = g)(8 — gle)a)*)(e).

D’apreés (1), on a done,
G0 o f, b o g)(e) = 0'(f(e))d'(8(e))G(F, g)(e)-

I11.1.6. Remarque. — Supposons que pour tout neN,
pour tout r-uple (f;, ...,f,) de fonctions de V et pour
toute fonction 6, de classe ¢, de R" dans R, telle que
60, ...,0)=0, on ait 6(fi,...,f.) €V. On montrerait
comme dans la démonstration de (i1) de II[.1.5 que I'on a
la propriété suivante:

Y(fy, ..., f.) € V",
vo: R* >R declasse %=, 6(0,...,0) =0,

V(gr, .- ) € VP,
vy: R®* =R de classe ¢~ ¢(0,...,0) =0,

GO -5 fa)y (81, -+ -5 8n)) o0
= 0
55 S o 5 (- 80CC B).

Comme cas particulier on obtient la représentation des
opérateurs carrés du champ dans le cas ot X est un ouvert
de R" et V estl’ensemble 2(X) des fonctions indéfiniment
différentiables sur X.

CoroLrLaire. — Soit X un ouvert de R" et G une appli-
cation de 2(X) X 2(X) dans M, bilinéaire, symétrique,
locale, vérifiant (2 bis) et (3).

Alors il existe une famille (a;)
sur X telles que

() vzeR", V(& ..., E)eR, 3 Y aya)EE > 0

26 0y
% bx bacj

de fonctions réelles

(i) v0,¢ea(X), GO,¢) =23 Z
On définit a; de la maniére sulvante

Soit e € X et « une fonctionde V valant 1 au voisinage
de e. On pose ayle) = G(z, zja)(e) ou =z désigne la
fonction 1eme projection de R™
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2. Formule de Lévy-Khinchine
sur les espaces localement compacts.

I11.2.1. Soit A un opérateur de domaine D(A) dense
dans %°(X) et vérifiant le principe du maximum positif.
On suppose que D(A) est contenu dans ' (X) et qu’il

vérifie la propriété suivante :

Vf e D(A), vT € C,, T o fe D(A).
Si e est un point de X et n un entier, on note J,(e) 1'idéal
de D(A) engendré par les fonctions g", ou g est un élément

de D(A) s’annulant au point e.
On vérifie facilement la propriété suivante,

Ve, (e)y, VT eC, Tofese).
I11.2.2. TutoriEME. — Avpec les notations précédentes, il
existe :

(1) une mesure de Radon positive p, sur X\{e}, telle que

Vie ye),  [Ifl duw. < + o,
(11) une forme lLinéaire T, sur J,(e)

— locale, portée par {e} (Vfe Jy(e), e ¢ Supp f==T.(f) =0),
— vérifiant le P.M.P. (Nfe Jy(e), f 2 0= T,f) = 0),
— dordre 2 (Vf e Z4(e), T(f) = 0),

telles que
Viesle),  Alf)e) = Tf) + [ f@)ulda).
Démonstration. — Elle peut se faire directement mais nous

allons la déduire de ce qui précede.
Pour f et g dans D(A), on pose

(%) B(f, 8) = A(fg) — fA(g) — gA(f).

La proposition III.1.2 prouve que B est un opérateur
carré du champ. Nous pouvons donc, en utilisant les notations
du théoréme III.1.4, écrire B sous la forme

(% %) B(f, ) = Glf, ) + afg
+ [ (f@) — F())g(@) — g())u(., da).
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On pose p, = p(e, .). C’est une mesure de Radon positive

sur X\ {e} et, d’aprés III.1.4 on a bien
viesile)  [Ifl du. < + oo.
Pour feye), posons T.f)=A(f)(e) — [ f(x)du(2). T.

est une forme linéaire sur ,(e).
Soient g et ¢ dans D(A) etsupposons g(e) = 0. D’aprés
(#) et (* =) ona

B(g, og)(e) = A(eg*)(e) = G(g, 28)(e) + [ vg* du..

Il s’ensuit,

Vg, ¢ € D(A), (gle) = 0) = T.(¢g*) = G(g, ¢g)(e)-
Cette expression va nous permettre de trouver les propriétés
de T..

a) Soit f= ) ¢;g8 un élément de J5(e), avec
i=1

Vii 1<i<n, oeDA), geD(A), gle=0
T.(f) = 3 Tdew) = 3 Glg, vet)(e) = 0.

b) Soit f dans D(A) avec Suppf3e.

Il existe une fonction « de D(A) valant 1 sur Suppf
et 0 au voisinage de e.

Ona f= fa?, donc f estdans J4(e), d’apres a), T.(f) = 0.

¢) Montrons que T, vérifie le P.M.P.

Soit f une fonction positive de  J,(e).

Pour tout neN, soit ¢, une fonction de C, telle que

e.(z) 2 0 pour z 20, |o.] < 4 et ¢,(z) =2 au voisi-
nage de 0 n
On a
¢, o f=/[f au voisinage de e.
Par suite,

T(f) = Tuen o ) = Alow o )e) — [ on o fdpe
Or, d’une part, A(¢,of)(e) = 0, car

— 0,0 fle) = Sup (— 9,0 f) = 0
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et, d’autre part, d’aprés le théoréme de convergence dominée,
hmfcp,, o fdu, =0.

n>w

Finalement

Te(f) 2 O'

Dans le cas o X est un ouvert de R" et D(A) = 92(X),
le théoréme II1.2.2 permet de retrouver une formule de
représentation donnée par Courrége ([3]).



CHAPITRE IV

RESTRICTION A UN OUVERT
D’UN GENERATEUR INFINITESIMAL LOCAL

S1 A est un prégénérateur local d’un semi-groupe de Feller
sur ¢°(X,R) etsi Q est un ouvert de X, nous définissons
la restriction de A & louvert Q — c’est un opérateur dans
%°(Q,R) — et nous cherchons a quelle condition sur Q
cette restriction est le générateur infinitésimal d’un semi-
groupe sur %°(Q, R).

Pour cela nous résolvons en un sens faible le probléme
d’évolution

z;)—Ltl'=./&u sur Q X ]0, + oof,
Voed, u(z,0) = fla),
VredQ, Vt>0, u(zt)=f(z),

ou f est une fonction donnée, continue sur Q.
Nous terminons ce chapitre par la résolution en un sens

faible du probléme de Dirichlet

Ag=10 sur Q
Vo edQ, glx) = f(a),
ou f est une fonction donnée, continue sur dQ.
Dans tout ce chapitre, X est un espace localement compact

et A = R. Les résultats de ce chapitre ont été annoncés
dans une note antérieure ([20]).

1. Préliminaire.

IV.1.1. — On note ¥%5(R,R) D’ensemble des fonctions de
classe ¢ de R dans R s’annulant en 0.
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On se donne, pour tout ce chapitre, un opérateur A de
domaine D(A) dense dans %°(X) et on suppose que A
vérifie les propriétés suivantes:

(1) A est un opérateur local, c’est-a-dire
VU ouvert = X, Vfe D(A),

(f =0 sur U)=> (A(f) = 0 sur U),
(i)  VfeD(A), Vee4;(R,R), ¢.feD(A),

() A est un opérateur préfermé et il préengendre un
semi-groupe de Feller (P), sur %°(X).

__Remarque. — Silon note A la fermeture de A dans €°(X),
A est le générateur infinitésimal de (P)),5,, c’est un opérateur
local et il vérifie le principe du maximum local positif, c’est-a-
dire, Vfe D(A), Vz e X, .

(f admet un maximum local positif au point z) = A(f)(x) <O0.

Démonstration. — Soient f dans D(A), U un ouvert
de X et z un point de U tels que

f(@) = Sup f(y) > 0.
Supposons A(f)(z) = a > 0.
Il existe un ouvert relativement compact V de X tel que

zeVeVcU et K(f)>% sur V.

Soit ¢ wune fonction de D(A) vérifiant
0 <9< Supec<V, [Ale)l <7 o) >0.
Une telle fonction ¢ existe, d’apres le lemme 1 de I11.1.4.

Il existe une suite f, de fonctions de D(A), telles que

fo == uniformément sur X
et _
A(f.)) == A(f) uniformément sur X.

Soit ¢ une fonction de D(A) vérifiant
0<d¢<1, Suppy<=U, ¢=1 sur V.
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Pour n assez grand, la fonction ¢f, + ¢ atteint son
maximum positif en un point z, de V. On a donc

Ay + o)(@) < 0.

Par suite

Alf)(@) = A(Yf)(@) < — Ale)(@) < [A()] < 4

ce qui contredit le fait que A(f,) converge uniformément

. , . N a
vers A(f) qui est supérieur & - sur V. On a donc

2
A(f)(=) < 0.

A vérifie donc le principe du maximum local positif.
On en déduit immédiatement que A est local.

IV.1.2. S1 U est un ouvert de X on définit un opérateur
Ay de domaine D(Ay) sur ¢(U) de la maniére suivante:

D(Ay) est I'ensemble des fonctions de #(U) qui coin-
cident localement avec des fonctions de D(A), et

Vi€ D(Av), VzelU, A(f)(z) = Alg.)(2),

ou g, est une fonction de D(A) qui coincide avec f dans
un voisinage de z.

Le caractére local de A assure que Ay(f)(z) est défini
sans ambiguité.

Lorsque f estunélément de D(Ay) on notera fréquemment
A(f) au lieu de Ay(f).

A partir de I'opérateur local A on définit de la méme
maniére un opérateur Ay de domaine D(Ay).

IV.1.3. Lemme. — Pour toute fonction [ de D(Ay) et pour
tout compact K de U, il existe une fonction g de D(A)
qui coincide avec [ sur K.

Démonstration. — D’apres le lemme 1 de III.1.4, on peut
faire des partitions de 'unité avec des fonctions de D(A).

f étant donnée dans D(Ay), pour tout z de K il existe
un ouvert V, contenant z et une fonction g, de D(A)
qui coincide avec [ sur V.
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On recouvre K par un nombre fini de V,, et on considére
(9:);, une partition de I'unité subordonnée au recouvrement
(V.);, les ¢, étant dans D(A). On prend alors g= Y ¢:g,.

i

IV.1.4. — Nous allons utiliser la notion classique de barriére
(cf. par exemple ([7])). Nous en donnons la définition suivante :

Soit Q un ouvert de X et x un point de d3Q, ou dQ
désigne la frontiére topologique de Q. Une barriére de Q
au point x est la donnée d’un ouvert U, contenant z et
d’une fonction continue ¢, sur U, tels que

- <Pac(x) = 0, _
—VyelU, nQ, (y # z)==¢,(y) >0,
— ¢,u,n0 € D(Ay ng) et A(p,) < 0 sur U, n Q.

IV.1.5. — On dit qu’un ouvert Q vérifie 'hypothése de
régularité 2 si

— Q est un ouvert K, relativement compact,

— Q admet une barriére en tout point de 2Q,

— 1l existe deux fonctions ¢ et 6 dans D(Ay), ou U

est un voisinage ouvert de €, strictement positives sur U
et vérifiant

A(Y) <0 sur U et A(6) >0 sur U.

2. Le probléme de Cauchy.

IV.2.1. Pour tout ouvert Q de X et pour tout intervalle
ouvert I de ]0, + o[, on note A(Q,I) D'ensemble des
fonctions u réelles, continues sur Q X I, telles que, pour
tout ouvert Q', Q' < Q, pour tout intervalle ouvert borné J,

J < 1, il existe une suite (u,),cy de fonctions réelles, conti-
nues sur Q' X J, telles que,

—VneN, vielJ, ul.,t) e D(Ag),
— VneN, Vze Q' u(z,.) est dérivable sur J,
—VneN, ¥(z, ) e Q' X J, % (2, t) = Alud., 1))(a),

— u, converge uniformément vers u sur Q' X J lorsque
n tend vers 'infini.
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IV.2.2. ProrosiTION.
(1) A(Q, I) est un espace vectoriel stable par limite uniforme.

(1) Soit f une fonction de %°(X), nulle sur Q et t, un
réel posutif.
Pour tout = dans Q, on pose

u(z,t) =0 st t <,
et u(z, t) = P, (f) () st t >ty

Alors u, ainsi définie, est dans A(Q, 10, 4+ o).

Démonstration de (11). — On se place d’abord dans le cas ou f
est dans D(A). Le résultat est alors évident, car on a, d’apreés

les propriétés des semi-groupes et le caractére local de A,

Vio,f) e @ x 10, + of, (51 = Au(., )(2).

Pour passer au cas général il suffit de montrer qu’il existe
une suite (g,),en de fonctions de D(A), nulles sur Q et
convergeant uniformément vers f. Les fonctions wu, de
A(Q, 70, + ) construites & partir des fonctions g, con-
vergent uniformément vers u, car le semi-groupe (P,),
est & contraction. On applique alors (1).

Montrons 'existence de la suite (g,),en-

D’aprés la densité de D(A) dans %°(X), pour tout neN
il existe h, € D(A) tel que

1
If = hll < o

Soit ¢, une fonction de %y (R, R) nulle sur I'intervalle

1 1
[—— 57 iﬁ] et telle que

1
VzeR,  [ei2) —a] < -

Les fonctions g, = ¢, o h, sont dans D(A), nulles sur Q
et vérifient

3
If — &l < 5
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IV.2.3. ProrositioN (principe du maximum pour les fonc-
tions de A(Q,1)). — Soit Q un ouvert relativement compact

de X.

Supposons qu’tl existe une fonction ¢ de D(Ag), vérifiant
A(Y) < 0 sur Q. Alors, st 1= ]ab] avec b < 4 o0, on a
Vue A(Q, 1), (Sup u > 0)

QI

= Sup u = Sup g Lm  u(y, s)g

Qx1 (z, ) € @QXDUQx {a}) (&> )> 1)

Démonstration. — Soit J = Jed[ avec [cd] < Jab[, et Q
ouvert, avec Q' < Q, tels que

Supu > 0.
Q=<3
Il existe une suite (u,),n de fonctions continues sur un

voisinage de Q' X J, convergeant uniformément vers u et
vérifiant

sur ce voisinage de Q' X J. Fixons n dans N. Soit ¢ > 0
tel que ¢]|¢/Q'| < Sup u,.

La fonction (u, —?pr)/ﬁ' X J atteint son maximum en un
point (x,t) de Q' X J. Ce maximum est strictement
posttif.

Supposons (z, ;) € Q" X Jed].

La fonction (u,(.,t) — ¢)/Q’ est dans D(Aqg) et elle
admet un maximum positif dans Q'.

Comme A vérifie le principe du maximum local positif,
on a

Alu,(., ) — e¢)(z) < 0.
Par suite

ou

Y3 (@1, 1) = A, 0))(@) < cA($)(m) < 0.

Il existe donc un véel t,, ¢ < &, < t;, tel que

Uo(21, ta) > U(@y, &),
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On obtient,
(un + S\]J)(.’Dl, tz) > (un + e"l))(xl, tl);

ce qui est impossible. L

La fonction (u, — €¢)/Q’ X J atteint donc son maximum
sur (Q X {c}) U (dQ X J). Ceci reste vrai lorsque ¢ tend
vers 0, puis lorsque n tend vers 'infini. La fonction u/Q’ X J
atteint donc son maximum sur (Q' X {c}) U (2Q X J).

Placons-nous dans le cas ou I'intervalle I est borné. Notons
F P’ensemble des couples (Q', J) ou Q' est un ouvert de X,
avec Q' < Q, et J un intervalle ouvert, avec J < 1. F
est ordonné par la relation

(Q, J) < (Q, Js) si Q< Q et J, < J,

D’aprés ce que 'on vient de voir, pour tout élément (Q', J)
de F il existe un point (xq.j, lq, 5 de
(Q X {c}) U (dQ x T)
tel que §UE u = U«(.’L'(Qr’_]), t(Qn, J)).
Q'xJ
Soit (z, t,) une valeur d’adhérence de (zgq.», q,n)
selon le filtre # des sections croissantes de F.
D’une part (z, ) € (Q' X {a}) U (0Q X I), et d’autre
part,

Sup u = lim (Sup u) = lim u(zgq 5, t@.n) < Hm u(y, s).
QX1 F o'<J g (95 ) > (o, to)

On a donc l'inégalité

Sup u < Sup z Im  u(y, s)z
QX1 @t e@xiahuQxD (@ 9>@s t)
L’inégalité inverse est triviale.
Si lintervalle I n’est pas borné, alors, pour tout A,
A < Sup u, 1l existe un intervalle ouvert borné I’
Q1
(I' = Jab'() tel que A < Sup u.
oxI’
Par suite
A< Sup g hm  u(y, s)g
(@ He@xta)huaxD &> b

On obtient I'inégalité voulue en faisant tendre A vers Sup w.
QXI
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IV.2.4. TutorEME. — St Q est un ouvert vérifiant I’hypo-
thése de régularité &, alors, pour toute fonction [ continue sur

Q, il existe une et une seule fonction u continue sur
Q x [0, + of
telle que
— u/Q X 10, + o] € A(Q, ]0, + o),
— Vxe Qy u(a:, O) = f(.il?),
— VzedQ, Vie [0, + |, u(z,t) = f(z).

Remarque. — Si, pour tout t > 0,
lim | P (1ow,)].. = 0,

ou (K,),en est une suite exhaustive de compacts de Q,
alors on peut résoudre le probleme précédent avec une donnée
a la frontiére continue et dépendante du temps.

Démonstration du théoréme. — Soit f une fonction de
%(Q). On la prolonge en une fonction de #(X) que I’on note
encore f.

A T'aide des hypothéses de régularité faites sur Q on va
construire une suite décroissante (Z,),n de fonctions de
A’ (X) vérifiant les propriétés suivantes :

(i) VneN, I, f
(1) vrneN, VzedQ, Z,(z) < flx) + %,
(111) vrneN, VK compact = Q, 3y > 0, Vi,

(0 Sts 7)) = (Pt(zn»/l( < Zn/K'

On utilise les notations de IV.1.4 et IV.1.5.
Soit ¢ > 0. _
Il existe un réel a > 0 tel que f < ay sur Q. Pour tout

x de ?Q, il existe une fonction continue o, sur Q telle que
o,0€ D(Ag), Afs,) <0 sur Q, o,(2)=f(x)+ % .

on prend pour o, une fonction de la forme Ay — ub ou A
et p sont des réels positifs non tous deux nuls. Soient V,
et V., des ouverts contenant x tels que

V,eV,e VeV, U,
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(ot U, est 'ouvert de la barriére de Q au point z) et

vye Vi nQ, fly) < oly)

Il existe un réel b, strictement positif tel que

vye (VA\V,) N Q,  bo.(y) + o.ly) > ad(y),

car ¢, est minorée par un nombre strictement positif sur le
compact (V.\V,) N Q.
Posons

To(y) = inf {ad(y), b.oa(y) + ou(y)} si yeVinQ,

w(y) = ab(y) si ye Q\V..

Les deux définitions coincident sur (V,\V,) N Q et
d’autre part t,y.ng €t T,gwy, sont des fonctions continues.
Par suite 7, est une fonction continue sur Q. t, vérifie

f<r, sur Q et 7,(2) < flz)+ f2—

Il existe W,, voisinage ouvert de z, tel que

Vye W, nQ, <(y) < fly) + =

Soient W,, ..., W, recouvrant 2Q.
On pose

C=1nf(r,, ..., 7,)

et on prolonge . sur tout X en une fonction de X' (X),
majorant f sur X. On appelle encore ¥, cette fonction.
On a ¢ (z) < f(x) + = en tout point z de dQ.
Montrons que, pour tout compact K de Q, 1l existe
n >0 tel que

Vi, (0 <t <7)=(P(L))x < L.

Commengons par montrer le lemme suivant :
LemmEe. — Soit g une fonction de #'(X) et U et V deux
ouverts relativement compacts de X tels que V < U. Suppo-

sons glv € D(Ay). Il existe alors une fonction h de D(A)
majorant g et coincidant avec g sur V.
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Démonstration. — Soit « une fonction de D(A) valant 1
sur un voisinage de V et a support dans U. La fonction
g — go est nulle sur un voisinage de V. On peut alors trou-
ver une fonction I de D(A) valant 0 sur V et majorant
g — gx. On prend h = ga 4 L.

Nous revenons a la démonstration du théoréme 1.

Soit K un compact de Q.

D’aprés la construction de ¢, pour tout z de K, il
existe W,_, voisinage ouvert de x et v, ..., yE® des
fonctions de D(Aw,) telles que

A(vi) <0 sur W,
et
{.=infy, dans W..

Soit H, wun voisinage compact de 2 contenu dans W,.
D’apreés le lemme, il existe des fonctions . de D(A) telles
que

¢ < 4l sur X
et vi = %! dans un voisinage de H

On a donc,
A(#%) < 0 sur H,.

Comme (P),5, estfortement continu, il existe unréel =, > 0
tel que

vi, (0<t<m,,)=>P(A%.) <0 sur H,
On a donc
0 o
o7 D#e)(y) = PUA(RE))(y) < 0

pour tout y dans H, et tout ¢t dans [0, 7, ,].
On en déduit,

vie[0,m,], VyeH, P(f:)y) < 1a(y).

Posons n, =1infx,;. On a
]

vie[0,n,], Vi, P(i)<ii sur H,



64 JEAN-PIERRE ROTH

Par suite,
vie [0,9,], Py) <& sur H,.
Onrecouvre K parun nombre finide H,, soient H, ... H,,.
On pose 7 = inf {n,, ..., Ny}
On obtient

vi, (0 <t <9)=P() <& sur K).
On pose finalement
Z, = inf (§y, Ly - - -y L)

On montre facilement que X, satisfait les propriétés (i),
(i1) et (i11) annoncées.

On construit de méme une suite croissante (II,), .y de
fonctions de o (X) vérifiant les propriétés suivantes :

(i) vneN, 1, < f,
1

(1) VneN, VzedQ, I, (z) > flz)— -
(111') vrne N, VK compact = Q, 3y > 0, Vi,
(0 <t <9)=(P(L))x > M x.

Q est un ouvert K, Soit (K,),n une suite exhaustive
de compacts de Q. Pour tout ne N, on considére 7, un
nombre réel strictement positif qui convient a X, et II,
pour les propriétés (i) et (i) sur le compact K,.

Pour tout n dans N, on construit une fonction wu, sur
X X [0, + o[ de la facon suivante:

Pour te [0On,] et ze X, on pose
Un(®, £) = Sup [M(z), Inf (Z,(z), P(f)(z))]-

Supposons u, construit sur X X [0,ty,] pour un certain
entier 1.
Pour te[in, (t + 1)n,] et ze X, on pose

uy(@, t) = Sup [M,(z), Inf (Z,(2), Pioiy, (il -, ima))(2))]-

La fonction w, vérifie les propriétés suivantes :

— u, est continue sur X X [0, 4+ oof,
— V(z,8) e X X [0, + oof, I(2) < w2, 1) < Z(2),
— Vz e X, u,(z, 0) = f(z).



OPERATEURS DISSIPATIFS ET SEMI-GROUPES 65

n étant fixé dans N, nous allons montrer qu’il existe une
suite (g,),en de fonctions de %°(X), nulles sur K,, telles
que

vzeK,, Vte[|in, (t+ 1)n,],

u(z, ) = 3 Pupg)@) + Pif)(o)

D’aprés le choix de 7%, la propriété est vraie pour @ =0,
en effet
vze K,, Vte][0,n,],
I,(z) < P(IL)(z) < P(f)(z) < P(Z,)(z) < Z,()

donc u,(z,t) = P/(f)(z) sur K, X [0x,].

Supposons la propriété vraie pour i, on a donc

vz e K,,
(@ (L + 1)n) = 3 Posa—pn, (8)(@) + Paeam, (F)(2).

Il existe donc une fonction g, dans %°(X), nulle sur K,
et vérifiant,

Vx € X, u (.’13, ( + 1)7“)
= p§1 Por1—pm(8p)(2) + gin(x) + P(i+1)1]“(f)(x)‘

Par ailleurs on sait que I, < u,(., (¢ + 1)y, < Z,.
D’aprés le choix de 7, on a donc,

vee K,  Vte[({i+ 1)m, (i + 2)71 1,
II,(z) < Pl—(i+1)nn<un("< ) WD) (@) < Z(x ).

Par suite, pour z dans K, et ¢ dans [(v + 1)9,, (¢ + 2)7.],

(@, 1) = Pioguam, (-, (¢ 4= 1)m,))(2)
(@, t) = 2 P (8)(2) + P(f)(x).

Cette écriture de wu,(x,t) montre, d’aprés la proposition
IV.2.2 que u, &, ., +.; ©st un élément de A(K,, 10, + o).

Nous allons montrer que (U,gx(o, +n[)en €St une suite de
Cauchy dans €,(Q X [0, 4+ o).

Soit n et m dans N, avec n < m.

La fonction (u, — >/f( <1, +o{ st dans A(K,, 10, + o).
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D’apreés le principe du maximum (IV.2.3) on a

Sup  lu, — u,| < Sup |up — w,].
Kn [0, +oof Q@\Kn) [0, + o[
D’ou
_Sup |u,—u| < Sup |u, —u,l.
QX[0, +w[ (Q\Kn) [0, +oof
Par suite

Sup |u, — w,| < Sup|Z, — II].
Qx[0, +af Q\K,

e > 0 étant donné, soit n, tel que

VredQ, |2, (z) — I, (2)] <

Mlm

Il existe n, e N, n; > n,y, tel que
§up |Eno - Hnol < s
Ok,
Pour tout m et tout n, telsque ny < n < m, ona
” Up, — un"ﬁx[o, +oo < §up Izn - Hnl < §up |2no - Hnol
Q\kn ! Q\kn‘
d’ou,
" Up — un"ﬁxw, tof S €
La suite (U,5sx0, +x)ren cOnverge donc uniformément sur
Q X [0, + oo vers une fonction uw qui, d’aprés les pro-
priétés de u,, vérifie

— u est continue sur Q X [0, + oo,

— WQx10,+wf € A(Q, ]0’ + OOD,
— Vz e Q, u(z, 0) = f(=).

De plus, pour tout 2 dans dQ et pour tout ¢ dans
[0, + o[, ona

vn e N, II,(z) < uz,t) < Z,(z).
Par passage a la limite on obtient
u(z, 1) = f(z).

L’unicité de u est une conséquence immédiate du principe
du maximum IV.2.3.
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3. Semi-groupe sur ¥°(Q) tangent a (P,),.

Q est un ouvert de X.

Si f est une fonction de %°(Q) on note f la prolongée
de f par 0 sur X.

IV.3.1. — Introduisons les deux opérateurs suivants sur
%o(X).

A, dont le domaine est ’ensemble des fonctions [ de
%°(Q), pour lesquelles il existe une fonction g de %o(Q)

qui soit limite uniforme sur tout compact de Q de Pf)—f
lorsque ¢ tend vers 0. t

On pose alors Ag,(f) = g.

Ag ., dont le domaine est D(Ag) N A (Q).

On pose Aq,(f) = Ag(f).

D’aprées IV.1.3 et le lemme 1 de III.1.4, le domaine de
Ag ., est égal a 'ensemble des fonctions [ de o#(Q), telles
que f soit dans D(A). Ceci montre en particulier que Ag ,
prolonge Ag ,.

IV.3.2. Tutortme. — Soit Q un ouvert vérifiant I hypothése
de régularité R. On a les trois propriétés suivantes :

(1) Il existe un et un seul semi-groupe de Feller (Q,);»o sur
%°(Q) tel que
Vfe€°(Q), VK compact < Q,  |P(f) — Q(f)lx = ofs).

(Q)iso est dit semi-groupe sur €°(Q) tangent ¢ (P));,.

(1) Si B est le générateur infinitésimal de (Q);50, on a
B= AQ,l = KQ,I = KQ,2

ou les fermetures sont prises dans €°(Q) X €°(Q), le premier
étant munt de la convergence uniforme et le second de la conver-
gence uniforme sur tout compact de Q.

(111) Il existe deux constantes strictement positives C; et C,
telles que

vie€°(Q), QI < Ce*|f].
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Démonstration de (1). — Soit f une fonction de %°(Q).
D’apreés le théoreme IV.2.4 1l existe une et une seule fonc-
tion u continue sur Q X [0, 4+ o[ telle que

— WQx1e, 4+ € AL, ]0, + o),
- u’(" 0) = f’
— Vvt >0, u(.,t) e €o(Q).

On pose Quf) = u(., 1.
A(Q, 10, + o) étant un espace vectoriel, Q, est un
opérateur linéaire dans %9(Q). (Q,)5, vérifie la propriété

vfe (), lim |Q(f) — fI =0.

Le principe du maximum pour les fonctions de A(Q, 0, 4 o)
entraine que (Q, est sous-markovien.

Enfin, Vs,t > 0, Qu,= Q- Q..

(C’est une conséquence de la propriété évidente suivante de

A(Q, 10, 4 o),

Vue A(Q, 10, + o), Vs >0,
u(.,s+ .)e A(Q, 10, + o)

(Q)i»o est donc un semi-groupe de Feller sur #°(Q).
Soient f une fonction de %9(Q) et K un compact de Q.
Soit ¢ une fonction de D(A) N o, (X), valant 1 sur 2Q

et de support disjoint de K.

Il existe n > 0, tel que, pour tout s,0 < s < 7, P(f — o)
soit une fonction négative sur dQ.

Pour tout x de Q et tout ¢t de [0, + o[ on pose,

u((w,t)) Qf) (= ) si zeQ, 0 si zedQ
v, t) =
w(x, 1) = P (cp)(x>

u, v et w sont dans A(Q,]0, 4+ o).
On a la double inégalité,

p—w<u<e sur (Q X {0}) U QAXI[0,1).
D’aprés le principe du maximum [V.2.3 on a

gy —w < U<y sur Q x [0y].
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On a donc

vse [0n], Pf)
Vse [0n], |P(f) — Q(f)l < Pfe) sur Q
| <

vse [0n], [IP(f) — Qf)lx < IP(e)lx
Or,

P_siﬂ.L= Ps(<P)S— ®— AGe) < B&P)SJ_A(@)X
ce qui montre que lim P‘—iq)l = 0.

L’unicité de (Q,) provient de la caractérisation de son
générateur infinitésimal (voir (11)).

Démonstration de (ii). — Soit (Q,);»o un semi-groupe de
Feller sur %°(X) vérifiant

Vf e ¢°(Q), VK compact < Q, [P(f) — Q,(f)lx = ofs).

On note B le générateur infinitésimal de (Q);5o. Soit B’

Popérateur dans %°(Q) défini de la maniére suivante:
D(B’) est l’ensemble des fonctions f de €°(Q) pour

lesquelles il existe une fonction g de %°(Q) qui soit limite

uniforme sur tout compact de Q de Q‘(f f lorsque t
tend vers 0, et alors, B'(f) = g.

B’ vérifie le principe du maximum p051t1f et prolonge B.
Or B est maximal parmi les opérateurs de #°(Q) vérifiant
le principe du maximum positif, donc B = B'.

Or il est équivalent de dire que g est limite uniforme sur

tout compact de Q de Q) —f et de dire que g est limite
uniforme sur tout compact de Q de E—tg—l)t—:—f C’est une

conséquence du fait que (Q,);5, est tangent 2 (P,)5,. On a
donc B’ =Ag,, dot B = Ag,;. D’autre part on sait
déja Ag, < Ag;.

Nous allons montrer que B est fermé dans #°(Q) X ¥°(Q),
le premier étant muni de la topologie de la convergence uni-
forme et le second de la topologie de la convergence uniforme
sur les compacts de Q.

4
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Soit (h,, B(h,)),en une suite d’éléments du graphe de B
convergeant, au sens indiqué ci-dessus, vers

(hy I) € °(Q) X €°(Q).
Soit z, un point de Q tel que
h(zy) = Sup h > 0.

On va montrer par ’absurde que [(z,) est négatif.
Supposons done [(z,) > 0. .
Il existe un réel a > 0 et un ouvert U, z, e U =« U <= Q,
tels que
l>a sur U.

Soit ¢ wune fonction dans D(Ag) N o, (Q), valant 1
au point z, et & support contenu dans U.

Il existe A > 0 tel que A|B(¢)| < —;—.

Pour n assez grand, la fonction h, 4 A¢ atteint son
maximum en un point y, de U et, pour n assez grand,
ce maximum est positif.

On a donc

B(h, + 29)(y,) < 0.

Par suite

B(h,)(y,) < — 2B(¢)(y.) < %,

ce qui contredit le fait que B(h,) converge uniformément
sur U vers [ qui est strictement plus grande que a sur U.
Done (=) < 0.

Ce résultat montre d’abord que B est préfermé. En effet,
si h =0, on doit avoir [ = 0. Si I’on note B la fermeture
de B dans %°(Q) X €°(Q) pour les topologies indiquées,
le résultat précédent montre de plus que B vérifie le principe
du maximum positif.

Or B, en tant que générateur infinitésimal d’un semi-
groupe de Feller est maximal parmi les opérateurs vérifiant
le principe du maximum positif. On a donc

B = B.

Il reste & montrer Ag, = B.
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D’aprés ce qui précéde on a évidemment Ag, < B.
Montrons la réciproque. N
Soit [ une fonction de D(B). La fonction nf (f) dt

est dans D(A), et on a

K(n f," PP dt) = n[Pyu(f) — ).

On peut alors trouver une suite (f,), .y de fonctions de D(A)

telles que
f 1
n[P,

n

W) = f]llx <L

n

\

et ||A<f ) —

Soit (¢,),en une suite de fonctions de D(Ag), comprises
entre 0 et 1, valant 1 sur K, et de supports contenus

dans K,,;, ot (K,),.n est une suite exhaustive de compacts
de Q.

On a

le.fo — fla < leulfi — la N
+ lo.f — fla < Ifi — flx + Ifl o,

La suite (¢,f,),en de fonctions de D(Aq,) converge donc
vers [ uniformément sur Q.
D’autre part

Vvn e N, Agq(9.f)) = A(f)) sur K,

Or la fonction n(P,,(f) — f), donc aussi A(f,), converge
vers B(f) uniformément sur tout compact de Q. La suite

Ag o(@.f,) converge donc vers B(f) uniformément sur tout
compact de Q.

Finalement f est dans D(Ag,) et Aq.(f) = B(f).

Démonstration de (i1). — Q vérifie I'hypothése . 11
existe donc une fonction ¢ dans D(Ay), ou U est un voi-
sinage ouvert de Q, avec A($) < 0 sur U et ¢ > 0 sur
U. Soit § une fonction positive de D(A) qui coincide avec
¢ sur un voisinage de Q.

Posons — ¢ = Sup A({)(x).

weﬁ
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Pour tout (z,t) dans X X [0, + o[, posons
a(z, t) = P({)(x).

dua

On a, V(z,t)e X X [0, + o[, — (z, t) = P(A(]))().

(P)i>o étant fortement conti{lu, il existe n > 0, tel que,
pour tout ¢ dans [0n], on ait

IP(A) — AN < -

Par suite,
Vie [0n), Voe®, (a0 < A)) + 5 < — o
Il s’ensuit
vr e Q, a(z, 1) < «(z, 0) — —;~ .
Or il existe v,0 < v < 1, tel que v|J|x < % 7. On adonc,

Vx e Q’ m("”) 7)) < OC(.’E, 0) - YlT)(.’D) = (1 - Y)Ol(a), O)
Posons & = inf {(z).

TEQ
Soit f une fonction non nulle dans @%(Q) et posons

== "‘g— T our tou X (S
mw—QQNOHp tout (@,0) € Q x [0, + oof.

« et B sont dans A(Q, ]0, + oo[). On a alors,
V(z,t) e Q@ X [0, + o, B(=z,t) < «(z, ).

C’est une conséquence du principe du maximum [V.2.3
appliqué 4 B — «. En particulier,

vze Q,  B(z,m) < az, ) < (1 — y)a(z, 0).

Par un raisonnement analogue, en appliquant le principe du
maximum IV.2.3 a la fonction

(@, 1) —=B(z, 0 +t) — (1 — y)a(z, )
on obtient,

vz e Q, B(z,279) < (1 — y)a(z, n) < (1 — v)%«x(z, 0).



OPERATEURS DISSIPATIFS ET SEMI-GROUPES 73
De proche en proche on montre,
vze Q, VpeN, B(z,pn) < (1 — y)la(z,0).
Par suite,

vpeN, 101 < Wina — vy

Finalement,

vee [0, + ol 1N <[ Q0] < 1 imnca -

t
"l

Si f est dans %°(Q), on la décompose en partie positive
et partie négative, d’ou

Vfe €°(Q), Vte[0, + o],
1t < 2 @ — 7.

4. Le probléme de Dirichlet.

IV.41. — Pour tout ouvert Q de X, on note I'(Q)
I’ensemble des fonctions g, continues sur Q, pour lesquelles
il existe une suite (g,),en de fonctions de D(A) telles que
g, converge vers g uniformément sur tout compact de Q

et A(g,) converge vers 0 uniformément sur tout compact
de Q.

IV.4.2. ProrositioN (Principe du mazimum pour les
fonctions de T'(Q)). — Soit Q un ouvert relativement com-
pact de X.

Supposons qu’il existe une fonction ¢ de D(Agq) telle que
A(}) < 0 sur Q. St g est une fonction de T'(Q) et st

Sup g > 0,
Q
alors
Sup g = Sup 3hm gy ;

zedQ (y>z

Démonstration. — Soit Q' un ouvert de X tel que Q' c Q
et Sup g > 0. Soit ¢ > 0 un nombre assez petit pour que
QI
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Pon ait
Sup (g — ¢) > 0.
. QV

Supposons Sup (g — ) < Sup (g — =¢).
oQ’ o

En prenant la suite (g,),y de IV.4.1, il existe alors un
entier n, tel que, pour n > n,,

Sup (g, — <¢) < Sup (g, — <¢) et Sup (g, — ) > 0.
o0 _ Q' Q

Comme A vérifie le principe du maximum local positif, on
a donc

A(g — e¢)(z,) <0,

ou z, est un point de Q’, en lequel g, — ¢ atteint son
maximum sur Q’. Par suite,

Ag)(2,) < eA(d)(@) < € Sgp A() <0,

ce qui contredit le fait que A(g,) converge vers 0 uniformé-
ment sur Q’. Pour tout ¢ > 0 et tout Q'(Q" < Q) on a
donc

Sup (g — ¢¢) = Sup (g — ),
Q 2Q

dés que Sup (g — €¢) > 0.
o

Par passage a la limite lorsque ¢ tend vers 0, puis lorsque
Q' croit vers Q on obtient le résultat.

IV.4.3. Prorosition. — Soit g une fonction continue sur
Q, ot Q est un ouvert relativement compact de X. On suppose
qu’il existe un prolongement g de g tel que ge A (X) et
Pg) — ¢

t
de Q lorsque t tend vers 0.
Alors gl est un élément de T'(Q).

conyerge vers 0 uniformément sur tout compact

Démonstration. — La fonction n j;" P,(3) dt est dans D(A)
et

1

% (n [ Pi@) &) = n(Pu@) — @)
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Il existe donc une suite (g,),n de fonctions de D(A) telles
L
n

que
1
“g,. —n f P(g) dt

et 1A(g.) — n(Pun(g) — &) <

3|~

g, converge vers g uniformément sur X et A(g,) converge
vers (0 uniformément sur tout compact de Q.

IV.4.4. TatorimME. — Soit Q un ouvert de X vérifiant
Phypothése de régularité 2.
Pour toute fonction f définie et continue sur d¥Q, il existe

une et une seule fonction g continue sur Q telle que glyq = f
et g/Q € P(Q).

Démonstration. — Nous allons montrer que cette fonction g
est la limite uniforme sur Q, lorsque ¢ tend vers linfini,
de la solution wu(.,t) du probléme de Cauchy traité dans
IV.2.4.

On prolonge f en une fonction continue sur Q. On note
encore [ ce prolongement.

Soit u la fonction sur Q X [0, + oo[ associée & f par
IV.2.4.

La famille de fonctions {u(.,t)}, vérifie le critere de
Cauchy au voisinage de I'infini, en effet, s1 ¢ <s, on a

u(.,s) —u(.,t) = Qu(.,s —t) — f),
donc, d’apres la propriété (i) de IV.3.2,
lu(.,s) — u(., )] < 2C;|flle=C.

u(.,t) converge donc uniformément sur Q vers une fonction
g lorsque ¢ tend vers I'infini. g est continue sur Q et on a
gha = flha- _
Pour (z,¢) dans Q X [0, + oo on pose ¢(z,t) = g(x).
On a 99, .o € A(Q,]0, 4+ ©[), en effet, ¢ est la
limite uniforme sur Q X [0, 4+ o[ de la suite de fonctions
(Un),en définies par wu,(z,t) = u(z,t + n). La limite est
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uniforme car
lun — wnl < 2G| flle=Cmremm,
€+ g un prolongement de g sur X avec ge X (X).

Montrcns, pour conclure, que P —¢ converge vers 0

uniformément sur tout compact de Q quand ¢ tend vers O.
Soit K un compact de Q et A une fonction de

#+(X) n D(A)

nulle sur un voisinage de K et valant 1 sur 2Q.
(P)i»o étant continu, il existe n > 0 tel que

vie[0,7], VzeoQ, Pi—h)(z) < gl@) < Plg + h)().

Par suite,

V(z, 1) € (Q X {0}) U (0Q X [0, 1]),

P(g — R)(z) < ¢(z,t) < P(g + h)(z).
D’aprés le principe du maximum IV.2.3 on obtient,
vzeQ, vtel0,n], P(g—h)(a) < ¢(z,1) < P(g + h)(a).
Par suite,

vz e Q, vt e [0, 7],
P(g)(z) — P(R)(z) < g() < P(g)(z) + P(h)(2).
h étant nul sur K, on a donc Vze K, vte [0, n]:
_ P(h)(z) — h(z) _ P(@)(z) — &(z) _ P(h)(z) — h(z)
t t t

Comme A(h) est nul sur K, Ph) — h

converge uniformé-
ment vers 0 sur K lorsque ¢t tend vers 0. Il en est donc
de méme pour Pfo) — ¢

D’aprés 1V.4.3, g/q est un élément de T'(Q).

L’unicité de la solution g résulte du principe du maxi-
mum pour les fonctions de T'(Q) (IV.4.2).



CHAPITRE V

UNE EQUATION D’EVOLUTION NON LINEAIRE

Nous introduisons une nouvelle notion de solution pour un
probléme d’évolution non linéaire particulier. En utilisant
une méthode d’approximation par des semi-groupes linéaires
nous démontrons un théoréme d’existence et d’unicité des
solutions. Enfin, I’étude d’un contre-exemple montre que le
résultat ne peut pas étre amélioré dans le cas général.

1. Perturbations multiplicatives
d’un générateur infinitésimal.

V.1.1. — Soient ¢ et M deux réels tels que 0 < ¢ <
On note #(e, M) I'ensemble des fonctions ¢ de %, (X
vérifiant la condition

e < Inf¢ < Sup¢ <M,

M.
R)

)

et on pose £ = U Z (e, M).
0<e<M

Si ¢ est dans Z, on note M lopérateur de €°(X, A)
défin1 par

Vie €o(X, A),  Myf) = ¢fe €°(X, A).

Pour tout ¢ de £, My est un isomorphisme de #°(X, A)
et ona (My)~' = M, : c’est une conséquence du fait que £

est stable par passaq’ge a l'inverse.

Si T est un opérateur de domaine D(T) dans €°(X, A)
on écrira souvent ¢T au lieu de My T.

Dans tout ce chapitre on fixe un semi-groupe (P, &
contraction dans %°(X, A), de générateur infinitésimal A.
D’aprés un résultat de Dorroh ([5]) on sait que, pour tout ¢
dans £, A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe
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& contraction dans %°(X, A). On note (Py )., ce semi-
groupe et (Ry1)yso la famille résolvante associée & ce semi-
groupe.
On a donc
Ry = (A — ¢A)!

et Vie €%(X, A),  Ryu(f) = J." Py (fle dt.

V.1.2. — Soit 0 ¢ 2. La relation 61 — A — M, <1 _ %—A)
-1

montre, puisque (I — —;— A existe ainsi que (Mg)~!, que
I'on peut définir I'opérateur (61 — A)-1.

On pose Sy = (61 — A)-L.

Ona SG:R.LIO Ml'

o6 0
Sy est donc un opérateur borné sur ¥°(X, A) et

IS o Mg < 1.
Montrons la relation suivante
Ve,‘.l)eg, Sl{;_SBZSgPDM()_.‘!,OSQ (*)
Sy — Sy = Sy(I — (I — A)Sy)
— Sy(1 — (81 — A)Sy + (8 — §)Sy)
= Sy o My_y o Sp.

(Se)pee est donc une généralisation de la famille résolvante
de 'opérateur A. Ces équations résolvantes généralisées ont
été étudiées en détail et utilisées dans un cadre différent par

Neveu ([16]).

V.1.3. ProrositioNn. — Avec les notations ci-dessus on a la
majoration sutvante -
vVy,0 e &, vt > 0, vg e D(A),

IP,.(8) — Poe)l < ¢| 52| 10Aa).

Démonstration. — Sotent ¢ € & et A > 0

Ry, = (A — $A) = [M <-$— I— A)]'1 — S, o M,.

] Y
On a donc Sy =Ry M,
Y
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La relation (%) donne alors :

Ry My — Ry sMy = Ry .MyM;, 5 Rg )My, -~ ¢
5 6 ¢

d’ou .
Vo, e ¥, Vi>0,

Rq, 1M4, — RB,lMﬂ = qu,)\Mq,__e Re’)\Me.
)

En tenant compte de l'expression de Ry en fonction:de
(Py, )0, on obtient 3
Ve, e, VA>0, VfewoX,A),

17 [Py My(f) — Py, My(f)Je= de
= [ [ du [0y MygPy M ()

Or la fonction (¢, u) — e=2+9P;, My_¢Py My(f) est forte-

0 .
ment mesurable de ([0, + o[)? dans %°(X, A) (elle est
séparément continue) et sa norme est intégrable. Elle est
donc 1ntégrable et, d’apres le théoréme de Fubini, le second
membre de (% x) vaut

A ﬂ ® ﬁw NPy, ,,M%_QPO' Mo(f) du do.

On fait le changement de variable u + ¢ =1¢ et ¢ =s. On

obtient
A f * =M [ f Py My_sPy . My(f) ds] dt.
[}

Supposons maintenant que 6f soit dans D(A).
Le second membre de (* %) vaut

A e M [Py My (6f + 7 Py (0A(6F)) dr) ds] dt.
S Sy PaMazy (O + [ Pu(0A(8f) dr) ds]
Or une intégration par parties montre que

AT e [ [Py Myy(f) ds| de = [[7 NPy Myq(f) dt.
La relation (=« ) devient alors
J.7 [Py M(f) — Py, My(f)Je™ dt
“ = [TeM[ [Py Myg ([ Py (0A(0F)) dr) ds] dt.
ML [ P Mz ([ PuA0AOF) dr) ds]
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On pose g = 6fe D(A) et on applique le théoréme de Fubini
[7 [Py, {8) — Po.(g)le dt

=2 ﬂ“’ eM [ f f ‘ P¢',M%9Pe,,(6A(g)) dr ds] dt
avec D, = {(s,r)/0 < s <t 0<r<t—s}h

On fait dans I'intégrale double le changement de variable
s+r=u et s=9¢. On a

[7 [Py.g) — Py, (8)Je™ de
= ﬂ“’ Yy [f <f Pq,,,Mg,e;ePe, —o(0A(g)) dv) du] dt.

Par intégration par partie le second membre devient

ﬁm e U:,t Py, Mgh_;_e Py, .—,(0A(g)) dv] dt.

L’égalité est vraie pour tout A > 0. D’aprés l'injectivité
de la transformation de Laplace on a donc

vy, 0 e 2, vt > 0, vg e D(A),
Py, (g) — Po.g) = [ Py, My_gPy,—,(0A(g)) dv.
6

Ce qui donne en particulier la majoration annoncée.

V1.4 — Pour me]0, + [ on défimt D, comme
Iensemble des fonctions f .de %°(X, A) pour lesquelles il
existe une suite (g,),ex de fonctions de D(A) telles que

1) vneN, [A(g)l < m,
1) f=hmg, dans %°X, A).
D’aprés V.1.3 on a encore la majoration suivante
vf e D,, vy, 0 e 2, vt > 0,

IPydf) = Podfll < | 152 1o1m.

2. Etude d’une équation d’évolution non linéaire.

V.2.1. — Soient a, b, ¢ trois nombres strictement positifs,
avec a < b. Soit ¢ wune application de #°(X, A) dans
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Z(a, b), lipschitzienne de rapport ¢, c’est-a-dire
Vf,ge €%X, A),  lo(f) — 2(g)l < clf — &l.

a
On pose K = 2he

TatorEME. — Pour tout me )0, + o[ et pour tout f
dans D, il existe une et une seule fonction u continue de

[O, —’I%] dans ¥°(X, A) telle que

w0 =1
M Jveeo s Tl 8) = Poan (WO = ofs)

pour s positif assez petit.

Remarque. — Soit u une fonction continue de [0n] dans

D(A) telle que

u(0) =f
du

(1) 3u est dérivable sur [Oy[ et T () = o(u(t)A(u(t).
La fonction wu, solution du probléme II, est solution du

probléme I. I est donc une généralisation de ’équation d’évo-
lution non linéaire II.

La démonstration du théoréme va se faire par une succession
de lemmes. On va construire u par approximation.

f étant une fonction de %°(X, A) et « un nombre stricte-
ment positif, on défimit wu,(t) e ¥°(X, A), pour neN et
t € [0x], de la fagon suivante:

Site [O, %] on pose
un(t> = P?(f), t(f)’

.a ——— on pose
[2" 2" ] P

un(t) = qu(u,(&;)), — (“ GZ))

La fonction wu,, ainsi définie par récurrence sur i,
(0 € v < 2, est continue sur l'intervalle [0Oa].
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Lemme 1. — Si feD(A) etsi a < — = ona

2c) o (f) AN
vie [0a],  u(t) € D(A)

et lo(ua()) Al ()] < 200 (A
Démonstration. — u,(t) € D(A) est vrai par construction
de u,. On pose f;=u, (;a> pour 0 < ¢ < 2~ |

On définit la suite (K;)o<;<on par récurrence :

Ko = le(fo)A(f)l
K,.+1=<1 Lz i> .

On va montrer par récurrence sur ¢ (0 < ¢ < 2") la propriété
sulvante :

lefIAR < Ko et [fi— fial < 55 Kia

Pour i =0 on a [e(fo)A(f)] = Ko.
Supposons vraie la propriété pour i et vérifions-la pour
o Pagp.(2(f)A(f)) ds

1+ 1:
lfis = 1l = [Pogp 2 ) — ] =
< 5 le(DARI < 5 K,

lo(fur) Alfun)l = H‘“f“l) (fIAP = ()
el — elfen)| g oy a e
i el yo(pya

< <1 R Ki> K; = K1

o

a 2"
Nous cherchons maintenant & majorer les K;
Soient
v(z) = <1 x a:> x et 3(z) = e
1—-22g
a 2"

Pour 0 < z < on a v(z) < 8(z) et les fonctions ¥y

a2

et & sont croissantes sur cet intervalle.
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On définit une suite (H,)o<;<on par récurrence
H, = K, et H,., = 3(H,).
Explicitons les H;
H.

Hy = 1—1—E“H d’ou H;y — ” 2,. HH,,, = H,
TR ,
1 1 _ca g L _L1_;c
H H,, a2 H H '™
On obtient H, = H,
LdiiH
a 2"

Or, pour tout ¢ compris entre 0 et 2" on a

. C o c
i 2 H < LK, <

o - 5 d’apres le choix de’ a.
Cect montre Vi, 0 <t < 2", Hy =K, < H; < 2H, = 2K,
en particulier tous les H; sont dans [0, . 1a ] donc pour
tout 1, K; < H; < 2K,. a 2
Finalement pour tout i, 0 < ¢ < 2", on a
le(FAFI < 2l (AP

Soit te [Oa[. Il existe i, 0 < ¢ < 2" tel que
ta (i 4 n)a

<t <

2n 2n

4]

t— &

2n

luea(t

Poon (2(fIA(f) ds
< 5 e AR < 5 K,

le(u() Al = |2t o)A q,(fi),,_;%m)]]
< { 1 — 2l = 2l 1oy )
1+ %% K) K = Kia < 2Ae(NAI-
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LemMe 2. — St fe D(A) et si a < ———‘-Z-A—— alors il

existe une constante C, telle que 2l e (NAI
VneN, Vie [0a], [u,(t) — u.a(t)] < %
Démonstration. — On pose :
fi=u, (%) pour O0<ig 20
o m=wa(g) P 0<j<2n
On définit une suite (L,)o<;<sn par récurrence
Lo = 0
2
Lua = (1 + 2 54 1oOANN) Lo+ (55) S 1A

On va montrer par récurrence sur i(0 < ¢ < 2") la majora-
tion |f; — gall < L. C’est évident pour ¢ =0

Supposons vraie la propriété pour i et vérifions-la pour
i + 1. Nous allons en fait démontrer le résultat plus fort
suivant

o (541
Vvt e [%’ (_‘%B], lua(t) — tpea ()] < Lisa-

Le raisonnement distingue deux cas:

e (2t 4+ 1a o
1er cas : te[Z" ——2—"_'_1—] Onpose B :t._.7

lun(t) — Unsa (D] = IPoirp, 8(f) — Pog,, p(824)l
< P, 8(f) — Por, (82l =+ I Pocsry, p(821) — Pogup, 68201

< 1fi— el + [ XL 28 | o)A (@apris V.43)

< Li+ 28 — Lile(A()] (d’aprés le lemme 1).

D’ott u,(t) — wpa(t)] < Lisy.

On a aussi llnegahte

U, (le—,{_Tl)> — 82i+1

4

< L+ 2 S e(APIL.
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Cecl nous sert dans le second cas.

2¢ cas: te [(2i + 1)a, -+ 1)a]- On pose

2n+1 2n

2t +1
6=t—( 12n+1)u

b)) = w0 = [Prp (s (B5E5)) = Proun o)

214+ 1
P?(Ii),P <"’n <( L2t1 )oc>> — P?(f:). B(gziﬂ)
+ IP (D, B(gzi+1) - Pq(g,m). B(gzi+1)||

u, <(2L2—:11)a> — 82i+1

+ B‘ o(f) (*gzi(:‘;’ziu) | ®(geis1)A(gais1)]| (d’apres V.1.3)

< Li+ 5 — le(DA(NIL,
‘|" YR “‘P(f) (f)" “f 8ai+1l-

<

<

Or
Ifi — ganal < 1fi — gull + 182 — gainal
<L+ H L7 Poggur o2 (820)Alga) ds
< Li+ 55 le(DAI.

On a donc

) = (0] < Lo(1 4+ 255 2 1oAY )
+(5) S rename

Par suite [u(t) — tpa (9 < Lisa.
Nous allons calculer L.

Lin + gz 1 oA
= (1425 S 190AN) (1 + g loDADN )
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D’ou
Lo=[(1+% S1eOAN) — 1] e leAI:

Pour tout i, 0 <1 < 24

Lo< [(1+% 2 1eOAN) 2 = 1] oA 5

a 2n+1

Or la suite 3(1 + 22—‘: 4 [lcp(f)A(f)[|> 2"5 est convergente.
a n€N

Elle est donc bornée. Il existe donc une constante C,
telle que

vaeN, [(1+2 L 1enann) 2 — ] 1enAami 5 < .

2
On a donc
VvneN, Vi, 0<i<?2, Vte [lz_“ (¢ Eni)“]’
C
" u"(t) - un+1(t)" < Li+1 < ﬁ
CoroLLAIRE. — La suite de fonctions (u,),.n converge

uniformément sur [Oa] vers une fonction continue u de

[0x] dans €°(X, A).

Lemue 3. — Soit (h,),en une suite de fonctions de €°(X, A)
qui converge uniformément vers h. Alors,
Vfe €°(X, A), Vs > 0,
Pet o) w2 Pew,o(f) dans  €°(X, A).

Démonstration. — Soit fe D(A). D’aprés V.1.3 on a
b
IPeo,o(f) = Peon o)l < s SZ AN Ik — Ryl 5 0.

Comme la famille (Pgy,,),en €st équicontinue et D(A)
est dense dans %°(X, A), la limite est nulle pour toute fonc-
tion de %°(X, A).
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LemMe 4. — Si feD(A) et si a < ZCM—(;)‘(T)"— alors,

pour tout entier n, pour ‘tout entier i, 0 < i < 2", et pour

tout nombre réel s > 0 tel que L— + s <« ona

w (G ) = Pogy,. (1w (5))] < = Dethams

Démonstration. — On fixe n et 1,0 <1 < 2~
Pour k entier, k > i on note

k
fi =, <2_T> et 8= P?(fi).i"—;,,ﬂ‘(ﬂ)'

Soit k, € N tel que (k"—;ﬁﬁ < s+ ;o: k2°:°.
Pour keN, i<k <hky—1 ona
Iferr — 8enal = ” ?(f) (fk) ?(fi) a (&)
< “ 70, % (f"> <P(f;), (h)] + “ o — &)

< g o U — il 1A + Ife — gil.
Or le(RIAI < 20e(A(] daprés le lemme 1
ot Ui —fl < 3 Ufps = F) < S 5 Lel)AG
< (k=) 5 2le(NAN] < 2slo(NAI.

Par suite |fiyy — geall < Ifi — &l + 'Z_ EOC,T 4l o(f)A(f)]2s.

De la méme maniére on montre

o (5 +0) = Petu)e (= (3))

< llfko—l — 8ko—1 lH— 7 n 4"‘P(f)A(f)“23
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Finalement, compte tenu de |fis; — gl =0 on a

w (5 ) = Popugye (= (3))]

< Bom = D= By opagpype
< & 22 Jo(HA(I®

alors 1l

. . a
LemMme 5. — Si fe D(Z::) et st o < m
existe une constante C, = — le(f)A(f)I? telle que
vt e [0, «f, Vs > 0,
(s +t < a) => [Py, ((u(t)) — u(t + s)| < Cys?
ot la fonction u est celle introduite dans le corollaire du lemme 2.

Avec ce lemme le théoréme d’existence est démontré dans
le cas ou la donnée [ est dans D(A).

Démonstration. — Soit te [Ox[ et s > 0 avec s+t < «.
Il existe, pour tout n e N, un entier ¢ tel que
»<t< (————————"+1)“.
2 2"
v
Posons B =1t — %-

" P?(un(l))..‘(un(t)) - un(t + 8) "
< |lualt + 5) — Pq,(u”(ioc))’s (un(t))\

2"

+|P (2 < (ua(t)) — Pq(u.m),s(u..(t))H

on

< | (et o) =Py (n(5))]

T P?(n,.(is!)),s ((t)) — Pq(un(:)),s(un(t))“-

on

On utilise le lemme 4 pour majorer le premier terme et V.1.3
pour majorer le second.
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On obtient

e () = o) 1etm@pAGao
e

luat + 8) — Poiuan, o(ua®))
< Zye(NADIs + B
+ s o
< ZASNANI (s 4 55 ) + 55 elNANI -

On fait un passage a la limite dans cette inégalité lorsque n
tend vers I'infini. On sait que [u,(t + s) — u(t +s)| —== 0.
Par ailleurs,

[I Pq:(u,.(t)), x(un<t)) - P‘P(u(t)). s(u(t))“
< Pouey, s(#alt) — () 4 1P oy, s(4(2) — Py, {(w())]
< Jua(t) — w(®l + 1 Pgan, {(u(t)) — Poay, (u(t)]

d’aprés le lemme 3 cette quantité tend vers 0.
On obtient donc

lu(t + s) — Pouey, (w(®)l <

bo
a

e (F)AIs

Lemme 6. — Sotent f et g deux fonctions de D(A) et

“ < Inf< K_ _K
1A TA(8)]
assocted f et g deux fonctions u et v de [0a] dans €°(X, A)
avec u(0) =/f et ¢(0) = g.
On a linégalité

>. Par la construction précédente on

2¢ca

L2 0(nHA I
Sup [u(t) — ()] < If — gle*
tefoa)
Démonstration. — On va d’abord majorer |u,(t) — o,(¢)].

Pour tout entier i, 0 < 7 < 2%, on pose

o Lo
pma(E) @ ama(i)
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. o (1 + 1)a ., ix
Soit te[2n, o ] On pose B =1t o

" un(t) - Vn(t)n = “ P?(/i),ﬁ(fi) - P?(gi), B(gt)"

< IPe, ) — P, sf)l 4 1P, i — &l
< 8 Ifi— el leARI + If — gl

<Ml (1425 1e(NANI )

En particulier

Vi = gl < 1= sl (14 255 < To(DAN )

Par suite
Vi, 0 <1< 2,

Ifi— il < 1f — gl (1 + 55 o 2NN )

N

i

D’ou
Vt € [0a],

lat) — o0l < 1F = gl (1 + 525 2le(DA( ) 2

vie [0a], Jut) — (0] < If —gles ",

par passage a la limite.

CoROLLAIRE. — [Nous obtenons le théoréme d’existence dans
le cas général ou f e D,,.

Démonstration. — Soit me )0, + o et feD,.
Il existe une suite (f,),.n de fonctions de D(A) telles que

vreN,  [Afl < m
et f=1limf, dans %°(X, A).

n>w

On pose a = —.
p m

A toute fonction f de D(A) n D, on associe, par la cons-
truction précédente une fonction u de [0x] dans %°(X, A),
u étant une solution du probléeme (I) avec u(0) =f.

Pour tout neN, soit u* la fonction de [0«x] dans
#°(X, A) associée & f,.
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D’aprés le lemme 6 on a I'inégalité
2bcam

Vn’ pPE N’ sup ”un(t) - up ) "fn - fp"e ¢

teoa]

(u"),en est une suite de Cauchy dans %([Oa], o(X, A)). Elle

converge donc vers une fonction continue u de [0a] dans
#°(X, A).

D’autre part I'inégalité du lemme 5 donne
vie [0, ], Vs >0, (s—}—t<oc) vn e N,
Py, o(w'(2)) — w'(t + )| < — bzmzsz

Par passage a la limite, d’aprés le lemme 3, il vient

4
1Py, «(u(t)) — u(t + s)| < <EC' b2m2> s
De plus on a bien u(0) =f.

On a donc démontré le theoreme d’existence.

L’unicité provient du lemme 7, compte tenu de la remar-
que suivante:

Remarque. — Pour tout f de D, et tout t dans [O E]
m
on a u(t)eD ; , ou u est la solution de (I) associée a
” :

la fonction [ par la construction précédente.
C’est une conséquence du lemme 1.

Lemme 7. — Soit f une fonction de €°(X, A) et u et ¢
deuz solutions du probléme (I) sur un intervalle [0B]. Sup-
posons qu'il existe me 0 + oof tel que

vt e [08], u(t) € D,,.

Alors u = v.

Démonstration. — Supposons u # ¢.
Soit s = 1nf {t e [08]/u(t) # ¢(t)}.
On a u(s) =v¢(s) et s < B.

Posons 3§ = inf <2 y B — ); e >0 étant donné on
considére

n = Sup {r < §/Vte [Or], Ju(s + ¢) — o(s + t)] < et}.
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On a en particulier |u(s + n) — ¢(s + 7)] < en.
Supposons que I’on ait 7 < 3.
Pour £ assez petit on a

I Poags+ny, e(u(s + 7)) — u(s + 7 + €)| <
et IPgussmy, 6(9(s + 1)) — 9(s + n + E)| <

Par suite

kl-\lm %lm

€

Nu(s+n+E) —efs+ 0+ E)) <58

F 1Pgtermy, (9(s + ) — u(s + 7))|
"P¢(v(s+n)). guls + 7)) — P?(u(s+'r))), g(u(s + 1))l
lu(s + n + &) — ¢(s + 0 + E)]

< LEtent
2 a

[N

eng (d’apres V.1.4)
<giltentgb=cn+i

ce qui contredit la définition de v. Par suite » =3, donc
vte [08], Ju(s 4+ t) — o(s + t)] < et
Ceci étant vral pour tout ¢, on a
vt e [03], u(s +t) =v(s +t)

ce qui contredit la définition de s.

3. Etude d’un contre exemple.

Nous allons montrer, & I'aide d’'un contre exemple, qu’il
existe des cas ou la fonction u du théoréme V.2.1 ne peut
pas étre prolongée sur tout l'intervalle [0 4 oo en une
solution de (I).

V.3.4. — On prend pour X lintervalle ]— oo, 3].
On définit un opérateur A sur %°(]— oo, 3], R) par
D(A) = {fe ¢°(]— o, 3]))/f est dérivable et

f' € ¢°(]— o, 3])}
Alf)=—T1"

A est le générateur infinitésimal du semi-groupe (P,);5,
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défini sur €°(]— o, 3]) par
Vfe ¢°(]— «,3]), Vvi=0,
vze]— o, 3], P(f)(a) =flz—1.

Soit 6 une fonction continue de ]— oo, 3] dans [ab], avec
0O<a<bd Si gego(]— 0, 3]), t>0, ze]— ©,3] on

pose
Py, (g)(x) = g(y)
ou y est 'unique point de ]— oo, 3] tel que f 6‘%:—) =t
» y
La famille (P )5, est un semi-groupe sur ¥°(]— oo, 3])
en effet,

(1) Py,o(g) = ¢
(11) Py, (Po,.(8))(z) = Py, ,(8)(2) = 8(y)
. s  dr *dr
ou z et y sor;to(ll:ﬁnls par L 80 =1 et j; 6(r) =s.
Par suite ——=1¢-+s, on a donc bien
» 8(r)

Py, (Po,«(8))(®) = Po,1+4(8)(®).
(m) S1 g est une fonction de %°(]— oo, 3])
vt > 0, Vz € |— o, 3],

[Po.(g) — €a) = gly) — (o) avee [ im—
y 8(r)
On a donc |z — y| < bt.
D’aprés l'uniforme continuité de g sur ]— o, 3] on
obtient
lim | Py, (g) — ¢l = 0.

Le semi-groupe (Pg,);», admet l'opérateur 6A pour
générateur infinitésimal.
Soit ge D(A) et ze]— o, 3],
Py (g)(2) — g(2) _ gly) —gl®) .. [(74dr _,
t ¢ , 0(r)
y—a

— g'(z) avec 1z € [yx]

= — 0(z)g'(n) avec z € [ya]
— — B(x)g'(x) lorsque t—0.
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Par suite Py t(gt) — gm 0A(g) € ¥°(]— 0, 3]) simplement.

Or le générateur infinitésimal d’un semi-groupe a contrac-
tion sur %°(X, A) est un opérateur dissipatif maximal.
Il peut donc étre défini indifféremment par limite uniforme
ou limite simple.

Donc 6A est le générateur infinitésimal de (Py ,);50-

V.3.2. — Soit T la fonction de R dans R définie par

T(z) = 2 si 2<0
Tz)=2—2 si 0<z<1
T(z) =1 st 1<a.

Pour ge %°(]— o, 3]) on pose ¢(g)=Tog.

On définit ainsi une fonction ¢ de %°(]— o, 3]) dans
#£(1,2) lipschitzienne de rapport 1.

Soit f la fonction de ]— o0, 3] dans R définie par

flzay=0 s1 2<0
3]“(:1:)::1: si 0<z<x1
fzy=1 st 1<2<3

f est une fonction de D;.

Soit u la fonction de ]— o, 3] X [01[ dans R définie
par

u(z,t) =0 s1 oz < 2t
u(w,t)=a;_2tt st 2t<xe<l+t
u(z, t) =1 st 1+t<2z<3
ProrosiTioN. — u vérifie les propriétés suivantes :
(1) u(., 0) =1,
(11) vie [0, 1], u(.,t) e D 4
1—t
(ll]) Vit e [O’ 1[’ " Uprs — Pcp(ug),s(ut) " = 0(8)’
ol u, = u(., t),

(iv) u n’a pas de limite au point (2, 1).

Cette proposition et le lemme 7 de V.2.1 montrent qu’il
n’existe pas de solution du probléeme (I) avec condition ini-
tiale f et définie sur tout l'intervalle [0 oof.
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Démonstration. — Les propriétés (i), (i1) et (iv) sont immé-
diates. Montrons (ii).

Soit ¢ fixé dans [0, 1[.

On pose 6 = ¢(u,). On a donc

0(z) =2 si @ < 2t
e(x)=21:f S 2<a<ldt
0(z) =1 st 14+t<2<3.

Pour tout =z dans ]— oo, 3] et tout s > 0 notons «(z,s)
Pélément y de ]— oo, 3] défini par

e 1
——dr =s.
),
On a Py (w)(z) = u((z, s), 1)
D’autre part on vérifie facilement la relation suivante
vte [0,1], Vs, 0 <s<1—1t Vze]— oo, 3]
o fxt—1) + 2s
u(x,t—l—s)—u<———t_i_s__1 ,t>

ou l'on prolonge u en posant u(z,t) =1 si te[0,1] et
z > 3. On a donc

[ty — Pq:(u,), (W)l

. z(t—1) +2s \
Posons y(z, s) = x—(;—_i__—:)__i_—lzs — a(z, s)

v est de classe %' sur [0, 3] X [0, n] pour = assez
petit et on a

z_’l(x 3)=(2_x)(t_1)
ds (t+s—1)?

+ 0(a(z, s)).
2 —x

t—1
Par suite Z—Z (2,0) =0 pour 2t <z <1+t
D’autre part Vz e ]— o, + 3], y(z,0)=0.

s o+ Oy _
D’ou >s (2, 0) =

+ 0(x).
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e > 0 étant donné, il existe donc £, > 0, tel que

VS, O<S<&1a V.T,
2—E <xz<1+t+E&, |y(@s) <es

De plus il existe &, > 0 tel que, pour tout s < §,,

U (2) = Pogy (u)(@) =0 si oz < 2t — &
et Ups(T) = Pop (w)(x) =1 si x> 14 ¢+ E,.

En posant £ = inf (§,, £,) on obtient, Vs e [0, £],

sy — Pep(u,),,(u:)ll = Uy, — Pq:(u,), s(ut)"[Zt-—E.,1+z+E,]
<N Sup | Y(z, s)] < Nes

zelgt—E, 1+t+E4]
ou 'on a noté N le rapport de Lipschitz de la fonction
lipschitzienne u, (N 1 >

1
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