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SOLUTIONS D'UN SYSTEME
D’EQUATIONS ANALYTIQUES REELLES
ET APPLICATIONS

par Jean-Claude TOUGERON

Dans cet article, nous démontrons que toute solution formelle
¥ (x) d’un systéme d’équations analytiques réelles f(x, y) = O se reléve
en une solution C~ y(x), homotope a une solution analytique Y(x),
aussi proche que l'on veut de y(x) pour la topologie de Krull. Si le
systéme d’équations est polynomial (ou plus généralement de Nash),
on peut supposer que Y(x) est de Nash ; si, en outre, y(x) est déja ana-
lytique, on peut supposer que y (x) = ¥y (x) et que la déformation trans-
formant y(x) en Y(x) est analytique. Ce résultat précise un théoréme
de M. Artin [1] ; la démonstration suit assez fidélement celle d’Artin ;
toutefois, certaines différences (on applique une fois de plus le théore-
me des fonctions implicites) nous ont obligé a revoir la démonstra-
tion (§ 1).

Ce théoréme se révele un outil remarquable pour aborder le genre
de probléme suivant. Fixons d’abord quelques notations : soient &(x)
Panneau des germes de fonctions numériques C™ a lorigine de R”;
R{x} I'anneau des germes de fonctions analytiques a I’origine de R”, a
valeurs réelles ; R[[x]] I’anneau des séries formelles en x a coefficients
réels ; IUx) I'anneau des germes de fonctions de Nash réelles a ’ori-
gine de R". (Rappelons que 9U(x) est le sous-anneau de R{x} formé
des germes algébriques sur le corps des fractions rationnelles R (x)).
On a des inclusions : 9 (x) = R{x} > &(x) et une projection :
&(x)D ¢ = ¢ € R[[x]] associant 4 tout germe, sa série de Taylor
a lorigine. Cette derniére application est d’ailleurs surjective (théoréme
de Borel). Soit T un idéal de R[[x]] ; les problémes que nous envisa-
geons sont de trois sortes :
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1) Peut-on relever 1 en un idéal de type fini I de &(x) ayant de
bonnes propriétés ? Par exemple, on peut exiger que I soit un idéal
“fermé”, ou que V(I), germe des zéros de I, soit stratifiable et posséde
des propriétés analogues a celles d’un ensemble analytique.

2) Sous certaines hypothéses raisonnables sur 1, peut-on relever
T en un idéal I tel que V(1) soit difféomorphe (C~ ou C?, » fini)a un
germe d’ensemble de Nash ? De méme, soit I un idéal de R{x} ; sous
certaines hypothéses, le germe V (I) est-il difféomorphe (C* ou C”,
v fini) 4 un germe d’ensemble de Nash ?

3) Peut-on relever I en un idéal de type fini I de &(x) et cons-
truire une “bonne” déformation C* de V(I) en un germe d’ensemble
de Nash ? Bien entendu, le méme probléme se pose pour un idéal I
de R{x}, en exigeant alors que la déformation soit analytique.

Dans cet article, nous abordons essentiellement les problémes (2)
et (3) (les problémes (1) seront étudiés dans un article ultérieur). Par
exemple, si I est un idéal de R{x} tel que V(I) soit cohérent et admette
une singularité isolée a I’origine de R” (resp. V(I ©® C) admet une sin-
gularité isolée a 'origine de C"), nous démontronquue V(1) est C*-dif-
féomorphe pour tout v fini (resp. C* -difféomorphe) a un germe d’en-
semble de Nash (§ 2). On généralise ainsi des résultats bien connus
lorsque V(I) est une intersection compléte.

Dans le paragraphe 3, nous construisons diverses déformations et
démontrons entre autres le résultat suivant : tout germe d’ensemble
analytique X a l'origine de R" peut étre déformé (par une déformation
plate) en un germe d’ensemble de Nash 2, ; si Z = X est irréduc-
tible (resp. normal), chaque Z, est irréductible (resp. normal) ; enfin ,
Ientier v = 0 étant fixé, on peut supposer que X, et = ont, pour tout
t € [0,1], un contact d’ordre » a lorigine (i.e. : J(Z,) + m**! =
J() + m**t', m : idéal maximal de R{x}).

1. Solutions d’un systéme d’équations analytiques.

Posonsx = (x,,...,Xx,) ;¥ = W0+ yp) et soit R{x ; y}I'an-
neau des séries convergentes a coefficients réels en les variables x, y.
Nous avons précédemment défini les anneaux 9¢(x), R{x}, R[[x]], & (x).
Sip € &(x)P, désignons par ¢ € R[[x]]? sa série de Taylor a 'origine
(Papplication ¢ —> @ est surjective) ; si ¥, ¥' € R[[x]]? et v € N,
nous écrirons ¥ £ ' lorsque ¥ — ' est v-plate a I'origine. Enfin ,
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soit & l’anneau des germes en {0} x [0,1] des applications C* de
R" x [0,1] dans R ;siy(x,f) € &P, on note y,(x) € &(x)? le germe
d’application C* : x = y(x, t).

DEeFINITION 1.1.— Soit f(x,y) = (f,(x,y), ..., f(x,y)) € R{x,»}
telle que f(0,0) = 0 et soient y(x), y'(x) € &(x)P telles que y(0) =
y'(0) = 0 et f(x,yx)) = flx,y'(x))= 0. Siv €N, les deux solu-
tions C* y(x), y'(x), du systéme f(x , y) = 0, seront dites v-homotopes,
s’il existe y(x, t) € &P telle que :

Vi€ [01]. P,(x) 2L k) (1.1.1)
fx,yx,0)=0 (1.1.2)
Yo(x) = y(x)ety, (x) = y'(x) (1.1.3)

Le théoréme suivant précise un résultat de M. Artin [1] sur les
solutions formelles d’un systéme. d’équations analytiques :

THEOREME 1.2 — Soit f(x,y) = (fi(x,»),..,f,(x,») € Ry
telle que f(0,0) = 0, et soit y(x) € R[[x]]? telle que 7(0)= 0 et
fix,y(x)) = 0. Alors :

(i) 1l existe y(x) € &(x)P, solution C* du systeme f(x,y) =0
vérifiant p(x) = y(x), et pour tout v € N, une solution analytique
Y'(x) € R{x}?, v-homotope a y(x).

(ii) Si f est polynomial (et plus généralement, si f est de Nash),
on peut supposer que pour tout v € N, Y?(x) € I (x)?.

(iii) Si f est de Nash et si y(x) € R{x}?, on peut supposer que
y(x) = y(x), que I’homotopie est analytique, et que pour toutv € N,
YV (x) € IM(x)P.

Ainsi, toute solution formelle d’un systéme analytique se reléve
en une solution C*, v-homotope pour tout » € N a une solution ana-
lytique. La démonstration du théoréme 1.2 (nous démontrons (i), les
deux autres parties admettent des preuves analogues) suit pas a pas
celle du théoréme d’Artin. Nous procédons par récurrence sur n = dim
R{} Sin = 0, le résultat est trivial. Soit # = 1 : nous supposons le
théoréme démontré lorsque dim R{x} < n — 1, et nous le démon-
trons lorsque dim R{x} = n.
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LEMME 1.3. — Soient A(x,y) € R{x ; y},; y(x) € R[[x]]? tels
que y(0) = 0 ; A,0) =0 ; f(x,y(x) =0 ;Ax,y(x) # 0. 1l
existe w(x) € &(x)P telle que w(x) = y(x) et pour tout v' € N,
wx, ) € & telle que :

Vi€ [0,1], &) £ Tx) (1.3.1)
Vi=1,...,qil existe §,(x, f) € & telle que
i, wix, ) = g0, 0.0, wx, 0))? (1.3.2)

wy(x) = wx) et w, (x) est analytique (1.3.3)

Preuve. — Aprés un éventuel changement linéaire de coordonnées, on peut
supposer que A(x, ¥(x))? est réguliere d’ordre s en x,. D’aprés le
théoréme de préparation formel, en posant x’ = (x,,..., x,_,) et

F) = F,), ..., F,00):
¥i(x) = g;(x) . Alx, y)? + Zy(x) (1.3.4)

ou Z—I(x) = 2 x‘:fk(ijk(x') + yﬁk) ;-q—,(x) € R[[x]] 5
k=1

F&) € R[X]] et ¥;,(0) =0;y, €R,

En outre, Z;(0) = 0, i.e. ¥}, = 0.

Posons : z(x) = (z,(x),..., Z,(x)) ; visiblement, Alx, y(x))—
A(x, Z(x)) appartient a I'idéal engendré dans R[[x]] par les yi(x) —
E'j(x), et donc d’apres (1.3.4), A(x, y(x)) et A(x, z(x)) engendrent le
méme idéal dans R[[x]] ; en outre, A(x, Z(x))? est réguliére d’ordre s
en x,,. Introduisons des variables auxiliaires y; , et posons :

z; =

x
n P

x;\;—k (yj,k + yﬁk)
1

etz = (zl,...,zp).

Si x’ et les y; , sont nuls : Alx, 2) = Alx, z(x)). I1 en résulte que

A(x, z) est réguliére d’ordre s en x,,. D’aprés le théoréme de préparation
s

analytique : fi(x,2) = P(x ; {y; ;D). Axz2? + ¥ x5 g, ('

=1

(e ot Py € R{x; {y;,}}; 8, € R{X"; {y;;}}. (1.3.5)
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Par substitution, on déduit de I’égalité (1.3.5) :
filx, Z2(x)) = Pi(x 5 {7, (XD . Alx, Z(x))* +

Yoxihg, (05 (5, (DD (1.3.6)
=1

1=

Mais fitx, Z2(x)) = fi(x, z(x)) — f;(x, y(x))
est divisible par A(x, ¥(x))?, donc par A(x, Z(x))?, laquelle est régu-
liere d’ordre s en x,,. D’aprés I'unicité de la division (1.3.6) :

8i1 (x'; {J—’.j,k(x’)}) =0 (1.3.7)

D’aprés ’hypothése de récurrence (dim R{x'}= n — 1), ilexiste
des y,.‘k(x’) € &(x') tels que fl-’k(x’) = Pi‘k(x') et, pour tout v’ € N,
des germes C” y; . (x', 1) tels que :

Vi, Vk , Vte€|[0,1] j/i,k',(x’)éfj,k(x') (1.3.8)
Vi, VI gi',(x’ ; {yl-,k(x’, HnH =20 (1.3.9)

Yik, o) = yi,k(x’) et yi,k,l(x’) est analytique. (1.3.10)

5
Posons : z]-(x, t) = 2 xf,“"(y]-'k(x', r + y;fk) et z(x, )
k=1

(z,(x, 0),...,2,(x, #)). Enfin, soit g;(x) € &(x) telle que Zl‘j(x) =
El'j(x) et soit Qi(x) le polynome de Taylor de degré v' de qj(x). Consi-
dérons le systéme d’équations implicites en I'inconnue y = (¥, . ., ¥,):

y; =1 =g +1Q;x) . Ax, »)* +z;(x, 0, j=1,...,p
(1.3.11)

D’aprés le théoréme des fonctions implicites ordinaire, ce systéme
admet une solution unique w(x, ) = (w,(x, ?), ..., wp(x, 1) €&,
telle que w(0, ) = 0. Posons w,(x) = w(x) ; visiblement, w(x) est
indépendant de v’ ; en outre, W(x) = y(x), car w(x) est d’aprés
(1.3.11), I'unique solution nulle a I’origine du systéme :

Vi = q(x) . Alx, p)* + Z,(x)

(car 2; o(x) = Z;(x), d’aprés 1.3.10 et (ii(x) = g;(x)) et il suffit de
comparer avec (1.3.4)). Vérifions que w(x) et w(x, ) vérifient les
conditions (1.3.1), (1.3.2) et (1.3.3) du lemme.
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Vérifions (1.3.1). Ecrivons (1.3.11) sous la forme y = u(x, y, ).
D’apres (1.3.8), le polynome de Taylor de degré v’ de u,(x, y) a l'ori-
gine, est indépendant de ¢. Il en résulte que les w,(x) ont méme poly-
nome de Taylor de degré v’, d’ou (1.3.1).

Vérifions (1.3.2). D’aprés (1.3.5) et (1.3.9) :
file, z(xe, 1)) = Pylx 5 {pj ", ). Ax, z(x, 1))?

w(x, t) étant solution du systéme (1.3.11), on voit immédiatement
que A(x, w(x, t)) et A(x, z(x, t)) engendrent le méme idéal dans & ;
en outre, on vérifie que f,(x, w(x, #)) — f;(x, z(x, t)) est divisible
dans & par A(x, w(x, t))*. Ceci démontre (1.3.2).

Enfin, nous savons déja que w,(x) = w(x) ; en outre, w, (x) est
d’aprés (1.3.11) solution du systéme Ly = Qi(x) CAGe, ¥+ zj.,l(x).
Ce systéme est analytique, d’apres (1.3.10), et donc w,(x) est ana-
lytique.

1.4. Preuve de 1.2. — On peut supposer (cf. [1], la preuve est
D(,, ... )
D(yq ..... yq)
5(x,y(x)) #0.Posons A(x, y) = x, .86(x,y);alors A(x, y(x)) #0
et A(0,0) = 0. Appliquons le lemme 1.3 a la solution y(x) et a
A(x, y). D’aprés (1.3.1) et (1.3.2), si v’ = v est assez grand :

exactement la méme) ¢ <p, et si 6(x,y)= que

vie[0,1] , §,0020 (1.4.1)
En outre, puisque ibo(x) =px)=ykx):
E,x)=0 (1.4.2)
Puisque w, (x) est analytique :
§; ;(x) est analytique (1.4.3)
Considérons alors le systéme d’équations implicites :
gx,t;Y)=fi(x,Y+wkx,2)=0 i=1,...,q
D’apres (1.3.2) :

D(g,,...,8&) S \2
D(Yl,...,Yq)(x’t’O))

g, 150) = fix, wx, 0) = gx, 1)
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D’aprés le théoréme des fonctions implicites [2], (1.4.1), (1.4.2)
et (1.4.3), il existe Y(x, t) € &° telle que :

g, t; Yx, ) =fi(x, Yx, )+ w@x,t)=0 , i=1,...,q
Vi€ [0,1], Y,x) £0
{(0 (x) = 0 et Y, (x) est indépendant de v
Y, (x) est analytique.

Posons y(x) = Y,(x) + w(x) : y(x) est une solution C* du
systeme f(x,y) =0 telle que y(x) =y (x) ; en outre, y(x, t) =
Y(x, t) + w(x, t) est une v-homotopie transformant y (x) en une so-
lution analytique Y”(x) = Y, (x) + w, (x).

>

A et B les algébres C~ associées @ A et B respectivement. Tout mor-
phisme formel de A dans B, i.e. tout R-homomorphisme de A dans B,
se reléve en un morphisme C” de A dans B.

COROLLAIRE 1.5. — Soient A et B deux R-algébres analytiques ;

2. Analyticité et algébricité des variétés a singularité isolée.

Soit I un idéalde A = R{x} R[[x]]ou&(x).Sik € N, 1 <k <n,
on note J,(I) 'idéal engendré dans A par I et tous les jacobiens
| D] (7 7/ |
DCjpsev oy i)
note o, (I) I'idéal engendré par tous les 6 € A tels que 8.1 soit contenu

dans un sous-idéal de I engendré par k éléments ; enfin, on pose :
Ry () =J D N oy (D.

s Pl €A et 1<i;<...<i,<n; on

DEFINITION 2.1.— Un idéal 1 de R{x}ou &(x) est elliptique, s’il
existe ¢ € 1, des constantes C > 0 et o > 0, telles que |p(x) | = Clx|®
dans un voisinage de l'origine de R" (p est un représentant de ¢). Un
idéal 1 de R[[x]] est elliptique s’il existe p € &(x) tel que ¢ soit ellip-
tique (i.e. 'idéal engendré par ¢ est elliptique) et ¢ € L

2.2. Soit V un germe d’ensemble analytique a I’origine de R”".
On vérifie facilement que les conditions suivantes sont équivalentes :
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(i) V est analytique cohérent et V\{0} est un germe de variété
analytique de codimension k (éventuellement vide)(!).

(ii) 11 existe un idéal I de R {x } vérifiant V(I) = V, tel que R, (I)
soit elliptique.

2.3. Soit I un idéal de type fini de &(x). On démontre (cf. [3],
chap. V), I’équivalence des deux conditions suivantes :

(i) L’idéal I est fermé (i.e. I est induit par un idéal fermé de
type fini de &(U), U voisinage ouvert de l'origine de R") et R, (I)
est elliptique.

(ii) L’idéal R (I) est elliptique.

Visiblement, si 'une des deux conditions précédentes est satis-

faite, V(I)\{0} est un germe de variété C” de codimension k (éven-
tuellement vide).

Soit &,(x) 'anneau des germes de fonctions numériques de classe
C? aTorigine de R".

THEOREME 2.4. — Soit 1 un idéal de R[[x]] tel que R, (1) soit
ellzpthue Alors, il existe 1, idéal fermé (de type fini) de &(x) verzfzant
i= 1, et pour tout v € N, un difféomorphisme de classe C¥ a l'origine
de R"(C™ en dehors de 0) transformant l'idéal 1. & ,(x) en unidéai de
&,(x) engendré par des germes de Nash (donc, pour tout v € N, V(1)
est CP-difféomorphe a un germe d’ensemble de Nash(*) vérifiant les
conditions 2.2 ; en outre, 1 vérifie les conditions 2.3).

Preuve. — Par hypothése, il existe une famille ¢,,..., g, de
générateurs de I'idéal T et 31, e, Ss € R][x]] tels que :

(i) A touti=1,...,s on peut associer une suite :
<i, <i, <...<i, <p,

et des E-].l € R][x]] tels que, pourj=1,...,p

k
2 UL ‘ptl

=1

(1) 11 existe des germes d’ensembles analytiques réels, admettant une singu-
larité isolee a Porigine et non cohérents, par exemple le germe des zéros de
x:: — X, x2 a lorigine de R3.

(2) Un germe d’ensemble de Nash est toujours la réunion de certaines
composantes analytiques irréductibles d’un germe de variété algébrique.
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(i) L’idéal engendré par les 5, est elliptique ; de méme que I’idéal
D@al: R ¢'a2)
D(xﬁ‘, R xpz)

D’aprés le théoreme 1.2, il existe ¢, (x), ..., ¢, (x) ; 6, (), ...,
6,(x) et des ‘;’,.].,(x), tous éléments de &(x), tels que pour tout i et j :

engendré par les @I et tous les jacobiens :

k
§;(0) . gx) = 2 £;(x). ¢, (x) (2.4.1)
=1

et al(x) = 6] ’ gi(x) = gi 5 gijl(x) = gijl (242)

En outre, pour tout »' € N, il existe des wi(x, 1), 6,(x, ),
§;;,(x, 1) appartenant 4 & tels que :

Vi € [0,1], 3 ,00) £ §,00) 58, ,00) 28,0005 £y 000 £ Ey(x)

Pour tout i et toutj : (2.4.3)

k
5,0, 0. g0, D= Y k0.0, (244)
=1
@ 0(X) = @;(x) ; §; g (x) = 6;(x) ; &y o (x) = &;;,(x) ; en outre, ¢; , (x),
6,-,1(x), Eiil, (@) sont de Nash.

Soit I, I'idéal engendré par les cpi’t(x), 1 <j<p, dans &(x).
D’apres (2.4.1), (2.4.2) et 2.3, I'idéal I, = I (indépendant de »') vérifie
I =1 en outre, I est fermé de type fini. L’entier v étant fixé, il suffit
de montrer que si ¥’ est assez grand, il existe un difféomorphisme de

classe C* qui transforme I .& ,(x) en’l, . &, (x) (I, est de Nash d’aprés
2.4.5)).

2
Posons ¢(x, 1) = (p,(x, s, 9, (x, 1) et soit =2 (x, 1)

&" — &P la matrice jacobienne de p(x, #). Le théoréme résultera du
lemme suivant :

LEMME 2.5. — Si v' est assez grand, on a :
0 0
¥ =2 ux, Dok, 0.0k, D)
at ax

ou u(x, t), v(x, t) sont des matrices n x 1 et p x p respectivement, a
coefficients de classe C?, vérifiant :

d
u©.0=0:20.6)=0:v(0,1=0.
ox
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Preuve. — Posons B=@B. s Be) 1Sp, <...<B <net
Dp; (. ).y, (x, 1))
D(xﬁl,...,xﬁk)

la suite (i,,..., ) est associée 4 i, 1 <i < s). Démontrons tout
d’abord que :

soit Ai, ﬁ(x , 1) le jacobien (on rappelle que

09 _ Oy
5,-(x,t).A,-,E(x,t).gt—(x,t)——ig(x,t).u,.’g(x,t)+

+ vi’é(x, H.olx,t) (2.5.1)

\ o v' . 4
ol u; g et Vi sont de classe C™ et ui,é,,(x) ~ 0 ; vi‘g't(x) ~ 0.

Pour simplifier, posons §, =6 ; A; g = A ; et supposons que
Gpseoes i) =@, B)=(,..., k), ce qui n’est pas restrictif.

POSOHS ‘p(x ’ t) = (‘Pl(x 4 t)3 Soz(x’ t))a avec ‘pl: (Sol(x ’ t)s AR}
O(x, 1) 5 9 = (P (X, 0), ..., ¢, (x, t)). Puisque A est un des
1
mineurs d’ordre k de la matrice jacobienne 3{ , d’aprés (2.4.3) :
X

a(pl a‘pl

A, b). v (x,t)=3x— x,t).ul(x, D (2.5.2)

ot ul(x, r)est C*et, V£ € [0, 1], ul(x) £ 0.
D’aprés (2.4.4) et (2.4.3) :
6(x,1).9*(x, ) =§x,0).9'(x, 1)

ou £(x, t) est une matrice (p — k) x k a coefficients C* ; puis par
dérivation :

0¢? B dp! P ;
6(x, t). B?(x,t)-g(x,t). Tl x,t)+ ,;1 g;(x, ). E(x, 1)
(2.5.3)
9p? dp?
50x, ). 3";— 1) =Ex, ). g‘é_(x,z)+n(x,t).¢(x,r)
(2.5.4)

ou £(x,t), n(x, t) sont respectivement des matrices @ —k)xnet
(® — k) x p a coefficients C*, avec V¢ € [0, 1], n,(x) 2 0.



SOLUTIONS D’UN SYSTEME D’EQUATIONS ANALYTIQUES REELLES 119

D’aprés (2.5.2), (2.5.3) et (2.5.4) :

0y? 0yp?
6(x, ). Alx,1). —(x t) = 6(x, t)—— x,0).u'(x, )+
+n'tx, ). @(x, 1)

ol n'(x, t) est une matrice a coefficients C*, vérifiant V¢ € [0, 1],
n/(x) L' 0. Visiblement, (2.5.1) résulte de I’égalité précédente et de
(2.5.2).

Par hypothése, 'idéal engendré dans & (x) par ¢, (x),.. ., ®, (X)
D(Pg , (6, - - - » 9 (X))

et les §,(x). , I1<is<s, 1o, <, <...

Dlxg ..oy xg,)
<o <p, 1 <B, <B, <...<P; <n, est elliptique. Puisque 6,(x)I.
C (g (%), (X)), OMHS,(X)2 3 C Iy (9, ), - s 9, X))
(vérification immédiate). Ainsi I'idéal engendré par ¢, (x),..., ®p x)

et les §,(x). Ai‘ﬁ’o(x) est elliptique. Il existe donc Y(x) appartenant
4 cet idéal et des constantes C > 0 et o > O telles que :

1Y) =Cix *

D’apres 2.4.3, les ¢; ,(x) et §; ,(x).4; 5 ,(x) ont un jet d’ordre
v' — 1 a lorigine, indépendant de ¢. Si »' — 1 > «, il existe donc
Y(x, t) appartenant a l'idéal engendré dans & par ¢, (x,?),..,
@, (x, 1) et les 6,(x, t).Ai'é(x, HI<Ki<s 1<4,<4,<... <
B, <n) tel que, si# € [0, 1] et x| est assez petit :

Iy, ) =C" x| (2.5.5)
D’aprés (2.5.1) :

gl/(x,t).~a—‘p(x,t)=a—¢(x,t).u’(x,t)+v'(x,t).¢(x,t)
at X

avec .
u)(x) £ 0;0ix) X0
Ainsi, pour x #0 :

_ % _ Oy wx,r) v, )
ot o, 1= ox (x’t)'ll/(x,t) +¢(x’r) Lp(x, t)
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D’aprés (2.5.5) et (2.5.6), si v’ est assez grand par rapport a « et
u'(x, t) ¢ v'(x, 1)
e
Yx, 1) Yx, 1)
classe C” en {0}x [0, 1], nuls ainsi que toutes leurs dérivées par

rapport 4 x sur {0}x [0, 1] ; ceci démontre le lemme. /

Preuve de 2.4 (fin). — La démonstration est standard (cf. [3],
chap. VIII, § 3). D’aprés le théoréme classique sur les solutions d’un
systeme d’équations différentielles, il existe 7(x, ¢) = (r,(x, 1)),. .,
7,(x, 1)), de classe C”, tel que :

v, les quotients se prolongent en des germes de

or
70,H)=0 ; g(o,t)Ean ; T(x,0)=x

et : o7
u(r(x, 1),t) = gr(x, 1)

D’aprés le méme théoréme, il existe M(x, ) matrice p x p a

coefficients de classe C?, telle que : M(0, ) = M(x, 0) = IR ,et:

P

- oM
v(7(x, ), ) =M"Yx, ). o (x,t)

D’aprés 2.5 et ce qui précede :

) op
— M(x, 8) @(r(x, 1),1) =M, ). (——(T(x, 0,8 .ulrlx, n,t) +
ot ax

v, 0, 1) . pr(x, 1), 1) + g—f (r(x. 1),0) =0

Il en résulte que :
MG, ). p(r(x, 1), 1) = M(x, 0) . p(7(x, 0),0) = p(x)

Visiblement, x = 7,(x) est un difféomorphisme de classe C* a I'ori-

gine de R" (C™ en dehors de 'origine) qui transforme I, . &,(x) en
I, .&,(x), cq.fd. /

On démontre de méme, en appliquant la partie (iii) du théoréme
1.2, le résultat suivant :
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THEOREME 2.4'. — Soit 1 un idéal de R{x }tel que R, (1) soit ellip-
tique. Alors, pour tout v € N, il existe un difféomorphisme de classe
C¥ a l'origine de R" (analytique en dehors de Q) transformant l'idéal
1.8,(x) en un idéal de &,(x) engendré par des germes de Nash (donc,
pour tout v € N, V(I) est C’-difféomorphe a un germe d’ensemble
de Nash).

Une question analogue a celle résolue par le théoréme 2.4 est la
suivante : soit I un idéal de R[[x]] ; I’algébre R[[x]]/f est-elle isomorphe
a la complétée d’une algébre analytique ? Ceci est évidemment faux
sans hypothéses supplémentaires sur 1. Par exemple, soit 1 I'idéal
engendré dans R[[x,, x,, x;]] par :

Xy (x2 +x2 +2x3) 2 +x%+xy) 63 +x2—(1+x))xy)
(2 +xZ —y(x,)x;)

ol 7y est une série non convergente telle que y(0) = 2 ; la “variété
formelle réelle V(I)” admet une singularité isolée a I’origine et donc le
théoréme 2.4 lui est applicable ; cependant, y(x) est liée de maniere
intrinséque 2 la “variété formelle complexe V(I B C)’ (cf. [2], page
220, Iexemple s’inspire de Whitney [4]). Ainsi R[[x]]/T ne peut étre
isomorphe a la complétée d’une algebre analytique. En modifiant
I’exemple, on peut d’ailleurs supposer que R[[x]]/T est intégre.

Le théoréme suivant est démontré par H. Hironaka [5], dans le
cas analytique ; la démonstration se transpose sans difficulté au cas
formel :

THEOREME 2.6. — Soit 1 un idéal de R[[x]] tel que R[[x]])/1 soit
réduite et équidimensionnelle de dimension n — k. Posons pour tout
v €N, I, =T+ J,(D?C®). Il existe un entier v, >2 vérifiant la
condition suivante :

Pour toute algébre R[[x])/J, réduite et équidimensionnelle de di-
mension n — k, la condition R[[x]]/Tv0 ~ R[[x]]/fp0 implique

R[[x])/T =~ R[x]1/T

(3) L’algébre RL[x]]/T étant réduite et équidimensionnelle de dimension
n — k, les idéaux J, (I) et & . (I) ont méme racine (voir [3], chap. II).
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THEOREME 2.7.(*)—Avec les hypothéses et notations du théoréme
2.6, supposons que R[[x]l/1, soit isomorphe d_la complétée d’une
algébre analytique (resp. de Nash) ; alors R[[x]]/1 est isomorphe a la
complétée d’une algébre analytique (resp. de Nash).

Preuve. — Nous démontrons uniquement le cas analytique. On
peut supposer que Tuo est égal a J, ot J est un idéal de R{x}. D’aprés
le théoréme d’Artin-Rees, il existe v, € N tel que I n m"' C m.

(m désigne I'idéal maximal de R{x} et donc m est I’idéal maximal
de R[[x]]). D’aprés 3.8, version analytique, il existe un idéal I de R{x}
tel que : I C J ; R{x}/I est réduite et équidimensionnelle de dimension

n___k I+mu1+1_1+mvl+l
Puisque I C T + Ji (D"°, onal <D CJ (T) et donc :

I =i+ m°cT+ M

Yo
~ vy

Visiblement : I, + m” = L, +

- U
! et donc :

L, CL, + @™ nL)cL, +m.T,

v

D’aprés le lemme de Nakayarga L = f,,o ; d’aprés le théoréme
2.6, les algébres R[[x]]/I et R[[x]]/1 sont isomorphes.

En particulier, on a le résultat suivant (comparer avec 2.4) :

COROLLAIRE 2.8.—S0it | un idéal c{e R[[x]] tel que R, (D) con-
tienne une puissance de m ; alors R[[x]]/1 est isomorphe a la complétée
d’une algébre de Nash.

Preuve. — Si 1 contient une puissance de m, le résultat est trivial ;
sinon, T = T N T’, ot it I > n et les idéaux premiers associés a I
sont de hauteur < n (considérer la décomposition primaire de I). Visi-
blement, R, (I') contient une puissance de m ;il existe donc § € R, (I'),
non diviseur de zéro dans R[[x])/1' ; d’aprés le critére 3.6, chap. II, [3],
R[[x]]/T' est réduite et équidimensionnelle de dimension n — k, donc
isomorphe a la complétée d’une algébre de Nash, d’aprés 2.7. Le corol-
laire 2.8 est alors évident.

Remarques 2.9. —

(i) Pour appliquer le théoréme 2.7, il suffit de connaitre un idéal
Jde Rix} telqueTCJC Ko' En effet, des inclusions précédentes, on

(4) Les résultats de ce théoréme sont contenus dans [8].
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déduit les égalités : J,(J) = J,(DetL, =]
complétée d’une algebre analytique.

v > @insi, R[[x]]/I_,,0 est la
(ii) Les théorémes 2.4 et 2.7 sont bien connus lorsque I’idéal Test
une intersection complete. Dans ce cas, on a des résultats plus précis

[6].
(iii) Pour terminer, signalons le probléme sulvant Smentl I' deux

idéaux fermés de type fini de &{x} tels que =T et R, (I) est ellip-
tique. Existe-t-il un isomorphisme d’algébres différentiables

* &)1~ &(x)/T,

tel que 7* soit ’application identique ? Cela est vrai lorsque I est une
intersection compléte.

3. Applications aux déformations.

Soit © I'anneau des germes de fonctions analytiques réelles au
voisinage de O x [0, 1] dans R” x [0, 1]. Pour tout ¢ € [0, 1] fixé,
on a un homomorphisme I, : © > ¢ = p,(x) € R{x} ;si M est un
module de type fini sur @, on pose M, = M ®y, R{x} ; de méme,si
€M) est un complexe de O-modules, on note €(M), le complexe :
e(M) @, Rix}

D’aprés le théoréme des sisygies, tout module de type fini M sur
R{x} admet une résolution de longueur < #, i.e. il existe un complexe
exact C(M) :

0— L,— L, ,— «eevven.. — L, — L,

ou les L; sont des modules libres de type fini sur R{x} ; les A; des homo-
morphismes de R{x}-modules et coker A, = M.

DEFINITION 3.1. — Soit v € N, une v-déformation de € (M) (en
un complexe de Nash) est la donnée d'un complexe € (M) de O-
modules :

An A
0— L,— L,_, L, L,

ouLl; = L; ®gry O;M = coker A, et:
i eM), =cM).
(ii) € (M), est de Nash, i.e. pour tout i, \; , est de Nash.
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(iii) V¢ € [0,1], €M), £ €M), ie. pour tout i et tout t :
Np = A

D’aprés 1.2 (iii), il existe toujours une v-déformation de C(M). En
fait, on a le résultat plus précis suivant :

THEOREME 3.2. — Soit M un module de type fini sur R{x} et soit
C (M) une résolution de longueur < n de M. Pour tout v € N, il existe
une v-déformation €(M) de € (M) en un complexe de Nash telle que
C(M) soit exact et ¥Vt € [0, 1], €M), soit exact.

Ainsi, pour tout » € N, on peut construire une déformation ana-
lytique M de M en un module de Nash, qui soit plate et tangente a
lordre v a lidentité. Nous dirons alors que M est une v-déformation de
M en un module de Nash.

Avant d’aborder la démonstration du théoréme, signalons deux cas
particuliers :

(3.2.1) Supposons que M = R{x}/(¢), ol ¢ = (g,, ..., ¢x) € R{x}*
et ht(p) = k (cas d’une intersection compléte). Le complexe de
I'algébre extérieure A(p) (cf. [7], Chap. IV), associé canoniquement
a la suite y, est une résolution de M. Soit ¢, le polyndome de Taylor de
degré v de p a l'origine, et posonsy = (1 — ) ¢ + tyg,. Visiblement,
si v est assez grand, les complexes de 'algébre extérieure A(p) et A(p),
sont tous exacts. Il suffit donc de prendre pour C(M), le—comple—f(e
A(p).

(3.2.2) Si M est un module libre (ou zéro), toute résolution € (M) de
M se scinde. 11 en résulte facilement que toute v-déformation (M) de
&(M) est un complexe exact ; de mé€me, chacun des €¢(M), est exact.
Les conditions du théoréme 3.2 sont donc trivialement satisfaites.

(3.2.3) Enfin, si @'(M) et &(M) sont deux résolutions de M, il existe
une troisiéme résolution €''(M) et des suites exactes de complexes :

0->e'M - "M - ') >0
0—>e'M) > &M~ 0)—~0

(@'(0) et ¢(0) sont deux résolutions de zéro).

Preuve de 3.2. — Associons tout d’abord au couple (M, €M)) une
famille finie de modules sur R{x} (famille notée M,) ; des résolutions
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C(M,) de longueur < n de ces modules ; enfin, des suites exactes de
complexes liant ces différentes résolutions (I’ensemble de ces suites
exactes sera noté £(M, €(M))).

Soit 0 = Ny C N, C...C N,,;, = M une suite croissante de
sous-modules de M telle que P; = N; ,/N; ~ Rix}/p, ou p; est un
idéal premier (cf. [3], chap. I). Pour touti = 0, ..., s, soit (¢') une
intersection compléte telle qu’on ait une suite exacte (cf. [3], chap. I) :

0 > P, > Rix}/(¢') = Q; > M, > 0.

Soient €(M,), € (P;) des résolutions de longueur < n de M; et
P; respectivement. Alors, on peut construire une résolution €(Q,) de
Q; et par récurrence sur i = 2, ..., s + 1, une résolution@'(Ni)
de N, telles qu’on ait des suites exactes de complexes :

0->¢e®) »eQ)»eM)~>0 (3.2.4)
0> e(N) »> e'(Ny,) >e®) >0 (3.2.5)

D’aprés (3.2.3), il existe une résolution €'(M) de M et des suites
exactes :

0> ' M)~ e'"M) ~> e'(0)~>0 (3.2.6)

0O->eM —-e'"M)~ cO=-=>0 3.2.7)

De méme, d’aprés (3.2.1) et (3.2.3), il existe une résolution G'(Qi)
de Q; et des suites exactes :

0 > A(Y) > €'(Q) »> ") > 0 (3.2.8)
0~>ecQ) ~>ewW)~>e"0u ~>o0 3.2.9)

Notons £(M, €(M)) ’ensemble des suites exactes de complexes
(3.2.4),...,(3.2.9).

Répétant avec le couple (Mi1> G(M,.l)) ce que l'on a fait avec
(M, €&(M)), on associe 4 M; des modules M;,;, ; des résolutions eMy ;,

)
de ces modules ; et des familles de suites exactes de complexes E(M,.l,
G(M,.1 )). En itérant, on construit par récurrence sur [, des modules
M,.1 ... i ; des résolutions CB(M,-1 ... 1), et des systémes de suites

exactes de complexes £(M;, ... iy, €My, ... 7;_4)).
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Soit v € N ; d’aprés le théoréme 1.2 appliqué au systéme £(M,
€(M)), il existe des v-déformations @ (Py), €(Q,), etc... de &(P;), €(Q)),
etc. .. et des suites exactes de complexes de ©-modules :

> CP) -eQ) -emM - (3.2.10)

e Ny = Ny~ e@®) - (3.2.11)

e'M - e'"m -e'0 -

> AlY) >e'@Q) ~e’© ~
- e@Q) > e'(Q) e~

©o o o o o o
¥

0
0
0
- e ~e"M e -0
0
0

Si v est assez grand, d’apreés (3.2.1) et (3.2.3), les complexes A(¢)
et G'(g),e(g), e"(O) G’"(O) sont exacts, ainsi que A(w ), € (0) etc...;
il en résulte (considérer les quatre derniéres suites exactes) que pour

tout j > 1, Hi(€'(Q)) = H,(Q)) = 0 ;H,E'M))= H; (€' M) =
H; (C(M)), et des egalltes analogues en mettant partout ¢ en indices.

Soit q E N, g > 2. Supposons que tout i = 0, ..., s, et tout

= q:Hi M) = OetH;(€(M;),) = 0,¢ € [0, 1]. En considérant
les deux suites exactes (3.2.10) et (3.2.11), modulo les égalités précé-
dentes : H,.(e(gi)) = 0 et H €®;), = 0, et donc : H,-(C‘Z'(Ei)) =0
H,-(G'(LI,.),) =0, si j =2 q — 1. En particulier, H;(€M)) = 0 et
H;eM),) = 0, pourj = =q — 1.

En fait, on peut appliquer le théoréme 1.2. aux systémes
LM, e (M), £M,, SM,), £M, ;. €M, ), ..., BM, . ..
(M,ll2 )) Pu1sque H(C~3(M,“2 )) = 0et H(("ﬁ(M,ll2 ),) =0
sij =2 n + 1 (Ies complexes con31deres sont de longeur < n) on aura
d’aprés la remarque précédente et pourvu que v soit assez grand :

HEeM™, ;. 4, )
H,(L(M

0 et HCM;, ;.. 4, )) =0, si j=n;
0 et Hy(CM; 4, .., ,)) =0,

iz vy 3 )
si j=n-—1;etc..

enfin : HecM) = 0 et HeM),) =0, si j=1, cqfd/
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Remarque 3.3. — On peut compléter le théoréme 3.2 de mul-
tiples fagons, en astreignant la déformation a vérifier certaines condi-
tions. Par exemple, soient N,, ..., N; un nombre fini de modules de
type fini sur 9C(x)tels que, pouri = 1, ..., s, lemodule M =%, \N;
soit de dimension de Krull nulle, i.e. un R-espace vectoriel de dimension
finie. Alors, on peut choisir la déformation M de M de telle sorte que,

Vi€ [0,11;Vi =0,1,...,n;¥i = 1,...,5:
- TORT™ M, , N,) =~ TOR™ (M, N))

En particulier,

XM, ,N) = ¥ (= 1Ydim, TORI™ (M,,N,) = x(M,N,),
j=0

i.e. la multiplicité d’intersection de M, avec chacun des N, reste cons-
tante au cours de la déformation.

Nous allons préciser le théoréme 3.2 lorsque M est une algébre ana-
lytique A = Rix}/L

THEOREME 3.4. — Soit A = R{x}/1une algébre analytique réduite
et équidimensionnelle de dimension n — k. Alors, pour tout v € N,
il existe une v-déformation A de A en une algébre de Nash telle que
pour tout t € [0,1], A, soit réduite et équidimensionnelle de di-
mensionn — k.

Preuve. — Supposons tout d’abord que I est un idéal premier de
hauteur k. Soit ¢ = (p,,..., ¢.) € R{x}* tel que I'idéal (p) soit de
hauteur k et tel que I soit un idéal premier associé 4 B = R{x}/(¢). On
a une suite exacte de R{x} — modules :

0>-A->B~>M->0

Il existe des complexes C(A), €(B), @(M), résolutions de longueur
< n de A, B, M respectivement, et une suite exacte :

0—~>CA)—~>CB)~>CM)~>0

On peut supposer, si I est engendré par g éléments, que C(A) est
un complexe de la forme :

A A
> R > Rix}? > Rix}.
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Enfin, d’aprés (3.1.3), il existe une résolution €'(B) de B et des
suites exactes :

0—>C(B)~>e'(B) >€e() >0
0= Alp) > €' (B) > ¢e'(0) > 0

ou C(0) et €'(0) sont des résolutions de zéro. D’aprés le théoréme 1.2,
il existe ¢ = (¢;, ..., 9;) € (9_’_‘ et des complexes de O-modules C(A),
@(B), €M) etc. .. tels que A(p), € (A), (M) etc... soient des r-défor-
mations de A(p), c(A), @(B), E(M) etc. .. respectivement, et des suites
exactes :

0—-c) ~» el —>G(M) -0
0~ e®) ~>e'(B) - e ~0
0 > Alp) > €'(B) > €'(0) > 0
D’aprés le théoréme 3.2, on peut supposer que tous ces complexes

sont exacts ainsi que les complexes obtenus en mettant ¢ en indice. On
en déduit une injection :

0~>A=09/1>B=09/y
ainsi qu’une injection, pour¢t € [0, 1] :
0> A, = R{x}/[_t - B, = R{x}/(‘&)

Ainsi, tout idéal premier associé 4 A, est associé 4 B,, donc de
hauteur < k, car (p,) est une intersection compléte si v est assez grand.
En outre, C(A,) est de la forme :

A A
. > ROIP—5 Rix}? =25 Rix}

Soit o}c(li) (resp. 0, (1)) 'idéal engendré par les mineurs d’ordre
q — k de la matrice A, ¢ (resp. A,). Siv est assez grand,

ht a;((lt_) > ht o, (D ;
de méme, on aura : ht Jk(I_,) = ht J, (D).
D’aprés [3] (proposition 3.6, chapitre II), on a :
| ht R, (1) = ht ob(D) N I (D) > k;
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d’ou At U{k(l ) = ht ak(I ) N Jk(I ) > k ; puisque tous les idéaux
premiers associés & A, = R{x}/I, sont de hauteur k, il existe donc
8 € ®R(,) non d1v1seur de zéro dans A,. D’apreés la proposition 3.6,
chapitre IT de [3], A, est réduite et équidimensionnelle de dimension
n — k,c.q.fd.

Considérons le cas général et posons : I = p; N ... N b ol les

b, sont premiers de hauteur k. Démontrons le théoréme par récurrence
sur 5. Sis = 1, cela résulte de ce qui précéde. Supposons le théoréme
démontré jusqu’a l'ordre s — 1, et démontrons le pour I. Posons
=n, Ng,ouq=15, N...NH, ; A" = R{x}/p, ; A = Rix}/¢
On a un diagramme commutatif ou les lignes et colonnes sont exactes :

0 R{x} R{x}® R{x} ———p——> Rix} ———— = 0

’ "

Les fléches verticales sont évidentes ; 8 est I’application diagonale :
£ > (£,8) ; p la projection : (§,,&,) = & — &,.Ilexiste donc des
résolutions de longueur < n : €(A),C(A’ @ A”),e(B)de A, A’ & A",
B respectivement telles qu’on ait une suite exacte :

0—> @ (A)—> e(A’ & A") — & (B)—> 0

avec C°(A) = Rix} ;c°(A’ ® A") = Rix} @ R{x} ; €(B) = Rix}
et A° =6 ;P° =p (€(A) désigne le i°™® module du complexe @ (A),
etc...).
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D’aprés le théoréme 3.2, il existe des complexes exacts @(A),
(D), €(B), v-déformations de €(A), €(A" ® A”) et &(B) respecti-
vement, et des suites exactes :

A P
0—e)— ed—eB—0

A, P,
0— €(A),— e(D), = e®),— 0, t€[0,1],

tels que : @°(A) = ©; (D) = 0@ ©;C°(B) = Oet A° = & ;
P° = p ) = (£.8):p¢,.8) =& — &)
On en déduit, pour tout ¢ € [0, 1], une suite exacte :

0— A,— D,— B,— 0

ou linjection de A, = R{x}/_l, - D, =(R{x} ® R{x}/J, est induite
par 'application diagonale.

Soient C(A") (resp. € (A”)) une résolution de A’ (resp. A')
obtenue a partir d’une résolution de p, (resp. q). Puisque

e(A") e e (A")

est une résolution de A’ @ A", il existe d’aprés (3.2.3) une résolution
C'(A" @ A")de A’ ® A" telle qu’on ait des suites exactes :

0->e(AhecA") »ec'(A o AY>CWO) >0
0->CA"& A"y >eC'(A"® A"y > ¢C'(0) > 0
les fleches :
C°(A") @ e°(A") » €” (A" & A")
et e°(A’ © A") > e° (A" @ A")
étant l'application identique, les modules étant identifiés a R{x} ® R{x}.

D’aprés le théoréme 3.2, il existe des complexes exacts @(D'),
e(A"), €(A"), v-déformations de A" & A", A', A" respectivement,
tels que Vr € [0,1],e(D"),,c(A"),, &A"), soient exacts, et des suites
exactes :

0~ e(A) @ e(A”) »e@) »CO ~ 0

0 > eMd — eD) e'0) 0
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D’aprés les deux suites exactes précédentes :
P A? "o
D; Ay @A) D,.

En outre, d’aprés la premiere partie de cette démonstration et I’hypo-
thése de récurrence, on peut supposer que _A; et ,_'\;' sont réduites et
équidimensionnelles de dimension » — k. Modulo I’isomorphisme :
D, ~ A; ® A}, on a donc une injection : 0 = A, > A} ® A dé-
duite de l'application diagonale R{x} = R{x} ® R{x}, ce qui implique
que A, est réduite et équidimensionnelle de dimensionn — k, c.q.f.d./

THEOREME 3.5. — Soit A = R{x}/1 une algébre analytique nor-
male (resp. intégre) de dimension n — k. Alors, pour tout v € N, il
existe une v-déformation A de A en une algébre de Nash telle que, pour
tout t € [0,1], A, soit normale (resp. intégre) de dimension n — k.

Preuve. — D’aprés le théoréme 3.7 de [3], 'anneau A = R{x}/I
est normal de dimension # — k si et seulement si les trois conditions

suivantes sont vérifiées : A est réduit et équidimensionnel de dimension
n — k;ht (R,(I)) = k + 2 ;pour

i=k+2...,n ht(H_,A)>i+1

Soit A la w-déformation de A construite dans la preuve du théoréme
3.4 ; d’aprés ce théoreme, pour tout ¢+ € [0, 1], A, est réduite et équi-
dimensionnelle de dimension » — k ; en outre, si v est assez grand,
on voit facilement (la hauteur d’un idéal est une fonction semi-
continue inférieurement, cf. [3], proposition 5.3) que :

ht (R (1)) = ht (R, (D) s ht (H;_, (A,)) = ht (H;_,(A)),

d’ou le résultat si A est normale.

Le principe de la démonstration dans le cas intégre est le suivant.
On traite d’abord le cas ou la cloture intégrale de A dans son corps des
fractions est une algébre analytique (évidemment normale) B. On
construit alors une v-déformation i — B de l'injectioni : A > B
de telle sorte que, V¢t € [0,1], i, . = B, soit injective. D’apres
ce qui précede, on peut suppose? que_]_3t est normale ; il en résulte
alors que A, est intégre. Le cas général se rameéne a cette situation en
raisonnant sur la complexifiée de A./

‘A
A
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On peut étendre dans plusieurs directions les résultats précédents.
D’abord, avec les notations du début de ce paragraphe 3, supposons que
les éléments A% des matrices A; vérifient certaines relations algébriques
(ou de Nash) en nombre fini Fj()\?ﬁ) = 0 ; alors, dans I’énoncé du
théoréme 3.2, on peut supposer que les éléments A‘}‘B des matrices
_)\_i du complexe C(M) vérifient les mémes relations, i.e. FjQ?ﬁ) = 0.

Par exemple, supposons que

M = Rix}9/N et N, * Rix} CNCN,®, . R{x}

N(x)

ou N, et N, sont deux sous-modules de 9 (x)?, le premier engendré
sur I (x) par ¢, ..... , 9, slesecond par @, ..., 0, Pppys -5 Py
supposons enfin que N est engendré sur R{x} par

s s

Prsees Py 2 Mpgr,j Py ovrvovnnns s Z Np,i %

j=1 j=1
ol les n,; appartiennent a R{x}. Les inclusions
N, Bt (x) Rix} € N C N, ®nxy Rix}
se traduisent de la maniére suivante : M est le conoyau de la matrice

A
R(x}? > R{x}? ol les colonnes de A, sont :

s s
Prs-ees P 2 N 41,i P -+ > 2 Mp.j ¥
ji=1 i=1
A
Soit €M) : ... = R{x}? —4 R{x}?, une résolution de longueur < n

de M. On peut supposer que le complexe € (M) donné par le théoréme
3.2 vérifie la condition : les colonnes de A, sont

s S
Procees Pos 2 Mpgr)j Pioevvs D
i=1 i=

Ainsi, M = ©@9/Navec : N, ® ©C

En particulier, on peut compléter comme suit les théorémes 3.4
et 3.5:

THEOREME 3.6. — Supposons, avec les hypotheses de 3.4, 3.5,
qu’il existe des algébres de Nash A, = I(x)/1, et A, = I (x)/],
telles que A soit un quotient de A, B () R{x} et A, B (x) R {x}
un quotient de A. Alors, on peut supposer que la v-déformation A est
un quotient de A, ® O,et A, 9, O unquotient de A.

Ux)

N(x)
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Pour terminer, signalons les versions formelles des théorémes
précédents. Voici d’abord quelques définitions.

Soit £ un ouvert de R” et soit &(£2) I’anneau des fonctions numé-
riques de classe C” sur §2. Si x € £, soit m I'idéal de & (2) formé des
fonctions plates en x. L’anneau &, = & (§2)/m; est isomorphe 4 R[[x]].
Un complexe € de &(£2)-modules :

0->L,>L,, ~>...> L,

ou les L; sont libres de type fini sur & (£2),est formellement exact si,
Vx € §2, le complexe @ ®gqF , est exact. Un complexe exact est for-
mellement exact sauf peut-étre en dimension 1 ; un complexe for-
mellement exact n’est pas nécessairement exact.

Soient K un fermé de & ; &,(£2) 'anneau des germes en K des
éléments de &(£2). Un complexe de & (£2)-modules libres de type fini
est formellement exact s’il est induit par un complexe formellement
exact de &(U)-modules, pour un certain voisinage ouvert U de K.

Soit & ’anneau des germes de fonctions numériques C™ au voisi-
nage de O x [0, 1] dans R" x [0, 1]. Pour tout ¢+ € [0, 1] fixé, on a
un homomorphisme I, : & 2 ¢ = ¢, (x) €& (x) ;si M est un module
de type fini sur & onpose : M, = M ®n, &(x) ; de méme, si €(M) est
un complexe de &-modules, on note : €(M), le complexe :

M) ey 8(x).

Soit M un module de type fini sur R[[x]] et soite(ﬁ) un com-
plexe exact de R[[x]] modules libres de type fini :
X

0 >L,—>1L,,>..— L— L,

>

avec coker A, = M.

DEfFINITION 3.7. — Soit v € N ; une v-déformation de e(ﬁ) en
un complexe de Nash (resp. en un complexe analytique) est la donnée
d’un complexe (M) de &-modules :

A LS|

0~>L— L, >...—L — L,

ou les L; sont libres de type fini, rang I: = rang L, ;M = cokerA, ;
et :
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() EM),y = e ()
(ii) @(M), est de Nash (resp. analytique) i.e. pour tout i : \; | est
de Nash (resp. analythue)
(111) vt € [0,1], G(M)t G(VI), i.e. pour tout i et tout t :
A
Le résultat analogue aux théorémes précédents est le suivant (la
preuve est identique) :

A, E

THEOREME 3.8. — Soit M un module de type fini sur R[[x]] et
soit @ M) une résolution libre de longueur < nde M.

i) Pour tout v € N, il existe une v-déformation @ (M) de (M)
en un complexe de Nash telle que @(M) et @(M), soient formellement
exacts, pour tout t € [0,1](%)

ii) En outre, si M est une algébre formelle A = R[[x]]/1 de
dimension n — k, réduite et équidimensionnelle (resp. normale, resp.
intégre), on peut choisir la v-déformation € (A) de telle sorte que,
vt € [0,1], A, soit de dimension n — k, réduite et équidimen-
sionnelle (resp. normale, resp. intégre).

iii) Enfin, supposons qu'il existe des algébres de Nash
A, =9Ux)/1, et A, =IU(x)/1, telles que A soit un quotient de A, et
A, un quotient de A. Alors, on peut supposer que A est un quotient de
Ay By 8 et Ay 85,8 unquotient de A.

(Il existe une version de 3.8 iii) lorsque A, et A, sont des algébres
analytiques ; nous laissons au lecteur le soin de ’expliciter).
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