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LE THEOREME DES ZEROS POUR LES IDEAUX
DE FONCTIONS DIFFERENTIABLES
EN DIMENSION 2 et 3

par Jean.Jacques RISLER

Introduction.

Ce travail constitue le chapitre deux de ma thése.

Soient U un ouvert de R”, I un idéal de I’anneau &U) des fonc-
tions de classe C” sur U ; on dit que I a la propriété des zéros si toute
fonction f € &(U) nulle sur I’ensemble V(I) des zéros de I appartient
alLl

La notion d’idéal réel (cf. § 1) permet de caractériser les idéaux
ayant la propriété des zéros dans le cas algébrique réel, et dans le cas
des germes analytiques réels ([10]).

Le but de ce travail est d’essayer de montrer des résultats ana-
logues pour les idéaux de fonctions différentiables ;il y a 1a de sérieuses
difficultés, mais des résultats positifs pour les idéaux engendrés par un
nombre fini de fonctions analytiques (§ 2), en dimension 2 (pour un
idéal de type fini), et en dimension 3 pour un idéal principal (§ 6).

Le résultat central est le théoréme 4.1 qui peut étre considéré
comme une généralisation au cas différentiable de la théorie de I’équi-
singularité en codimension 1 de Zariski, I’équisingularité étant défi-
nie a I’'aide d’éclatements.

1. Préliminaires.

DEFINITION 1.1. — Soient A un anneau commutatif, 1 un idéal
de A. On dit que 1 est réel s’il satisfait a la condition suivante :

LEAN<i<p) et f? +...+f;EI=fi€I(l<i<p).
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DEFINITION 1.2. — Soient A un anneau commutatif, 1 un idéal
de A. On appelle racine réelle de 1, et l'on note YT l'ensemble des
éléments f de A vérifiant la condition suivante : il existe un entier
n > 0etdesélémentsg,, ..., g de A tels que :

A" +gr+ - +g2el

Il est facile de voir que\PYT est le plus petit idéal réel contenant I (cf.

[10]). La notion d’idéal réel permet de caractériser les idéaux ayant la
propriété des zéros dans le cas réel. On a en particulier le théoréme
suivant ([10]) :

THEOREME 1.3. — Soit 1 un idéal de l'anneau R{x,,...,x,}
(anneau des séries convergentes en n variables et a coefficients réels) ;
les conditions suivantes sont équivalentes :

a) I a la propriété des zéros (i.e. toute série nulle sur le germe
V() des zéros de 1 appartient a 1)

R

b) lidéal 1 est réel (i.e. 1 =+/T).

Ce théoréme a été étendu au cas formel par J. Merrien ([11]).

Si U est un ouvert de R”, notons &(U) 'anneau des fonctions
indéfiniment différentiables sur U, et &, (0) = &, I'anneau R[[x,,...,x,, ]
des séries formelles 4 n variables. On a une application surjective T :
&(R") ~ & qui fait correspondre a une fonction sa série de Taylor
a 'origine.

Soit f€ &, , et ¢ € &(R") telle que T(p) = f. Si X est un germe
de fermés de R” d1’origine, on dit que fest nulle sur X si pour tout a > 0,

il existe un voisinage 2, de 0 tel que V xE 2, NX, |px)| < [Ix||*.
(cf. [12D).

Si I est un idéal de R[[x,,...,x,]], on notera V(1) la “variété
formelle de I’ ; V4(I) est I’ensemble des germes de fermés en 0 de R”
sur lesquels tous les éléments de I s’annulent. Le théoréme de J. Merrien
s’énonce alors :

THEOREME 1.4. — Soit 1un idéal de I'anneau R[[x,, ..., x,]], les
conditions suivantes sont équivalentes :

a) toute série nulle sur la variété formelle V(1) appartient al.
b) I est réel.
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Remarque 1.5. — 11 résulte immédiatement du théoréme 1.3
(resp. du théoréme 1.4) que si I est idéal de R{x,,...,x, } (resp.de
Rilx,,...,x,]]), I'idéal des séries nulles sur V(I) (resp. sur V(D) est
égal é%.

Nous noterons &(U) I’anneau des fonctions différentiables sur un

ouvert U de R” et & (U) I'anneau des fonction différentiables a valeur
complexe.

Un idéal 1 de type fini de &(U) est dit de kojasiewicz s’il existe
f €1 satisfaisant a I’inégalité de kojasiewicz par rapport a I’ensemble
des zéros V(I), i.e. si pour tout compact K C U, il existe deux cons-
tantes C > 0 et a = O telles que

vx€eK, [f(x)|=Cdx,vV()*
(cf. [6], p. 102).

Un idéal I de type fini est dit fermé s’il est fermé pour la topo-
logie naturelle (‘“topologie de Whitney’’) sur &U) (cf. [2], p. 29).
Si x € U, on note & ,(x) l'anneau des séries formelles au point x et
T, (I) I'idéal de &, (x) engendré par les séries de Taylor au point x des
éléments de 1.

Voici les principales propriétés des idéaux fermés que nous utili-
serons :

PrROPOSITION 1.6. — Soit 1 un idéal fermé et de type fini non
nul de &(U). Alors

a) si x € U, T, 1 est un idéal non nul de %,(x), si U est connexe
([9], p. 30),

b) est un idéal de Fojasiewicz ([6], p. 103),

c) si V(1) désigne l'ensemble des zéros de 1, l’ensemble des points
lisses de V(1) est dense dans V(I) ([5]),

d) pour qu'un élément f € &(U) appartienne a 1, il faut et il suffit
que T,f€ T, I Vx € U(2D.

(Cette derniére propriété caractérise les idéaux fermés).

Exemples.

1) si I est engendré par un nombre fini de fonctions analytiques
sur U, I est fermé ([2], p. 82) ;
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2) soit p(x) une fonction différentiable d’une variable qui soit
= 0 et nulle sur un ensemble de Cantor. Alors la fonction y? — ¢(x)
engendre dans &(R?) un idéal fermé (cf. [6], p. 104) bien qu’elle soit
loin de ressembler a une fonction analytique.

Le probléme abordé dans ce chapitre est le suivant : caractériser
les idéaux de type fini ayant la propriété des zéros.

Ce probléme a été étudié par J. Bochnak dans [1], ol il fait la
conjecture suivante :

Soit I un idéal de type fini de &(U) ; alors les conditions sui-
vantes sont équivalentes :

(Z) toute fonction différentiable nulle sur V(I) appartient a I

(C) Iest fermé et I est réel.

Remarques.

1) Il y a peu d’espoir d’obtenir un théoréme raisonnable pour les
idéaux non de type fini (cf. [1], pour un exemple).

2) L’implication Z) = C) est immédiate, car si un idéal I véri-
fie Z, il est évidemment réel et il est fermé car la limite d’une suite de
fonctions de I est nulle sur V(I) donc appartient a I par (Z).

Nous démontrons cette conjecture complétement dans le cas ou
U C R? et dans le cas ou I est un idéal principal dans R3, et donnons
des théorémes qui permettront probablement de ’aborder dans le cas
général.

2. Idéaux réels de type fini de &(U) (U ouvert de R").

LEMME 2.1. — Soit I un idéal de & (U) qui soit de type fini, fermé
et réel ; si V est un ouvert non vide de R” tel que VC U, I &(V)
(restriction de 1d V) vérifie encore ces trois propriétés.

.. On sait que I & (V) est encore de type fini et fermé ([6], p. 98).
Montrons qu’il est réel : soient ¢,,.. % des éléments de &(V)
tels que «pf + - +<pg € 1 &(V) ; soient x un point de V, ¥ une
fonction de & (U) égale 4 1 au voisinage de x et a 0 a I’extérieur de
V : les fonctions Y y; peuvent étre considérées comme des éléments
de 8(U) et 'on a ¥2 (92 +...+ cp:) € I, dou Yy, € I puisque I
est réel.
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Comme ¢ est égale a 1 au voisinage de x, cela implique
T,p; € T, (I&(V)) d’ou v, €1&(V)
puisque 1 &(V) est fermé (1.6.).
Si f est un élément de &(U), le symbole Tf désignera la série de
Taylor de f a ’origine de R".
PropPOSITION 2.2. — Soit 1 un idéal de &(U) qui soit de Loja-
siewicz au voisinage de 0 € V(I) C U.

Alors si g € &(U) est nulle sur V(I), la série de Taylor Tg de g
en O est nulle sur la variété formelle Vf(TI).

Démonstration. — Soient fioeeos fp des générateurs de I. Posons
p=f +...+ f;f ;¢ est nulle en O et satisfait 4 une inégalité de
Jkojasiewicz, i.e. il existe un nombre o« > 0 et une constante C tels que
iw(x)1 2 Cd(x,V)* auvoisinage de 0 (V désigne I’ensemble V(I) = V(yp)).

D’autre part, on a Vf(TI) = Vf(Tw), et par définition, il existe
pour tout entier ¢ = 0 un ouvert non vide §2, contenant 0 tel que 'on
ait :

pN<Ilxl1? Vv x€8, NF,

F désignant un représentant quelconque d’un élément de V(Ty).

On adonc:
Cd(x,V)* < lp(x)| < |Ix|?,
soit :
Cd(x,V)* < x|l Vvx&€Q, NF.

D’autre part, le théoréme des accroissements finis implique qu’il
existe une constante C, telle que I’on ait :

lg(x) — g < C, d(x,y)
pour x et y voisins de O.
Comme par hypothése g est nulle sur V et que
d(x,V) = ylg\f, d(x,y),

on en déduit :
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lgx)I<C,dx,V),

4
d’ou lg)1<C' lIxl*
ce qui implique bien que Tg est nulle sur V. (Ty) = V,(TI).
c.q.f.d.

COROLLAIRE 2.3. — Soit 1 un idéal de & (U) qui soit de type fini
et de Lojasiewicz. Alors si 0 € V (1), et g € & (U) est nulle sur V(I), Tg
appartient d tous les idéaux premiers réels de &, qui contiennent TI

(i.e. Tg € /TI).

_ En effet, soit % un idéal premier réel de &, tel que TIC & ;
on a Vf (TH D Vf(Q) et la proposition 2.1. implique que Tg est nulle
sur Vf (%). Le corollaire 2.3. résulte alors du théoréme des zéros for-
mel 1.4.

COROLLAIRE 2.4. (J. Bochnak, [1]). — Soit 1 un idéal de & (U)
engendré par un nombre fini de fonctions analytiques qui soit réel.

Alors toute fonction g € &(U) nulle sur V (1) appartient a 1. Au-
trement dit, 1 satisfait a la propriété (Z).

Démonstration. — Soit g € & (U) nulle sur V(I). Comme I est
fermé, pour montrer que g € I, iliuffit de voir que T.geT, IVxeU.
Prenons x = 0 € V(I), et soient f,, . .. ,fp des générateurs analytiques
deLf,,... ,fp leurs germes en 0.

L’idéal (f},.., fp) est alors réel dans I'anneau O, : cela résulte
facilement du lemme 2.1. et de la platitude de ’anneau des germes en
0 des fonctions différentiables sur ©, ([2]). D’aprés le théoréme 1.3.
(fy, ..., f,) est I'idéal de toutes les séries convergentes nulles sur V (I).
Il résulte alors de [2], p. 90 que l'idéal (f,, . .. 3 Jp) g, = TI estI'idéal
de toutes les séries formelles nulles sur le germe de V (I) en 0. La propo-
sition 2.2., applicable parce que un idéal fermé est de kojasiewicz,
implique alors que Tg € TI.

Remarque. — La démontration de J. Bochnak est différente, mais
s’appuie aussi sur le théoréme 1.3.
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ProrosITION 2.5. — Soit 1 C & (U) un idéal fermé de type fini et
réel. Supposons que le point 0 soit isolé dans l’ensemble V (1). Il existe
alors un voisinage V de 0, tel que 1 & (V) = (x, ... ,x,) (ou x; désigne
la i€™¢ fonction coordonnée sur R").

Pour démontrer cette proposition, nous aurons besoin d’un
lemme :

LEMME 2.6. — Soit 1 C & (U) un idéal de type fini et de Eoja-
siewicz au voisinage de 0 € V (1), alors les conditions suivantes sont
équivalentes :

a) 0 est isolé dans V (1),
b) V(TI) = {0}.

Démonstration. — a) = b) : soit ¢ la somme des carrés des géné-
rateurs de I ; ¢ est de Lojasiewicz et vérifie dont une inégalité de la
forme ¢ (x); = C lx I* pour x assez proche de 0. Cela entraine
immédiatement que Vf(T«p) = V. (TD = {0}.

b) = a) : cette implication est vraie sans hypo-
thése sur [ : on a par hypothése Vf (TDH = Vf (Ty) = {0}, et donc il
existe un nombre o et un voisinage V de 0 tels que

o)1=z lx1* vxevV

(par définition de la variété formelle de Ty), ce qui entraine que O est
isolé dans V (I).
c.q.f.d.
Démontrons maintenant la proposition 2.5.
Le lemme implique que l'idéal de &, nul sur Vf (TI) est I'idéal
maximal ; I'idéal maximal de &, est donc la racine réelle de TI : il
existe des séries p; €&, et des nombres entiers ¢; tels que :

XM+ xI g @R ETE (cf. 1.2).

Soit V un voisinage de 0 dans R” tel que VN V(I) = {0} ; rele-

vons les g; en des fonctions% différentiables sur V telles que Tfﬁ,- = @;.

Comme [ & (V) est fermé et que O est le seul zéro de [& (V), on a :
XL XML P+ L AP ELB(V).

On a donc x; €1 & (V) puisque I & (V) est réel (lemme 2.1.).
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COROLLAIRE 2.7. — Soit 1 = (f,, ..., fp) un idéal fermé réel de
& (U). Alors sip < n, V (I) n’a pas de point isolé.

ProrosITION 2.8. — Soit 1 un idéal de type fini fermé et réel
de &(U), et soit g une fonction différentiable nulle sur V (I).

Alors Uensemble des points x de V (1) pour lesquels T,g & T, 1
n’a pas de point isolé.

Démonstration. — Supposons 0 € V (I), et que pour tout point
x d’un voisinage V de 0, on ait T,g € T,I ; il s’agit de montrer que
Tg € TI. (Le symbole T signifiant la série de Taylor en 0). D’aprés
la proposition 2.2., Tg est nulle sur V,(TD), et donc Tg appartient
i la racine réelle de TI (2.3.) ; il existe ainsi un entier p et des séries
¢; tels que :

(Te)*? +9* + ...+ PP ETL
Relevons les ¢; en des fonctions différentiables @, sur V telles que
Ty, = ¢;.
La fonction  =g? (g® + 92 + ... +¢2) est telle que

T, ¢y €T, I Vx €YV ; comme I (V) est fermé, Y € I, et comme 1 (V)
est réel, g1 €L

On a donc g € I, par le méme raisonnement que plus haut, d’ou
Tg € TI.

c.q.f.d.
Nous aurons enfin besoin de la proposition suivante :
ProPOSITION 2.9. — Soit f € & (U). Si x € U, posons
n n
T.f=p}'...p, ,
les p, étant des éléments irréductibles de ¥, (x), et n(x) = sup (n;).
1<i<r

Alors la fonction x > n(x) est semi-continue supérieurement.

Si on note J, (f) I'idéal engendré par f et ses dérivées partielles
jusqu’d lordre k, on peut caractériser I’entier n (x) comme étant le
plus petit k tel que la dimension de Krull de & (x)/J, (T, f) soit stric-
tement inférieure 4 n — 1 ; la proposition 2.9. résulte alors du théo-
reme de semi-continuité de la dimension d’une algébre formelle de
J.C. Tougeron ([6], p. 39).
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3. Transformée stricte d’une fonction différentiable par un éclatement.

Soit W une sous-variété de dimension n — p de R". Soit (x, z) un
systéme de coordonnées sur R" (x = (x, . .. ,xp),z =z, .52, p )
tel que les équations de W soient donnés par x, = ...=x, = 0.

Choisissons une carte pour I’éclatement de W dans R” : cela
revient 4 faire le changement de variables :

X, =X
o
X, = X} X3
x =xIxt
P 1%

Soit f une fonction différentiable au voisinage de 1’origine nulle
sur W et telle que sa série de Taylor en O Tf ne soit pas nulle. Il existe
alors un entier q tel que f € (x,, .. .,xp)" et f€ (x,,... ,xp)"ﬂ.
I1 est alors clair que la fonction différentiable

FGy L xixy, .., x1x,, 2)

est divisible par x}?. On pose alors :

DEFINITION 3.1. — On appelle transformée stricte de f la fonction

fey,...,x,,2) = x"79 f(x} ,x'lx;,...,x',x; ,Z).

Remarque. — Si f est définie au voisinage de 1’origine, f est dé-
’
s x,=0

(z =OdeR".

finie au voisinage de la sous-variété d’équations
La notion d’éclatement est surtout utile, comme en géométrie
algébrique ou analytique, lorsque l'ordre de f est constant sur W.

L’ordre de f au point x étant une fonction semi-continue supé-
rieurement de x, il existe un ouvert dense U, C W tel que dans U,
I’ordre de fsoit localement constant. On a alors :

LEMME 3.2. — Prenons 0 € U,. Soit q un entier tel que l'on
ait ' TfE€ (x,,...,x,)? et Tf& (x,,... ,xp)"+l dans l'anneau
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R([x,z]) Alors. on a aussi f € (x,,...,x,) et f& (x;,...,x,)"""
dans & (R"™). De plus, l'ordre de f a l'origine est égal a q.

Démonstration. — Posons (x) = (x,, . .. $ Xp)

La question étant locale, nous pouvons supposer U, connexe ;
I’hypothése Tf € (x)? implique que ordre de f est = g en 0. f étant
nulle sur W par hypothése, il existe un entier k avec 0 < k < g tel
que : f € (x)* etfe (x)F+L.

On peut donc écrire f= qyx¥ +o,xk1x, + ... +a, x,',‘ avec
o; € 8(R"), l'un des o; au moins n’appartenant pas a Iidéal (x),
i.e. ne s’annulant pas identiquement sur W au voisinage de 1’origine
(cf.[2], p. 32).

En un point x de U, ou l'un des ¢; n’est pas nul, l'ordre de f
est égal a k, ce qui implique que k = g (puisque I’ordre de f est supposé
constant sur U, ) et que 'ordre de fest égal 4 ¢ pourx € U, .

c.q.f.d.

Remarque. — Si ’on écrit f comme une combinaison de mondmes
de degré en les x; a coefficients dans & (R") :

= q q-1 q
f agx? + o xi~x, + +arxp

>

2

on voit que f est un polynéme de degré < g en xé, e, xl; a coefficients
des fonctions différentiables par rapport & (x| ,X, X,,...,X;X,,2) ;

nous noterons Tf la série de Taylor de f pour
S x) =0
( z =0

qui est un polynéme en x,, .. .,xl', a coefficients des séries formelles
en (x) ix; XysooesXy xl', ,z) ; Tf s’identifie alors a la transformée
stricte Tf de la série de Taylor de fen 0, a cause du lemme 3.2.

Considérons maintenant la situation suivante : W est de co-
dimension 2, d’¢quation x =y = 0. On peut alors considérer une
fonction différentiable f(x ,y ,z) nulle sur W comme une ‘“famille
de courbes planes” par rapport au paramétre z = (z,,. .. 2y o)
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Rappelons qu’une courbe plane formelle est la donnée d’une
série ¢ € R[[X, Y]] ; plongeons R[[X,Y]ldans C[[X, Y]], et posons
p=pt. .. pr”', les p; étant irréductibles dans C[[X, Y]]. Il est bien
connu (cf. [7]) qu’aprés un nombre fini d’éclatements ponctuels, la
transformée stricte de chaque p; est une courbe formelle lisse (i.e.
d’ordre 1) : on dit alors que I'on a résolu ¢ par une suite d’éclate-
ments ponctuels, si I’on a résolu chaque p, (1 <i <r).

Si MEW a pour coordonnée z,, notons Ty f(x,y) I'image
de Ty f(x, y,z) dans R[[x , ¥]] obtenue en faisantz = z,.

ProrosiTioN  3.3. — Supposons Ty f(x,y ,z) non nul pour
M € U, C W. Le nombre d’éclatements ponctuels nécessaires pour
faire baisser la multiplicité de la courbe formelle supposée non lisse
TM f(x ,y) est borné dans un ouvert non vide V C Ux"

Posons Ty f(x ,y) = p't...pr dans C[[x,y]] (on a fixé les
coordonnés z et plongé R[[x ,y]] dans C[[x,y]]), les p, étant irré-
ductibles. L’entier n(M) = sup(n;) est constant dans un ouvert V, C U’
(2.9), et l'idéal J, ) (Ty f(x ,¥)) est primaire pour I'idéal maximal
de C[[x, »1] (Jn(M) désigne I'idéal engendré par les dérivés partielles
d’ordre < n(M)). Il résulte alors du théoréme de semi-continuité ([6],
p, 39) que la multiplicité de cet idéal est localement bornée en fonction
deMEV,.

11 suffit alors de montrer :

LemME 3.4. — Soit ¢ € C[[x,y]] tel que o =p}'...p'", les
p; étant irréductibles et non tous lisses. Posons n = sup(n;). Alors
le nombre d’éclatements nécessaires pour faire baisser la multipli-
cité de o est inférieur a la multiplicité de l'idéal J , (p).

Supposons par exemple que n = n, et que p, ne soit pas lisse
(si p, est lisse, la multiplicité baisse au bout de un éclatement). On
a alors J,, (¢) CJ, (p,) ce qui entraine que la multiplicité de J,, () est
= a celle de J,(P;) qui est égale au “nombre u de Milnor” de p, . Mais
si q désigne la multiplicité de p, et [51 sa transformée stricte, on a
I’égalité :

pp,) = ql@ - 1) +n,)
(cf. [4], par exemple).
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Il est alors clair que le nombre d’éclatements nécessaire pour
résoudre p,, ce qui en particulier fera baisser la multiplicité de ¢,
sera inférieur a up,).

c.q.f.d.

4. Un théoréme de décomposition.

Soit f une fonction différentiable nulle en 0. Si f se décompose en
un produit f = f, f, , on a évidemment une décomposition Tf = Tf, Tf, .

Réciproquement, si Tf = g, g,, cette décomposition se remonte-
t-elle en une décomposition de f ? C’est faux en général, comme le
montre ’exemple suivant dans R3 : f= X, x,+ e-1/x3 est indé-
composable, alors que Tf = X, x, estun produit.

Nous verrons cependant qu’une telle propriété est valable en di-
mension 2, si les séries g, et g, sont premicres entre elles. Plus géné-
ralement, on a le théoréme suivant, ou &c (R") désigne I’anneau des
fonctions différentiables sur R” a valeurs complexes :

THEOREME 4.1. — Soit f € &(R"), une fonction telle que l'idéal
(f) soit fermé (resp. f € &-(R") sans hypothése sur l'idéal (f)), et
soit W une sous-variété de codimension 2 de R" telle que W C V().
1l existe un ouvert dense UC W tel que ¥ x € U on ait la propriété
suivante :@ si la série de Taylor T,f admet une décomposition
T,.f=g,8, ou g, et g, sont deux séries formelles non nulles et sans
facteur commun, il existe deux fonctions différentiables El et
g, € 8(R") (resp. € 6, (R")telles que : Txg, = g,, T,8, =g, et
f = g,8, dans un voisinage de x.

Démonstration. — Nous supposerons que W est définie par les
équations x = y = 0, et nous noterons z = (z,,...,z, ,) les coor-
données sur W.

La propriété a démontrer est de nature locale : il s’agit de trouver
un ouvert non vide de W dans lequel le théoréme est vrai. La démons-
tration s’inspire des méthodes de [8] : on cherche un ouvert non vide
U C W tel que pour x € U on puisse résoudre simultanément toutes
les fibres Tx f parun nombre fini d¢clatements ;si x € U etsi T.f=8,8,,
les transformées strictes de g, et g, ont alors des supports disjoints, et
on peut appliquer le lemme de Hensel pour montrer que f se décom-
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pose ; L’hypothése faite sur I'idéal (f) vient de ce que si f € &(R"), on
exige que g, etF, soient aussi a coefficients réels.

Comme la démonstration est assez longue, nous allons en indiquer
le plan : on commence par considérer le cas ol f € &c (R"), et on
prend un ouvert U C W dans lequel l'ordre de f est constant (cf.
lemme 3.2.).

On suppose ensuite que f est un polyndéme distingué en y, dans un
ouvert U, C U, et on raisonne par récurrence sur le nombre d’éclate-
ments ponctuels nécessaire pour faire baisser la multiplicité des fibres
_TM f(x, y) € Cllx, ¥1] (pour M dans un ouvert convenable).

a) On montre le théoréme dans le cas ou f(O ,Y ,2) a deux racines
distinctes pourz € U, (siM e U,_, ,on peut alors écrire TMf(x, y)= 8,8,>
les supports de g, et g, €tant disjoints aprés un éclatement) ;

b) On considére un ouvert U, C U, tel que le nombre de ces
racines soit constant pourz € U,.

¢) On peut alors supposer que f (0,y',2) n’a qu’une racine donnée
pary' = 0 (pourz € y,cC U3).

On montre alors que si f(x', y', Z) se décompose en un produit (au
voisinage de 0, 0, z), cette décomposition se descend en une décompo-
siton de f.

d) Pour pouvoir raisonner par récurrence, on considére un ouvert
U C U, tel que pour M € U, le nombre d’éclatements nécessaire pour
falre balsser la multiplicité de la fibre T f(x, y) soit borné (3.3.).

e) Dans I’hypothése ou f € &(R"), et ou l'idéal (f) est fermé, on
montre que la décomposition peut étre choisie a valeurs réelles en
montrant que 1’idéal (f) est aussi fermé.

Passons maintenant 4 la démonstration proprement dite :

Soit U, un ouvert dans lequel I’ordre de f est constant (cf. lemme
3.2). On peut supposer que pour M € U,onaT,f#0.

Supposons que origine 0 € U, ; la forme initiale in Tf (ensemble
des termes de plus bas degré de Tf) est alors un polyndme homogéne
de degré p en x et y (cf. 3.2) : quitte a faire un changement linéaire
de variables, on peut donc supposer que f est réguliére d’ordre p en
y. On peut alors écrire, d’aprés le théoréme de préparation différen-
tiable : f= Uf,, U étant inversible au voisinage de 0, et f, étant un
polyndme distingué en y : il suffit alors de montrer le théoréme dans
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un ouvert U, C U, dans lequel cette décomposition est valable et dans
lequel U est inversible ; nous supposerons donc dans la suite que f
est un polyndéme distingué en y :

=y ta (x,y)+ -y +a,x,2).

Remarquons que le fait z € Ul implique ai(x, z) € (x) puisque
FE€(x,y¥ 32).

fx'.y',2) désignefa comme au paragraphe précédent la trans-
formée stricte de f par ’éclatement de W : f(x', " z)=x""? f(x' x"y'2).

a) Montrons d’abord une proposition valable sans hypothése
sur I’idéal (f) ; les notations sont les mémes que dans ce qui précéde :

ProOPOSITION 4.2. — Soit f€ & (R*) (resp. fE & (R")). Sup-
posons que 0 € U, (i.e. que l'ordre de f est constant au voisinage de
0) et que f est un polynome distingué en y. Alors si Tf = g, g,, les
formes initiales ing, et ing, de Tg, et Tg, étant sans facteurs com-
muns, il existe deux fonctions différentiables El et '§2, qu’on peut
supposer étre des polynomes unitaires en y, telles que T§; =g,
Tg, = §'2 et f = %€, dans un voisinage U2' de l'origine.

Démonstration. — L’ordre de f étant constant dans U, in Tf est
un polyndme homogeéne en x et y et les facteurs de in Tf correspondent
biunivoquement aux facteurs du polynéme f(0,3’, 0). On a donc par
hypothése £ ,¥',0) = él 0,y',0) g, (0,»",0), les polyndomes
él (0,3",0) et §2 (0,5',0) étant étrangers. Le probléme est local :
il suffit de montrer que le germe de f en O (que nous noterons encore
f) se décompose.

Si & désigne I’anneau des germes a l'origine de fonctions diffé-
rentielles sur R"‘.1 a valeurs réelles (resp. a valeurs complexes), on
peut considérer f comme un élément de & [y'] ; I'anneau & étant
hensélien ([3], p. 79), la décomposition Tf(x',y',z) =g (x',y', 2)
g,(x",y",2) (ou gN1 et g, sont des polyndmes unitaires en y' et étran-
gers puisque g ) (O:y', 0) et éz (0,y',0) le sont) se reléve en une dé-
composition de f(x',»',z) dans & [»'] en vertu du lemme suivant
(cf. [3],p.-3):-
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LEMME 4.3. — Soit & un anneau local hensélien, et soit I un idéal
de &. Si P est un élément de & [X], notons P sa classe dans & |1 [X].
Alors si P est un polynéme unitaire de & [X), et si P = QR dans
&/1[X], Q et R étant unitaires et fortement étrangers (i.c.
(1) = (P) + (Q)), on peut écrire : P = QR dans & [X], Q et R rele-
vant Q et R.

On peut donc écrire :
&y, =g &,y .08 &y, 2)
El et E, étant des polyndmes unitaires en y' de degrés k et p — k res-
pectivement.

On a donc :
xXPEe LY ) =X g Ly L )X Ly 2)
d’ou la décomposition voulue :

fx,y,2)=g8, (x,y,2)8 (x,y,2)

avecTg, = g, et Tg, = g,. c.q.f.d.

b) Soit toujours f=yP +a, (x,z)y?'+...+a, (x,z), lordre
de f étant constant dans U, C W.

Le nombre de racines distinctes réelles ou complexes du polynéme
y? +a,(0,z2)y? ' +... + &p(O ,z) est une fonction semi-continue
inférieurement de z ; on peut donc supposer que ce nombre est cons-
tant dans un ouvert U; C U, ; prenons 0 € U,.

_ La proposition 4. 2 montre alors que 'on a une décomposition
f= f .. [ dans U, C Uy, les f; étant des polynomes en y tels que
f (0,y', z) ait une seule racine.

Il est alors clair que ces racines sont des fonctions différentiables
de z. (Si par exemple 7 +4, (0,z)yP~1 +... +a,(0,z) a une
seule racine «(z) dans U,, on a pa(z) = 81 (0,2z) et donc a(z) est
différentiable). Il suffit alors de monter le théoréme 4.1. pour les f;
en vertu du lemme suivant:

LEMME 4.4. — Soit f € &(R") tel que f = f,f,. Alors si (f) est
fermé (resp. fermé et réel). il en est de méme de (f,) et (f;).
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La démonstration est immédiate.

Signalons le résultat suivant, que nous nous n’utiliserons pas
pour montrer le théoréme 4.1 :

PROPOSITION 4.5. — Avec les mémes notations que plus haut,
supposons que f € & (R"),z € U, et que (f) soit fermé et réel.

Alors toutes les racines du polynéme f (0,3, z) sont réelles.

Raisonnons par I’absurde. D’apres le lemme 4.4 et la proposition
4.2, on peut supposer que f (0 ,y',z) a deux racines complexes conju-
guées pour z € U,.

On peut alors écrire, d’aprés la proposition 4.2, f (x , ¥', z) = QQ’,
Q et Q' étant des polynomes unitaires en ' et des fonctions différen-
tiables a valeurs complexes correspondant aux deux racines de
£,y ,2).

Si M=(0,0,z,)€U,, on a Tyf(x,»,2)=T,QTyQ,
ce qui implique Ty Q' = Ty Q dans C[[x, ',z —z,]] 4 cause de
la factorialité de C[[x,»',z —z,]] : Ty f étant divisible par T, Q,
il est aussi divisible par TM_Q donc par Ty Q m puisque Ty Q et
:F;—(i) ne peuvent avoir de facteurs communs, leurs formes initiales
étant étrangeres.

Si le degré de fest 2p, posons :
A y
Qix,y,2z)=x* Q(x , —,z).
x

f ne s’annule pas en dehors de W au voisinage de 1'origine car f
ne s’annule pas pour x' et z voisins de zéro, et I’éclatement est un
isomorphisme en dehors de W.

La fonction QQ est donc telle que
Ty (QQ) =Ty () YMEV(HNU, ;

il en résulte que QQ = Af avec A inversible au voisinage de l’origine
puisque (f) est fermé (1.6), ce qui est impossible puisque Q Q est
une somme de deux carrés et que 1'idéal (f) est réel.

c.q.f.d.

c) Il résulte de ce qui précéde que l'on peut supposer que
f(,y',z) a une seule racine «(z) pour z € U, ; on peut méme
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supposer que cette racine est donnée par ' = 0, si I'on considére
f et (f) comme étant a valeurs complexes, car a (z) €tant une fonc-
tion différentiable de z, on peut faire le changement de variables :

Y, =y —xa(z)
!

vy =y —a@)

Supposons 0 € U, ;on a alors :

PROPOSITION 4.6. — Les notations sont les mémes que ci-dessus ;
soit f(x,y,z) une fonction différentiable a valeurs réelles ou
complexes telle que f (0 ,y', z) ait une seule racine donnée par y' = 0
pourz€ U,)et que Tf =g,8,, 8, et g, etant des polynomes distin-
gués en y ; si on a une decomposmon f glgz, gl et g, étant deux
fonctions différentiables verzfzant Tgl =g, et Tg2 =g, (les séries
de Taylor étant prises au point x' = y' =z = 0), il existe deux fonc-
tions différentiables au voisinage de l'origine g, et g, telles que :

Tg, =g, - 18, =8, et f=%,8,

dans un voisinage U, de 0.

Démonstration. — f (x,y',z) étant un polynéme distingué en
y' de degré p, El et Ez sont des fonctions réguliéres en y' ;il existe,
d’aprés le théoréme de préparation une fonction U (x', y', z) diffé-
rentiable et non nulle au voisinage de l’origine, et deux polyndomes
distingués en y' h, et h, de degrés k et p — k respectivement tels
que :

f&x,y',2)=Uh,h,.
avec gl =U,h,, igi =U,h, et U=0U,U,.
Remarquons que Th, =g, et Th, =g, a cause de l'unicité de la
division dans I'anneau R [[x , ¥', z]].

Soient V et V' deux voisinages de 0 dans R et V'' un voisinage
de 0 dans W tels que

— U soit définie et non nulle dans V x V' x V"' ;

— (x,z) € V x V" entraine que les racines réelles du polyndme
f(x,y', z)sontdans V'.
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Le polynome en y" hy h, ne sannule donc pas dans V x (R — V') x V",

et Iégalité f (x, y',z) = Uh, h, définit U comme une fonction diffé-
rentiable non nulle dans V x R x V"'

Posons maintenant .

g (x,y,2)=xFn, (x,i—},z)

2)

,z) six#0

e (x,y,2)=x""Fn, (x,

x|

Ul(x,y,2)=U(x,

®|'<

U 0,y,z)=1
en multipliant les deux membres de 1’égalité f = U 1h, par
x'P = x"® x x'Pk
on obtient 1’égalité :
fa,y,)=U,(x,»,08 (x,»,208 (x,»,2)
(c’est évident six # 0, et vraisix = O car
fO,y,z2)=y7,8,0,y,z2)=y* et g,(0,y,2z)=yP 7).

On aura donc montré la proposition si I’on prouve que la fonction
U, (x,y, z) est indéfiniment différentiable au voisinage de l'origine.

Légalit¢ U, (x,y,z)=1U (x s Y , z) montre que U, est diffé-
x

rentiable en tout point pour lequel x # 0 ; la différentiabilité en un
point pour lequel x = 0 va résulter du lemme suivant :

LEMME 4.7. — Soit f=yP +a, (x,z)y?™! t...ta,(x,2) ou
x=(xy,...,X,)
z2=(z,,...,2,)

Supposons que l'on ait a; (0 ,z) = 0, et une décomposition :

les a; sont des fonctions différentiables de

[f=U0G,y,2) 0P +b, (x,2)yP7' + ...+ b, (x,2))
dans & (R"** 1),
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Alors U(x,y,z2) —-1E€x)" Vn.

Démonstration. — Remarquons d’abord que 1la condition
a; (0,z) = 0implique I’égalité :
y»(1-U@©,y,2z))=U@©,y,2)[b,(0,2)y?" +...+b,(0,2)].

Comme U(0,0,0) =1 (puisque TU =1 car il y a unicité de la
division dans R [[x,y, z]]), on en déduit que U (0,0 ,z) n’est pas
nulle, d’ou b;(0,z) =0 en faisant y = 0 dans I’égalité ci-dessus
etdoncU@0,y,z)=1.

Nous allons démontrer par récurrence sur n que
o"U
ox"

©O,y,z2)=0,

ce qui suffira pour démontrer le lemme 4.7.

Dérivons n fois par rapport 4 x et faisons x = 0 ; on obtient :

aa, . a _ b, B

o (0,2)yP L B (0,2) =0,y
a"b 3"U
axnp(0,2)+ax,, (0,y,2) yP

en appliquant I’hypothése de récurrence, d’ou immédiatement

0"U
0.y, =0.

c.q.f.d.

Appliquons ce lemme a la fonction U de la proposition 4.6. : ona donc
U(x,y,z) — 1€ x)" ¥vn Pour voir que

Ul(x,y,z)=U(x,J;),z)

est indéfiniment différentiable, montrons d’abord que si ¢ (x , ¥, 2)
est une dérivée partielle de la fonction U (x, y, z) — 1 (dérivée par-
tielle d’ordre queleonque), ¢ (x,y,z) = x*¥ ¥ (x,y, z) pour tout k
entier 2 0, ¥ (x,y, z) étant une fonction différentiable et bornée
dans un ensemble de la forme V x R x V"' : cela résulte du lemme
4.7 et du fait que U (x, y,z) —1 est le quotient de deux polyndmes
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en y de degrés P—1 et P, le dénominateur €tant distingué ; p(x,y,z)
est donc aussi le quotient de deux polynoémes en y, le dénominateur
étant distingué, ce qui montre ’assertion.

Il est maintenant aisé de voir que toutes les dérivées partielles de
U (x,y,2) = U(x , 4 , 2 ) (qui existent si x #* 0) tendent vers O si
x

x = 0, et que les dérivées partielles de U, existent et sont nulles en un
point de la forme (0, y, z).

Ceci achéve la démonstration de la proposition 4.6 ; remarquons
que cette proposition est valable si I’'on suppose f a valeurs complexes.

d) Achevons maintenant la démonstration du théoréme 4.1. dans
le cas d’une fonction a valeurs complexes.

Soit f € & (U) un polynome distingué en y, U étant un ouvert
de R* telque UNW = U4 (avec les notations ci-dessus). D’aprés 3.3.
le nombre r d’éclatements ponctuels nécessaires pour faire baisser la
multiplicité de la courbe formelle TM f(x,y)est borné pourM € U5 cU,.

Raisonnons par récurrence sur (p,r) € N x N (p étant 'ordre
de Ty, fpourM € Uy) :

—sip = 1, fest lisse, et il n’y a rien & démontrer.

— dans le cas général, on peut supposer grice a 4.2 et 4.5 que le
polynoéme en »' f(O ,¥',2z) a une seule racine donnée par y' = 0 (pour
z € Uy) : on sait en effet que 'on a une décomposition f = f,...f,
dans & (U,), chaque f; étant un polyndome distingué en y tel que
f:.(O,y', z) ait une seule racine pour z € U,(4.2) :lesracinesde f(O,y', Z)
correspondent en effet biunivoquement aux facteurs irréductibles de
in Ty f, car in Ty f est un polynome homogéne de degré p en x et y.

Si Tyf(x,y,z) est d’ordre p (pour M € Us) et si le nombre
d’éclatements nécessaires pour faire baisser la multiplicité de Ty f(x, y)
est borné par r,, pour M € Us, on suppose par hypothése de récur-
rence que le théoréme est vrai pour les fonctions d’ordre < p, et pour
celles d’ordre p pour lesquelles le nombre d’éclatements nécessaires
pour faire baisser la multiplicité des fibres est borné parr, — 1.

On peut alors appliquer ’hypothése de récurrence a la fonction
' !

f(x,y',z) et 4 la variété w' définie par{z cU ce qui démontre
5

le théoréme 4.1. pour f a valeurs complexes griace 4d la proposition 4.6.
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e) Supposons maintenant f € & (R") et (f) fermé. Avec les nota-
tions ci-dessus, on peut supposer grice au lemme 4.4. que f(0,y’, z)
a une seule racine réelle pour z € Us ou qu’aucune des racines de
(0, ', z) n’est réelle (toujours pour z € Us).

Si f(O, y',z) a une seule racine réelle, on peut supposer comme
ci-dessus qu’elle est donnée par y' = 0, et le théoréme 4.1 sera montré
dans ce cas si on peut appliquer ’hypothése de récurrence a la variété

P
w' définie par? cu ,ce qui va résulter du lemme suivant :
4 5

LEMME 4.8. — Soit f € & (R") un polynéme distingué en y :
f=yP ta,(x,2)pP" + ..+ a (x,2),

d’ordre constant égal d p sur la variété W définie par x =y =0,z €U
(U étant un ouvert de R"*~?).

Soit f(x',y',2") le transformé strict de f par l'éclatement de W
et supposons de plus que le polynéme en y' f(0,y',2) ait une seule
racine réelle pour z € U ; alors si l'idéal (f) est fermé (resp. fermé
et réel) il en est de méme de l'idéal f &(U"), ot U' est un ouvert de
R" tel que (x',y',z) €U = z € U.

Démonstratio;g. — Comme dans ce qui précéde, on peut supposer
que le polynome f(x',y',z) est distingué en p' de degré p : on peut
en effet supposer que la seule racine de f(0, y', z) est donnée par
y'=0.

a) Montrons d’abord que (f) est fermé. Le probléme est local
et Dégalité x? f(x',y',z) = f(x',x'y', z) montre qu’il suffit de se
placer au voisinage d’un point pour lequel x' = 0 et que nous suppo-
serons étre ’origine (x' = y' =z = 0).

Soit g(x', ", z) une fonction différentiable telle que g € (f) ;
il faut montrer que g € ( f ) au voisinage de 0.

Le théoréme de préparation différentiable (cf. par exemple [6],
p. 189) permet d’écrire :

g=1Q+R,
R étant un polynome en y’ de degré k < p.



94 J.J.RISLER

On a aussi R€ (?), et la condition R € (f) est équivalente a
g€ ().

R étant un polyndme de degré k en »', x’*R est une fonction
différentiable de x', x'y" et z :

x™ R(x',y",2) = R, (x',x"y",2) = R, (x,y,2) ;

comme R € (f‘), TMR € (TMﬁ pour tout point M. Montrons que
cela implique que Ty R, € (T /) pour tout point M voisin de O :
c’est évident si x # 0. Il suffit donc de se placer en un point pour
lequel x = y = 0, ’origine par exemple. Mais on a T, R = 0 puisque
Ty R€ (Ty f3, que TyR est un polyndme de degré < p en y' et que
f est un polynéome distingué en y' de degré p, a cause de I'unicité de
la division par un polynéme distingué dans R[[x’,»’,z]]. On a donc
aussi Ty R; = 0 € (T, f).

Comme (f) est supposé fermé, on en déduit R1 € (f) (1.6), dou
R € (f).

b) Pour démontrer que ( f ) est réel, la démonstration est analogue.

s
Soient h;(x', ¥', z) des fonctions différentiables telles que *21 h? S (f).

Comme (f) est fermé, pour montrer que h; € (f), il suffit de montrer
que Ty h; € Ty (f) en un point pour lequel x’' = 0, l’origine par
exemple (en un point ou x' # 0, cela résultera de ce que (f) est sup-
posé réel).

Le théoréme de préparation différentiable permet d’écrire

=Qf + R

R, étant un polynéme en y' de degré < p. La condition Z h2 € (f)

i=1

implique Z R? € ( f) soit 2 R? = Af. Si M est un point de coordon-

nées (0, 0 R z), on a donc TM (E R?) =Ty ATy f, ou Ty A est un po-
lynéme en y' par unicité de la division dans un anneau de séries for-
melles ([6], p. 28).

La fonction R; étant un polynéme en y' peut étre considérée
comme la transformée stricte d’une fonction R} de x,y,z :

x"R.(x,y",2z) = R/ (x,y,2)
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avec n; < p. En multipliant 1’égalité précédente par une puissance
convenable de x’, on obtient donc :

T,, (ER}?) € (T /) V Myoisin de 0.

Cni
avec R'i' = xP " Ri'.

Comme (f) est fermé, cela implique :
Z R? € (f).
d’ou
R;E(f) (1 <i<y)
puisque (f) est réel, et donc R; € (f) en prenant les transformées
strictes.
Cela achéve la démonstration du lemme 4.8.

Si maintenant f(0,y’,z) n’a que des racines non réelles, celles-ci
sont deux a deux imaginaires conjugées puisque f est supposée a coef-
ficients réels.

Supposons alors que 0 € Us et que Tf = g, g, ; il résulte de la
proposition 4.2 que dans C[[x, y, z]] on a une décomposition

=t =
g, =8 8, 8 =288
les séries g’ , 8, ,&,, &, 6tant sans facteurs communs.

En utilisant le théoréme 4.1 (déja démontré pour f a valeurs
complexes), on voit que f s’écrit f = ¢, ¢, ¢, ¢, au voisinage de I'ori-
gine avec :

Ty, = g,
Tp, =g,
To, = g,
To, =8,

En raisonnant comme dans le lemme 4.5 (et en utilisant le fait
que (f) est fermé), on voit que f s’écrit f = U ®, @1 "R ¢T3, U étant
a valeurs réelles et non nulle a I’origine, ce qui achéve de montrer le

théoréme 4.1. ¢, ¢, et ¢, P, étant des fonctions différentiables a
valeurs réelles et vérifiant
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To, v, =g,
Ty, v, =g,

cq.f.d.

5. Applications.

ProrosiTION 5.1. — Soit f(x,y) un germe de fonction différen-
tiable a l'origine de R?. Supposons que la série de Taylor de f a l'ori-
gine puisse s'écrire Tf =g g,, g, et g, étant deux séries formelles
sans facteur commun dans R[[X , Y]].

Il existe alors deux germes zl et Ez de fonctions différentiables
tels queTg, =g, ,Tg, =g, etf=¢g,¢,.

Remarquons qu’il n’y a dans ce cas aucune hypothése sur I'idéal

.

Démonstration. — On peut évidemment supposer que g, =p»
P étant un élément irréductible R[[X , Y]].

Nous aurons besoin du lemme suivant :

LeMME 5.2. — Soit p € R[[X, Y]] un élément irréductible , les
conditions suivantes sont équivalentes :

a) l'idéal (p) n’est pas réel
b) Vy(p) = {0}.

La démonstration s’appuie sur le théoréme des zéros formels
(1.4):

a) = b) : si (p) n’est pas réel, I'idéal des séries nulles sur Vf (p)
contient strictement (p) et est intersection d’idéaux premiers : c’est
donc l'idéal maximal de R[[X, Y]], dont la variété formelle est évi-
demment réduite a 1’origine.

b)=a) : si Vf(p) = {0}, l'idéal des séries nulles sur Vy(p)

est I'idéal maximal, et il est égal a {? (p) (1.5) ; (p) ne peut donc
étre réel.

Remarque. — On peut montrer ([10]) que les conditions a) et
b) sont équivalentes a dire que p est réductible dans C[[X , Y]].
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Deux cas sont alors possibles :

a) Vg (P) = {0} (ce qui est équivalent au fait que (P) ne soit pas
réel : cf. 5.2).

Soit P une fonction différentiable définie sur un voisinage U de
0 telle que :

TP =P
2) L’idéal P & (U) soit fermé
3)P(x)#0 si x €U — {0}.

La condition 2) est possible car P est localement équivalente
en 0 4 une fonction analytique (cf. [6], p. 173). La condition 3) résulte
alors de 2.6.

Désignons par ?un représentant du germe f défini sur I’ouvert U :
on a évidemment T, f € (T, P") vx € U puisque (T, P*) = (1) pour
x #0.

L’idéal P" & (U) étant fermé, 7est divisible par P” dans U, et on
a bien une décomposition du type voulu.

b) L’idéal (P) est réel, i.e. est I'idéal de toutes les séries nulles
sur Vf(P). (P) C[[X, Y]] est alors encore un idéal premier ([10]),
ce qui implique que la forme initiale de P est égale 4 une puissance
d’une forme linéaire réelle (cf. [7], p. 508).

Si 'on suppose que f est un polyndéme distingué en y, cela im-
plique que le polynéme P (0 ,¥") a une seule racine et que celle-ci est
réelle puisque les racines de P(O ,¥") correspondent aux tangentes
alacourbe P = 0.

Il en sera de méme alors pour les transformées strictes succes-
sives de P ; le raisonnement du théoréme 4.1. par récurrence sur le
nombre d’éclatements nécessaire pour résoudre la courbe (Tf)
s’applique alors sans changement.

c.q.f.d.

Remarque. —J.C. Tougeron m’a signalé que ’on pouvait démon-
trer la proposition 5.1. d’une maniére différente a ’aide du théoréme
3.2., p. 57 de [6] (ou plutdt de son analogue pour les fonctions diffé-
rentiables).
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On utilise le lemme suivant :

LeEMME 5.3. — Soient f, f,, f, des éléments de &, (anneau des
germes de fonctions différentiables d l'origine de R") et soit 1un idéal
propre de &,. Supposons que f = f, . f, mod. I (f,, f, V2. On a alors
f=28,84. 8, etg, étant des éléments de &, vérifiant

g, =f, mod. I(f,,f;)
g, = f, mod. 1(f,,f,).

Pour démontrer ce lemme, il suffit d’appliquer le théoréme 3.2.
p. 57 de [6] a la fonction ¢ = f — (f; + y,) (f, T ¥,). On déduit
de 1a que si dans &,, on a linclusion m* C (f, , f,) et que f = f,f,
mod. m** (¥ > 1) alors il existe deux éléments g, et g, de &,
tels que :

f =88
g, = f, mod. m**”
g, = f, mod. m**"

Il suffit alors d’appliquer ceci pour v = + o pour retrouver la propo-
sition 5.1.

Voici une application de ce qui précéde a I’étude des zéros des
idéaux de type fini de 8(R2) ; nous dirons que T I est irréductible
si I'anneau ¥, /TI posséde un seul idéal premier minimal : T I est
alors soit primaire pour l'idéal maximal de %,, soit de la forme gQ
ou Q est soit I'idéal (1), soit un idéal primaire pour 1’idéal maximal, et
ou g est une puissance d’un élément premier non inversible de .

On a alors :

PROPOSITION 5.4. — Soit 1 un idéal de type fini de & (R*). Tout
sous-ensemble E de l'ensemble des points x ou T,l est réductible
posséde un point isolé dans E.

Démonstration. — Soit E un sous-ensemble de 1’ensemble des
points x ou T, I est réductible (et donc non nul), et supposons 0 € E.
Nous allons montrer par récurrence sur 'ordre n de I'idéal I qu’il y a
un point isolé de E dans tout voisinage de 0.
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a)sin = 2.
TI étant réductible en O par hypothése, on peut écrire TI = P, P,
P, et P, étant deux éléments d’ordre 1 de &, .

Soit f€1 tel que Tf=P,P, : la proposition 5.1. montre que
f=1ff, dans & (R?), avec Tf, =P, et Tf, =P, ; V(I se décom-
pose donc en deux branches lisses au voisinage de 0, et O est néces-
sairement isolé parmi les points ou T, I est réductible.

b) cas général.

On peut écrire par hypothése :
TI=9¢'Q

¢ et ¢’ étant deux éléments de %, sans facteurs communs, et Q étant
primaire pour I’idéal maximal ou égal a (1).

LEMME 5.5 — Soient ¢ et ¢' deux éléments de R[[x, y]] =,
premiers entre eux. Alors :

V(@) NV, (9" = {0}.

En effet, I'idéal des éléments de &, nuls sur Vf () N Vf ("))
contient ¢ et ¢' et est intersection d’idéaux premiers : c’est donc
I'idéal maximal de &, .

Nous pouvons supposer que O n’est pas isolé dans E (sinon il
n’y a rien a démontrer), et donc qu’il existe une suite (a;);cy de points
de R? telle que :

a)ag; #0 VIiEN

b) la suite (a;) converge vers 0
c)a,EV(I) etag,€E ViEN.

Comme V(TD=V;, (p ¢"), la condition c) implique que le germe
de fermés défini par la suite (¢;) en O appartient a V, (¢ ¢') ; quitte a
extraire une sous-suite, on peut donc supposer que le germe de (q;) en
0 appartient a Vf (p) par exemple.

Si q est l'ordre de la série ¢', nous allons montrer que ’ordre
de I au point a; est inférieur ou égal 4 n — g pour i assez grand (rappe-
lons que I est supposé étre d’ordre # a ’origine).



100 J.J. RISLER

Posons en effet I=(fl,...,fp) ; on a par hypothese
Tf,=v¢'g,

l'idéal (g, ... »8p) étant primaire pour I'idéal maximal ou égal a (1).

Comme ¢ et ¢’ n’ont pas de diviseur commun, on peut écrire
g; = h; h; h}', les diviseurs premiers de &, divisant ¢, ceux de k| divisant
¢ et h' étant premier avec g et ¢'.

On a donc py¢'g; = ¢, ¢/ h; en posant ¢, =ph; et ¢, = K,
@;, ¢, et h;' étant premiers deux a deux.

La proposition 5.1. permet alors d’écrire :

~ ~) ™ ~)

I=(‘P1 ‘plhla"'5;p*pph;,)s

@;, P et I étant des fonctions différentiables vérifiant :

fi =;i$1"};1{,
T(g) =
T(p) = v
et iT@EY=h' (1<i<p)

Le lemme 5.5. implique alors que 2;,' (a;) # O pour j assez grand,
et donc que 'ordre de I en a; est inférieur ou égala n — q.

On peut alors appliquer ’hypothése de récurrence au point a;.
ce qui achéve la démonstration de la proposition 5.4.

PROPOSITION 5.6. — Soient U, un ouvert de R", et f un élément
de &(U,) tel que l'idéal (f) soit fermé et que V (f) soit une sous-
variété de codimension 2 W de R". Il existe alors un ouvert UC U,
tel que U N W # 0 et tel que f|U ou — f| U soit une somme de deux
carrés dans & (U).

Démonstration. — Le probléme est local ; reprenons les notations
du théoréme 4.1. ; nous allons raisonner par récurrence sur le nombre
minimum r d’éclatements nécessaires pour faire baisser la multiplicité
de la courbe TM f&x,y)(pour M € W) et sur ordre p de Ty, f.

Le nombre p est localement borné, ainsi que r d cause de la pro-
position 3.3.
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Nous supposons comme toujours que f est un polynome dis-
tingué en y et que I'ordre p de f est constant sur U, N W,

ayr=1etp=2.

Pour chaque M € W, la courbe plane formelle Ty f(x, y) vérifie
Vf (Ty f(x,y) ={0} (cf. 2.6.) ; comme elle est résolue par un seul
éclatement, elle a nécessairement deux tangentes distinctes imaginaires
conjuguées, et le raisonnement du lemme 4.5. montre que f est une
somme de deux carrés dans un ouvert convenable.

b) Cas général.

Plagons-nous sur un ouvert U’ tel que 'ordre de Ty f soit cons-
tant pour M € U' N W, et tel que le nombre de racines de f ©,y',2)
soit constant : f(x,y, z) est alors un produit de facteurs qui corres-
pondent chacun a une racine réelle ou a deux racines complexes conju-
guéesde (0, z) (4.2).

Si un facteur correspond a deux racines complexes conjuguées,
c’est une somme de deux carrés par le raisonnement du lemme 4.5. ;
s’il correspond a une racine réelle, sa transformée stricte est une somme
de deux carrés par hypothése de récurrence. Un produit de sommes
de deux carrés étant une somme de deux carrés, on peut supposer que
£(0,y", z) a une seule racine rélle pourz € U' N Wetque f(x, ', z)
est une somme de deux carrés.

On peut alors appliquer la proposition 4.6. (valable sig, et g, sont
a coefficients complexes) et raisonner comme dans 4.5. pour montrer
que f(x,y,z) est aussi une somme de deux carrés dans un ouvert
convenable.

COROLLAIRE 5.7. — Soit f € & (R") tel que l'idéal (f) soit fermé
et réel. Alors V (f) ne posséde pas de point lisse de dimension n — 2.

Remarque. — Un pas essentiel dans la démonstration du théo-
réme des zéros pour les fonctions différentiables serait de démontrer
que sous les hypothéses précédentes tous les points lisses de V (f) sont
de dimension n — 1. (cf. 2.7. a ce sujet).
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6. Le théoréme des zéros en dimensions 2 et 3.

THEOREME 6.1. — Soit 1 un idéal de type fini de & (R®). Les
conditions suivantes sont équivalentes :

a) lest fermé et réel,
b) toute fonction nulle sur V (1) appartient a 1 (i.e. 1 satisfait a
la condition des zéros).

Démonstration. — 11 suffit de montrer que a) = b) ; soit I un idéal
de type fini de & (R?) fermé et réel et soit g un élément de & (R?) nul
sur V(I) : il faut montrer que g € I. Comme I est fermé, il suffit pour
cela de voir que T, g € T, I pour tout x € R2.

Nous supposerons que 0 € V(I) et noterons TI I'idéal de
g, = R[[X,Y]] engendré par les séries de Taylor des éléments de I ;
rappelons que TI n’est pas nul (1.6).

LEMME 6.2. — Tous les idéaux premiers de %, qui contiennent
T1 sont réels.

Le lemme est évident si TI est primaire pour I'idéal maximal
de Giy-
Dans le cas contraire, supposons par ’absurde que I’idéal premier
principal (P) contienne T1 et ne soit pas réel, i.e. qu’il existe des élé-
ments apl,...,gok de &, tels que 92 +--- + g2 € (P) et ¢, & (P)
(i=1, , k).

Soient gol, .. ~p P des éléments de & (R?) tels que T«p
TP = P, et tels que P engendre dans &(R?) un idéal fermé (ce qui est

possible puisque P est localement en 0 équivalente a une fonction
analytique).

Comme (P) n’est pas réel, I'idéal des séries formelles nulles sur
V;(P) est I'idéal maximal de @2, ce qui implique que Vf(P) = {0}
et donc qu’il existe un voisinage U de I’origine tel que P(x) # 0 pour
x€U—- {0}(2.6)).

Soit f un élément de I tel que Tf # 0 ; il existe un entier r tel

que Tf soit divisible par P” mais pas par P” *!. L’idéal (’1\5’ ) étant fermé,
f est divisible par P” dans & (U).
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La fonction g = (2 Tpff )y (f/f;’) est telle que Txg € (Txf) CT,I
V x € U ; elle appartient donc a I'idéal 1 & (U) puisque cet idéal est
fermé.

On en déduit que @, f/ Prel & (U) puisque I & (U) est réel, et
donc ¢, Tf/P" € TI C (P), ce qui est absurde puisque par hypothése
ni ¢, ni Tf/P" ne sont divisibles par P.

c.q.f.d.

COROLLAIRE 6.3. — Tg appartient a tous les idéaux premiers de
%, qui contiennent T L

Cela résulte du lemme 6.2. et du corollaire 2.3.

Pour chaque x € R?, T, g appartient ainsi 4 la racine de T, I :
il existe donc un entier n, tel que (T, g € T, I. Le probléme est
maintenant de montrer que cet entier est localement borné en fonc-
tion de x.

Nous poserons 1= (f,,... ,fn), et sixeV(D, T,I= @, Qx,
I’idéal Qx étant primaire pour l'idéal maximal ou égal a (1),etyp,
étant un élément non nul de &, (x) («px est un p.g.c.d. des éléments

T.f,,--- ,Txfn ). Nous supposerons qu’aucun des T _f; n’est nul
(cf. 1.6).

LEMME 6.4. — 1l existe un voisinage U de O et un entier « tels

que ¢ € T 1 pour tout point x de U tel que ¢, ne soit pas inver-
sible.

Démonstration. — Si T1 est primaire pour 1’idéal maximal, O
est isolé dans V(I) (2.6) et TI est égal a I'idéal maximal de &, (2.5.) :
le lemme est évident dans ce cas.

On peut donc supposer que T1 = ¢(g,, ..., g,), avec Tf, = pg;,
I’idéal (g1 s gn) étant primaire pour I’idéal maximal ou égal a (1)
et ¢ étant non inversible.

Posons g, = g/ g}, les facteurs premiers de g, divisant ¢ et g/ étant
premier avec 9. On a donc TI = (g, gi", Ces P, g;') en posant g, = cpg;,
@, et g/’ étant sans facteur commun.

D’aprés la proposition 5.1., il existe un voisinage U de O tel que :

186U) = (8, 2,.... 9,2

)
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@, et g, étant des fonctions différentiables sur U vérifiant Ty, = ¢,
et Tg | =g' (1 <i<n).

Comme (g, ...,8,)C (g'l', o ,g;'), idéal (g7, ..., g)) est
primaire ou égal a (1) ; il existe donc pour tout x assez voisin de 0 un
i (1 <i<n) tel queg,(x)+# 0 (car O est isolé dans V@', ... Z):
cf. 2.6.).

Lélément & = @,...9, est donc tel que T,k €T, I pour x
assez voisin de 0 et différent de O ; il existe d’autre part un entier g tel
que (Th)? C TI puisque I'idéal (85> g,) est primaire pour 'idéal
maximal. On a donc ## € 1 & (U) (pour U assez petit) puisque I &(U)
est fermé, d’ou 2 € 1 &(U) puisque I & (U) est réel (cf. 2.1.).

Mais il existe un entier B,, borné par le sup. des ordres des f; en
0, tel que ¢B° €(p,) (1 Si<n)car p ety, ont les mémes facteurs
premiers. On a donc :

n

9% € (p,...9) = (Th) C TL

Ceci démontre le lemme 6.4. car le sup. des ordres en x des f;est
borné pour x assez voisin de 0.

Achevons maintenant la démonstration du théoréme 6.1. : soient
U un ouvert contenant 0 et « un entier vérifiant le lemme 6.4. Suppo-

sons, de plus, que I'inf. des ordres des générateurs de T, I soit borné
par un entier k pour x € U.

Le corollaire 6.3. implique que T, g est divisible par tous les fac-
teurs premiers de ¢, ;ona donc :

(T,8)* €(p,) V x€T,
d’on (T,gF* €T, 1 Vx€U

d’aprés le lemme 6.4., ce qui implique g¥* € I &(U) puisque cet idéal
est fermé, et g € I & (U) puisque il est réel.

Considérons maintenant le cas d’un idéal principal dans &(R3).
Si f € 8 (R3?), nous dirons que V(f) est stratifiable si V(f) est réunion
disjointe de sous-variétés : V(f) =V, UV UV, , V étant de dimen-
sion i (i = 0, 1 ou 2) et V, étant ’ensemble des points lisses de dimen-
sion 2 de V(f).

V, étant de dimension 1 et contenu dans V(f), on peut appliquer
le théoréme 4.1. si ’'on suppose I’idéal (f) fermé.
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Considérons la condition suivante :

(C) le complémentaire (dans V,) de I'ouvert dense U C V, dans
lequel le théoréme 4.1. est applicable est formé de points isolés.

On a alors :

THEOREME 6.5. — Soit f € & (R?) telle que l'idéal (f) soit fermé
et réel. Supposons V(f) stratifiable et la condition (C) satisfaite.

Alors toute fonction différentiable nulle sur V(f) appartient
a (f).

Démonstration. — Remarquons d’abord que V(f) n’a pas de point
lisse de dimension O (2.7.) ni de dimension 1 (5.7.) ; autrement dit,
V, est dense dans V(f).

Soit g € &(R3?) nulle sur V(f) ; pour montrer que g € (f), il
suffit de voir que T, g € (Ty f)V M € V().

a) Considérons d’abord le cas ou M € V, ; supposons qu’une
équation de V, soit x = 0 au voisinage de M ; f étant nulle sur V,
est divisible par x : f = xf,, (f,) étant encore fermé et réel (4.4.).
D’aprés ce qui précéde, si f; n’est pas inversible, V(f,) possede aussi
un ensemble dense de points lisses de dimension 2.

Comme V(f,) C V(f), ces points lisses sont donnés par (x = 0)
au voisinage de M, et f, est aussi divisible par x au voisinage d’un tel
point, ce qui est en contradiction avec le fait que (f) est réel.

On a donc (f) = (x) au voisinage de M, et évidlemment g € (f)
au voisinage de M si g est nul sur V(f).

b) Prenons M € V, tel qu’au voisinage de M le théoréme 4.1.
soit applicable ; si Tyf = P;“ .. P:" ; les P, étant des éléments irré-
ductibles de &, (M), on a par 4.1. une décomposition f=f, ...f,
au voisinage de M, avec Ty f; = P,."i (1 <i<r); (f,) étant encore
fermé et réel (cf. lemme 4.4.), I’ensemble des points lisses de dimen-
sion 2 de V(f,) est dense dans V(f,). On a donc Ty g € (T, f,) sur
un ensemble dense de V(f,) par le raisonnement de a) ; le théoréme
de semi-continuité ([6], p. 39) montre alors que la dimension de

g, (M
Krull de s M)

(P"l_—T_—) est supérieure ou égale a2 : on a donc Ty g € (P)).
1 H M g
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Le méme raisonnement montre que Ty, g €P, (1 <i<n), et

donc Ty g € P1 ...P,. Comme le nombre sup (n;) est borné au
1<i<n

voisinage de M, il existe « tel que T g* € Ty (f) pour N dans un voi-
sinage convenable de M ; on a ainsi g* € (f) dans ce voisinage, d’ou
g € (f) puisque (f) est réel et donc Ty, g € (T /).

c) On a Ty, g € (T f) pour tout point de V, (cf. (a)) et sur un
sous-ensemble de V, (cf. (b)) dont le complémentaire est discret a
cause de la condition (C).

Comme V,, est discret puisque c’est une variété de dimension 0,
la proposition 2.8. montre que Ty, g € (T f) VM € V(f), et donc
que g € (f) puisque (f) est fermé.

c.q.f.d.

Problémes.
1) trouver une condition simple liée a f qui implique (C).

2) 6.5. est-il vrai sans la condition (C) ?
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