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TUBOIDES DANS C" ET GÉNÉRALISATION
DTN THÉORÈME DE CARTAN ET GRAUERT

par J. BROS et D. IAGOLNITZER

SOMMAIRE

On introduit des domaines de C?^= R? ^ xR?y) appelés "tuboïdes".
Un tuboi'de au-dessus d'un domaine Î2 de R?^ est un domaine
D = U (x , D^) de C^ dont toutes les fibres D^ C R?) possèdent

X(=Î2

la propriété suivante : ou bien D^ contient l'origine, ou bien D^
admet l'origine comme point conique de sa frontière. On appelle
"profil" du tuboi'de D le fibre en cônes A == U (x , A^), où A^ est

xen
le cône de sommet l'origine dans R?y. formé des demi-droites qui
rencontrent D^ au voisinage de l'origine.

On montre dans la première partie que l'enveloppe d'holo-
morphie d'un tuboi'de D de profil A contient nécessairement un
tuboi'de D dont le profil A est l'enveloppe convexe par fibres de
A (c'est-à-dire À = U (x , À^), où \ est l'enveloppe convexe

xen

de A,).
Dans la seconde partie, indépendante de la première, on montre

que pour tout domaine fibre en cônes convexes A = U (x , A^ ),
xen

et pour tout tuboi'de D de profil A, il existe un tuboi'de D' contenu
dans D, de même profil A, qui est un domaine d'holom orphie. Un
cas particulier de ce résultat (obtenu pour A = Î2 x R^,)) est le théo-
rème de Cartan et Grauert [1] selon lequel tout domaine Î2 de
R?^ admet une base de voisinages complexes qui sont des domaines
d'holomorphie
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PARTIE 1

Précisons d'abord notre terminologie concernant les domaines
de C^) = R^) x R^) que nous utiliserons (*).

Soit S2 un domaine arbitraire de R?^). Dans la suite A désignera
un domaine de C^ à fibres (**) coniques au-dessus de Î2, soit :

A = U (x,A,)
xGQ,

où, quel que soit x , A^ est un cône ouvert connexe non vide de
sommet l'origine dans R^\{0} ; à A est associé le domaine

À= U (x,\)
^en

de R^^xS/A' 1 , où Ay désigne la trace de A^ sur la sphère unité
çn—l -I/. T^n->(y) de K^,).

DEFINITION 1. — On appelle tuboi'de de profil A au-dessus de
S2 tout domaine D = U (x , D^) de C^ possédant les propriétés

jcen
suivantes :

a) D\Î2 C A
b) V (.XQ , Yç) G À , 3 ^, voisinage ouvert de (XQ , y ^ ) dans

Rn(x)xsn(y)l ^ 3 ^ > 0

tels que rouvert

E(̂ ) = {(x , y ) \y == pj) ; (x , y) G y ; 0 < p < r},

soit contenu dans D.
c) Lorsque A^ = R^\ {0}, D^ contient l'origine.

(*) L'indice entre parenthèses dans R?^ , R? ^ , C?^ etc. désigne les variables
courantes de l'espace correspondant R^ <—, etc.

(**) Le mot "fibre" est utilisé ici au sens large : deux fibres A^ , A^ ne
sont pas nécessairement homéomorphes.
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Remarques.
i) II résulte de la propriété b) que pour tout point x de Î2,

la fibre D^ est non vide et telle que son adhérence contienne l'origine.
Par commodité, on appellera aussi \ le profil de D^ ; A^ est le cône
des demi-droites issues de l'origine qui rencontrent D^ au voisinage
de l'origine.

ii) On peut remplacer b) par la propriété équivalente :
b ' ) pour tout domaine à fibres coniques A' tel que (*)

À' Œ À , 3 r > 0 tel que A' H {(x , y ) ; | y \ < r] C D.

En effet b) résulte trivialement de b ' ) , et b ' ) se déduit de b) en

recouvrant le compact A' par un nombre fini de voisinages V du
type introduit dans b).

iii) Si D est un ouvert de C", non nécessairement connexe, satis-
faisant aux conditions a), b), c) de la définition 1, il existe une
composante connexe Dç de D qui est un tuboïde de profil A. Soit
en effet D^, la réunion des ensembles E^) introduits dans b), pour
tous les points (x , y ) de A. Dç est contenu dans D et satisfait aussi
aux conditions a), b), c). De plus Dç est un domaine : pour s'en
convaincre, considérons deux points (x , y ) , ( x ' , y ' ) e Dç ; si y ^ 0
et y ' ^ 0, il existe un chemin 7 dans À d'extrémités ( x , y ) , (x9 , y ' )
donc un nombre fini de points ( x ' , y . ) (1 </<C) et d'ouverts corres-
pondants :

E/ = ̂ vft = {(x - 7) ;3/ = P Y 9 (x f y ) e V, ; 0 < p < r,}

(E. C Dç) tels que U recouvre 7, (x , y ) e Ep (x , y ' ) G Eg
i< /<e

et V . H y— ^=0 (V 7 : 1 </ < £). Il en résulte clairement que
V / : E. H E-n ^ 0, et que par suite les points (x, y ) , Cx', y ' ) sont
connectés dans Dç. (Si ^ = 0 (resp. ;/ = 0), (x , 0) est par hypo-
thèse connecté à des points ( x , e) tels que e =^ 0). Cette remarque
sera utilisée dans la fin de la démonstration du théorème 3.

(*) La notation A CC B signifie que l'adhérence A de A est compacte et
contenue dans rouvert B.
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DEFINITION 2. — On dira qu'un tuboïde D est semi-étoile, si
pour tout x dans Î2, la fibre D^ est semi-étoilée, c'est-à-dire :

y^D^ ^ \yCD^, V X ; 0 <\ < 1 .

Il est aisé de vérifier à l'aide de la propriété b) ou b ' ) que
tout tuboïde de profil A contient un tuboïde semi-étoile de même
profil.

La proposition suivante sera utile :

PROPOSITION 1. - Soit D = U (x , D^) un domaine tel que,
jcen

i) toute fibre D^ est un domaine semi-étoile de R"(^)
ii) Si Dy U {0} est un voisinage de l'origine, Dy contient l'origine

(c'est-à-dire est "étoile").
Alors D est un tuboïde semi-étoile.

Démonstration. — Pour tout x E Î2, soit A^ le cône des demi-
droites issues de l'origine qui rencontrent D^, et soit A== U (x,A^).

jcefî
Pour tout point (XQ , Yo) G À, il existe un point (XQ , y^ = r Yo) de D
(avec r > 0) et un voisinage W de ce point contenu dans D ; orW
contient toujours un ensemble de la forme

W f = { ( y . y ) , y = r y ;(x, y)ev(xo, y^)},

où V (XQ , Yo) est un voisinage convenable de XQ , y^ dans W^ x S^1.
Ceci montre que V (XQ , j^) E À, donc que A est un ouvert ; de
plus comme toute fibre D^ est semi-étoilée, l'ensemble suivant

W19 = {(.x.y) ,y = p y ;(x,y)G V (XQ, Yo) ;\/ p : 0 < p <r},

est contenu dans D, ce qui établit la condition b) de la définition 1.
Les conditions a) et c) sont trivialement satisfaites, de même que la
connexité de A.

Si D est un tuboïde de profil A constant, c'est-à-dire de la forme
A = î2 x 3, où e est un cône de sommet l'origine dans R^,), on
dira que D est un tube local au-dessus de Î2. Il est commode de consi-
dérer des tubes locaux de la forme T = Sî x A, où A est un domaine
semi-étoile (non vide) de R%), de profile.
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Le résultat suivant peut alors être énoncé :

THEOREME 1. — Soit T = Î2 x A un tube local du type précédent,
XQ un point quelconque de ^2, et Sî' une boule ouverte de centre XQ
telle que Î2' CC î2.

L'enveloppe d'holomorphie de T contient nécessairement un
tube local T' = Î2^ x A\ où A' est un domaine semi-étoile de R? y
dont le profil est l'enveloppe convexe du profil de A.

Comme nous le montrons en Appendice, ce théorème est une
conséquence d'un résultat démontré dans [2] (dernier théorème de
la section 6). Il a d'autre part été démontré de façon purement
géométrique dans [3] et [4] (dans ce dernier travail, comme corollaire
d'un théorème de coïncidence des "valeurs au bord (*) de fonctions
holomorphes se recollant loin du réel").

Nous nous proposons maintenant de déduire du théorème 1 une
propriété générale de convexité de l'enveloppe d'holomorphie d'un
tuboïde. Nous utiliserons pour cela les propositions auxiliaires sui-
vantes :

PROPOSITION 2. - Soit D un tuboïde de profil A, au-dessus de
Sî, x un point quelconque de Î2, et (° un cône ouvert connexe de
sommet l'origine dans R^ tel que :

é C C Ày

(6 étant la trace de <° sur la sphère S^1).
Alors il existe un ouvert a? contenant le point x, et e > 0 tel que
le tube local :

T = 0} x {y e C ; I y |<e}

soit contenu dans D.
Ceci résulte immédiatement de la propriété b) ou b') des tuboïdes.

PROPOSITION 3. - Soit D un tuboïde de profil A au-dessus de SI.
Il existe un sous-ensemble F de R^) x S7y)1 (fermé dans À), tel que

(*) Valeur au bord étant pris ici au sens le plus général, c'est-à-dire ne
présupposant pas de conditions de croissance au bord.
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pour tout compact K contenu dans Î2, on ait :
a) F|K compact dans A
b) Pu, ^ <!>,

FIK désignant F H {(;c, >0 ; ;c G K , ̂  G S"-1}.

Démonstration. — V ^ G Î2 , 3 c^, voisinage ouvert de x et un
cône ouvert (°^ tel que : o;̂  x {^Ge^} OC A. Soit {c^;J un sous
recouvrement localement fini du recouvrement de ^2 par la famille
{a^;xe^2}, {^} la famille de cônes correspondante extraite de
{QX 'x G ̂ - Alors l'ensemble F = U cj^ x {y^é-^} satisfait aux
propriétés a) et b).

PROPOSITION 4. - Soit D un tuboïde de profil A au-dessus de Î2.
Pour tout point x dans Î2, il existe une suite croissante de cônes
^mx te^ ^^ ^ mx ̂  ^x ? IJ ^mx == ^x' une sulte correspondante\
de boules ouvertes o?^ ^ de centre x telles que Q <^m,x = W ^^
^^2^ suite (décroissante) de nombres e^y >0 ^fa <7^e /^ ^6^5 locaux :.

^m^x = ^m,̂  x ^ e <°m^ ; 1 ^ 1 < ̂ m,̂

satisfassent les propriétés suivantes :
a) V m , V ^ ̂  ̂  , T^ ̂  C D.
b) V m , m\ V x , x ' G Î 2 :

^mm^' = ^m,^ n ^m'.x ^ ^ ^ ̂ x n ̂ m.x a tOUtêS SCS fibres nOU

vides au-dessus de ^mm' xx-

Démonstration. — Le point x étant fixé, on peut toujours
construire une suite de cônes ouverts <?^ ^mx cc ^x^ croissante
par inclusion telle que u e f n x = J ^ x ' D'après la proposition 2, il

m

existe alors des suites correspondantes de boules ouvertes o?^^, et
de nombres e^^, telles que la condition a) soit satisfaite. Soit
alors F C D le fermé construit dans la proposition 3 ; montrons
par un argument de compacité qu'à partir d'un certain rang m > M (x),
on a :

FIO^^X ^m.x' (0
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II suffit d'avoir choisi la suite {c^, ̂ } décroissante (par inclusion) pour
définir une suite décroissante de fermés : G^, == a; x {S^V0 }

m rrï,.» '- ^y/ J^lfX" ?

dont l'intersection est G = {x} x {SÇ^1 - Â^}. Comme G a une
intersection vide avec tout compact F | - (m > 1), 3 M (x) tel que

' -^m.x
F I ù; n G^ = $ , V w > M (.x) ; l'inclusion (1 ) en découle. Pour
tout point x e Î2, on restreint les suites {o?^}, tô^} , {e^} à
la famille d'indices {m > M (x)}. On voit alors que si :

^m,x n ^m'.x + ̂

on a :

(̂ ,. n ̂ m..) x (̂ ,. ̂  é,^,) 3 F | ̂  ^ ,^ 0
• W,X rH ,X

(cf. proposition 3) et par suite T^ H T^ a toutes ses fibres
non vides au-dessus de ^nt,m,x,x' ceci démontre la propriété b).

Remarque. — Le raisonnement précédent s'applique aussi dans
le cas où À^ == S^1 ; en effet dans ce cas la suite {<°^} est telle
^ ^w.jc = R^) des ^^ m est supérieur à une certaine valeur M (x).

Nous sommes alors en mesure d'établir :

THEOREME 2. - L'enveloppe d'holomorphie d'un tuboïde

D == U (x , D^),
jcen

de profil A = U (x , A^) contient un tuboïde Ô,. ûk p/-o/z7
.scen

À = U (x , À^),
jcen

ûfo^r toute fibre A^ ^^ l'enveloppe convexe de A^.

Démonstration. - Soit {T^; x G Î2 , m G N} la famille de tubes
locaux associés à D par le procédé de la proposition 4. Comme

U e^= A^ le domaine T = U T^ est un tuboïde de profil
W E N x£îî

W G N

A, contenu dans D.
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Or d'après le théorème 1, pour tout tube local T^ ^ on peut
en construire un autre f^^ = ^^x^^m.x te! clue toute fonction /
holomorphe dans D, — donc dans T^ ^ — admette un prolongement
analytique /^ ^ dans T^ ; ici G}'^ (C o;̂  ^) est une boule de centre
x, et D^ admet pour profil l'enveloppe convexe (*) <°^ de û^ ;
il résulte alors d'une propriété classique des enveloppes convexes que

U (3^ ^ == À^ (l'enveloppe convexe de A^), et que par suite le
w < E N
domaine :

D- U T ,̂,
;cŒn
w G N

/\
est un tuboïde de profil A.

Il nous reste à vérifier la propriété de monodromie suivante :
tous les prolongements analytiques /^ ^ de / définissent un prolon-
gement analytique univalent f de f dans le domaine D.

a) Si t^ H T^ + 0, on a c^ H o;̂  ^ 0 donc

^m,x^ ^m,x ^ 0.

et d'après la proposition 4 T ,̂ ^ H T^'^, X1 a toutes ses fibres non vides
(au-dessus de (^ynx n ^mx^' ^ar sulte

© = = T nT ' ' H T H T » »^ 1 w,jc A m ,x L m,x 1 m ,x

est non vide, et dans cet ouvert, on a par construction :
/> A

Jm,x\Q ~~~ Jm,x\Q ~~~ 'f\Q '

b) D'autre part T^ 0 T^'^est connexe, puisque o;̂ . H <^^;jc'
l'est, ainsi que Â^^ H Â^'^ (comme intersection de deux ouverts
semi-étoiles, de profils convexes) ; donc/^^ ^fm,x coïncident dans
T.,. n ̂ m,x'

Par suite la famille {/^} définit une fonction analytique
(univalente) / dans D qui est un prolongement analytique de / ;
ceci achève la démonstration du théorème.

(*) Lorsque ^ ^ ^ e s t convexe, T peut être choisi identique à T .
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PARTIE 11

Le but de cette deuxième partie est de montrer que tout tuboïde
D dont le profil A a toutes ses fibres convexes contient un tuboïde
D' de même profil qui est un domaine d'holomorphie. La démons-
tration comportera deux étapes. On montrera d'abord dans la section
1 que D contient toujours un tuboïde D" de même profil et dont
toutes les fibres D^ sont convexes ; ceci fera l'objet du lemme 1 ;
on construira ensuite un domaine d'holomorphie D' C D" qui est
un tuboïde de même profil.

En vue de clarifier la présentation des faits géométriques,
on introduira d'abord dans la section 2 la notion de "bipolaire
sphérique" À d'un domaine convexe semi-étoile A de R".

Alors que le bipolaire (au sens usuel) coïncide avec A (comme
intersection de demi-espaces limités par les hyperplans d'appui à A),
le bipolaire sphérique À est toujours contenu dans A, comme inter-
section d'une famille de boules contenues dans les demi-espaces
précédents ; cette famille est choisie de plus de façon telle que À
ait toujours même profil que A.

Dans la section 3, on construira explicitement le domaine
d'holomorphie D\ comme une intersection de complémentaires de
sphères complexes. Chacune de ces sphères possède la propriété
de rencontrer l'espace R^) au plus en un point ; de plus l'ensemble
des sphères de la famille utilisée qui passent par un point réel x
donné, admet pour enveloppe dans la fibre (x , R7 0 le bipolaire
sphérique D^ de D^. Il sera alors montré que D^ est toujours contenu
dans D^ et a même profil que D^, donc que D^.

1. Remarquons tout d'abord qu'un tuboïde D = U (x , D^) ayant
xen

toutes ses fibres D^ convexes est semi-étoile. En effet, d'après la
définition 1 (a) et b)) ( x , y ) C D ^ > (x , y ) G A, profil de D ;donc
3 r > 0 tel que V P ; 0 < p < r : (x ,p y ) E D ; si D^ est convexe,
il en résulte que ( x , p y ) ^ D pour tout p < 1 (p > 0)c5 est-à-dire
que D^ est semi-étoile.

En vue de la démonstration du lemme 1, nous établirons
la proposition suivante :
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PROPOSITION 5. — Soit deux tuboïdes D, D' au-dessus des domai-
nes respectifs ^l, ^ î ' , tel que :

i) Sî' CC î 2 , îy \ î2 'CD
ii) le profil A (resp. A') de D (resp. D') a toutes ses fibres

convexes, et Von a : A' CC A
iii) D' est un domaine borné, éventuellement vide, dont toutes

les fibres D^ sont convexes (V x G S2').
— Alors pour tout domaine A" à fibres coniques convexes,

au-dessus d'un ouvert Î2" tel que

^f CC Sî" CC Î2 et A' CC À" CC À,

il existe un tuboïde D" de profil A" tel que :
a) V x G ^î" , D^ est convexe
b) D' C D"
c) D"^" C D.

Démonstration. - Etant donné p > 0, on désigne par T le
tuboïde de profil A" défini par :

T^== {z = x + i y ; x e a f ' . y ^ A " ; \ y \ < p\

et par D l'enveloppe convexe par fibres de T U D' : soit :

D^ = u (x, (Ç,Tn )̂
jcen"

où par convention, on a posé D^ == 0, pour tout x dans Î2"\Î2\
Pour tout point ( x , y ) G D , il existe des ouverts

^i CC (T,), , ^ CC D^

tels que y G Vi U ̂  ; il existe alors un voisinage a? de x tel que:
a? x ^i C T^,, a? x ^2 c D' î par suite W = a? x (vT^^) est

un voisinage de ( x , y ) contenu dans D , ce qui montre que D
est un domaine. Comme (T^ et D^ sont semi-étoiles (quel que
soit x), il en est de même de (D )^, et il découle alors de la Propo-
sition 1 que D^ est un tuboïde semi-étoile de profil A". Si on identifie
le tuboïde D^ au domaine D" de l'énoncé, on voit que les conditions
a) et b) sont satisfaites. Montrons maintenant que si l'on choisit
p > 0 suffisamment petit, la condition c) est également satisfaite.
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D'après la condition b ' ) de la définition des tuboïdes, il existe
r > 0 tel que l'ensemble :

E = { ( x ^ y ) e A 1 1 ;0< \y \ < r}

soit contenu dans D. D'autre part, d'après les hypothèses i) et iii)
de l'énoncé, l'ensemble suivant E' = {(x , y ) G D' ; | y \ > r} est
un compact contenu dans D ; soit V (E') un voisinage ouvert E'
tel que V (E') CC D.

On considère alors la famille de compacts (les domaines D
étant bornés) :

{Fp ==(Dp H { ( x , y ) e A 1 1 \\y\>r}) \ V ( E ' ) ; 0 < p < p o }

Cette famille est ordonnée par inclusion et du fait que

n D, = D\
o < p < po

on a :

H F^ = E'\ V (E') = 0 ;
0 < P < PQ

par suite, il existe pi > 0 tel que : F^ = 0, c'est-à-dire tel que :

D^C { (x , jQEA" ; | ^ \<r} U V (E'),

soit D^\n" C E U V ( E ' ) C D, ce qui est la condition c) cherchée.
Nous pouvons maintenant démontrer le résultat suivant :

LEMME 1. —Etant donné un tuboïde D dont le profil A a
toutes ses fibres convexes, il existe toujours un tuboïde D' à fibres
convexes, qui soit contenu dans D et de même profil A.

Démonstration. — Soit {A } une suite croissante de profils au-
dessus d'ouverts Î2p ayant toutes leurs fibres convexes, et tels que :

V P ;ÀpCCÀ^

U A p = A = U (x,A^).
P xen

On va construire une suite croissante de tuboïdes D , de profils
respectifs Ap tels que :
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i) D ait toutes ses fibres (D \ convexes (\/xESî )
ii) D^ C D.
Cette construction se fait par récurrence sur p , en appliquant

la proposition 5, avec DQ = 0 :
Supposons que l'on ait construit D satisfaisant aux conditions

i) et ii) ; alors il existe un domaine D .̂  D D , qui est un tuboïde
de profil A .^, satisfaisant aux mêmes conditions.

Soit alors D' = U D ; la famille {D } étant ordonnée par
p

inclusion, le domaine D' a toutes ses fibres convexes semi-étoilées ;
c'est donc un tuboïde semi-étoile à fibres convexes et son profil
est U A , c'est-à-dire A. De plus, grâce à la condition ii), on a :

p
D'\SÎ C D.

Mais tous les points x de Î2 qui appartiennent à D' sont tels que
A^ = R? ^ et appartiennent donc à D d'après la définition 1 (c)) ;
on a donc D' C D, ce qui achève la démonstration.

Nous terminons ce paragraphe par la proposition auxiliaire
suivante, utile pour la suite :

PROPOSITION 6. - Soit dans R^) une famille de surfaces Sy de
codimension q < N dépendant continuement de paramètres t qui
varient dans un compact K d'un espace R^ ; supposons de plus que
cette famille soit représentée globalement dans l'espace R^ x R^
par un ensemble :

E = { ( X , 0 ; S , ( X , 0 = 0 ; 1 < / < ^ G K } ;

les S. étant des fonctions continues.
Alors dans R^ le sous-ensemble S = H C S^ est ouvert (* ).

tG K

Démonstration. — Le complémentaire de S dans R^) est la
projection E.x) de E sur R^. Soit alors une suite de points Xp G E(X)
qui converge vers un point X ; il existe une suite correspondante
[tp E K} telle que y P » X soit la projection d'un point (X , rJ G E ;
K étant compact, / admet un point d'accumulation ï_, limite d'une

(*) Ici et dans toute la suite, la notation C désigne le sous-ensemble
complémentaire.
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sous-suite convergente {t } ; soit {X } la sous-suite correspondante
de {X } qui converge vers X ; le point (X ,0 -est la limite de la suite
{ X ^ , ^} dans R1^ x R^), et comme E est fermé, on a ( X , O G E ,
d'où X ^E(X)? ce qui montre que E(X) est fermé.

2. Bipolaire sphérique*

Soit B la boule ouverte [y ; | ̂  | <—} de R^y A tout ouvert

convexe semi-étoile A de R^, tel que A C B, on associe l'ensemble
suivant A dans S^1 x R^ :

A = {(^^eS^O^^^^+^OîV^GA} ;

- r 11
A est fermé dans S"~1 x 0 ,— , puisque pour tout ;> G S"~1, l'inter-

section de demi-espace ouverts :

H { ( ? ^ ) ; < ? . ^ ) + ^ - > 0 ; ^ == p y }
y^A
p> 0

est fermée dans R?̂ 1)

Remarque. - Si A = 0 , A = S"-1 x 0 , - .
L ^ J

y\

On définit dans R5^ le bipolaire sphérique A de A par :

Â = {^GR"; |̂  |<^;<r,^>+^- 1 ^ + r ? |2 ^0;V(?^)CA}. (1)

PROPOSITION 7. — Pcw ^OM^ ouvert convexe semi-étoile A C B,
A est un ouvert convexe semi-étoile, contenu dans A, et de même
profil que A ,' en particulier si A = 0 , A = 0. (cf. fig. 1 ).

(*) Dans toute la suite l'expression ( ^ , y ) désigne le produit scalaire
n

euclidien sur R", soit < ?, y) = 2 {^., et on écrit aussi
1=1

\y l2^^)- 2 ^2

t'==i
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Démonstration.
a) À est un ouvert : la famille de sphères a^ d'équations :

< ?. y ) + /- — \ y + y ? |2 = 0 dépend continuement des paramètres
(?, r) variant dans le compact A ; d'après la proposition auxi-
liaire 6, l'intersection de la famille d'ouverts C a^ est un ouvert ;
il en est alors de même de À, puisque d'après (1), on a :

À = B n { n c a.,}.
(MCA

b) À est convexe, semi-étoile et contenu dans A : d'après
ks propriétés classiques des polaires, on peut décrire l'ensemble
A par :

A = {(?, r) ; ? G S"-1 ;/!(?)< r <-}, (2)

où h (?) est une fonction continue de ?, définie par la propriété
suivante : l'hyperplan 11̂ ^ = {j/ ; < ? . ; ; > + A (?) = 0} est un hy-
perplan d'appui de A ; A est l'intersection des demi-espaces

"^(^ ^ y ^ ^ V > + ^0 )> 0},
pour {' variant dans S""1.

D'autre part, on vérifie aisément que :

v^es 7 1 - 1 ^ n ,c^)nB=B^nB,
/î(S-)<r< ^

où B^. ̂  est la boule ouverte de frontière o^w et q116 ron a :

V ? E sn- ^(n c ^Mn-
II en résulte que :

Â=BnÇ,3-xB^))c^^^(»-A•
(Si A = 0 , /z = 0 , et À = 0).

Cette expression montre également que à est convexe semi-
étoile, comme intersection d'ensembles convexes semi-étoiles.

c) A a même profil que A : Soit 6 le profil de A et S le polaire
de C ; V? G S (trace de e sur S^1) on à h (?) = 0, et la boule
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B u Q correspondante est tangente à IL.^ à l'origine ; par suite l'ouvert
convexe semi-étoile H^ B*.o a même profil que H^ n^o c'est-à-dire^.

^•ec ' ^e

Pour tout point y e 6 , il existe donc a > 0 tel que :

V A 0 < \ < a : \ y e H ^ B^, (3)
?(=v (?)

où V (6) est un voisinage suffisamment petit de € dans S?^1.
Comme de plus on a toujours B^o C B*.^*.) (puisque /z (?)>0),
on peut remplacer (3) par

À y e H, B^^. (4)
^ev (a

D'autre part, pour ? CE V fô), A (?) reste supérieur à un nombre
fixe r^> 0 (puisque h est continue et ne s'annule que sur 6) ; par
suite l'ensemble H ^ ^^m contient la boule de rayon ̂

çç=sn~l\v(e)
centrée à l'origine, et on en déduit (compte tenu de (4)) que pour
X > 0 suffisamment petit, le point X y appartient à

n ^(î-)5

î-es"-1

c'est-à-dire à À ; ceci démontre que À a même profil que A, et la
proposition 7 est établie.

3. Nous sommes maintenant en mesure de démontrer.

THEOREME 3. — Etant donné un tuboïde D dont le profil A
a toutes ses fibres convexes, il existe toujours un tuboïde D' contenu
dans D et de même profil A qui est un domaine d'holomorphie.

Démonstration. — D'après le lemme 1, on peut toujours supposer
que D a toutes ses fibres convexes, ce que nous ferons ; nous nous
ramenons aussi au cas où D est contenu dans le tube

0 = j ( x , y ) . \ y \ < ^ \

Introduisons la famille de sphères complexes :

S^ = {z G C" ; < T ? . (z - a + ipri)) + ; (z - a + ipr])2 = 0}
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où aeR" , î ^eS" - l , 0<p<^

/l
^,1

et (z - a + îpî?)2 = 2^ (Zy - fly + JpT??2.
/=1

Ces sphères possèdent les propriétés suivantes (cf. aussi fig. 2) :
i) La trace de S dans [a + i R?yJ est la sphère réelle a

d'équation :

(17 . y } + p - | ̂  + p r ] I2 = 0.

ii) y^ ^ ^ ^ trace de S^y, dans [x + ; R^ )} appartient à
la sphère d'équation :

( r î . y ) 4- p + 1 x -a I2 - 1^ + p77 I2 == 0.

et par suite on a :

S^0 ̂  ̂ 'rç^ (^^ î l ^ 1 > \ / 1 ^ - ^ l2^-^!' ^

Considérons maintenant dans C^ l'ensemble suivant F associé
au tuboïde D == U (x , D .̂) :

xen

r- n (cs^)ne (6)
ûGR"

(i7,p)eDa

Nous allons démontrer que F possède les propriétés suivantes :
a) F est un ouvert d'holomorphie dans C"
Soit ZQ = XQ 4- iyQ e F ; d'après (6), on a en particulier :

^ n (cs^)ne. (7)
aeR"

(û-^ol <2

Or dans R?"y), la famille de surfaces

{S,^; | a - X o | <2;(7?,p)GD,}

(dont les paramètres varient dans un ensemble compact) satisfait
aux hypothèses de la proposition 6, et par suite le second membre
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de (7) est un ouvert. Soit alors

V= [z = x + iy ; \x - XQ\ <e ; y eW 0^)}

un voisinage de ZQ contenu dans cet ouvert, W (Vo) étant un voisinage
approprié de VQ dans R^ ; choisissant de plus e < 1, on vérifie
aisément que :

\ / z = x + i y ç V , z G H (CS^)H0. (8)
aeR"

\ a - x } < l
(T},p)eD^

D'autre part, la condition z e 0 (c'est-à-dire | y | <—) implique en

raison de l'inclusion (5) :

ze n^ (CS^) (9)
a é=R

\a-x\^1
(T! ,p)eD^

De (8) et (9) il résulte que V C F, ce qui montre que F est ouvert.
Le fait que F soit un ouvert d'holomorphie résulte de sa définition

(6) comme intersection d'ouverts d'holomorphie [5].
b) F est contenu dans D
D'après la proposition 7, l'ensemble suivant :

D == U (x , D^)
jceR^

est contenu dans D ; en effet V x e S2, on a

D^ C D^, et V x ^ Î2 , D^ = 0.

Montrons maintenant que F C D :
posant : F = U (x , I\), on peut écrire d'après (6) :

x€ER"

v^r c n^ (es ) [ n y , \y\ <^\
0 (^% ° ^o 2 )

soit, d'après la propriété i) des sphères S :

V(î? ,p)GD^, r^C y ;<7^>+p- \y + p r ] I^O,]
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soit encore, d'après la définition (1) du bipolaire sphérique D^ de
D^ : ^o c D^ ' en Particulier six^^Sî , F^ = 0.

c) // existe une composante connexe de F qui est un tuboi'de
de même profil A que D

Nous allons vérifier que F satisfait aux trois conditions de la
définition 1 :

- Tout d'abord il résulte du paragraphe b) précédent que
IAÎ2 C D\n C A

- Soit maintenant ( X O , J ^ ) Œ À ; comme D est un tuboi'de
de profil A, il existe Zl (x^) voisinage de XQ dans R",W Q^) voisinage
de Vo dans S"-1, et r > tels que :

{ ( x ^ y ) , x ^ ZlOco^GA} C D,

où l'on a posé :

A = {y G R" ; y == p y ; y eW (y^) ; 0 < p < r}.

Considérons alors l'ensemble :
r = Fi n r^ n 0

où
^ = n c s^

ae-u (^)
(^)eA

^ = ^ C S .̂
û^'U(Xo)
(îî^o)eD^

r' est contenu dans F, puisque V a G U (XQ), on a : A C D^
et par suite A D D^.

Il résulte des propriétés i) et ii) des sphères S^ et de la
définition (1) du bipolaire sphérique à de A que :

i) ^(^o) x À C Pi
ii) r^ contient un voisinage complexe de ̂  (x^).

Comme À a même profil que A, il existe donc un voisinage W Q^)
de YQ (contenu dans W (y^)), un voisinage "II' (A:o) de XQ (contenu
dans ^u (xo)), et un nombre r' > 0 tels que l'ensemble :
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{ (x ,^ ) ;xe ̂  ( X o ) , y = p y ;yEW f (y^ ; 0 < p < r }

soit contenu dans F\ donc dans F.
Ceci démontre que F satisfait à la deuxième condition de

la définition 1. La troisième condition est également satisfaite ;
en effet si \ == R^,), l'ensemble A construit ci-dessus peut être
choisi de façon à contenir l'origine ; il en est alors de même de À,
et par suite le point (XQ , 0) appartient à F\ donc à F.

Pour achever la démonstration (si éventuellement F n'était
pas connexe) nous nous appuyons sur la remarque iii), donnée
à la suite de la définition des tuboïdes : comme F est un ouvert
satisfaisant aux trois conditions a), b), c) de la définition 1, F
contient une composante connexe Fç qui est un tuboïde de profiLA.
Comme de plus F est un ouvert d'holomorphie, Fç est un domaine
d'holomorphie satisfaisant à toutes les conditions de l'énoncé, et le
théorème est établi.

APPENDICE

Considérons un tube local T = Î2 x A, où A est un domaine
semi-étoile (non vide) de R^,), de profil (3 ; soit XQ un point quelconque
de Î2, et S2' une boule ouverte quelconque de centre XQ telle que
Î2' G: Î2.

PROPOSITION A-l. - Toute fonction f holomorphe dans T, à
valeurs au bord C°° sur Î2, admet un prolongement analytique
(univalent) dans un tube local 1' de la forme :

r = sî9 x A'
où A' est un domaine semi-étoile de R^, dont le profil ê est î'enve-
convexe deQ.

Ce résultat est une conséquence immédiate du dernier théorème
de la section 6 de [2], comme nous l'expliquons maintenant.



68 J. BROS et D. IAGOLNITZER

Soit Î2^ une boule ouverte de la forme :

{x ; <î> (x) =E (x - ;Co)2 < a},

telle que : ̂  CC S^ CC Î2. Pour tout point b dans R" tel que

\ b \ < l / 2 ^ / a :

on appelle 1̂  la partie connexe (bornée) de la variété :
y + b (R e $ (^ + / y ) - a) = 0

Re < î>0c+^) - a < 0

dont la frontière est la sphère 3 Î2

On vérifie sans difficulté qu'il existe un domaine B semi-
étoile de ̂  de profil Q tel que ^ appartienne à T, pour toute dans

B (par exemple B = b e R" ; | b \ <y—— ; 2 a b e A J ) . Soit

alors TB^= U r^,. Il résulte du théorème de [2] cité précédemment (*)
&&B

que la fonction / se prolonge analytiquement dans Tg^, où B
est l'enveloppe convexe de B dans R" ; B admet commue profil
l'enveloppe convexe (° de <° .

La proposition A-l résulte alors du fait qu'on peut toujours
inclure dans T^ un tube local r == Î2' x A', où A' admet pour
profil e (de plus le prolongement de / est univalent puisque T' H T
est connexe).

Remarque. - Le théorème de [2] utilisé ici ayant été démontré
pour une classe de fonction $ plus générales que <î> (x) = (x - x )2,
la proposition A-l s'étend de façon analogue au cas où Î2' est °un
domaine quelconque, tel que Î2' CC Î2. Le cas sphérique auquel
nous nous sommes limités ici par souci de simplicité est cependant
suffisant pour les besoins de cet article.

Pour achever la démonstration du théorème 1, il nous reste
maintenant à étendre la proposition A-l à la classe de toutes les

(*)Pour la démonstration de ce théorème, on a utilisé dans F21 une
'e'xSTr ^.^^^généraUsée de / dont tes propriétés^de SIcroisan^e
exponentielle sont caractéristiques du domaine d-analyticité de / le pS

Ï^Tït onTSe'pÎLÏ——^^^ Lerésultat provient alors^
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fonctions / holomorphes dans T (sans restriction sur leur compor-
tement près de S2). Nous démontrons d'abord :

PROPOSITION A-2. - Etant donné Î2, Î2' comme précédemment,
soit A un domaine semi-étoile dont le profil Q est étoile par rapport
à un de ses points ù G S"-1 ; alors l'enveloppe d'holomorphie de
T == S2 ̂  A contient un tube local Y == Î2' x A', où A' a pour
profil ê.

Démonstration - Soit une suite (3^ de cônes ouverts de sommet
l'origine, étoiles par rapport à û, tels que

V m , ù G é^ CC ém+i CC é et U Q^ =Q ;
m

par définition du profil, il existe pour tout m un nombre r > 0
tel que le domaine :

A^ = { ^ G R " ; ^ G e ^ \\y \<r^}

appartienne à A ; par commodité, r^ est choisi de façon telle que
A^\{0} C A.

Pour chaque valeur de m, nous introduisons aussi une famille
de domaines {A^ ; 0 < X < 1} ; chaque domaine A^ est le trans-
formé de A^ par Fhomothétie de centre r^ ù (E ô A^) et de rapport
À ; comme Q^ est étoile par rapport à û, A^ est semi-étoile par rapport
au point r^ ù, et Fon a donc

V X < 1 : A ^ C A , (A^=AJ

^^ : A ^ n 3 A ^ = { ^ } 6 A ,

d'où il résulte que : A^ CC A.

Etant donné une. fonction / holomorphe dans T, considérons
sa restriction f^ au "tube local translaté"

T^, == Î2 x A^,-

/w,\ admet une valeur au bord analytique (donc C°°) sur P'arête"
^ + i r ^ ( l - \ ) ù de T^, et par suite de la proposition A-l,
fm,\ admet un prolongement analytique f^ dans un tube local
^m,\ = ^ x A^ ^, où A^ ^ est un domaine semi-étoile par rapport



70 J- BROS et D. IAGOLNITZER

au point r^ (1 -X) u, et dont le profil (en ce point) est le cône

^ + ̂  (1 - X) ^

((°^ étant l'enveloppe convexe de <S^).
Les domaines T^, ^ sont tels que :

V À , < À , < 1 ; T ^ C T ^

et U T ^ = T , = ^ x A ^
o < \ < i

où A^ est un domaine semi-étoile (par rapport à l'origine) et de
profil ê^. Il en résulte que les /^ admettent un prolongement
analytique commun /^ dans T^.

Comme ^ê^ =ê, et que Vm^m^^^ == /^ dans T;̂  0 T^
(connexe non vide), il en résulte que les /^ admettent un prolongement
commun / dans un tube local :

r == n' x A'
A ^

où A est semi-étoile, et de profil C ; / est bien un prolongement de /
(puisque / == / dans T H T\ connexe non vide) et la proposition
A-2 est donc établie.

PROPOSITION A-3. - Le résultat de la proposition A-2 s'étend
au cas où A est la réunion d'un nombre fini p de domaines A^. semi-
étoiles, de profils convexes (°^.

Démonstration. — Par récurrence sur p (le résultat étant trivia-
lement vrai pour p = 1).

Si la propriété est vraie pour la réunion de (p — 1) domaines, /
se prolonge analytiquement dans T^"0 = Sî" x A^"0, où Î2" est une
boule ouverte arbitraire de centre XQ telle que Sî' CC SI" CC Î2, et
^(p-i) est y^ domaine semi-étoile dont le profil est le cône convexe :

<o(p-1) ^ ^CT^ë^ .
l <i^p-l

Considérons alors le tube local :

T" == îT x (A^-^ U Ap) ;
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le profil de A^"^ U Ap (étant l'union des cônes convexes (S^-1) et
6p) est étoile par rapport à tout point de (^-1) H e , et la proposition
A-2 fournit un prolongement analytique de / dans un tube local
T' == Sî' x A\ où A' admet pour profil (o(p) == (S U (S^., ce qui

Kï'<p

établit la proposition A-3.

Soit maintenant T == Î2 x A, où A est un domaine semi-étoile
quelconque, de profil (° ; on introduit alors une suite de cônes
ouverts Q^ de sommet l'origine tels que :

Vm é^ccé^, ,^e^=e,
et pour chaque valeur de m un recouvrement de (°^ par un nombre
fini de cônes convexes (S^, tels que

e^cè^=uè^cé^

Posant alors A^ == A ne^,

T ^ = î 2 x A , ,

la proposition A-3 montre que /^ = / |̂  admet un prolongement
analytique /^ dans un tube local T^ == ^2' x A^,, où A^ admet
pour profil l'enveloppe convexe (3^ de (D^.

Comme U é^ = é (avec é^, ce ̂  V m^ , m^) un raisonnement
w 1 2

analogue à celui utilisé à la fin de la démonstration delà proposition
A-2 montre que / admet un prolongement analytique dans un
tube local T' == Î2' x A\ où A' est un domaine semi-étoile de profil
6 ; ceci achève la démonstration du théorème 1.

Fig. 1 - Bipolaire
^ i-> -̂—^sphérique A de A ^ ^ 0



72 J. BROS et D. IAGOLNITZER

Fig. 2 - Situation dans la fibre (a, R^)
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