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PARTIE VII (*)

BALAYAGE DE MESURES

LEMME 7.1. - Soient P=(^ ,^ ) , Q^^q^q^^^ç et un
ensemble fermé E C Î2. Alors :

1) (P + Qf = ̂  + Q^
2) (P^Qf = P^ + Q^.

[Pour les notations, voir parties III et IV].

Démonstration. —
1) D'abord, (P 4- Q)E < P^ -h Ç^. Pour montrer l'inégalité dans

l'autre sens, on prend (u^, u^) €^ '̂"(Sî) et tel que ^ > p, + Çy sur
E , / = 1, 2, et l'on démontre que u^ > PE + Q? dans CE.

Par définition (4.1.), sur E, u^ > P.E + Q12, et, dans Fouvert CE,
on sait (5.7.) que (Pf, P^) , (Q^, Q^) sont biharmoniques. Ensuite,
en appliquant 5.11., au couple ïe-hyperharmonique dans CE.

(u, -Pf -Qf, u, -P^ -Q^),

on conclut.
2) C'est une conséquence de î1) de la partie III.
Un raisonnement analogue au cas harmonique ([6c], p. 124, 122)

nous permet d'établir les lemmes suivants 7.2. et 7.4 ; le corollaire 7.3.
ci-dessous se démontre facilement en utilisant 7.1. et 7.2.

LEMME 7.2. — Soient P = ( p ^ , p^ ) ̂  % ç et G} un ensemble ouvert
de Î2. Alors

P^ = sup PK

KCo;

pour tous les compacts K C oj.

COROLLAIRE 7.3. - Soient P = (^ ,^), Q = ( q ^ , q ^ ) e S^ ^
û; M^ ouvert C S2. ^4tor5

(*) On se place dans un espace biharmonique fort.
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(P + Q)^ = P^ + Q^.

LEMME 7.4. - 5(w^ P = ( p ^ p ^ ) E %^ çr E un ensemble quel-
conque de Sî. Alors

pE = ^ pcj
UDE

ouvert

COROLLAIRE 7.5. - Si P = (^, p^ ), Q = (^ , ̂  ) G ̂  er E ̂
ensemble quelconque de S2, ator5'

1) (P + Q)11 = P1^ + QK .

2) (P^Q)E = ^ + QE .

Démonstration. —
1) C'est une conséquence facile des 7.3 et 7.4.
2) II résulte de la première partie et de Ï ) de la partie III.

PROPOSITION 7.6. - Soitï = ((^,<^) ^2 co^p/é? de fonctions
finies continues > 0 d supports dans un compact K C Î2. ^4to^
(^^ , $^) [o^ simplement ($^ , ^3)] e^^ un îfÇrpotentieî fini continu
dans î2 ^ biharmonique dans CK.

Nous allons d'abord démontrer le :

LEMME 7.7. — Soit^> = (<^,<^) î^ couple de fonctions numé-
riques > 0 semi-continues intérieurement dans SI.

Alors, on a

1)(^,^) = (^,^).

2) Supposons, de plus, que (<^ ,^) a un majorant ge-surharmo-
nique. Si <^ , ̂  5072^ /ï^f^ continues en x E Î2, ator5 Za 96 -balayée
l'est aussi.

Démonstration. - Vu les résultats de la partie IV, l'axiome III
(b) et 5.5., 5.4., on applique un raisonnement analogue à celui de
([2c], lemme 2.5.6.) adapté à notre cadre.
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Démonstration de la proposition 7.6. - Comme K est compact, il
existe (p^P^^ tel que p^x ) > 0, V x E K , / = l , 2 . Alors,
pour X > 0 convenable, on aura

^PI > <^i , Xp^ > ̂  d'où (<î^ , ̂ ) < (\p^\p^

et, grâce à 7.7., (^ , <i>^) est un 96-potentiel fini continu dansSÎ. Mais
$j = ^K ; par conséquent, ( $^ ,$^ ) est biharmonique dans CK
(5.7.).

THEOREME 7.8. - Tout 0^ ,^)G^ ge*(î2) est la limite d'une
suite croissante (p^, p^ ) de ^-potentiels finis continus dans Î2.

Démonstration. - II existe une suite croissante (<^, <^) de fonc-
tions finies continues > 0 à supports dans un compact K C ft avec

u = lim ^ (7 = 1,2).
«->• 00 /

Mais chaque couple (^, <i^) = (p^, p^) est un ^-potentiel fini
continu dans S2 (et biharmonique dans CK ) (voir 7.6.) et la suite
(p^ ,p'p est croissante.

Comme ^ < pj1 < ̂  , VM E N, 7 = 1 , 2 , alors lim p^ = M ^
«-*• 00 1

et lim p^ = M^ .
M ->• 00

LEMME 7.9. - ^o/r M^^ suite croissante (^p\, ̂ ) = $" de
couples de fonctions s.c.L, > 0, dû/î5 Î2 ûy^c enveloppe supérieure
(^i .^2) = $- ^to''•!?

($^ , ̂ ) = (sup$^, sup$^).
n n

Démonstration. — D'après 7.7. (1),

(^, ̂ ) = (^, ̂ ) e^ ge*(î2), ($,, $,) = ($^, ̂ ) e^9e*(î2).
Par conséquent, (sup $", sup $" ) G , ^:e*(n), et sup $" > .̂ (/ = 1,2),

w A yi ' n J l

d'où sup <t>" > $ D'autre part, $, ^ sup 0,'1 car, pour tout n G N,
n ' ' * n l

(<^2)>(<^,<^).
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PROPOSITION 7.10. - Si V" = (i^ , î;p est une suite croissante de
couples îK-hyperharmoniques > (0,0) dans SI avec enveloppe supé-
rieure (î^ , v^ ) = V et si U Œ ̂  alors

vy = supcv^y , v^ = sup^^.
- n - - v* *•n i " n

Démonstration. — On considère les fonctions,

v" dans U v. dans U
^"= et ^. = / (7= 1,2)./ 0 dans CU / 0 dans CU

Comme U est ouvert, toutes ces fonctions sont s.c.i. > 0 dans S2 et
(<^,^) / (^,^).

Mais $J1 = (V")^ , 4>^. = VY ; d'où, d'après 7.9., le résultat.

THEOREME 7.11. - Soit un couple O L ^ , ^ ) = = M de mesures
> 0 à support compact. Alors, pour tout ensemble E C t2, il existe
un couple de mesures > 0, (M^ , MÇ ) = A^ tel que

fp,d^ + / p , d M ^ = / P f ^ +/P^

pour tout Se-potentiel P ^ ( p ^ P ^ ) ^ ^.

Démonstration. - Soient P = (p^ ,p^), Q = (q^q^) apparte-
nant à <Sç et dont la différence ( d ^ , d^ ) G g f c.

A chaque tel couple (d^, d^ ) on associe le nombre

M^,^) =/(Pf - Q^)d^ +/(P^ -Q^)d^.

Grâce à Fadditivité des balayées PE, Ç^ (7.5.), ME est une forme
linéaire positive sur (0 = % ^ — % ç qui a un prolongement unique sur
^ (Î2) (5.20.) ; d'où un unique couple (M^, M^) = Mf de mesures de
Radon ^ 0 tel que

(*)/(PI - q,) dMf 4-^ -q^)cM^ ==

/(P^ -Q^)^ + / ( P ^ - Q ^ ) ^ .
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Considérons une base QL d'ensembles 96-réguliers. L'ensemble

§p == {(Pi,^)0^"'"0^ ; ^ E N , c ^ , . . . , ^ E Û ; }

est 96-saturé et inf <|p = 0 (5.6., 5.16).

Si Q e ^p, P - Q e®n ^k , comme ^p est filtrant décrois-
sant et inf ^p = 0, en passant à Finfimum dans les intégrales de
(*) quand Q parcourt ^p, on aura la relation désirée.

On dit alors que le couple (M^,M^) est le balayé du couple
(^i, ̂  ) on le note aussi P^ (^i ̂ 2 ^E •

COROLLAIRE 7.12. — Soient deux couples de mesures >0 à
support compact M = (ju^ , JL^), N ^ (y^ , ̂ ). -4/0^ ;

(1) (M 4- N)1^ = ME + NE .

(2) (aM)E = aME (a E R^) .
(3) M < N ^ ME < NE (orrf^ produit) .

Démonstration. —

1) On applique à OL^,^) et (v^v^) la relation (*) ; comme
à chaque couple [ici (^ + ^ , ̂  -h ^)] on associe un unique couple
balayé, on a le résultat.

2) Evident.

3) La relation (*) appliquée à Oi - ̂ , 1/2-^2) Pour
P - Q e û ) n ^ g^ (5.20)

et le fait que ( p ^ - q ^ , 0), (0 , ̂  - ^2) G CD n 4.^^ nous permettent
de conclure.

THEOREME 7.13. — Soient un couple de mesures > 0, à support
compact, (6^ 6^ ) = 0 et E C Î2. On pose (Q^, 0) = M, (0, 0^ ) = N.
Alors, on a :

©^ = M^ , ©^ = M^ + N^ ,

OM Mf e5T egafe û to balayée de Q^ dans l'espace harmonique (Sî, 9^ )
^r N^ ^r ^afc û to balayée de 6^ dans l'espace (Î2 , 3^).
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Démonstration. - D'abord, (0, , Qy) = (@i , 0) + (0 , ̂  et,
d'après 7.12. (1),

Of = Mf + Nf , 0^ = M^ + N^ ;

d'autre part, pour tout P^^ .p^G^c 0 1 ^ (volr 7.1l):

/Pf d 6 t = / P i d M f +/p, r f M ^ ,

donc pour S = (pi ,0) £%<., (voir 5.13),

/S^0, = / p t d M f .

Mais, 5.12 (1), p, G S^ et Sf = xl R^.

De même, pour tout P = (p^ , p^) €%c ' on a' (voir 7.11),

/P^0 ,= /p ,dNf+/p ,dN^ ;

donc, pour S = ( p ^ ,0), en remarquant que P^ = 2RE et que
{(pt - <?i > 0)} est dense dans {(/, 0) € ê" (S2)}, on a S^ = 0 et
y*pi dNf =0 ;d'oùN^ =0.

Par conséquent, fî^ à 9^ =/P2 d N^.

Exemple 7.14. — Soit co un ouvert S^-régulier,

x 6 = o > , (0i ,0 , )=(e^ ,<^) e t E = C c ^ .

Comme, (4.2), pour tout P = (p, , p,) G %<.'

P^ = H^'1' dans (o, alors

(e^,0)c"=(^,p^) et (O.e^^O^).

PROPOSITION 7.15. - Soit M = QX , v) un couple de mesures > 0 à
support compact et un ensemble E C S2. Alors les mesures M6 , M^
sont portées par [(T^i U Tr) n E] U 9E.

[Rappelons que T désigne le support et que

M12 =01,»^ =(M E ,M^)] .
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Démonstration (inspirée de ([2c], 3.4.3.)- — Soient

E^ = Tjn H E , E^ = T/x \Ê , F^ == T^ H E , F^ = Ty \Ê

et ^ = XE .̂ ^ ^/ == XF .̂ ^ ( 7 = 1 , 2).

On note par 8= (^i , v^ ) , N = (^ , ?^ ).

On aura alors /x = ̂  + ̂  » ^ = ^i + ^2 ^

d'où (jn , ̂ ) == (^-h^ , ï/i + ï^) = (jni , v^) + (jLî  , ̂ )

et, d'après 7.12(1),

1^ =(JL(,l/)E =(^ ,^)E +04 ,^)E=©E +NF =

= (©?, 6^) + (Nf , N^) .
0 0

Considérons d'abord le couple 0^ ,^) porté par E. Comme E est
ouvert, alors sur Ê, on a : P? = py (/ = 1, 2) et, grâce à (*) (7.11),

/(Pi -q^d^+ j\p^-q^d@^=f(p, -q,)d^ 4-

^/^ -^)^r
Par conséquent [en prenant

(Pi - îi , 0) , (0 ,p^ - ̂ )] , 0f = ̂ i , 0^ = v^ ,

et (Mi , ̂ i)1' est porté par (T^x U Ti/) H E.

Prenons maintenant le couple N = (^ , v^ ). Nous allons montrer
d'abord que N? (CE) = 0 (/ = 1, 2). En effet, soit (/\ , f^) G ̂ (£2)
avec T/. C CE. Alors pour tout tel couple, on aura

/ A r f N f + / A r f N ^ = 0 ;

pour le voir, il suffit de prendre, grâce au théorème d'approximation
(5.20), ff = pf - q^ Mais sur E, pj = q^ et Ïf == Q? dans Î2 ; d'où,

/A ̂ +//, JN^ =f(^ -Q^d^ +/(P^ - Q^)^, = 0.

On démontrera ensuite que N^ (E) = 0 (j = 1, 2). Il suffit de montrer

Jiie, pour tous les P , Q G 92^. tels que T (p- — q.) sont compacts dans
, on aura P^ = Q^ sur Tju^ et P^ = Q^ sur T^, d'où
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/(Pi - q,) d Nf + /(p, - ̂ ) rf N^ = /(Pf - Qf) d^ +

+/(P^-Q^)A'2= 0-
Soient les ensembles :

gip = {(Mi , u^} € +96* (K) : M/. = p/. sur E , /• = 1 , 2},

^Q = {(^i , 1^2) e +36* (") : "/• = î/ sur E , /• = 1, 2},

A/. = {x G S2 : p, (x) ̂  <?, (x)} , / = 1,2.

Les ensembles A,, A^ sont ouverts et relativement compacts et

Ay = T (pj - q,) C Ê , T^ C CE C ÇA, , T^ C CE C ÇA,.

Posons A = A^ U A^. On a donc : Tjit^ , Tv^ C ÇA.
Sur ÇA, on aura : ff = Q? (/ = 1, 2). Pour le montrer, on considère
un couple (M( , M^ ) £ ^p. Soit,

, ^ ( u.(x) ,xECA u,(x) , x G CE
w- (x) == < ==

/ v 7 ( ^ , (x) ,^eA ^.(x) , x E E

On a alors (n^ , W ^ ) € ^ Q , car (vi^ ,^2) est un couple 96-hyper-
harmonique dans E et ÇA, donc aussi dans Î2 = E U ÇA.

Par conséquent, P^Qc) > Q? (x) , Vjc E ÇA , / = 1, 2.
En interchangeant P et Q, on démontre l'inégalité dans l'autre

sens ; d'où l'égalité de P^ et Q? sur ÇA.
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PARTIE VIII

QUELQUES REMARQUES SUR LES MESURES vf
x̂

On a vu dans 1.25 (2) que si a) est un ouvert 9€ -régulier, alors,
pour tout x d'un ensemble dense 6^ C cj, T^ =^0. Peut-on avoir
plus?

Remarque 5.7. - Le contre-exemple suivant (que Monsieur C.
Constantinescu a eu l'obligeance de m'indiquer) montre qu'il y a
des espaces biharmoniques dans lesquels on n'a pas toujours
T^ ^ 0 , \/x G ^ :

Soit Î2 = R" (n > 2) ; [pour simplifier on prend ^ = 2]. Dans
tout U E U, on considère les couples de fonctions finies continues
(AI , h^ ) lesquels vérifient de plus :

Ah, = -h^ dans U \ R (R == { (x , jQ E î-2 :j. = 0}), )

A'/^ = 0 sur R (A'étant le laplacien dans R), ( (1)

A/î2 = 0 dans U. |

On voit que tous nos axiomes (I, II, III, IV) sont vérifiés, mais
pour chaque boule ouverte c^-ensemble 9€ -régulier-T^ = ^ sur
^ H R. En effet : Dans cj \ R, il n'y a pas de difficulté. Soit main-
tenant U G U tel que U H R ^= 0. Grâce à la continuité de h^, nos
couples sont compatibles. Considérons une boule ouverte a? cou-
pant R et (/\ , /^) G Sç (3cj). On va montrer que a? est un ensemble
96-régulier.

On résout d'abord, le problème de Dirichlet,

A/^ = 0 dans G; et lim h. (x) = /, (y) , Vv E ôo).
;C->^ , X^ijJ

Ensuite, on cherche une fonction h ̂  telle que

A/^ = -H^ dans C J \ R , (2)
et A'/^ = 0 dans R (3)
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avec lim h^(x) = f^(y) , \/y e ôo;.
x->y ,x^<jj

Pour cela, (3) nous donne h^ = H^011 dans R ; puis, avec la valeur

( /, sur 3cj
frontière finie continue F^ = ^ n R r»( H^ sur R

on résout (2) dans cj \ R. La positivité est aussi vérifiée.
Par conséquent, les axiomes I, II, sont vérifiés.
Pour la séparation, on prend des fonctions linéaires (affines) et

la fonction 1.
En ce qui concerne l'axiome IV (de convergence), la partie b) est

immédiate. Pour la partie a), on prend une suite h\ Œ SC^ (U) , h\ t h^,
avec Ai finie sur un ensemble dense de U. S'il y a au moins un point
sur R où h^ est finie, elle est finie dans U. Sinon, sur R , h^ = +°° et,
la fonction h^ étant finie dans U\R, on aura, si a? est une boule
ouverte C a; C U coupant R et XQ un point de a? \ R ,

^o)=/^^oR=+

Contradiction ! Enfin, en considérant l'intégrale de Poisson (dans
eu H {demi-plans}), on voit que la fonction h^ est continue. Dans
cet espace biharmonique, T^ = 0 , \/x G a? H R. On le voit facile-
ment, en résolvant le système (1) avec (/^ , f^) = (0 , 1) E êç (3c<;). —

Dans tout ce qui suit, co sera toujours un ouvert 3£-régulier.

PROPOSITION 8.2. — Dans l'espace o;, l'ensemble

A = {x E co : T^ = 0}

est 9€^-absorbant(*) d'intérieur vide.

(*) Rappelons qu'un ensemble A est dit absorbant dans un espace harmo-
nique Î2 s'il est fermé et si, pour tout x G A et tout voisinage régulier V de
x , TjL^f C A.

Tout ensemble absorbant A est caractérisé par l'existence d'une fonction
hyperharmonique u > 0 dans Î2 telle que A = u~1 (0), (voir [2c], p. 30-31).
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Démonstration. -Au couple (0 ,/) eê^ (ôco) avec /> 0, on
associe le couple

(h, (x) , ̂  (x)) = (ffd^ , ffd\^) £ ^6 (u).

Mais A, G ̂  (o,) et Ai > 0 dans §„ , A , = 0 sur ^\ô^, = A
Par conséquent, A=h^1 (0) et il est 9€^ -absorbant. De plus, À = 0.
Sinon, pour un point x G A, il existe dans un voisinage V C À un
point y où Tvy ^ 0 car Ô^ est dense dans ÇA D'où la contradiction
cherchée.

COROLLAIRE 8.3. - Si, dans u, tous les ensembles 9€ ̂ -absorbants
son t d ' in teneur non vide, alors

Ti^'^0 , V jce^ .
0

Démonstration. - Sinon, À = {x E ^ : T^ = 0} serait non
vide. Mais A = 0 (8.2). Contradiction !

THEOREME 8.4. - Si 1 E 3^* (ft), alors les conditions suivantes
sont équivalentes :

[En fait, cette hypothèse est utilisée chaque fois que (1) =>(3)
intervient, c'est-à-dire pour montrer : (1) => (3), (2) =» (3), (4) =» (3)].

1) Pour tout oj ouvert !î€ -régulier et tout x G cj , T^ =^ 0.

2) Pour tout VCUet tout (h, , A,) G ,96 (U), si h^>0
dans U, alors h^> 0 dans U.

3) Pour tout U G ̂  ^ tout (h,, h^ ) G WL (U), 5Ï/ é^^ XQ E U
où h^ (Xo) est un maximum > 0, alors h^x^) > 0.

4) Pour tout U E 01, tout (h, , h^ ) G 96 (U) 6?r ro^ A ensemble
9€ ^-absorbant (dans U), ̂  Ai =0 ̂  A, alors h^ = 0 sur A.

Démonstration. - (1) =» (2). Soit un point (quelconque) ̂  G U
et a? un ouvert 3e-régulier C <J C U , XQ E c^. Mais

Ai(^o)=/^^+/^^,
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T^ ^ 0 et h^ > 0 dans U ; par conséquent, h^ (XQ ) > 0.

(2) =»(!). - Soit a) un ouvert 96-régulier, (0 ,/) E &^ (9co), /> 0
et le couple associé

(AI oo ,^ 00) =(//A^ ,/.w)e ^ge (oj).

Mais /î2 > 0 dans ^ (1.25 (1)) ; d'où, grâce à (2), h^ (x) > 0 ,Vx G oj,

ou J/A^ > 0. Par conséquent, T^ ^ 0.

(3) => (2). - Soit (/^ , A^) C ̂  (U) avec A^ > 0 dans U et supposons
qu'il existe XQ G U où h^ (x^) = 0. Donc le minimum de h^ dans U
est /?i (Xo) = 0 et, grâce à (3), h^ (^) < 0 ; d'où h^ (x^) = 0 ce qui
contredit l'hypothèse que h^ > 0 dans U.

(1) =» (3). - Supposons que h^ (x^) > 0. Comme c'est un maximum,
il existe un voisinage de XQ dans U où h^ (x^) > h^ (x). Supposons
maintenant que h^Çx^XO ; cette inégalité reste valable dans un
voisinage de XQ dans U grâce à la continuité. Dans l'intersection, de
ces deux voisinages de XQ, on prend a> avec eu voisinage ^-régulier
de XQ . Alors, on aura,

M^o)-Ai^= fh,d^<0;

d'autre part, en utilisant les deux inégalités,

ht(Xy)>h^(x) , 1 >fd^,

on a : h^(x^>fh^ d^.

Contradiction !

(1) =» (4). - Supposons qu'en XQ e A , h^ (Xy ) ^ 0, par exemple soit
h-i (XQ) > 0 ; il existe donc un voisinage V dans U où h^ > 0. On
prend a? voisinage 9€ -régulier de XQ , û C V et on a,

hl(^)=fh^d^+fh,d^;

comme T^ C A, alors fh^ dn^ = 0 et fh^ dv^ = 0.
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Alors, h^ = 0 sur T^ C ôcj C V^. Contradiction, car ^ > 0
dans V.. .•^o

(4) =^ (1). - Soit a? un ouvert 96-régulier et supposons que Tv^ ^ 0 ,
Vx E a?, n'est pas vraie.

Mais l'ensemble [x E a? : T^ = 0} = A est 9^-absorbant
^ 0 (8.2). Considérons un couple (0 ,/) E &^ (ôo?) , /> 0 ; le couple

associé (h, (x) , h^ (x)) == (ffd^ , ffd\^)e 9€(^) et ^ = 0

sur A ; par contre, /^ (x) > 0 , Vx G a? (1.25 (1)) ce qui contredit
notre hypothèse.

Remarque 8.5. - Remarquons que, si l'on remplace l'hypothèse
de la compatibilité des couples (partie I) par la condition 8.4. (1)
(ou 8.4. (2)), on va dans le sens du renforcement.

Plus précisément, on peut montrer —sans supposer aucun de nos
axiomes— que .

Si S^ est un préfaisceau sur SI de sous-espaces vectoriels de couples
finis continus et si Tv ̂  ^ 0 pour tout a; ouvert 9€ -régulier et tout
x G a?, alors, dans tout U E 'U, les couples de 3€ (U) sont compatibles.

En effet, soit (h^ ,h^C3€ (U) avec h^ = 0 dans U' G ̂  U' CU,
et supposons qu'en un XQ G U' , h^ (.Vo) > 0 (ou h^ (x^) < 0). Grâce
à la continuité, il existe un voisinage ouvert V „ dans U' où h^ > 0.XQ 2

Mais restv^ (h^, h^) G S^CV^) et, à cause de 8.4 (2) [notre
hypothèse suffit pour montrer (1) =^ (2) ; voir aussi 1.6.], on doit
avoir h i > 0 dans V^ . Contradiction !

LEMME 8.6. — Supposons que l'une des conditions de 8.4. est

vérifiée. Soit f>0 et bornée sur 9 a? avec f* fdv^ = 0 enJ " xo
/»*

XQ G a?, cj ouvert 96 -régulier. Alors, on aura aussi j fd\^ = 0.

Démonstration. -On considère un couple (0 ,/)Eê(3cx;) ; le

couple (h, (x),h.,(x))= (/ fdv^ , / /rfX^)e^e (a;) (1.33).
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Supposons qu'en XQ , h^ (XQ) > 0 ; il existe donc un voisinage ouvert
V^ dans G) où h^ > 0. Mais rest^ (h^h^ç^SC (V^ ) et ̂  > 0
dans V^ ; d'où (8.4. (2)) h^ > 0 dans ̂  . Contradiction car, par
hypothèse, h ̂  (Xç) = 0.

PROPOSITION 8.7. - Supposons que l'une des conditions de 8.4.
est vérifiée. Alors pour tout XQ G c<;, eu ouvert 9€-régulier, la mesure
\y est absolument continue par rapport à la mesure v^ .

Démonstration. — Soit un ensemble E C 9 G} avec v^ (E) = 0.
XQOn applique le lemme 8.6. pour/ = XE •

[Notons que, pour démontrer 8.5., 8.6., 8.7., on s'est basé sur
la partie (2) de 8.4. Par conséquent, l'hypothèse 1 E a^ (S2) n'a pas
été utilisée].

Remarque 8.8. - Dans 8.7., l'hypothèse T^ =^0 ,V;c G a), est
indispensable. Sinon, pour XQ G A = [x E cj : Ti/^ = 0} on aura
v^ (ôco) = 0 tandis que X^ (9co) > 0."o •"o

Remarque 8.9. - Grâce à 6.8., dans tout ce qui précède, on peut
remplacer eu ouvert 96-régulier par <x; E ̂  [1.25. reste valable pour
co G ^K*). Alors, la condition (seul changement dans 8.4.) :

(!'). - pour tout eu E Uç et tout x G a? , Ti/y ^ 0
est équivalente à la condition (1) de 8.4.

En effet, (1') =» (1) ; d'autre part, (1) => (2) =» (!').

(*) Naturellement, on se place dans un espace biharmonique fort.
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PARTIE IX(*)

ENSEMBLES 9€ -ABSORBANTS

DEFINITION 9.1. - Un ensemble A C Î2 est dit 3€ -absorbant
s'il est fermé et si, pour chaque x G A et tout a? voisinage ^-régulier
de x, on a :

T X ^ C A , TJLI^CA , T^CA.

PROPOSITION 9.2. - Soit un ensemble A C Î2. Alors, les conditions
suivantes sont équivalentes :

i) A est 9€-absorbant.
ii) A est fermé et pour tout x E A il existe un système fonda-

mental (Si(x) de voisinages ^-réguliers de x avec

TÀ^ C A, T^ C A , T^ C A , Vu; G ûi(x).

ni) il existe un couple (u^ , u^) e ̂ € * (Î2) tel que

A = U-,1 (0) = u-^ (0).

Démonstration. - (i) => (ii) : Immédiat. -

( 0 x Ç=. A(ii) => (iii). - On pose u. (x) = ' ( 7 = 1 , 2).
( + °° , x E ÇA

Comme A est fermé, u^ est (> 0) semi-continue inférieurement.
Pour x G ÇA, on prend un système fondamental (fi(x) de voisinages
9€ -réguliers dans ÇA. Pour x G A , (fi(x) est comme dans (ii). Alors
le couple (MI , u^) est (B-S^-hyperharmonique d'où, (1.17)., 96-
hyperharmonique dans S2 et A = u~^ (0) = ̂ 1 (0).

(iii) => (i) : Soit cj un voisinage 9^-régulier d'un x G A.

(*) On se place dans un espace biharmonique fort.



AXIOMATIQUE DES FONCTIONS BIHARMONIQUES \ 7

Alors, 0 < fu^ d^ + fu^ d^ < u^(x) = 0

et 0 < [u^ d\^ < u^ (x) = 0 ;

d'où

TX^C^^t^A , fT^Cu-,lW=A , T^C^t^A.

Remarque 9.3. - Si A est un ensemble 96-absorbant, il est aussi
96l -absorbant et 96 2 -absorbant.

En effet : pour tout x G A il existe un système fondamental
tf3(x) comme dans (ii) de 9.2. ; d'où, (1.22.), (Si (x) est un-système
fondamental de voisinages 96 ^-réguliers (/ = 1, 2) avec TX^ C A
T/^ C A , V o ; G (BOO. Par conséquent, ([2c], 1.4.1.), A" est 9 .̂-
absorbant (/ = 1, 2).

LEMME 9.4. - Soit A un fermé C Sî et V = (v^ , ̂ ) G ^(ft)
où ^i ^r M^ 9€ ^potentiel et V^ = ̂  ^r A. ̂ Ito^ V^ = v^ dans ft.

Démonstration. - On sait que VJ^ = Vj^ (/ = 1, 2) car ÇA
est ouvert et que (V^ , V^) G ^*(n). Mais V^ = î;^ sur ÇA ;
alors, grâce à l'hypothèse, V^ = i^ dans Î2. Considérons le couple
(^i , 5^) où 5i = v^ - V^ (> 0), s ^ = v ^ ~ V^.

Alors, (^i , ̂ ) = (^i , 0) G - a^* (ft) et, comme i;i > s ^ , on a
5i < 0 car i;i est un S^i-potentiel et 5i est une fonction 961-
hypoharmonique. D'où, 5i = 0.

LEMME 9.5. - Soient ^ G ̂  , E C ôo; et A un ensemble 9€ i -
absorbant dans (l'espace) a?.

Si \^ (E) = 0 ,Vx G A, ûtor5 ̂  (E) = 0 , Vjc G A.
Po^r A = cj on a, comme cas particulier, la première partie de

6.17.

Démonstration. - On considère le couple (0 , \^) sur àcù auquel
on associe

(v, (x) , ̂  (x)) = (/* XE û?^ , /*XE ̂ ) ̂  +Se (ùj).
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Comme ^ E ̂  (a;) et A est 36 ^-absorbant, alors ^R^ (x) = 0,
W -̂ A rr- ^ ( ^1 sur ÇAVx G A. [En effet, la fonction u, = est 96 i-hyperharmo-

( 0 sur A
nique majorant la réduite précédente]. Grâce à 7.11., 7.8., 7.10.

V^)=/^A+^^CA.

9€ /•

Mais, R^ (x) =J 1:1 d^ et ̂  est portée par l'ensemble

({x} H ÇA) U 3A (7.15.).

Donc, pour tout x G A, V^ (x) = 0 (^ = 0 sur A, par hypothèse).
D'autre part, V^ = t^ dans G} car V^ = v sur ÇA et

0 < V^ < ̂  = 0 sur A.

Maintenant le lemme 9.4. peut être appliqué dans co, v^ étant un
96i-potentiel dans <x; (lemme 6.15.). Par conséquent, V^ = ^ dans
(^eiv^ = 0 sur A, c'est-à-dire v^ (E) = 0,V^ E A.

THEOREME 9.6. - 5'o^ un ensemble A C î2. ^4tor.y to conditions
suivantes sont équivalentes :

(i) A est 96 -absorbant.
(ii) A est 96 ^-absorbant et 96 ̂ -absorbant.

Démonstration. - (i) =^ (ii) : Voir la remarque 9.3. - (ii) =^ (i) :
Soit x e A et (H(x) un système fondamental de voisinages 96-réguliers
de x, donc, (1.22.), 96i- et 96 2-réguliers. On prend œ €(0 (x) ; alors,
on a par hypothèse :

^ 0<xAA) = 0 et ^(ôûAA) =0, \f y e ^ H A.

Par conséquent, (lemme 9.5.), ^(ôc^\A)=0 (car A est96^-
absorbant et \^ OOÀA) = 0,V^ G A H o;) et, (9.2.), A est aus^i
96 -absorbant.

Remarquons que, si 96^ = 96^, il y a identité entre les ensembles
96 i » 96^ ®t 96-absorbants. C'est le cas des opérateurs itérés.
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EXEMPLES 9.7. — (1) Si Vun au moins des opérateurs L^ , L^ (voir
remarque 1.3) est elliptique les seuls ensembles 9€ -absorbants sont :
0,Î2.
(2) Même situation si L^ est parabolique et L^ son adjoint.
(3) Si L^ = L^ est parabolique, alors les ensembles SC-absorbants sont :

QC ̂  {x C R^ : x^ < r } (- oo < T < + oo) .

PROPOSITION 9.8. - Soit un couple (u^, u^ ) G ^(ft) ^r

E. = {x G S2 : ^.(x) < + 00} (/ = 1,2).

5'f E^ == E^ ^otë A, ûtor^ Â^^ un ensemble 3^-absorbant. Inversement,
tout ensemble SKi-absorbant est un tel ensemble (A).

Démonstration. — Soit x € À et cj un voisinage 9C-régulier de x.
Pour tout y E A H a?, on a

+°°>u,(y)>fu,d^ + f^d^, + oo> u^(y)>fu^'

Comme fu^d^ + f ^^ûf^ ,fu^d\y sont finies sur A H a? et

M^ = i^ = +00 sur ÇA, alors les fonctions :

^ ^ ̂  OaAA) , y ^ X^ (ôûAA) , ^ ^ ^OCÙ\A)

s'annulent sur A H a;. D'autre part, ces fonctions sont finies continues
r*dans a?, car J Xa^iA^^ est 961-harmonique dans GJ et le couple

/ /** /» *
U^A^J Xa^A d^)e^ge(o;) ; d'où, par continuité,

leur annulation sur À H ce.
Par conséquent, A est un ensemble Qç, -absorbant. Inversement,

tout ensemble yç, -absorbant F est de la forme À. Pour cela, on consi-
dère le couple (u^, u^ ) avec

( 0 , sur F

"'= .-, s«,CF v - l • 2 ) •
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Alors (u^, u^ ) G ^a^CÎÎ) (démonstration de 9.2) et

F = ^(O) ^^(O).

THEOREME 9.9. - (Inégalités de Harnack). - Soient ^ , v deux me'
sures > 0 sur Î2, F^ /ç p/M5 p^ ensemble 9e ̂ -absorbant D T^i, F^ le
plus petit ensemble ^-absorbant D T^, U E ZL avec U C F H F
6?r K compact C U(*). .4fo^ il existe des réels a > 0, jS > 0, r^fa ^^^
^°^ ^^^ (u^u^) E ^e*(î2), m^ biharmonique dans V, on a\

(1) sup ^ < a Çfu^ dix -}-f u^dv\ ;

(2) sup u^ < B j u^dv.
K

Démonstration. - S i ^ u ^ d ^ i -^-fu^ dv = +oo,(l) est vraie. Si

J^ r f^ +ju^dv=0, on aura fu^d^= 0 Qtfu^dv=0, d'où

T^ C ^i-^O) et Tî/C u^(Q) ; de plus, F̂ . C u^(0) car les ensembles
u^W sont S^ ̂ .-absorbants, / = 1, 2. Comme K C F .̂ (/ = 1, 2), alors
sup ^ = 0. Donc (1) est vérifiée.

K

On considère maintenant l'ensemble 31 de tous les couples
(^,^)(E+^*("),
biharmoniques dans U, et tels que 0 < fu dp. + fu dv < 4- oo. Sup-

posons alors que (1) n'est pas vraie ; on pourrait former une suite

(^ ,Mpe 31 avec sup u\ > n3 (fu^dfi -^-fu^di). Le couple
K

(^)=(S unl———— ,
" n\f ufdn -! j u^dv}

v "^ \S —77———.——.; € ̂ W
" n1 (J u\ du +J u", dv)

(*) Pour démontrer seulement (1), il suffit de prendre U C R
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et j v^ dp. < + oo ^ y\^ ̂  < 4- oo .

Alors A^ = {x E Î2 : ̂  (je) < + 00} D T//

et A^ = {x G Î2 : ̂  (x) < + 00} D TÎ/.

Comme ^ E ^3^ (î2) et ^ G ^^ (î2), les ensembles Ay sont 3^-
absorbants, / == 1,2, ([2c], 1.4.2.) ; donc A^ D F^ D U et
AÏ ^ F^ D U. Mais, dans U, on a une suite croissante de couples bihar-
moniques et v^ est finie sur un ensemble dense de U ; par conséquent,
(1.30), (v^ , v^) est biharmonique dans U et sup v^ est finie, ce qui
contredit l'inégalité K

. ^
sup v^ > sup ———————1——.———^ > n , \/n E N.

K n2 ( J^ ûf^ < - J^ ̂ )

L'inégalité (2) est démontrée de façon analogue (voir aussi 1.4.4. [2c]).

Remarque 9.10. - Comme cas particulier, on a le théorème 2.13.
En effet, dans un espace biharmonique elliptique connexe, le seul
ensemble ^Cy-absorbant non vide (/ = 1 , 2) est l'espace entier (pour
nous, le domaine cj de 2.13). [voir théorème 2.6. et [2c], 1.5.2.] ;
d'autre part, VL = v = e-. .XQ

COROLLAIRE 9.11. - Supposons que l'une des conditions de 8.4.
est vérifîéef*).

Soient co un ouvert 3€-régulier (espace) et x , y G a? tels que,
si F .̂ est le ^lus p^etit ensemble 9€ ^-absorbant (j = 1, 2) contenant x,
on ait : J^FI H F^.

Alors, les mesures \^ , ̂  , v^ , sont respectivement absolument
continues par rapport à\^ , ̂  , v^ .

Démonstration. —Pour les mesures \^ , ̂  , voir [2c], 1.4.6.,
car les espaces (S2 , S^), (Sî , SCi ) sont harmoniques (1.29).

(*) Cette hypothèse est utilisée seulement pour montrer les propriétés désirées
des mesures v^'.
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- Pour tout couple (0 ,/) e ̂  (3cj), on a

(H^,H^)e^(o;).

Grâce à 9.9. (1), on a :

H^^ 00 < a [H^ (x) + H^ (x)]

ou //^ < ^ ffào^ avec a^ = ̂  + À^ ;

donc vy <aa^.

Mais, à cause de 8.7., a^ est absolument continue par rapport à ̂ .
Par conséquent, v^ est absolument continue par rapport à v^ .

Remarque 9.12. - Dans le cas elliptique, si ^ est, de plus,
connexe, comme o; est le seul ensemble 9e ̂ -absorbant non vide
( / = 1 , 2), on aura que, pour tous les x , y e a;, les mesures
^ ï '^»^ sont respectivement équivalentes aux mesures
X^ n^ L>^/^ » P-y , Vy '
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PARTIE X

ESPACES BIHARMONIQUES ASSOCIES
A DEUX ESPACES HARMONIQUES DONNES

a) Commençons par donner d'abord quelques rappels et résultats
valables dans un espace harmonique fort [2c]. Soit P un potentiel
dans Sî fini continu et strictement surharmonique. On définit les
opérateurs de Dynkin (associés à P) par ([13] et [15]) :

f(x) - ffdp^ (*)
Lp/00 = lim supLA" . y /»

^^x P (x)— l P dû^a;eoi r w J r ̂ x

f(x)-ffdp^ (*)
4/(;c) = liminf

^ P^)-/PrfPS

où je € Î2, / est une fonction numérique dans Î2 telle que le numérateur
ait toujours un sens et p^ est la mesure harmonique. Il est évident
que L est sous-linéaire, I/ sur-linéaire et que Lf(x) = L'f(x) implique
l'existence de la limite. On voit aussi que Lp f(x) = L cj f(x) (dans
l'espace harmonique a?) où

p^(x) = P(x) — f Pdp^ , x e o}, a; ouvert relativement compact.

[En effet, si û/ G Uç ,

x G a/ C of C 0},

(*) Désormais, on supprimera l'indice P lorsque cela ne donne pas lieu à
confusion.



24 E.P. SMYRNELIS

^ ̂ ) .f p^dp^ = P (x) - H^ (x) - /(P - H^) rfp^' =

= P Oc) - H^ (x) - / Pdp^' + /H^ dp^' = P Oc) -/Pdp^

car tÇ est harmonique dans a? (4.1.9. [2c])]. Si V est le noyau associé
à P, on sait ([13], p. 20-21) que, pour toute <p G C^(î2) (finie continue
et bornée dans S2), on a :

LV^? == (R et I/V^? = {? dans î2.

LEMME 10.1. — Pour qu'une fonction u > — °° semi-continue
inférieurement dans U E ^U 5*0^ hyperharmonique, il faut et il suffit
qu 'en tout point x G U où u (x) est finie, on ait :

Lu(x)>0 [ouI/M(;c)>0].

Ce lemme a été établi dans le cadre de Faxiomatique de M. Brelot
avec une esquisse de démonstration (voir lemme 2 [15]). Nous allons
le démontrer dans notre cadre de façon détaillée.

Démonstration. — 1) Si u est hyperharmonique dans U, on voit
immédiatement que Lu (x) > 0 en tout point x € U où u (x) est finie.

2) Inversement : il suffit de montrer que quel que soit a? ouvert
régulier C c3 C U, on a : u > H^ pour tout <^ € C (9c»j) , ̂  < u.
Pour cela, considérons la fonction (dans a?) : v = u — îK + ep^
(e réel > 0) où p^ = P - Hï > 0 [bornée dans 0} et lim p^ (y) = 0,

w^y-^z

VzG où;].

Nous allons démontrer que v > 0 pour tout e > 0 ; d où le résultat.
Sinon, elle atteindrait son minimum < 0 en un point x Ç=. a) où u
est finie, car u, prolongée par semi-continuité inférieure sur ôo?, est
> 0 là-dessus. En ce point, on aurait :

Lv = Lu + L (- IÇ) + eLp^ = Lu + e > LM > 0 ;

donc Lî; (x) > 0 ce qui est incompatible avec un minimum relatif
en x. En effet, soit €JQ un voisinage de x appartenant à llç et 0:0 C U.
On sait qu'il existe une fonction h harmonique > 0 dans OÎQ . En
passant à l'espace des fonctions A-harmoniques, on se ramène au cas
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où les constantes sont harmoniques (*). On aura donc, puisque v Oc)
est un minimum relatif,

v (x) < v (y)

pour y G U^ , U^ voisinage de x, U^ C ùjç, et pour tout û/ ouvert
relativement compact (3 ;c), oj' C U^,

^(x)</i;rfp^

car 1 est harmonique. D'où Lî; (x) < 0. Contradiction !

COROLLAIRE 10.2. - Soit U G '11 et h G C (U). Alors les condi-
tions suivantes sont équivalentes :

i) Lh = 0 dans V.
ii) h £st harmonique dans U.

Démonstration. — Conséquence immédiate du lemme précédent.

Remarque 10.3. - Les résultats précédents, 10.1, 10.2, sont
indépendants du potentiel P auquel L est associé.

j3) Dans la partie I (1.29), on a vu qu'à un espace biharmonique
(Î2,9e) donné on associe deux espaces harmoniques (^2,9^),
(î2,ge,).

Inversement, en partant de deux espaces harmoniques donnés
(Sî , ̂  ), (Î2 , ̂  )» ^ est naturel de chercher des espaces biharmo-
niques (Î2 ,96) pour lesquels les faisceaux associés a^, 3^ coïncident
respectivement avec les faisceaux ^, ̂ .

Pour arriver à construire de tels espaces, on va se servir de l'opé-
rateur de Dynkin L^ = Lp^ associé à un potentiel P^ (fixé) fini continu
et strictement surharmonique dans l'espace harmonique (Î2 , ̂  )
qu'on doit, par conséquent, supposer fort.

Plus précisément, on peut énoncer le :

(*) En remarquant que Lp u (x) = Lpy^ ^ (x), on considère ensuite la
v ,. ' n

fonction — au lieu de v
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THEOREME 10.4. - 5bfe^r (Î2 , e^ ), (Î2 ,j?^ ) deux espaces harmo-
niques, de H. Bauer, dont le premier est fort. On suppose, déplus, qu'il
existe une base d'ouverts à la fois ̂  -réguliers et ̂  -réguliers.

Alors, il existe un espace biharmonique (associé) (Sî ,36) pour
lequel les faisceaux associés 9^, 96^ coïncident respectivement avec
^r-^2*

La démonstration sera donnée en étapes par quelques résultats
qu'on établira ci-dessous (sous les mêmes hypothèses) :

LEMME 10.5. — Soient œ un ouvert K^-régulier, <^ E C^ (a?) et
V^ le noyau associé à p ^ . Alors, il existe une seule fonction finie
continue u^ == V^ ̂  vérifiant :

(1) L^ u^ = <p dans a?,

(2) lim u^ (x) == 0, \ / y E ôa;.
^3^-^y

Démonstration. — D'abord, on remarque que les solutions finies
continues de (1) sont de la forme u^ = V^<^ + h^ avec h^ fonction
^ -harmonique dans a;.

[En effet, soit v^ E C(a)) vérifiant (1) et une u^ = V^ ̂  4- A ^ .
Alors L^ (v^ — MI ) = L^ i^ — LI M I = 0 dans a; car

L,(-V^)= -L^^= -^

Donc v - u est ^-harmonique dans a? (10.2.).].
D'autre part, |V^ ̂ | < V^ ||<p ||= || <p ||p^ . Comme (2) doit

être satisfaite et que lim V^ ^>(x) = 0 sur ôo?,
(J3 je ->-y e9o?

alors lim h^ (x) = 0, \f y G 3 a; ; d'où, /^ = 0 dans cj. Par consé-
aî3jc-»-y

quent, la seule solution de (1) et (2) est :

u, = V^ (̂  €C(û;)).

COROLLAIRE 10.6. — La (seule) solution finie continue de (1) et
(2') : lim Mi (x) ==/. OQ, V^ G 8 Û;,OM/, G C(8ùj),

o»3jic-^^ Gôo?
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est u, = H^ + V^ (̂  (*) .

Démonstration. — On se ramène au lemme précédent, en posant
u, = v, + H^. En effet,i i /i

L u = L u = <^ dans a? et lim v (x) =0, V y G 3a?.
CJ^X-»-.)/

Par conséquent, v^ = V^ ^ etu^ = H^ + V^ ^ (u^ G C(û3)).

COROLLAIRE 10.7. - Soit un couple (h^, h^) e g^. (U), U G U
^4tor5' les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) h^ est une fonction ff ̂ -harmonique et L^ h^ = h^ dans U.

(ii) pour tout a? ouvert K^ et ^-régulier C a? C U et tout point x G aï,
OM û :

^ (̂  = / ^ d^ +/^ ̂  , h, (x) =fh,d\^

où X^ , ̂  , ̂  5on^ rf^ mesures de Radon > 0 portées par 3cj. [^ ,
X^ sont respectivement les mesures harmoniques dans (Î2 , ̂  ), (î2 , ̂  )
et ̂  est la forme linéaire > 0 sur C(3<<;) : f-> V^ H^ ].

X 1 /

0?î appelle ces couples-là biharmoniques dans U.

Démonstration. — (i) => (ii). On a, d'abord,

/^Oc) = H^ (x) = J /^ ûf^ <^ A^ est une fonction J^-harmônique.

D'autre part, grâce à 10.6., on a

h, (x) = H^ (x) + V^H^ (x) = / A^d^ + fh^d^.

(ii) ==> (i). — La première partie de la démonstration et le fait que
L^ = L ^ V ^ H ^ = Hy nous permettent de conclure.

(*) Pour ne pas alourdir les notations, désormais nous mettrons toujours
les données-frontière sous la forme /i , /2» [(/i ^f^)} respectivement pour le pro-
blème de Dirichlet dans le premier et second espace harmonique [pour le pro-
blème de Riquier dans les espaces biharmoniques].
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Pour tout UG^U, on note par ?e(U) l'ensemble des couples
(h^ , h^) € &c(V) du corollaire précédent.

LEMME 10.8. — L'application U -> EK (U) définit un faisceau sur
^l et 9€ (U) est un sous-espace vectoriel de 8>ç (U).

Démonstration, — La linéarité est une conséquence du corollaire
10.7.

La propriété de faisceau découle du caractère local de l'opérateur
L,.

LEMME 10.9. - Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) ù; est un ouvert &^ et ^-régulier.
(ii) eu est un ouvert 96 -régulier

Démonstration. — (i) =» (ii). A cause de 10.6. (voir aussi 10.7.),
pour ( / , , / , )€& (9<^), il existe un seul couple (h^, hi) G 3€ (co)
avec lim c h.(x) = f.OO, V^ E ôcj (7 == 1, 2). De plus, la

0) 3:c->-yeôo» /

double positivité (1.4. (ii)) est satisfaite. D'où le résultat.
(ii) =^ (i). - En effet, à tout couple (/, 0) G &^(Q(^) correspond

un seul couple (h^ , 0) vérifiant L^h^ = 0 dans a?, donc Ai y est
^-harmonique (10.2.), et lim h^x) = f(y), V^Gôû; .

1 u}3x->y

De même, à tout (0 ,(^?) Gêç (ôo?) correspond un seul
(A, , h.) e 3^ (a;) tel que lim A, (x) = 0, lim hAx) = <p (y),

(jj3 x->y (jjsx-^y

\f y G ôa?(voir 10.6., 10.7).

COROLLAIRE 10.10. — Les ouverts 96 -réguliers forment une base
pour la topologie de Î2.

Démonstration. — C'est une conséquence du lemme précédent et
du fait qu'il existe une base d'ouverts K^ et J?^-réguliers (voir hypo-
thèse de 10.4.).

On définit maintenant comme dans la partie I, les fonctions
96-hyperharmoniques ainsi que les ensembles 9€f(V),9€^ (U), 9^(U),
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3^ (U), (U E ^ll). On remarque, de plus, que pour tout co ouvert
S^-régulier, ̂  et X^ sont respectivement les mesures harmoniques
dans(î2, G^ ), (S2, J^).

LEMME 10.11. - Po^ ro^ ueu.ge^U) = ^.(U) ; do^c
U -^ 9€j (U) A?/Ïmr ̂  faisceau sur Sî (/ = 1,2).

Démonstration. — En effet, pour tout U E ^U, on a, grâce à
10.9., 10.10. et au fait que les ouverts ^ et ^-réguliers forment
une base, que :

9€*(V) = {v. : fonction g. .-hyperharmonique dans U} (7 =1,2).

[v^ € ge ^(U) ^ v^ (x) > fv^ d^ ,Vu ouvert 3^-régulier C G} C U,
V x G oj

<» ï;^ (x) > j v^ d^ , Vcû ouvert J?^ et ^^"réê11^61'

C G C U , Vxeo;(10.9.,10.10.)

^ u^ est une fonction ff^ -hyperharmonique dans U

(car les ouverts ̂  - et J^-réguliers forment une base).

De même, v^ G 3€^ (U) ̂  . . . . . ̂  v^ est une fonction ^~
hyperharmonique dans U].

Par conséquent^!.12.), 9e/U) = .̂ (U),/ = 1, 2.

LEMME 10.12. — L'axiome III (de séparation) est vérifié.

Démonstration. — Comme 3Ç * (î2) = {fonctions ff .-hyperhar-
moniques dans Sî} (démonstration de 10.11.) et que (Î2 , ̂  ), (S2 , ff^ )
sont des espaces harmoniques, alors III (a) est vérifiée. La partie III(b)
est immédiate grâce à 10.11.

L EMME 10.13. — L'axiome IV (de convergence) est vérifié.

Démonstration. — C'est une conséquence de 10.11. et du fait que
(Sî , K^ ), (î2 , G^ ) sont des espaces harmoniques.

En conclusion, (Î2 ,3€) est un espace biharmonique pour lequel
les faisceaux associés 96 ^ , 3€ ^ coïncident respectivement avec K ,
^.
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[Notre construction dépend du choix du potentiel P ].

PROPOSITION 10.14. — Si l'on suppose de plus que (Î2 ,^) es^
un espace harmonique fort et que la constante 1 est une fonction K^-
hyperharmonique dans î2, alors (S2 ,96) est un espace biharmonique
fort.

Démonstration. - II suffit, en effet, de démontrer l'axiome
ïîV (a) [les autres axiomes restant inchangés]. Soit le couple ( q ^ , q^)
où q^ est un ^-potentiel fini continu dans î2, 0 < q^ < 1 et
^ = V , 1 = P , .

On montre, d'abord, que (^ , q^) est un couple 9^-hyperhar-
monique dans Sî (fini continu). En effet, on voit que L^q^ = L^\^ 1 =
= 1 > q^ et q^ est une fonction ^-hyperharmonique.

Soit maintenant œ un ouvert 96 -régulier. Pour tout couple
(/ 5/2) E &c (9°^)» ^ < ^/ ^ = ^ 2)' on considère dans a? le couple
O^^^i -^1^2 -^2) où ^, = H ^ + V^H^, ^ =H^.

Alors L^, = L,(q, -u,)=L,q, - H^ > ^ - H^ et,
comme (7^ > H^, on a L^ v^ > 0. Donc, grâce au lemme 10.1. et au
principe du minimum dans (Î2 , ̂ ), on a : v^ = q^ - «i > 0. D'où
(ç , ̂ , ) est un couple Se-hyperharmonique dans Sî (1.9.).

Considérons ensuite un couple biharmonique (h^,h^) dans S2
(voir 10.7.) avec h^ <q^ , h^ <ç^. Comme q^ est un ^-potentiel,
alors A < 0 ;donc L A < 0 et h est une fonction ̂  -sousharmonique
(10.1.). Aussi q^ étant un ^-potentiel, alors h^ < 0. Par conséquent,
( ^ i » ^ î ) est un 96-potentiel fini continu dans S2 avec q^ (x) > 0,
V x E Î Î , 7 = 1,2.
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PARTIE XI

Se-OPERATEURS ET FONCTIONS HYPERHARMONIQUES
D'ORDRE 2

Hypothèses de cette partie.

1) Notre espace biharmonique (S2 , 9€) est fort.
2) L'une des conditions de 8.4. est satisfaite (voir aussi 8.9).

Introduisons les opérateurs, appelés 9C-opérateurs,
f(x)-ffd^ f(x)-ffd^,

r^f(x) == lim sup ———„—————, I\ f(x) = lim inf ——.——————
w\x \ dv^ u^x / dv^
^eoi^. J ^x w^c J x

où / est une fonction numérique définie dans Î2 telle que le numé-
rateur ait toujours un sens.

Soit maintenant un couple (u^ ,u^)G. +96 (S2) avec u^ > 0 ;
u^ Ê ^§^ (S2) et, en décomposant (selon F. Riesz), on a :

^ =P^h, , (Pi ,u^^ ^ge(S2)

et p^ (x) = f, (x) - ff, d^ = fu^ dv^ > 0 ,

donc P^ est un 9€^ -potentiel fini continu et strictement surharmonique
dans î2.

Nous allons montrer que, pour tout x G Î2, on a

Ly f(x)=———r,f(x) , Lp f(x)=———r\f(x).1 u^ (x) - i u^ (x)

En effet, pour tout u E ̂  , a; 3 x , P^ (x) - /P^ d^ = J^^ ̂  î
grâce à la continuité de u^, pour e > 0 ,0 < e < u^ (x),on à
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f(x)-ffd^ f(x) -ffd^ f(x) - ffd^

(^ Oc) + e) fdv^ fu^ di^ (^ (x) - e) f dv^

avec ou (G ^Uç) voisinage de x "assez petit". D'où le résultat.
Dans le cas particulier où u^ = 1, on aura :

Lp^ /oo = rv (x) , Lp^ /(x) == r[ f(x).

LEMME 11.1. -57(7^ ,h^)^9€ (U) , U G ^ûto^

I\ A, (x) = r^ h, (x) = h^ (x) , Vjc G U.

Pur conséquent, pour tout h^ G §ï^ (U), o^ û^ra .'

ri /îi (x) = r', A, (x) = 3ÏuA, (x) = A^ (x)

(voir p. 47-48, 1^® section).

Démonstration. — Grâce à la continuité de hy on aura :

h^ (x) -e< h^ (y) < h^ (x) 4- e (e > 0)

dans un voisinage U^ C U^ C U ; donc, pour tout û; (\ x) ouvert
relativement compact C ùJ C U^ ,

[A, (x) - e] fd^ < fh^ d^ < [A, (x) + 6] fd^ .

Comme Jrf^ > 0 (hypothèse 2), on a :

^-«^'(S^'^6-
et, e > 0 étant arbitraire, I\ h^ (x) == A^ (x) et Y\ h^ (x) = h^ (x).

Donc

^2 rf7^
r^h^(x) = r'i/î^(x)= lim —T.——— = ̂  (x) =31^1 (x)o^^eii ï ^ ^

ÎGCU J a^

grâce à la définition de l'opérateur 3Ïy .
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Remarque 11.2. - Soit l'espace biharmonique (Î2 , 96). En
partant des espaces harmoniques (S2 ,3^) , (Î2 , SÏ^), comment
retrouver (î2 , 9€) par le procédé de la partie X ?

En fait, en supposant que (u^ , 1) E ̂  (Î2) et comme ̂  , X^
sont respectivement les mesures harmoniques dans (Sî , 96^), (Î2 , 3^),
il suffit de montrer que :
Pour tout a? ouvert S^-régulier, Vx E a; ,V/^ e C (3a)), on a :

VrH^(x)=/ / ,A^.

En effet, considérons le couple /= (0 ,/^) Gê^. (ôo;) ; on lui
associe un seul couple

(H^ (x) , H^ (x)) == (/^ d^ , //^ rfX^)E Se (a;).

Comme r\ = L^, on a, grâce au lemme précédent,

LI H^ = H^^ dans o;.

D'autre part, on a L, V^ H^^ = H^^ dans û) (partie X).

Donc LI [V^ H^^ - H^^l = 0.

Par conséquent, la fonction entre les crochets est 3^ -harmonique
dans (jj (10.2), de limite nulle sur ôc^. D'où, grâce au principe du
minimum dans l'espace harmonique (Î2 , 96^),

V^H^-H^^O dansa;.

On voit donc que, si l'on travaille dans notre espace biharmonique
(du départ), il est bien naturel d'utiliser nos opérateurs (locaux) I\,
r'i en évitant ainsi de faire des hypothèses globales restrictives.

THEOREME 11.3. - Soit un couple (v^ , v^) G ê .̂ (U), U G U
Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

i) (v^ , v^) est 9€-hyperharmonique dans U.
ii) v^ est S€ ̂  -hyperharmonique (dans U) et r[ v^ > v^ en tout

point x G U où v^ (x) est finie.
iii) v^ est 3e ̂ -hyperharmonique (dans U) et F^ v^ > v^ en tout

point x G U où v^ (x) est finie.
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Démonstration. - (i) => (ii). - Comme

Vi(x)> fv^d^ +fv^dv^

et que ^ ^ 0, Va; € ^, û C U, Vx E G; (6.8., 8.9.), alors, en
x E U où v^ (x) est finie, on a :

t^ 00 - fv^ d^ fv^ dv^

fd^ ^ fdv^

mais, grâce à la semi-continuité inférieure de ̂  Pour tout a réel
tel que v^ (x) > a, il existe un voisinage (de x) U' C U' C U où

fv^ dv^
v^>a. D'où ——.^-> a pour tout œ G ̂  , û C U^ (cj 3 je),

J JC

^ F^ t;^ (x) > a ;

ceci étant vrai pour tout a < v^ (x), on a finalement F\ v^ (x) > v^ (x).

(ii) =» (iii). - Evident car 1̂  v^ (x) > F[ v^ (x).

_ (iii) =» (i). - Soient œ un ouvert 9e-régulier, VQ € U^ Uo 3 c3,
Uo C U. On sait (6.9.) qu'il existe dans U^ un couple

(MI , u^) G ̂  (Uo) avec .̂ > 0 ,/ = 1, 2.

Considérons le couple (v^ , H^ ) G g. (c*;) où

^ = ̂  - H^ + epy , w, = v, - H^ , /= (/, ,/,)E g, Oo;),

/,• <^ , / = 1 ,2 ,

et p^ (^) = u, (x) - fu, d^ = fu^ dv^ , e réel > 0.

Il suffit de montrer que w^ > 0 pour tout e > 0 ; sinon, elle
atteindrait un minimum négatif (et fini) en un point z G a? où ^
est finie et non sur Qœ car u/i prolongée par semi-continuité inférieure
est > 0 sur 9ûj.
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En ce point-là, on aura, d'une part,

r,w^ = r\(^ -îî^'f+ep^) = r^,-H^-/ +eu^ >
r\i;i -H^-^i^ - w^'f > o

car Fi H^ = r'i H^ = H^ (11.1.) dans l'espace a;,

—— FI^OC) = L ^ p ' î ' ( x ) =1 , Vx G u ; d'autre part,
U^\X) PI

H^ (z) étant un minimum relatif, on a, pour tout y G (un voisinage)
5^ C 6^ C a;, w^ ( z ) < w^ (^), et, puisque on peut se ramener au

cas où les constantes sont 96 ^-harmoniques, w (z) < w d ^ ' ,

Va;' = co^ G^ç» cû'c ^z' contredisant le fait que F w (z) > 0.
[En effet, comme il existe h^ G 36^ (U^), A ^ > 0 (axiome III (b)),
on peut raisonner sur les quotients des fonctions considérées par h .

w v\ ïV^^ eu^On considère la fonction —1- = — — —1— + —1-. On veut que
w h! ^1 ^1 AI
— > 0. Sinon, etc. comme ci-dessus. Mais,
h!

,>)-/^y , ^^-^.^
»l•m• ""'—7..̂ —-J—W /-^ )

J z U z

=^Y^(Z)<Q

avec JLI^' == ——— (A, d^'), /* rf^' = 1. Contradiction ! D'où,
w, "ï00

—>0etw. >0].
^i

COROLLAIRE 11.4. - Soit (A, ,h^)G.&^ (U), U G U ^tors /es
conditions suivantes sont équivalentes :

( i) (h^, h^)est biharmonique dans U.

(ii) h^ est une fonction 9e ̂ -harmonique et F A = F'h. = A,
dans U.
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Démonstration. — C'est une conséquence immédiate de 11.3.

Remarque 11.5. — (1) Dans le cas particulier des couples du type
0^,0), les 11.3., 11.4. donnent des caractérisations respectives dans
l'espace harmonique (î2 , 96 ^ ).

(2) Par analogie avec le cas classique [14], une fonction v s.c.i. >—oo
dans U €: ̂  telle que F^ i;(*) est une fonction 96 ̂ -hyperharmonique
dans U (11.3.) est dite fonction hyperharmonique d'ordre 2 ; de même,
une fonction h € C^(U) telle que 1̂  h est une fonction 9€^ -harmonique
>0 dans U(11.4.) est dite fonction biharmonique complètement
surharmonique.

Dans la remarque 11.5. (2), on a observé quelques liens entre la
théorie axiomatique et la théorie classique [14]. Dans cette optique,
on établira ci-dessous quelques résultats.

LEMME 11.6. — Soient v^ une fonction 9Ç. ̂ -hyperharmonique.
> 0 dans SI et l'ensemble

\ = {w! 1 ^ 1 >0 et (w! ̂ 2) ^+9e*(")}.
Alors la fonction v^ = inf E € Ey et c'est le plus petit élément de

^2-

Démonstration. — On remarque d'abord que Ey^ ^ 0 car
( 4'00, ^2) E +3e*(îî). Ensuite, il est facile de voir que v^ G Ey^
(partie III) et, par construction, i;i est le plus petit élément de Ey .

Maintenant, on peut poser la :

DEFINITION 11.7. — Etant donné v^ une fonction 36 ̂ -hyper-
harmonique > 0 dans î2, on appelle fonction hyperharmonique pure
d'ordre 2 (associée à v^ dans Sî) le plus petit v^ > 0 tel que ( y ^ , v^ ) G
^9e*(S2).

Soit U G U^ On sait (théorème 6.9) qu'il existe (^i, u^) G 9€(V)
avec Uj> 0, j = 1,2. Prenons ex; E ^ç, û C U. La fonction

^ (x) = / ^2 ûf^

(*) On fait la convention : °° - 0 0 = 0 0 -
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est un 3€ -potentiel dans a; (6.15) strictement surharmonique. Par
rapport à ce potentiel on considère le noyau V^ , V^ 1 = p^ , et l'opé-
rateur de Dynkin associé L^.

LEMME 11.8. — Soit v^ la fonction hyperharmonique pure d'ordre
2 associée à une fonction v^ G +H€^ (Î2). Alors pour tout cj ouvert
SÇ, -régulier et tout x E a?, on a :

v, (x) = f v, djL^ + V^ ^(x) (*) (®)1 ^ l x U^

Démonstration. — Soit c^ un ouvert 3€^-régulier. On montrera
d'abord que le couple (^1,^2 )? où

( inf ( / v,d^ 4- V^ ^(x^v^x))^ e a;
^ 0 0 = u2 et^=.,

1 (^(x) , xECa; dansî2-

est 36-hyperharmonique > (0,0) dans Sî.
On sait qu'il existe une suite croissante (p^, p^ ) de ^-potentiels

finis continus dans S2 telle que lim p*? (x) = v, (x)J = 1 , 2 (théorème

7.8.). En remplaçant dans le second membre de l'égalité (®) v^, v^ par
p ^ , p^ respectivement et en notant par f[ la nouvelle expression,
on aura r" = h" + ç" où A" est une fonction 9€ ^ -harmonique > 0
et q" est un 9€ -potentiel fini continu (dans ûj). Comme Fi^ i > v^
et I\ ̂  = p ^ , il s'ensuit que F^ (i;i - r^[) > v^ - p^>0 d'où
v^ -r\^ ^(ùj)(ll3.).

D'autre part, puisque

(v, -r^) + q\ = v, -h^ > 0,

on a i; > r" V '2 e N, car q^ est un 9€ ^-potentiel ; cette inégalité
étant conservée à la limite lorsque n -^ °°, on a

w, (x) = f l;! ̂ ï + v(^ vl (Jc)» Vx € oj.
v!
u/!

1 ,/ l X - H

(*) En fait, il s'agit des restrictions à cj de u^ , v^.
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On remarque que (wi, w^ )^ G ^e*(a;) ; ensuite, comme

lim inf w^ (x) > v (z), V z G ô c û ,
tt? 3^-»-2

on a, grâce à la proposition 1.21., (^ , w^ ) G .^(ft). Par conséquent,
v^ = î^ dans S2. D'où le résultat. (On remarque que la conclusion du
lemme précédent ne dépend pas du choix du couple (u , u ).)

THEOREME 11.9. - Soit v^ comme dans le lemme 11.8. Si v
est ge ^ -surharmonique et v^ finie continue dans Î2, alors on aura :

^1 vl = v! ^ans ^'

c'est-à-dire v^ est une fonction hyperharmonique d'ordre 2.

Démonstration. - Soit un point x G Sî et cj un voisinage 96 ̂

régulier de x ; comme f v^ dfi^ G ̂ i (a;), alors grâce au lemme 11.8.

on a : F^ v^ (x) = ^ (x).
(Grâce à l'égalité (©) du lemme 11.8., on voit aussi que v^ est finie

continue dans î2).

THEOREME 11.10. - Soit v^ une fonction finie continue > 0 dans
Sî majorée par un 3€ ^-potentiel p^ et v^ une fonction finie > 0 dans
S2. Si r^ i^ = t^ dans SI, alors v^ est la fonction hyperharmonique
pure d'ordre 2 associée à v^.

Démonstration. - Comme F^ > F^^, on a, (théorème 11.3.),
r! v! == ^'lv! := V2 dans n (dîoù l'existence de la limite ; voir la défi-
nition des opérateurs r\, T\). Considérons w^ G Ey . Grâce au théo-
rème 11.3., en tout point x G Î2 où v^ (x) est finie on aura

I\ (H^ - ̂ ) = I\ w, - r^, > v^ - v^ == 0.

Alors, grâce à 11.5.0), vi^ - v^ E ge^ïï). D'autre part, à cause
de l'hypothèse, v^ - i^ 4- p^ > 0. Par conséquent, (vu la définition
d'un 36^-potentiel), w^ - v^ > 0 ou v^ < w^ (et cela est vrai pour
toutvi^ G Ey^). Enfin, la définition 11.7. nous permet de conclure.
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PARTIE XII

APPLICATIONS DE LA THEORIE

Pour chaque / = 1,2, L. désignera un opérateur différentiel li-
néaire du second ordre elliptique (*) ou parabolique (**) (même son
adjoint sous des conditions de régularité convenables) défini dans
S2 = R'", m > 2. Supposons que les coefficients des L , L sont
respectivement de classe C^ (Î2), C\^ (SI) avec aussi c. < 0 (7 = 1,2).

DEFINITION 12.1. - Le couple (^ , /^)E ê(U), U e "IL, est
dit régulier (dans U) si h. est régulière par rapport à Ly (/ =1 ,2)
c'est-à-dire suffisamment continûment dérivable permettant d'avoir

^ h^ E C(U).

On note par 9C(U) l'ensemble des couples réguliers (h , h.)
qui sont solutions (classiques) de

L^ = - /^ , L^ ̂  = 0 dans U (1)

[Les conditions de régularité imposées aux coefficients nous
permettent en fait de considérer aussi l'équation (L^L, ) /^ = 0.]

THEOREME 12.2. — (î2,96) est un espace biharmonique.

Démonstration. — Procédons par étapes :

m ô2 m 3
„ (+) A- : ̂ jli û^ (x) Qx^. ^S bi(x) bx] + c(x) avec ^ = a^ et

2 afj(x) Ç,^. > 0 dans Î2 pour tout vecteur non nul (^,. . . , Ç^) G R'" et

toutx = Ocp . . . x^) e R^".

ô w -1

(**) B^ : = A^_^ - ̂ -, avec a,y = .̂, et^ 2^ a^) ̂  > T? > 0 pour

tout vecteur ^ = (îp . . , S^_i) e R^, ,|̂ | = 1, V^ e Î2.
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1) Axiome I. - 36 : U ->96 (U), constitue un faisceau de
couples compatibles ; de plus, la linéarité des opérateurs L^ , L^ nous
assure que S^C (U) est un sous-espace vectoriel de C (U) x C (U).

2) Axiome II. - On peut trouver une base d'ouverts 9€ -réguliers
formée, par exemple, d'ensembles œ "très réguliers" ([5], p. 292)(*).
Soit alors un tel a;. Grâce à ([9], p. 71, 72, 74, 87), on peut résoudre
le problème de Riquier pour (1) avec (^ ,/^) E C(ôcj) x C(Scj).
En ^fet, 4 ̂  = 0 dans c<;,

lim h ^ ( x ) = f ^ ( y ) , V ^ G ô o j ,
<A;3A:->J/

nous donne h., (x) = H^ (x) = f f,, d\^ , \fx e ̂  ;

et LI Ai = - A, = - H/" dans co,

lim A i ( x ) = / i (y) , V^eôù) ,
(A^JC—^y

donne

^ 00 = H^ (x) ^ GÏ- H^ Cv) = //, rf^ 4-//, rf^,

où G^ est l'opérateur de Green [c'est l'opérateur linéaire positif
qui à tout / G C (<5) fait correspondre la solution u = G^ / G C (co)
de LI ^ = -/dans a;, ^ = 0 sur ôcù ([5], p. 294)].

On a donc, (h^, ̂ ) e 96 (o;). De plus, si ̂  > 0 on a ̂  > 0
et si (/i ,/2 ) > (0 , 0) alors A^ > 0.

3) Axiome III. - (a). - En effet, comme Cy < 0, on a toujours
la séparation forte au cas d'un opérateur parabolique ([10], p. 115)
et aussi pour le cas elliptique ([12], p. 562, 437 ; [l], p. 102, 141)
car les ouverts 3^-réguliers sont L^-réguliers (/ = 1, 2) et

(*) c'est-à-dire, u € u^ et tel que en tout point ^ G ôcj U existe une
sphère centrée en un point XQ, ne rencontrant G qu'au point x,, et

m

Z ^ (x^)(x[ - 4) o/i - ̂ ) > o.
»J= 1
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{fonctions L^-hyperharmoniques dans Î2} C 9€* (Î2) (/ = 1, 2).

b) En remarquant que, pour tout ouvert relativement compact,
il existe a? très régulier le contenant, on voit aussi que cette partie est
vérifiée ([10]).

4) Axiome IV. - (a), (b). Comme Ly est un opérateur elliptique
ou parabolique l'axiome de convergence dans les espaces harmoniques
correspondants est vérifié ([12], th. 34.1. et [10], p. 114).

THEOREME 12.3. -Pour tout couple ( v ^ , v ^ ) régulier dans
U G 'U, on a (dans U) :

L^ î  ^ — v^
(i) T ^ n ^ (Î1) (v! * ^2) e s t ^-surharmonique.L^ v^ < 0

Démonstration. — (i) =^ (ii). En effet, pour tout co ouvert très
régulier, on a v^ = H^ + G^ (- L^i) et, grâce à L^v^ < -v^,

v, > H^ + G^H^ car L,t;, < 0 ̂  ^ > H^

(voir, par exemple, prop. 34.1. [12]) ; comme les ensembles très ré-
guliers forment une base (fi, alors le couple ( v ^ , v ^ ) est (fS-3€-
surharmonique, d'où, (1.17), aussi 9€ -surharmonique.

(ii) =^ (i). - Soit un point XQ E U où L^ ̂  (x^) > - ̂  (x^)
et soit e > 0 assez petit tel que L^ v^ (xo) > - (^ (x^) - e).
Grâce à la continuité, on a, dans un voisinage a = a Ça C Uo "^o ?

L^ > - (i^ - e). D'autre part, H^ (x^) -> v^ (XQ) quand a)
ouvert 3^-régulier \ X o , c'est-à-dire, étant donné e > 0 il existe un
voisinage 9^-régulier j3 = ̂  C fi.. C U tel queo o
^i ^o) - e < H^ Cvo) < î;, (^o) + e ;

donc, grâce à la continuité, il existe un voisinage !S€ -régulier (de XQ^

œ C ̂  C a H p où v^ - e <H^ <v^ +e .

Mais Hf^ < H^ dans û;' ([2c], p. 46) ; par conséquent, dans a;',
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i'2 - € < H^ < H^. On a alors (dans ù/) :

v, == H^ + G^ (- L, i;,) < H^ + G^ - 6) < H,-/ + GÏ'H^.

Contradiction ! On aboutit aussi à une contradiction si, en un point
XQ E U, on a L^ ̂  (^o) > °-

Maintenant, on va donner des exemples d'espaces biharmoniques
forts.

Pour cela, on étudie la validité de l'axiome III' (a) [la partie (b)
étant la même que dans l'axiome III].

1) Pour chaque / == 1, 2, Ly sera soit le laplacien A^ soit l'opé-

rateur de la chaleur, c'est-à-dire A^ - ,—. [Compte tenu des

11.7., 11.10., on verra que la validité (globale) de l'axiome IlF (a)
dépend de la dimension de l'espace].

i) H (/ = 1, 2) est l'opérateur de la chaleur dans R'" (m > 2).
Le couple (^ , î^) = (^w ,6^) est strictement ^e-surharmonique,
continu (positif) car

Li^ = -^ <0 , L^ <0.

Grâce à 5.17., l'axiome III' (a) est vérifié.

ii) L .̂ ( 7 = 1,2) est le laplacien. Soit G le noyau newtonien
dans R^ (m > 2) et <p E C^Çî^) à support compact. La fonction Gp est
un potentiel "assez régulier" (G C^) et borné ([3], p. 31 • [11]
p. 184).

Pour que l'intégrale G (G^) soit convergente, on doit avoir
m-2+m-2>m, c'est-à-dire m > 4.

Alors le couple ( p ^ p ^ ) = (Gp^ , G^p) est un ^-potentiel et
l'axiome III' (a) est vérifié.

iii) LI est le laplacien, L^ l'opérateur de la chaleur (ou vice-
versa).

Soit Gy les noyaux dans R'71 (w > 2) relatifs à L, (/ = 1, 2) et
(^ŒC^R'71) à support compact.

La fonction G^ est un potentiel G C^ et borné ([3], p. 31).
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On va démontrer que G^ • G^ * <^ est finie continue seulement
si m > 3. Pour cela, il suffit de montrer que N = G^ * G^ E L^.
[On voit qu'en prenant N, finies continues convergeant vers N dans
LiQç, on a N, * (p -^ N * \p localement uniformément].

Maintenant, on note x = X{||^|KI} et on considère

G^G, = G^ x * G, x+01X^(1 - X ) + G ^ ( 1 -x )*G,x+

+G, (1 -x )*G, ( l -x).

Ensuite, on examine le second membre :
Le premier terme € L1. Le second et le troisième sont finis continus.
[En fait, on remarque que, s i / G L^ et g E L1 avec suppg compact,
alors / * g est finie continue]. Par des calculs directs, on peut voir
que le quatrième terme est localement borné (continu) pour m > 3 ;
(pour m = 3, il est égal à + °°)(*). D'où le résultat.

On trouve donc pour x G R^ (m > 3) un ffC-potentiel (p^ , p ^ )
telque^.Oc) > 0, / = 1,2.

Passons à présent au cas des opérateurs elliptiques ou parabo-
liques généraux (m > 2).

2) Supposons, d'abord, que, pour l'opérateur L^, c^ < o^ < 0
dans î2, où o^ est une constante, et pour L^, s'il est elliptique, qu'il
existe x G S2 où c^ (x) < 0 ([12], p. 562) ; [s'il est parabolique, pour
u^ = exm on a L^u^ = (c^ — 1) exm < 0]. Alors, on peut toujours
trouver u^, fonction strictement L^-surharmonique, positive, continue
et bornée ([2c],[ 12]).

Considérons maintenant une constante v^ > 0.

On aura : — L^ v^ = — Ci v^ > — c^ v^ = j3^ > 0

et, pour k > 0 convenable,

— L^ i^ > t;^ avec v^ = ku^ < j3^.

Comme
v,(x)>fv,d^+fv^d^ , v^x)>fv^d\^,

(*)P. Sjôgren m'a aidé à passer du cas m > 5 au cas m > 3.
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alors l'axiome III' (a) est vérifié grâce à 5.17.

3) Examinons le cas où c, ^ 0 (/ = 1, 2).
Dans un ouvert relativement compact U (^<t>), on voit que les

fonctions de la forme (u^ , u^) = (- ̂ 1 , - ̂ 1), pour a, j3 > 0
assez grands, satisfont à : — L^u^ > u^ , — L^ u^ > 0, car — e xl

est bornée sur U.

[_ ̂  < _ e^1 < - M^ , - m^ < - e^1 < - M^ ,

sur U, où my , My > 0 ,/ = 1, 2].
Par conséquent, (u^ , u^) est un couple S^-surharmonique dans

U. Comme, de plus, la constante 1 est L-surharmonique et

^ = ̂  - ̂ 1 > o, ^ = m^ - ̂ 1 > 0,

alors : — LI v^ > v^ , — L^ ̂  > 0,

où i;^ = fei;2 , k > 0 convenable,et v. > 0 (/ = 1, 2).

[En effet, L^ M ^ (^) = — ae^1 (w^ (x) 4- é^ (x)) et, pour
$ ̂  0, on a

I û,, (x) S,f, > 0, d'où a,,(x)>0, VxGÎ2 .

Comme û^ , b^ G C ,̂ en prenant a assez grand, on a :

^11 + &! > e>o

dans U. Par conséquent, — L^ > ô > 0 et, puisque u^ < 0,
— L^ M ^ > ̂  dans U.

De même, avec fS assez grand, on a :

- L^ î^î > - L^î > 0 et - L^ (Â^) = - L^ ̂  > 0.

Comme — m^ < u^ < — M^, alors 0 < m^ + ^^ = u^ < m^ — M^.
v\ étant bornée > 0, pour k > 0 convenable on a i^ == kv^ < ô ;
d'où — L^i > i^].

Alors, grâce à 5.17., on voit que l'axiome III7 (a) est vérifié dans U.
4) Cas général : Cj est de signe quelconque (/ = 1, 2).
On peut se ramener au cas où dans un voisinage de x E Î2 on a

Cj < 6 < 0 ([5], [12]); par conséquent, l'axiome III' (a) est satisfait
localement.
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Errata

Ann. Inst. Fourier, 25, 1 (1975), 35-97.
p. 41, ligne 12 lire : . . . . . . . . . . et on établit des inégalités du type
p. 82, ligne 13 lire: aussi au lieu de : d'où
p. 82, ligne 14 lire : (1) . . . . . . . ; ou q^(x) < p ^ ( x ) et q ^ ( y ) < p ^ ( y )
p. 83, ligne 12 lire : (3) . . . . . . . ; ou w^(x)< p^(x) et w^(z)<p^(z)
p. 91, ligne 12 lire : x E a; au lieu de : x G ^
p. 97 , ajouter
[16] E.P. SMYRNELIS, Axiomatique d'un problème de Dirichlet dans

les espaces biharmoniques, C.R. Acad. Se. Paris, 274, série A,
1972, p. 1897-1900.
(p. 1898, lignes 11, 23 ; supprimer respectivement : S^,
(",^2)).
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