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SOLUTIONS ANALYTIQUES
DES EQUATIONS INVARIANTES
SUR UN GROUPE COMPACT
OU COMPLEXE REDUCTIF

par André CEREZO

Ce travail se compose de deux parties. La premiére est paralléle
et complémentaire a I’article [1], dont elle reprend a peu prés les no-
tations : on y donnait une caractérisation ‘‘algébrique” (portant sur
les coefficients de Fourier) des opérateurs différentiels linéaires in-
variants a gauche sur un groupe de Lie compact (ou un espace homo-
géne) qui possédent certaines propriétés de résolution “différentiable’ :
surjectivité dans C™ ou @', existence d’une solution élémentaire distri-
bution, etc. De méme on donne ici une condition du méme type carac-
térisant les propriétés de surjectivité dans I’espace des fonctions ana-
lytiques, ou d’existence d’une solution élémentaire hyperfonction
(théoréme 6). Comme dans le cas différentiable, une condition plus
faible caractérise encore les opérateurs a indice, ou ayant une para-
métrix (théoréme 8). De nouveau des phénoménes arithmétiques ap-
paraissent, mais plus faiblement.

La seconde partie traite des équations différentielles invariantes
sur un groupe de Lie complexe réductif, dans I’espace des fonctions
holomorphes. L’idée est de se ramener a une équation sur le sous-
groupe compact maximal (donc a un probléme analogue au probléme
précédent), et ceci au moyen d’un ‘“développement de Laurent” des
fonctions holomorphes. On peut ainsi caractériser les opérateurs dif-
férentiels invariants qui sont surjectifs, ou d’indice fini, dans cet espace
(théoréme 14).
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PREMIERE PARTIE

1. Rappels et notations.

K est un groupe de Lie compact connexe, dk sa mesure de Haar
de masse 1, K I’ensemble des classes d’équivalence des représentations
irréductibles de K (de dimension finie) dans des espaces hilbertiens ;
de chaque classe de K on choisit un représentant unitaire M, représen-
tation de K dans I’espace H(M) de dimension d(M). L2(K , dk) est la
somme directe hilbertienne des sous-espaces vectoriels des coefficients
des représentations de K : si fEL*(K,dk), soit

fm) = f f)M*(k)dk (MEK ;MM* = M*M =id) (1)
K
sa transformée de Fourier. On a une formule de Plancherel

A= 3 dMIlf M (AR = or AA*) ()

MEK

et, si f est C”, une formule d’inversion

fky=3% dM) tr[f(M)M(k)] . (voir [5], Ch. V) 3)

MekK

On identifie I’algébre de Lie t de K a celle des champs de vecteurs
invariants 4 gauche sur K, et donc l'algébre D(K) des opérateurs dif-
férentiels linéaires invariants a gauche sur K a coefficients complexes
a l'algébre enveloppante complexifiée de £. Le centre Z(K) de D(K)
est formé des opérateurs bi-invariants sur K (c’est-a-dire invariants a
droite et a gauche). On note encore M la représentation de D(K) dans
H(M) associée a M, et on a :

—siXEE, X7M) = XM(1) F(M) = M(X) (M), pour f € C(K).

—si{X,,...,X,} est une base de t et si
P=3a¢,X*=%a, . X' ..X
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appartient a D (K),

B = Ta, | o M) MX,)™ FOD

=M®P) f(M), pour fEC(K).

Les opérateurs M(P) sont scalaires pour tout M € K si et seulement si
Pe Z(K).

t est la somme directe de son centre 3 et de ’algébre semi-simple
compacte £' = [¥, €], dont on note I' lopérateur de Casimir. Si
{X,,..., X} est une base de 3, opérateur
2

§
A=A4A,+T, avec A3=—2
j=1

X

est un opérateur elliptique auto-adjoint de degré 2, bi-invariant sur K ;
on note § M) (M € K) les scalaires positifs définis par

M(A) = (3(M))? idyy (MEK) .

On rappelle la caractérisation donnée dans [1] (proposition 5,
p. 567) des fonctions C” et des distributions sur K par leur coefficients
de Fourier : la formule

(T,fY= % dM) r[TM) fM)] (TER'(K), fEC(K))

Mek

permet de définir par dualité les coefficients de Fourier T(M) Me K)
d’une distribution T sur K ; ce sont encore des opérateurs continus
dans HM), et pour qu’une famille (a(M)) (M € K) d’opérateurs continus
dans H(M) soit la famille des coefficients de Fourier d’une fonction
indéfiniment différentiable (resp. d’une distribution) sur K, il faut et
il suffit que

C

NEN 3IC>0 VMEK M < ———
v la®D Il < TS

(resp. ANEN, C>0 VMEK [flaMll<CU + s§MY) ).

En fait, les conditions énoncées dans [1] sont 1égérement différentes,
mais leur équivalence avec celles-ci résulte facilement du lemme 3 de
[1], p. 565.
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Enfin on a montré dans [1] (théoréme I, p. 568) qu’une condition
nécessaire et suffisante pour que P € D(K) soit surjectif dans C”(K)
est que

ANEN, C>0 VMEK [IM@)'II<CcA+sMYN . @

2. Caractérisation de & (K) et @3 (K).

LEmMME 1. — Soit (ap) (p €EN") une famille de nombres positifs.
Les conditions suivantes sont équivalentes :

) 3p€(0,1[), C>0, VpEN a,<Cp”

i) 3A>0 VgeEN —{0} Y p,<Alq!
peN’

Preuve. — Introduisons la condition

iii) 3JA>0 VgEN —{0} VOER" » (ip)"apeip<

peN’
<A'Yqr .
ii) = iii) trivialement.
i) = ii) : Notons € le multi-indice (1 ,...,1). On a
. | a
Soper< X LI, (2) 5 e
peN’ peN” P! 9p peN’
(2 £
ap’ (1 —-pF (1-p)*e
Donc i) implique
1 (7%
Z p"ap<C( ) q! , dou ii).
peN’ l‘_p

iii) = 1) : La condition iii) exprime que la fonction

f0)=Y a,er’

peN’
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est analytique (réelle) sur le tore T'. Mais la série entiére 2 a,z?

peN’
définit alors une fonction de r variables complexes holomorphe dans
un voisinage du polydisque unité, ce qu’exprime précisément la
condition i). ®

Remarque 2. — On utilisera les conditions i) et ii) du lemme 1
sous les formes suivantes, visiblement équivalentes :

iy 3p€]0,1[,C>0, VpEN" aP<Cp"’I

ii') IA>0 VgEN {0} ¥ (1 +1p)*a, <A* QN

pEN’

Remarque 3. — Soit s la dimension de 3, K' un groupe compact
semi-simple simplement connexe d’algébre £ = [, €], et ¢ le rang de
K'. Le revétement universel de K est isomorphe au produit direct
R® x K', et ses représentations irréductibles sont les produits tensoriels
d’une représentation irréductible de K' par une représentation irré-
ductible de R® ([5], p. 66). Celles de K' sont paramétrées a isomor-
phisme prés par les points d’un réseau isomorphe a N* (le réseau des
poids dominants, voir [4], exposé 17), et celles de R® par R®. Comme
K est un quotient compact de R® x K’ par un sous-groupe distingué
discret, K est donc paramétré par les points d’un réseau discret de
R’ x N’, dont la projection sur R’ est isomorphe a Z° et la projection
sur N? est N’. On en déduit une bijection de K sur une partie de Z°**,
pour laquelle les coefficients de Fourier (§(M))? de I'opérateur A du
§ 1 sont polyndmiaux (de degré 2) : c’est déja vrai des coefficients de
A pour toutes les représentations de R® x K', puisque A = — £ X,.2 + T,
et que les coefficients de Fourier de I sont les valeurs d’'un polynome

de degré 2 sur les poids dominants. Il en est de méme de la dimension
d(M) de HM).

On note @(K) I’espace des fonctions analytiques sur K muni de
sa topologie habituelle d’espace de Fréchet-Schwartz (limite inductive
des espaces de fonctions holomorphes dans les voisinages complexes
de K). Pour p€1]0,1[, on note (ftp (K) Tl’espace des familles (a(M))
d’opérateurs continus dans H(M) telles que

sup lllaM) Il p= 8™ < oo |
MeK
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muni de la norme écrite, et on pose

AK) = lim & (K).

pE]O,1] -

PROPOSITION 4. — La transformation de Fourier est un isomor-
phisme de A(K) sur A(K).

Preuve. — Dés que f € C”(K), sa transformée de Fourier ( f(M))
Me K) est définie par (1), et cette transformation est bijective de
C*(K) sur I’espace des familles ( f (M)) “a décroissance rapide” (voir
la fin du § 1). De plus f est analytique au voisinage d’un point Kk, € K
si et seulement si on a des majorations de ses dérivées uniformes dans
un voisinage V de k, :

3A,, >0, VaEN" —{0}, VAEV
IX* fR) I < AR o

ou l'on note encore {X,,...,X,} une base de £. Comme K est
compact, ces majorations équivalent a4 une majoration uniforme :

JA>0, VaEN' — {0}, VKEK 5)
X k)| <A®at .

De plus, et toujours griace a la compacité de K, on obtient un systéme
d’inégalités équivalent en remplagant sup [X* f(k)| = I X* f IIL..(K)
k€K

« .
par || X fIILz(K) :

3A >0, VaeN' —{0}, VkEK

1 X* £l <Aal .

L2(K)

Comme une puissance de l'opérateur elliptique A domine tout opé-
rateur invariant a gauche (cf. [1], p. 565), on peut se contenter des
inégalités

3A>0, VgEN —{0} 1A7fI2, <A™op1?

On obtient alors, par la formule de Plancherel (2) :
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IA>0,VgEN {0} ¥ dM M Il fFMII> <A@ !* .
MeR (6)

Comme 1 <dM) < C(1 + 8(M)*®) pour certains C >0, b EN (cf.
la remarque sur la mesure de Dirac de [1], p. 567) ; il résulte du
lemme 1, de la remarque 2, et de la remarque 3, que les inégalités (6),
de la forme (ii'), sont équivalentes aux inégalités suivantes, de la
forme (i') :

3p€10,1[ ,C>0, YMEK I fMII<Cp®™ . (7)

Donc la transformation de Fourier est une bijection de X (K) sur
@(K). De plus, d’aprés la démonstration du lemme 1, il est clair que
si f vérifie (7) avec la constante p, elle vérifie (6) avec une constante
A de lordre de (1 — p)7 !, et réciproquement ; comme @ (K) est la
limite inductive des espaces de fonctions vérifiant (5) pour une cons-
tante A donnée, la bicontinuité de la transformation de Fourier en
résulte. ®

Par la formule de dualité

(T,fY= 3% dM) r[TM) fMD]

MeK

on identifie le dual de a.(K) a I’'espace (de Fréchet-Schwartz) GB(K)
des familles (T(M)) (M € K) & opérateurs continus dans H(M) telles
que

VA>13C>0VMER [ITM I < CANM | (8)

Comme K est compact, I'’espace @B(K) des hyperfonctions sur K
s’identifie canoniquement au dual de &(K) (cf. [3], th. 121, p. 58) ;
d’ol une définition naturelle des coefficients de Fourier d’une hyper-
fonction T sur K, et la proposition évidente suivante :

PROPOSITION 5. — La transformation de Fourier est un isomor-
phisme de B(K) sur 63(K).

Remarque. — Un opérateur P € D(K) est, bien sar, continu de
@ (K) dans A(K) et de G3(K) dans 3(K), et on a encore, pour T € B3(K) :

PT(M) = M(P) T(M) .
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3. Existence de solutions analytiques.

Une équation sur K du type Pf =g, ou PED(K) et f, g€ UK)
(resp. B(K)), équivaut, d’aprés les propositions 4 et 5, a la famille
d’équations

M(P) (M) = g(M)
ou les familles (f(M)) et (M) (M € K) vérifiant la condition @)
(resp. (8)).

THEOREME 6. — Soit P un opérateur différentiel linéaire invariant
a gauche sur un groupe de Lie compact connexe K. Les conditions
sont équivalentes :

a) P@(K) D &(K)

b) PA(K) = &A(K)

c) P est un isomorphisme de QA(K)

d) P a une solution élémentaire hyperfonction sur K
e) PRXK) = B3(K)

f) P est un isomorphisme de B(K)

g) Les coefficients de Fourier M(P) (M € K) de P sont inversibles
et ‘
VA>13C>0VMEK [IMP) I <CN™

h) Mémes propriétés pour le transport ‘P de P.

Preuve. — Comme “P = P, il suffit de montrer les implications
suivantes :
a) « b) ® ¢ = h)

|

g) = d) & e) & f)

a) = g) : Par hypothése, pour toute f € & (K), il existe T € @3 (K)
telle que ) ) ) '
VMeK M®P)TM) =fM) .



SOLUTIONS ANALYTIQUES DES EQUATIONS INVARIANTES 257

D’abord ceci implique que les M(P) sont inversibles, puisque le second
membre est I'identité si ’on prend f = d(M) &r M(.). Supposons g)
faux : il existeA)\ > 1 et une suite M,(p €N) tendant vers linfini
dans le réseau K telle que
- (M)
VPEN IM®) ' I>N"7
Soit A’ € ]1,X[. D’aprés la proposition 4, on définit une fonction
f € A(K) en posant
R —8(M,)
M)=2A p
fM,) )

f(M) =0 si M n’est pas dans la suite.

- idy

L’unique solution T € B(K) de I’équation PT = f aurait alors pour
coefficients de Fourier

M) = 2" M ey

T(M) =0 si M n’est pas dans la suite.

Mais ceci implique
5(M

. ,~5(M,) _ A
it =" et > (55)

p)

ce qui contredit (8).

g) = d) : Les coefficients de Fourier de la mesure de Dirac 6
de K sont )
dM) = idy oy MEK).

Donc P a une solution élémentaire hyperfonction sur K, c’est-a-dire
une solution de I’équation PE = §, si et seulement si la famille des

EM)=MP)"' MEK)

est la transformée de Fourier d’une hyperfonction sur K, ce qu’exprime
précisément la condition g), d’aprés la proposition 5.

d) = b) par convolution a droite par la solution élémentaire.
b) = a) trivialement.

d) « e) : d) implique e) par convolution a droite par la solution
élémentaire, et la réciproque est triviale.
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e) « f): Il suffit de montrer que e) implique f). Mais on sait
déja que e) implique g) ; donc P, qui est surjectif dans G¥(K), est aussi
injectif, puisque tous les M(P) sont inversibles. De plus son inverse,
transporté par I’isomorphisme de la proposition 5, est la multiplication
a gauche par la famille (M(P)™'), et c’est un opérateur continu dans
@B(K) d’aprés g).

b) # ¢) par un raisonnement analogue au précédent.

c) = h) : Si P est un isomorphisme de & (K), son transposé ‘P
est un isomorphisme de 03(K), donc satisfait a ), et par suite a toutes
les autres conditions. ®

CorOLLAIRE 7. — Soit P € D(K). Si PC*(K) = C°(K), alors
Pa(K) = &(K).

Preuve. — Visiblement (4) implique la condition g) du théoréme 6.
Le corollaire résulte donc de ce théoréme et du théoréme I de [1].®

4. Paramétrix, indice, hypoellipticité.

Une paramétrix de P € D(K) est une hyperfonction E € B(K)
telle que PE — 6 € A(K). L’indice d’'un endomorphisme est la codi-
mension de son image diminuée de la dimension de son noyau : il n’est
défini que si 'une des deux est finie. Enfin on dira que P est globa-
lement hypoelliptique analytique si

VTE®BRK) PTeQK) = Te€ AK) .

THEOREME 8. — Soient K et P comme dans le théoréme 6. Les
conditions suivantes sont équivalentes :

a) P a une paramétrix sur K

b) P est d’indice fini dans G3(K)
c) P est d’indice zéro dans B3(K)
d) P est d’indice fini dans Q(K)
e) P est d’indice zéro dans A(K)



SOLUTIONS ANALYTIQUES DES EQUATIONS INVARIANTES 259

f) P est globalement hypoelliptique analytique dans K

g) Il existe une partie finie F de K telle que les coefficients de
Fourier M(P) de P soient inversibles pour tout M€ K — F, et

VA>13C>0 VMEK —F |IMP) || <C\NM

h) Mémes propriétés pour le transposé ‘P de P.

Preuve. — Si P vérifie g), en posant
EM)=M®P)"' pour MEK-F
E(M) =0 sinon

on définit, d’aprés la proposition 5, une hyperfonction E € B(K). De
plus

— 0 si MEK-F
PE - 6(M) =
—idyy sinon ,
donc PE — § = — Z d(M) tr M(.) est analytique sur K, et c’est dire
MEF

que E est une paramétrix de P.

D’autre part il est clair que le noyau de P, que ce soit dans Q(K)
ou dans @B(K), est I’espace H des fonctions analytiques f € X (K) dont
tous les coefficients de Fourier f(M) sont nuls pour M € K - F, et
telles que M(P) f(M) = 0 pour M €F. H est donc de dimension finie.
Soit L(M), pour M € F, un supplémentaire de I'image de la multipli-
cation par M(P) dans I’espace des opérateurs continus de H(M), et
L= MgF L(M). I est clair que L a méme dimension que H, et que

c’est un supplémentaire topologique de I'image de P dans @(K) comme
dans G3(K). Donc P est d’indice nul dans chacun de ces deux espaces.

Enfin si PT € d(K), avec T € B3(K), on a par la proposition 4 :
3p<1,C>0 VMEK [IMP)TM)|I <Cp*™

1
d’ou en appliquant g) avec 1 <A < —:
P

T I < M@ Il IMP) TM) Il pour MEK — F
< Gte (Ap)ﬁ (M)

ce qui montre que T € AUK).
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— Si M(P) n’est pas inversible pour toute une suite infinie (M )
(pEN) de K le noyau et le conoyau de P sont de dimension 1nfm1e
et il n’a pas d’indice.

De plus P n’est pas globalement hypoelliptique analytique, car
son noyau contient des hyperfonctions non analytiques : il suffit de
choisir une suite d’opérateurs A, dans H(M,) tels que

M,(P)A, =0 et A Il =1
pour que la famille
TM,) = A
TM) =0 si M n’est pas dans la suite,

vérifie (8) mais pas (7), autrement dit définisse une hyperfonction T
non analytique sur K, telle que PT = 0.
Enfin si P avait une paramétrix E € @3(K), c’est-a-dire si PE — &
était analytique, la suite des nombres
1M, (P) EM,) — idy gy, I
vérifierait (7), donc tendrait vers zéro, ce qui impliquerait que pour p
assez grand Mp P E(Mp) et donc Mp(P) soient inversibles.

— Si M(P) est inversible sauf sur une partie finie F de K mais
g) est faux, il existe A > 1 et une suite (M ) (p € N), tendant vers
Pinfini dans K — F, telle que

VpEN M@ ">
Les formules
TM,) =, M,(P)™" avec A, IM,(P)" 'l =
TM) =0 si M n’est pas dans la suite,

définissent une hyperfonction non analytique T sur K (propositions 4
et 5), et PT est analytique puisque
5(M,)
1 1 P
. — < (—) siM=M,
IMEP) T I = M, P)™ Il A

0 sinon.
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Donc P n’est pas globalement hypoelliptique analytique.

Le noyau de P (dans @(K) ou B(K)) est de dimension finie,
mais son image est fermée et son conoyau est de dimension infinie :
dans @(K) par exemple, un supplémentaire de 'image contient toutes
les fonctions f telles que

SMp) = X, idy )
f (M) =0 si M n’est pas dans la suite,

s(M 1
avee XM <n <M et <N <A<

Donc P est d’indice + oo.

Enfin si P avait une paramétrix E € 3(K), on aurait

PE — § = fEAK) ,
donc
VMEK M) EM) = idy .y, + F(M)

d’ou en particulier
EM,) = M,(P)"' + M,(P)"! f(M,)) .
Comme f € A(K), il existe p <1 et C> 0 tels que
VMER /M) Il < Cp*™

d’ou
IEM) Il = 1M, P~ Il — WM, @)~ Il A, i
> )\ts(M,,)(1 _ Cps(Mp))
1
> 5 2 M) pour p assez grand, ce qui

contredit (8).

— On a donc montré I’équivalence des conditions a) a g) de
I’énoncé. Comme les conditions b) et d) par exemple s’échangent par
transposition, 1’équivalence de h) s’en déduit. ®

Remarque. — De méme que le théoréme 6 était I’analogue
“analytique” du théoréme “‘différentiable” I de [1], le théoréme 8 est
I’analogue du théoréme II de [1], ce dernier ne traitait que I’hypoel-
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lipticité globale, mais on pourrait aisément en compléter ’énoncé :
I’existence d’une paramétrix (distribution) ou d’indices finis dans
C*(K) ou ®'(K), ou d’indices nuls, est encore équivalente a I’hypoel-
lipticité globale (différentiable).

5. Exemples.

A) L’opérateur A du § 1 dont les coefficients de Fourier nous
ont fourni une mesure de croissance vérifie évidlemment les conditions
équivalentes du théoréme 8. En particulier si K est semi-simple,
A =T est Popérateur de Casimir. Donc I' — A vérifie toujours les
conditions du théoréme 8, pour A € C, et il vérifie celles du théoréme 6
si et seulement si pour tout M € K, MT —-MN#0;

COROLLAIRE 9. — L’opérateur de Casimir I" d’un groupe compact
semi-simple K a une paramétrix et est d’indice nul dans Q(K) et
B(K).

L’opérateur T' — X (A € C) est un isomorphisme de A(K) et de
@B(K) si et seulement s’il est injectif.

B) Explicitons dans le cas du tore T” = R"/Z” les conditions g)
des théorémes 6 et 8. Dans les coordonnées canoniques (6, ,...,0,),
tout opérateur P € D(T") est un polyndme a coefficients complexes

1 9 1 9 ) _p 1 0 )
i 36, i a6, i 96

Les représentations irréductibles de T” sont ses caractéres, et les condi-

tions g) des théorémes 6 et 8 s’écrivent :

Pour tout A > 1, il existe C > 0 tel que pour tout kK € Z" (ou
pour tout kK € Z" sauf un nombre fini)

1
IPQmk)|

1kl

— Sin = 1, la condition de croissance est triviale, et les conditions
du théoréme 8 sont toujours vraies, tandis que celles du théoréme 6
le sont si et seulement si P est injectif.
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— Sin > 1, la condition g) fait intervenir des propriétés arithmé-
tiques des coefficients de P, plus faibles cependant que dans le cas
différentiable : Pour le montrer, nous reprenons I’exemple de [1],
p. 570 : sur le tore T2, on pose

p-L 0«0, ER, et P, =P
=———— — 4+ 71, avec « , € = - 7.
Yoiee, i 09, @

Il est facile de vérifier a I'aide des théorémes 6 et 8, en explicitant la
condition g) dans ces deux cas particuliers, que :

. . p .
— si « est rationnel, ¢ = —, p et q premiers entre eux, alors
q

P, n’a jamais d’indice (fini ou non) ni de paramétrix, et P, non plus
si g est pair ; mais si ¢ est impair P, est un isomorphisme de (I et @3,
Cet®'.

— si o est irrationnel algébrique, P, est un isomorphisme de
C°, ®', & et @, tandis que P, est d’indice nul dans chacun de ces
espaces.

= (= 1)
—si a= ) ( ) , P, reste un isomorphisme et P, reste
j=0 22’
d’indice nul dans & et @ ; mais P, et P, sont d’indice infini dans C*
et ®’, et sans paramétrix distribution.

, = (=1 . <
—si = ——, ou si a= Y
j=0 o2 j=0

(— 1)

v ())

oG+ 1= 2“’(”, P, et P, n’ont d’indice fini ni de paramétrix dans
aucun des espaces &, @3, C~, @'

avec ¢(0) =1 et
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DEUXIEME PARTIE

6. Groupes complexes réductifs.

Nous rappelons d’abord des résultats de [2], Ch. XVII, § 5.

Si G, est un groupe de Lie réel connexe, un complexifié universel
G de G, est la donnée d’un groupe de Lie complexe connexe G et
d’un morphisme v : G, > G tels que tout morphisme de G, dans un
groupe de Lie complexe H se factorise uniquement par v en un mor-
phisme de G dans H. G et vy sont évidemment uniques a isomorphisme
prés, et ils existent toujours.

On dit qu’un groupe de Lie complexe connexe G est réductif s’il
admet une représentation fidéle de dimension finie et si toute repré-
sentation de G de dimension finie est semi-simple. On a alors le résultat
suivant ([2], p. 205, 208) :

THEOREME. — Soit K un groupe de Lie réel compact connexe, et
v : K = G un complexifié universel de K. Le morphisme v est injectif,
Y(K) est un sous-groupe compact maximal de G, et l'algébre de v(K)
est une forme réelle de celle de G. G est un groupe complexe réductif.

— Réciproquement, soit G un groupe complexe réductif, et K un
sous-groupe compact maximal de G. G est un complexifié universel
de K pour linjection naturelle.

Soit donc G un groupe de Lie complexe réductif, et K un sous-,
groupe compact maximal. L’algébre enveloppante (sur le corps des
complexes) de G s’identifie a la complexifiée de celle de K : on iden-
tifie ainsi I’algébre D (G) des opérateurs différentiels linéaires invariants
a gauche sur G a l'algébre D(K) des opérateurs différentiels linéaires
a coefficients complexes invariants & gauche sur K (c’est localement

] ]
la correspondance a— - 5—) Bien entendu le centre Z(G) de D(G)
z x

s’identifie ainsi au centre Z(K) de D(K).
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Par la propriété universelle du complexifié G, toute représentation
MEK de K dans I'espace de Hilbert H(M) de dimension finie se pro-
longe de maniére unique en une représentation encore notée M de G
dans H(M).

Soit K, = R’ x K' un revétement universel de K (K’ semi-simple),
et soient £, 3, £’ = [, £] les algébres de K, R®, K' (3 est le centre
de £). Alors C* x G’ est un revétement universel de G, ou G’ est un
complexifié¢ universel de K'. De plus, avec des notations évidentes,

P T A~
Ko =R xK'=R* xK',
et K est une partie discréte de K, . Toute représentation irréductible
M€K s’écrit de manieére unique M = M, ® M, , ou M, est un carac-
tére de R® et M, €K' (cf. [5], p. 66).

Soit §' une sous-algébre de Cartan de t’, H (resp. H') le sous-
groupe (réel) de G d’algébre i3 © i§' (resp. i%'), t €N le rang de K'.
H' est un groupe abélien isomorphe a R’, et H ~ R® x R’. On munit
H d’une norme euclidienne || |. L’application (k, &, k') » khk' de
K x H x K dans G est surjective, et on pose, pour g€ G :

lgll = inf |l Al
hk

(k, k'K, hEH)

Notons que || k|l = O pour tout k € K.

Lemme 10. — 34 >0, C>0, YMEK, Vg€G
IIM(g) Il < Cerllgl oM

Preuve. — Avec les notations ci-dessus, on a
5’ = My(D) + M, (— Y X 7)
ji=1
et, si gEG se reléve en g, = (z,g)EC’ x G,
Mg Il = Mg Il = M, @) Il . 1IM,(g) Il .

11 suffit donc de démontrer I'inégalité du lemme dans le casou K = K’
est semi-simple, et dans le cas ou K, = R®, en remplacant §(M) par
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[Ml (- é x})] "

Dans le second cas, I'inégalité cherchée est bien connue : les carac-
téres de R® sont les exponentielles. Dans le premier cas, 'application
(k,h' k')~ kh'k' de K' x H x K' dans G' est surjective, et si
g =kh'k', on a

M, (&) Il = 1M (K) Il My () I M () Il < d(M,)? IIEM, (7).

Il suffit donc de prouver I'inégalité voulue pour g’ dans H'. Elle est
alors immédiate puisque M, (%’) peut s’écrire comme une matrice dia-
gonale dont les coefficients sont les exponentielles des poids de M, ,
et que §(M)? est un polyndome de degré 2 en le plus haut poids. ®

7. Séries de Laurent des fonctions holomorphes.

On note © le faisceau des fonctions holomorphes sur G. Soit V
un voisinage ouvert de K dans G. Si f € ©(V), la restriction de f 4 K
est analytique (réelle), et posséde donc des coefficients de Fourier
f(M) M €K) donnés par la formule (1).

DEFINITION. — On appelle série de Laurent de f € O(V) la série

Y dM) or[fMM(] (EG) .

MeK

PROPOSITION 11. — [l existe un voisinage V' de K contenu dans
V dans lequel la série de Laurent de f € O(V) converge vers f unifor-
mément.

Preuve. — Puisque f | € A(K), on a par la proposition 4

3p<1,C>0, VYMEK [IFM) Il < Cp®™ |

Soit p' € 1p, 1[, et posons

’

V' = geGleaIIgll<£. NV
o
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avec la constante a du lemme 10. On déduit de ce lemme, pourg € V' :
[dM) tr[f (M) M()]| <dM)? LA Il IIM(e) lll <
< Cste(l + 8(M)2b)2 . pIG(M)

ce qui montre que la série de Laurent de f converge normalement dans
V', donc vers une fonction holomorphe f € O(V’). Comme f et f
coincident sur K d’aprés (3), elles coincident dans V'. =

En particulier toute fonction f€ O(G) posséde une série de

Laurent 2 dM) tr[f(M) M(.)] qui converge vers f au moins dans
MEK

un voisinage de K. Nous allons voir que la convergence a lieu dans
tout G, uniformément sur tout compact.

ProrosITION 12. — Une fonction f € QK) est la restriction d’'une
fonction f holomorphe dans G si et seulement si

Ve>0, 3C>0, VMEK [IFf (M) Il < Cet™ . (9)

La série de Laurent Z d(M) tr[f(M) M(g)] converge alors vers f(g)
MeK
normalement sur tout compact de G.

Preuve. — Les ensembles K, ={g€ Gl < u} pour u >0,
forment une famille exhaustive de compacts de G. Si f € Q(K) vérifie

1
(9), pour € = -2—— on a, pour g€K,
u

ldM) tr[F (M) M(11 <dM? LM I M) Il <
< CSe(1 + §(M)?2)? . 270

par le lemme 10, et la série de Laurent de f converge absolument uni-
[e]

formément sur K, vers une fonction holomorphe dans K, qui coincide

avec f sur K d’aprés (3).

Réciproquement, si f € O(G), il faut montrer que ses coefficients
de Laurent satisfont a (9). Mais dans ce cas toute translatée Tgf de f
est encore dans ©(G), donc dans &(K), et par suite

VgeG 3p<1,C>0 VMEK [IF MMl <Cp®™ . (10)
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Reprenant les notations du § 6, M est une représentation de C° x G’,
donc de la forme M =M, ® M,, dans H(M) = HM,) ; M, est un
caractére de C° appartenant & un réseau discret, et M, est une repré-
sentation irréductible du groupe compact semi-simple K'. Donc il
existe R € Z° tel que, pour g = (z,g)EC° x G'

M(g) = R M,(g") .

Si M, est la représentation de K’ de plus haut poidsA=(Q,,...,\,) €N’
(voir I’exposé 17 de [4]) dans la base canonique, on a

d=dM)=dM,)<C 1 )\i<CI7\It

j=1,...,t

et, pour g, = (z,h')EH, M(g,) est dans une base convenable la
matrice

eRz +A(n') (0)
M(gl) = eRzﬂ‘(h,)
0
ou A,u,... sont les poids de M, avec multiplicités.

Posons f(M) = (i1 <i,j<a €t MK) = (m;;(K)), <, j< gdans cette
base, et pour k € K. De (10) et de la compacité de K, on déduit I’exis-
tence de p <1 et C > 0 tels que, pour tout MEK et tout k€K

Il £ (M) M(k) M(g) Il < Cp®™
cela signifie en effet (voir le début de la remarque 13 ci-dessous) que

toutes les translatées Te, Tk f sont holomorphes dans un méme voisi-
nage de K, pour un certain g, et tout k € K. Soit encore :

2 2Rz +2ui(h')

. q
QM) M(k) M(g) P = Y

i,j=1

d
Z fiq mqi(k) <
q=1

< C2 p26(M)

ou I'on a noté y; le j-éme poids de M, . En particulier

d 2
2 ,fiq mql(k) < C2p26(M) e—ZRZ—ZA(h ) .

q=1

d
2
i=1
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€
Posons €' = 2— On peut toujours trouver (z, 4') €H tel que
0

e~ 2RZ-2MK') ¢ IRIFIA

d’ou

25(M)

e (%) )

d d
2| 2 figma B
i=1 1

q=

puisque 6 (M) est équivalent a |R| + |A].

Supposons (9) faux : il existe €, > 0 et une suite Mp tendant
vers I'infini dans K telle que, pour tout p €N
R §(M,)
MrM)Il>peg LA
En particulier, pour tout entier p, il existe des entiers i, et j, de
I’ensemble 1,...,d tels que
§(Mp)
€
|75, Mp) 1 >p : (12)

dM,)

Posons
Fip 'jp (MP) = .f,'p, ]'p (Mp)

F,M,) =0 si i#i, ou j+#j,

et

g F(M,) = (F;(M,))
F(M) =0 si M n’est pas dans la suite.

Les ﬁ(M) ainsi définis sont évidemment les coefficients de Fourier de
la fonction analytique sur K

F=T, »flg*T,

ou * est le produit de convolution de G3(K), et ou T, et T, sont les
hyperfonctions

T, = 2, dM)m; ; () et T,= ¥ dM)m; () .

PEN PEN

Mais F est la restriction a K d’une fonction holomorphe dans G, donnée
par la formule
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Fo = [ [ Tt fG k") T, 0, dk, dk,  (G€G) |

On peut donc appliquer & F le raisonnement qui a abouti a (11), et
il vient, compte tenu de (12)
25(M,)

2 te E
Fiysy M) my ()P < O ()

d’ou
5(Mp)
dM € P
im, o1 <cte EX(£)
P’ P 2€,
ou € est arbitraire, et la constante ne dépend pas de k. Soit :

Ve>0 3C>0 VMEK

sup [m; (k)| <CdM,)e ™
kEK p’
Mais la fonction mip.l(k) est un coefficient d’une représentation irré-
ductible Mp du groupe compact K, et sa norme dans L%(K) est
(dM,)"'/* (cf. [5], p. 74). 1l vient donc
-1/2 _ (M)
@M =y g S UMy s gy < CdM)e °

pour tout p €N, ce qui est absurde dés que € <1 puisque
1 < d(Mp) < C(1 + 8(Mp)“’) pour un certain entier b, et que 6(Mp)
tend vers I'infini avec p. ®

Remarque 13. — Notons éf(G) I’espace des familles (a(M)) (M € K)
d’opérateurs continus dans H(M) telles que

sup lllaM) e *M || < + o0
MeK

muni de la norme écrite, et @(G) = l-i(r_n @E(G). Si(aM)) € ée (G),
€>0
la série de Laurent

T ) traM) M(@)]
MekK

1
converge normalement dans K, dés que u <—, vers une fonction
€
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holomorphe dans f(u. Comme les compacts K, forment une famille
exhaustive de G, O(G) est la limite projective des espaces @(ku).
On en déduit aisément que l'application qui a une fonction f holo-
morphe sur G associe la famille de ses coefficients de Laurent (f (M))
est un isomorphisme de ©(G) sur O(G).

8. Solutions holomorphes.

Soit P € D(G) un opérateur différentiel linéaire invariant a gauche
sur le groupe G complexe connexe réductif. Sa restriction & un sous-
groupe compact maximal K de G est un opérateur de D(K), qui a
donc des coefficients de Fourier M(P) (M € K).

THEOREME 14. — P est surjectif dans O(G) si et seulement si, pour
tout M € K, M(P) est inversible, et

JA>0 VMEK [IM®P) | <AtHEM (13)

P est alors un isomorphisme de ©(G).

— P est d’indice fini dans O(G) si et seulement si, pour tout
MEK sauf un ensemble fini F, les M(P) sont inversibles et vérifient
(13) (pour M€K — F). P est alors d’indice nul dans O(G).

Preuve. — Elle est analogue a celle des théorémes 6 et 8. D’aprés
la proposition 12 et 'inversion de Fourier sur K, résoudre 1’équation
Pf = g dans O(G) revient 4 résoudre le systéme

M(P) f(M) = gM) (M€EK)

dans I’espace des familles vérifiant (9).

Le second membre est 'identité si ’on choisit g = d(M) tr M(.),
et la surjectivité implique donc l’inversibilité de tous les M(P), pour
MEK.

D’autre part si M(P) n’est pas inversible pour une infinité de
représentations M € K, le noyau de P est de dimension infinie. Donc
dés que P est d’indice fini dans ©(G), il existe une partie finie F de
K telle que M(P) soit inversible pour tout M EK — F, et ’P posséde
alors la méme propriété. P est alors d’image fermée dans ©(G).
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— Si (13) est faux, il existe une suite Mp(p € N) tendant vers
Iinfini dans K telle que

§(Mp)

1 Mp(f’)_l n>p
Pour tout p €N, on choisit un nombre 7\p €[1,4/P] et on pose
5(M)
g(Mp) = —'E) ° ldH(Mp)
P (14)
g(M) =0 si M n’est pas dans la suite.
En particulier

YR 8(Mp) A 6(Mp)
g(M <dM —_ <Cl+6M _—

MEM,) Il < d(M,) (\/;) (1 + 5(M,) )(\/E)

et les g(M) sont bien les coefficients de Laurent d’une fonction
g€ O(G), d’aprés la proposition 12. Si f € O(G) était solution de
Pf = g, on aurait nécessairement, pour MEK — F :

)s(Mp)

. A
) = (7" M, (P)"!

f(M) =0 si M n’est pas dans la suite.

. 5
En particulier [Il f(M,) Il > (A,) Mp) > 1, ce qui contredit (9).

Donc un supplémentaire de I'image de P contient I’espace de
toutes les fonctions g € ©(G) vérifiant (14), qui est de dimension
infinie, et I’indice de P est donc + oo.

— Si par contre P vérifie (13) pour MEK — F, et si g € O(G),
on définit une fonction f € ©(G) en posant

fM)=M(@P)"'gM) pour MEK — F
fM)=0 pour MEF
puisqu’alors
WA < WMEP) I I &) Il < CA(Ae)* ™
pour tout € > 0 et tout MEK — F.

Par l'inversion de Fourier sur K, et le principe du prolongement
analytique, on a alors :
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Pf=g— Y dM) tr[gM)M()]

b
MEF
ce qui montre que I'image de P est de codimension finie (zéro si F
est vide), donc que P est d’indice fini, et surjectif si F est vide. Comme
I'indice de M(P) dans H(M) est nul pour tout M, il s’ensuit que 'indice
de P dans ©(G), qui est la somme des indices des M(P) pour M dans
F, ’est aussi. Enfin si F est vide, P est bijectif dans ©(G). Le trans-
porté de son inverse par I'isomorphisme de ©(G) sur @(G) (remarque
13) est la multiplication a gauche par (M(P)™ '), évidemment continue
dans O(G) grace a (13). =

COROLLAIRE 15. — Soit G un groupe complexe réductif connexe,
K un sous-groupe compact maximal, et P € D(G) ~ D(K).

Si PA(K) = d(K), alors PO(G) = O(G).
Preuve. — C’est évident, en comparant les théorémes 6 et 14.

COROLLAIRE 16. — L’opérateur de Casimir I" d’un groupe complexe
semi-simple G est d’indice nul dans ©(G). Si Il est un polynéme d’une
indéterminée a coefficients complexes, l'opérateur II(I") est un isomor-
phisme de O(G) si et seulement s’il est injectif.

Preuve. — Tout groupe complexe semi-simple G admet une repré-
sentation fidéle de dimension finie ([2], Ch. XVII, Th. 3.2), et est donc
un complexifié universel d’un de ses sous-groupes compacts maximaux,
soit K. L’opérateur A du § 1 s’identifie dans ce cas a I’opérateur de
Casimir I', et les coefficients de Fourier de II(I') sont les opérateurs
scalaires I1(8 (M)?) . idy vy, pour lesquels la condition de croissance
(13) est triviale. Donc II(I") est d’indice nul dans ©O(G), et c’est un
isomorphisme si et seulement si IT(§ (M)2) ne s’annule pas. ®

Nous terminons ce paragraphe en complétant 'exemple du § 5.B.
Le complexifié de 'opérateur

Pp=—————+n sur le tore T?

est I'opérateur
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0 ]
P, =z, gz—l- —az, E + 7 sur (C*)? .
+ oo _ j .
—Sia= Z G ,avecp(0) = letp(j+ 1) = 2""(’),Pl n’est
j=0
pas surjectif (il est méme d’indice + %), bien qu’injectif, dans ©(C*?).
o= . N
—Sia= Y, — P, est un isomorphisme de ©(C**), mais
i=0 22

il reste d’indice infini dans C‘((Tz). On le vérifie en remarquant que la
condition (13) s’écrit ici :

IA>0 V(k, ,k,)EZ?

1 Al +lky 1+ 1y
[2mk, — 2amk, + | ’

9. Fonctions et opérateurs du centre.

Si G est un groupe de Lie complexe réductif connexe et K un
sous-groupe compact maximal, on note @h(G) I’espace des fonctions
holomorphes sur G qui sont invariantes par les automorphismes inté-
rieurs de G.

LEMME 17. — Pour f € O(G), les assertions suivantes sont équi-
valentes :

a) € 0%G).
b) f est invariante par les automorphismes intérieurs de K.

¢) Les coefficients de Laurent de f sont scalaires.

Preuve. — a) = b) trivialement.

b) = c¢) : Si f est invariante par les automorphismes intérieurs
de K, sa restriction a K est une fonction centrale sur K, et il est
connu que ses coefficients de Fourier f(M) sont scalaires ([ 5], p. 85).

¢) = a) : Cela résulte de la proposition 12, puisque chaque terme
du développement de Laurent de f est alors invariant par automor-
phisme intérieur. ®
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) On note x,(g) = tr M(g) le caractére de la représentation M € K,
et @‘i(G) I’espace des suites de nombres complexes (a) indiciées par
M €eK telles que

Ve>0 sup layle ™M < oo,
MeK

muni des semi-normes écrites.

ProrosITION 18. — L'application de ©°(G) dans ©° (G) définie
par

@y » X dM)ayxy

MeK

est un isomorphisme de ©F(G) sur ©° (G).

Preuve. — Comme |llay, . idyoy ll = lay | d(M)'?, &7 (G) est
tout aussi bien I’espace des suites (a),) telles que

Ve>0  sup |llay . idygyll . e 2™ <o
MeK _

muni de ces nouvelles semi-normes, puisque 1 <d(M)<C(1 + 5 (M)?%).
La proposition se déduit donc immédiatement de la remarque 13 et

du lemme 17. ®

Soit maintenant P € Z(G) un opérateur du centre de l’algébre
enveloppante : il est invariant par les translations a droite et a gauche,
et conserve donc ©” (G). Ses coefficients de Fourier M(P), qui com-
mutent a tous les M(g), sont scalaires, soit :

MP®) = p(M) idyy, -
PROPOSITION 19. — Les assertions suivantes sont équivalentes :
a) PO (G) = ¢°(G)
b) P O(G) = 0(G)

) 3IA>0 VMEK [pM)|>A"'2M

Preuve. — ¢) = b) par le théoréme 14, puisque
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M@~ i = @M)'? et 1<dM) <CAU +5MP).

[p(M)|
b) = a) : Soit f € OF(G), et u € O(G) telle que Pu = f. Posant

P = -1
w() = [ ulkgk™)dk
u? est dans O7(G) par le lemme 7, et il vient :

Pu(g) = P, fK u(kgk™") dk = fK (Pu) (kgk™") dk

= fK Flkgk™") dk = f(g) .

nonc) = nona) : Si c) est faux, il existe une suite (Mq) de re-
présentations tendant vers I'infini dans K avec g €N telle que

VgEN |pM)I<q 7™M,
La série
-1-6(M
Y dM).q My (8)
qEN q

converge sur tout compact vers une fonction f de ©° (G) d’aprés la
proposition 18. Si

u@) = 2 dM)ayxy(®

MEK

est une fonction de (9”’(G) solution de Pu = f, on a

f(@=Pu(@ = 3 dM)pM)ayxy(e)

MeK

d’ou nécessairement vy
—1-
p(Mq) an =q a

et donc |ay | > 1, ce qui contredit la proposition 18. ®
q

Remarque 20. — 11 est clair que sous les hypothéses de la propo-
sition 19, P est un isomorphisme de ©° (G) et de ©(G) : la démons-
tration est analogue a celle donnée au théoréme 14.

De plus, on peut encore ici énoncer le méme complément qu’au
théoréme 14 (et la démonstration est encore tout-a-fait analogue) :
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La condition c) de la proposition 19, si l'on oublie un nombre

fini d’éléments de K, est équivalente au fait que P est d’indice fini
dans © (G), ou encore dans ©° (G), et alors P y est d’indice nul.
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