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ÉTUDE DE QUELQUES PROPRIÉTÉS
DES PRODUITS DE RIESZ

par Jacques PEYRIERE

La première partie de ce travail est la rédaction détaillée d'une
note [9] avec quelques additions et simplifications. On y donne des
conditions assurant que deux produits de Riesz sont mutuellement
singuliers ou que l'un est absolument continu par rapport à l'autre.

Dans la seconde partie on étudie le problème suivant : étant
donné un produit de Riesz définissant une mesure ju^ peut-on minorer
la dimension de Hausdorff d'un borélien, E, tel que /x^(E) soit non
nul ?

Dans la troisième partie on s'occupe de la convergence de cer-
taines séries presque partout par rapport à un produit de Riesz. On
obtient, par exemple, le résultat suivant : étant donnés un nombre a

dans ] — , 1 [, un nombre complexe non nul z, et une suite d'entiers

strictement positifs, {\-},^o' te^6 ^ue \'+i/\- solt supérieur à 3

S i n
l'ensemble, x G [0 , ï-n} ; lim —— ^ e nx = z a l pour dimension

n^°° n" ,,i
de Hausdorff.

Enfin dans la quatrième partie on a regroupé divers résultats. En
premier lieu, la plupart des résultats précédents restent vrais pour les
produits II (1 4-Re(û,^27^)). Ensuite on étend les résultats rela-

f>0 !

tifs à la dimension de Hausdorff au cas de plusieurs variables puis au
cas de R. Enfin on montre que la convergence en loi vers la loi de
Gauss de certaines sommes normalisées de séries de Fourier lacunaires
établie par R. Salem et A. Zygmund [10] subsiste dans le cadre des
produits de Riesz.
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1.

1.1. On considère une suite d'entiers strictement positifs, {\,}^o,
telle que, pour tout n, \+^/\ soit supérieur à 3. On sait que dans
ces conditions tout entier rationnel s'écrit d'une façon au plus sous
la forme ^ ey Ày où les nombres e • valent — 1, 0, ou 1, un nombre

/ > o
fini seulement d'entre eux étant non nuls.

Si û={û^}^Q est une suite de nombres complexes dont les
modules sont inférieurs à 1 on pose

P^(eix)= n (1 + Re(û,^')) .
0</</î /

Ces polynômes trigonométriques sont positifs, la moyenne de chacun
dx

d'eux est 1. Les mesures P^ ^(x) — convergent vaguement vers une
27T

mesure, ^, positive de masse 1. On a

A.f S ^/^ n ^(e)
V / > o / i^0

où a^(e) vaut — a^ , 1, — û, selon que ey vaut 1, 0, - 1.

1.2. THEOREME. - Soient a et b deux suites de C r^//^ que

HûlL< 1 , 1 1 6 IL < 1 , ^ 16,-û, |2 =00 .
/>0

^l/o^' /^5 ûf^^^c mesures ^ ^^ ^^ 50/1^ étrangères.

Démonstration. - II résulte du calcul des coefficients de Fourier

de ̂  que les fonctions ^ nx — — a^ ^ o forment un système ortho-

gonal dans L2^). Remarquons aussi que l'on a :

S \^nx-\^\îd^W-\-\\a^^\ .

Puisque ^ \b^ — a^ |2 est infini il existe une suite de nombres
n>o

complexes, {a^}^^Q, de carré sommable et telle que :

i) pour tout n > 0, o^(6^ — ~à^) est positif,
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ii) S û^ - a^) = + 0 0 ,
n>0

(c'est une conséquence facile du théorème de Banach-Steinhaus).

/ . ^ / i^x 1 — \ y» / i\.,x 1 — \Les sénés i ^ ( ^ y ï - - ûj et i ^ (<? n - - ̂  1
yi>0 v z / n>0 v 2 /

convergent l'une dans L2^), l'autre dans L2^). En extrayant des
sous-suites presque partout convergentes on montre l'existence d'une
suite strictement croissante d'entiers positifs, ^N^}y,^Q, telle que,

lorsque n tend vers 4- oo, ^ a. {e 1X — — û.) converge ^~
0 < / < N ^ v 2 'f

V / i\,x 1 — \presque partout et 2^ Qy \e 1 — — 6^ converge ^-presque
0 < / < N ^ v 2 /

partout. Si les mesures {JL^ et ^ n'étaient pas étrangères il existerait
un x tel que les deux suites précédentes convergent ce qui montrerait
que la série ^ ^^i ~ û/) converge contrairement aux hypothèses.

/>o

1.3. THEOREME. — Soient a et b deux suites de nombres complexes
telles que I I a IL et I I 6 IL soient inférieurs à 1. On suppose que :

1 b. - a. |
SHp —^———L- < -+- oo .
/ > 0 1 — lûy 1

1) Soit p un nombre réel strictement supérieur à 1. On suppose
que :

i) pour tout /, | pb. + (1 — p)ûy | < 1,

ii) S \b.-a.\2|[(l - |û, |)(1 - l p 6 , + ( l -p )û , l )1<^° .
/>o

Alors ^ ^ absolument continue par rapport à p.^ et sa densité est
dans Vdji^) (dorénavant nous dirons simplement que ̂  appartient à
L^^)).

2) Si l'on suppose que, pour tout j > 0, Xy ^appartient pas au
groupe engendré par À . + ^ , À.+2 » • • - ? sien outre

S |6,-û,|2/(l - |a,|)
/ > o

est fini alors ̂  appartient à IfÇ^) pour tout p fini.
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Dans le cas où 1 < p < 2 on n'a pas besoin de l'hypothèse :

16,-û, |
SUp —————— < + oo .

/ > 0 1 -1^ .1

1 _1_ T) / L. ^ i^\

Démonstration. - Posons/ (^) = n — — — — J e Soit
o</^ i +Re(^/V

^ un nombre strictement supérieur à 1. Nous montrerons que la suite
^fn^n>o est bornée dans I/^). Supposant ceci établi considérons
une valeur d'adhérence faible dans L^(^), /, de cette suite ; un calcul
de coefficients de Fourier montre que ^ égale fp.

I bj — a. |
Soit M = sup -,——•—- ; il existe un nombre A tel que pour tout

/ ^ O 1 — | û - |

nombre t appartenant à [— 1 , M] on ait :

(1 +0^ 1 +pt + At2 .
Alors

[1 + R^e^)]" < [1 + Re(^/^ f 1 + p Re((b' - ̂  ̂
[ 1 + Re(a,<?'^)

^——bl-ll———}
(1 + ReCû .e^ ) ) 2 J

d'où

[Ï+Re(b,etx'x)}P

[l+ReO,,^-^1 + Re[(^ + (1 -^^^'1 +

A|é. -a , | 2

+——'-——— .
1 - \a,\

Démontrons la première assertion. De l'inégalité précédente on
tire :

(l+Re(&/^))"

[l+Re(a/^- < {1 + Re[(pb' + (1 - p ) a ' ) e fx}Hl + ̂

où l'on a posé u, = A | b, - a, l2/^ 1 - | a, |) ( 1 - | pb, + ( 1 - p ) a, |)].
On a donc, quels que soient les entiers m et n tels que m < n :
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/ dx
\fn,(elx)\p P.^(^) -^< ̂  (1 + "/.) < + ~

d'où sup 1 1 / J I ^ <+°o .
n>0 ^(^a)

Démontrons la seconde assertion. On remarque que :

[l+Re(è,^)f ;̂  dx
f n ———————'-^-———- n (1 +Re(a , e^ ) )—

^ o«;/<m [i 4. Re(a.e ^^jp-1 »i</<n ' 2îr

< / (l 4- Re[(^ + (1 -p)^)^]^''0"012)
1 ~ ^o 1

[1 +Re(è,e'^)]p ,^.^ ^
n ——————-7T-.——: n [1+Re(a/.^x)]—i</<m [i + Re(a^ / ̂ l"-1 '»<!<» ' 2ir

- ( i + A ' 6 0 ^ 0 1 ) f n [l+Re(^'vc)1p
V 1 - l û o l / J i<i<m [i + ReC^e'^)]"-1

n (1+Re(a..e'x/' ;))^.
m < / <» n 2lf

Itérant le procédé nous obtenons, lorsque m < n :

;l^")l'P...(.'")f<n (i+^-M)
</ 27T / > 0 v 1 — | a. 1 /

et l'on conclut comme précédemment.
Le théorème 1.2 et une version plus faible du théorème 1.3 se

trouvent dans [9]. G. Brown et W. Moran [2] ont donné une autre
démonstration du théorème 1.2 et des conditions assurant que ^
appartient à L^^).

Le théorème 1.2 permet de retrouver le résultat suivant de
0. Padé [8] : si, pour tout p de ]1 , -t- oo[, a n'appartient pasà/^ les
mesures {^}^>i sont mutuellement singulières et même, toute trans-
latée de l'une est étrangère aux autres. Cette propriété s'étend au
semi-groupe continu à un paramètre engendré par la mesure ^.

1.4. THEOREME. — Soit a ^âL-L^o une suite de nombres com-
plexes telle que sup \a, \ < 1 et ^ \a. |2 = o°. Alors

/ > o y > o
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1) presque toute (au sens de n'importe quelle mesure dont les
coefficients de Fourier tendent vers 0 à l'infini) translatée de ^ est
étrangère à ̂  ,

2) presque toute (par rapport à n'importe quel produit de Riesz
p,^) translatée de ^ est étrangère à ̂ .

En effet, la translatée de ^ par e1^, ^(^)» est le produit de
Riesz n [14 - Re(a.e1 î { p e Jx)}. Les mesures ^ et r^ ̂  seront

/ ̂  o -y w ^ /r •*̂ -"-' A**v/^v»*w>-> ^ î. » ^> r-Q

donc étrangères si l'on a

^ la. |2 | 1 - e^|2 = + oo (théorème 1.2)
7 > 0

c'est-à-dire

1.5. Z la/ l^l - COSÀ.^) = + oo .
/>0

L'ensemble des e^ tels que 1.5 n'ait pas lieu est un ensemble
d'unicité (cf. Kahane et Salem [5]), il est donc de mesure nulle par
rapport à toute mesure pseudo-fonction.

Pour démontrer la seconde assertion, considérons un produit de
Riesz ^ . Montrons que 1.5 a lieu pour ^-presque tout <^. Voici le
principe de la démonstration : on construit une suite, {c^ îy^o , de
nombres compris entre 0 et 1, tels que ^ Oy |ûy |2 = + oo et tels que

j > 0

pour un ordre de sommation convenable la série

^ a. \a. |2 (cos À.^ — — Re é.)
/>o v 2 /

converge pour /x^-presque tout <^.

Observons d'abord que la suite cos X- (p — — Re b^ est une
{ 2 / > o

suite orthogonale dans L2^^), elle est aussi bornée dans L2^^) ; on
appliquera le théorème de convergence presque partout de Menchoff
[11].

Le cas où la suite {û .L^o ne tend pas vers 0 est immédiat : on
extrait une sous-suite { |û^. |}.^o ayant une limite non nulle. La série
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V l

2-i -—— \an•\ es^ manifestement divergente alors que la série
/>o / • 1 /

]Li -—J— ( c o s À ^ . ^ — — Re6^) converge ^-presque partout car on
/>o / T 1 v / 2 //

[ 1 1 2
a : S ——, l^ . l 2 [Log(/+ l ) ] 2 <oo.

7>o / •' 1 / J

Supposons que la suite {\a. |}.^o tend vers 0. Soit r une permu-
tation de N telle que la suite {|û^|}y^o soit décroissante. Nous
savons que la série ^ lû^^^ |2 diverge, il en est de même de la série

7>0

y __________1^(7) I2________

fÏO 1^(0) I2 + l^(i) I2 + • • • + lû^,)!2

D'autre part, nous avons :

^«•'^'"''^--•^"l'^ÏTT^?'
Donc : & (|̂ ,î ""^,,,i')'<1080 + 1))2 < ~ e* '•on

peut appliquer le théorème de Menchoff, ce qui achève la démons-
tration.

1.6. Ce qui précède s'applique aussi bien au cas où la suite
{Xy}y^o est une suite de caractères d'ordres différents de 2 d'un groupe
compact satisfaisant en outre la propriété suivante : il n'y a pas de
répétition dans les sommes ^ ey Ày où tous les ey sauf un nombre fini

/>o
d'entre eux sont nuls, les autres valant ± 1 (il s'agit de la notion
d'ensemble dissocié introduite dans [3]).

1.7. Revenons au cas où {X.}.^o est une suite d'entiers telle que
À.+j /X. soit Supérieur à 3. On considère pour tout / un polynôme

1 /\+i \
trigonométrique positif, p., dont le degré est inférieur à — l—— — 1 )

2 \^
et tel que p,(0) égale 1. On voit facilement que les mesures
" i\-x dx
II p , (e f ) — convergent vaguement vers une mesure que nous

/ o / 2îr
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noterons ^(p). On considère une autre mesure jn/ . construite de la
même façon. On peut démontrer les résultats suivants.

1.8. PROPOSITION. - 1) Si, pour tout /,

||p,- 11L et ||2^,-p,- 11L

sont strictement inférieurs à 1 et si

S I I P, - q, \\l/[(l - I I P, - 1 IL) ( 1 - 1 1 2^, - pf - 1 IIJ]
/ > o

est fini alors ^/ x appartient à L^JLL 0.
2) 5°î7 existe une suite d'entiers {k'}.^Q telle que

IL IW)-W12

/>o

5'o^ //V/m âto/"5 /^ deux mesures JLL v ^^ /z/ ^ 50^ étrangères.

2. PRODUITS DE RIESZ ET DIMENSION DE HAUSDORFF

Y. Meyer et B. Weiss [6] ont démontré en utilisant le théorème
1 n

ergodique de Birkhoff que — — — V Log(l -h r cos37^) converge
n 4- 1 ,.o

vers une constante presque partout par rapport au produit de Riesz
n (1 + rcos3fx).

/ > o
Kac, Salem et Zygmund [4] ont montré en utilisant la notion de

système presque orthogonal de fonctions que, si la fonction /est assez
régulière et si sa moyenne est nulle, la série ^ ûy/(X,.^) conver-

f>0

ge presque partout quelle que soit la suite {ûy},>o ^e ^^

S la Log( /+2) | 2

/ > o

soit fini ({X,},^o est une suite lacunaire à la Hadamard).
Nous nous proposons d'étendre ces résultats à certains produits

de Riesz.
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Rappelons les notât ions. {Xy}y^ est une suite d'entiers strictement
positifs tels que \-+i/Xy soit supérieur à 3 pour tout /. Dans ces

conditions on a : Àç 4- X^ 4- • • • 4- \ < — \^ ,

^-^O 4 - " - 4 -^ - !»^^ .

Dans ce qui suit a désigne une suite de nombres complexes telle que
l l û l L < l .

Pa,^)- n (1 + Re(û,^))

dx
JLI^ est la limite vague des mesures P^ n(elx) — •

27T

2.1. LEMME. — Soit 1 un intervalle de T, on désigne par \ 11 sa
mesure de Lebesgue normalisée, on a :

5 I I a IL
1^(1)- I I I K — — — — •

TTÀo

En effet, si I j désigne la fonction indicatrice de 1 on a :

îi(0) = 1 1 1 , | \An) \ < ——— si n est non nul.
TT \n |

^( I)= S ^(n)ii^-n) = |I| 4- S îi(^(-^)
n^ï n ̂  0

d'où

1^(1)- I I I K — I A , ( X o ) l +
TTAo

+ 2 S —— S lAj^+ye.X,)!
n > l ^^ e 0 ' e l • • • e „ - l = - l - 0 . 1 a\n ^o î î )

^ i^+4^ ^-i ^ ^^X11^1
ÎTÀQ 7r n>\ C o , . . £„ ̂ --1,0,1 2

^^L-.^s x^ i (")1
v i »"1 m"0 ^J

<^^-«2:»;.î-)<^-L (,«£(|)-)
TT v M > I / ^o "^1 V 3 / /

5||^IL
^ ^o
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Supposons maintenant que, pour tout n, \ divise X ^ + i . Soit
QL^ la plus petite tribu sur T rendant mesurable la fonction e nx. On
munit T de la probabilité ^, on note E" l'opérateur d'espérance
conditionnelle par rapport à la tribu QL^. Observons que la suite,
{û^}y,^Q, est décroissante.

2.2. LEMME.

J/^ si / = Omod(X^+i /X^)

^ o^0'"1^ si / = 1 mod(À^/\,)
En+l(ei/xnx)=

1 l ( /+ l ) \ . , JC . . , ,„. ,. .
-^a^e n si /= - ! mod(\^/\)

dans les autres cas.

À̂ ï+iII suffit de montrer ceci lorsque — 1 < / < —— — 2. Soit donc
\

] ainsi et k quelconque. Si/X^ + k\^^^ s'écrit sous la forme ^ e^\
1>Q

les nombres e^ , e^ , . . . , e^_^ sont tous nuls (il suffit de considérer
les restes modulo \) ; alors (/ — e^) À^ est un multiple de \^+i » ce

qui n'est possible que si / égale e^ . Ceci montre que l'on a :

Aa(-/\, - ̂ +1) = Aa(-An)AJ- ^+1)

ou, Si l'on préfère

/ i/\ x ik\ n + i X . ^ /* î fcÀ ., x .
ê M ^ "+1 ûf^(x) = ̂ (-/À^)J 6? '1+1 ûf^W

pour tout k, ce qui démontre le lemme.

2.3. LEMME. — OM suppose que, pour tout n, \^ divise \+^ .

/ I À Y

^ltor5 Log(l 4- Re(ûoé? 0 ))d^(x) est positif.

On peut supposer que \ égale 1 et que a^ est non nul. Posons :
ûo = re^(r > 0), p = (V'TT7 - l)/^ ; on a :

Log(l + Re(âo ̂ )) = - log(l + p2) - 1, p— e1^ e1^ .
n^O \n 1
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Utilisons le lemme précédent pour calculer l'espérance conditionnelle,
w, de la fonction Log(l 4- Retû^^)) par rapport à la tribu 0^ :

^(e^) = - Log(l + p2) - , p(e^ ÛQ + e-^dQ) -

, i / x , i i /x,^ — i / x , + i i (( / \ ,+i)^ i / À . i - i i m\.-i)ip~,/\,x P ' e 1 ^ apP 1 e ' ^ apP g
Z e

1 ^ 0 IA, 2|Ai + 1 2 | /X, - 1

ou

w(e") + log(l + p2)2t -
2p2

1 + p 2

1 + /^i 1^—
= + 2 s ,x r/2^ n ^lcos/Àl<x+^/ > ! /'^lU A.i — 1;

par suite :

f\w(e'x)+\og(l +P2 ) -———7 I^M
2p2

1^-^
< y ____1 + P , ,^i < i |3 y 1
" /-^i /Xi(/2 X2 - 1) ' p ' • /^, 3/(3/ - 1)

d'où

/log(l + Re^"))^^) > -̂ -̂  - log(l + p2)

I3 1/li 3/(3/ - 1)
or

+~ dx
^/?i 3/(3/ - 1) 6 30 ^ 3^-(3x - 1)

1 1 6 1 1 3= - + - L o g - < - + — < —
5 3 c 5 5 15 10
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donc

/ log(l + Re(ûo e^)) d^(x) > -1——^ - log(l + p2) -- -î- | p |3 .

Appelons v(p) la fonction ———— — log(l + p2) — — |p |3 ; il est

facile de montrer que v ' ( p ) change une fois de signe sur l'intervalle
]0,1[ . Il s'ensuit que la fonction, v, croît puis décroît sur [0,1],

or i;(0) est nul, v(l) = — - log 2 est positif, donc v est positif, ce

qu'il fallait démontrer.

2.4. LFMME. - // existe un nombre C tel que quels que soient
l'entier non nul n et la suite {a^o de carré sommable on ait :

[f m . 2 "| 1 /2
sup ^ «.(e'"^ -ii(-n\,)) dfji.,(x)\
m>0 i - O ' " 1

<Cv / l+Log |n l ( ^ l",!2)172
v »^n //>0

Démonstration. — Le lemme 2.2 montre que :
— y + l in\.x ^^i+iE7 (e J ) = u.e /+1,.e ^lx

où l'entier v est tel que | v \ < ———— . Par conséquent si k est un

\n\ 1 1 1
entier tel que -.- - h ~ + - T - ^ • • • + - f c < l (ceci a lieu si k est

j j j j
strictement supérieur à Log(2 \n\ — l)/Log3) alors E!+k(elnxfx) est
constant (donc égal à Aa(— ^\-)).

Soit donc k le plus petit entier strictement supérieur à
Log(2 1 ^ 1 — l)/Log 3 ; pour tout /, entier compris entre 0 et k — 1,
les fonctions {a^^[exp(mXy+^.v) - Aû(-^\+^)]}^o sont des ac-
croissements de martingale, une inégalité de Doob donne :
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[f
d'où

v

1 a/ '̂" '̂' - A,(- "\-^,)) 2 W^l
î«N J0<m < N | OT<«N

<C,(t la,,,!2)172

\^o /

V» / inxi+klx - / -\ \\ 2 J / \ 1 ^2 ^sup 1 ^/+^^ / -^(-^y+fc/)) ^W <

.w<N o < / < w J0 < w < N o^Km

<c
IN

,(£
"'^o

a |2\1/2

7+^

Par suite

F /* v^ , in\.^,x ^ , ^ ^ > , 2 , , < x l ^/^ -̂
/ s u p ^ c^(<? OT -^(-^m)) ^W <

[«/ N>0 OT=O J

<C/I:(S \a,^\2)1'2 <C,^(2: laj2)^2

/ = 0 ^ f ^ O / \ / >0 /

ce qui achève la démonstration.

2.5. PROPOSITION. — O^z suppose que, pour tout n, \^ divise
^ » i + i - ^olt ^fn^n>o une sulte ^ fonctions de A(T) telle qu'il existe
deux nombres strictement positifs, p et C, tels que :

0 < p < 1 et sup p-171 sup |/J/) | < C .
/eZ n>o

Alors pour toute suite ^^)^>o ^e carre sommable la série

S ^f^e'^-ff^^d^t)}
n>0 L J

converge pour ^-presque tout x.

Démonstration. — Posons ̂  . (x) = e l — Aa (— ^y)» fj W = cn j '
On a :

f^x)-ff^t)d^t)= S c,,^,
w ^ O
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S ^j 1 C^,(^,M < S S ^J^/OO
/=0 w ^ O w ^ O /=0

d'où
IN IN

^P S a/ S cn,j{Pn.i(x) < S SUp ^ ^7 ^,7 ^1,7 M
N>0 / = 0 M ^ O yi^O N>0 7 = 0

utilisons le lemme précédent :

N

II sup ^ a, ^ c,,̂ , Il , <
NX) /=o n^O - '"a'

<C, 1: ^1 +Lo&\n\( ^ la,^,!2)172^
M^O ^ / ^ O ' /

<CC,(^ p'"'^TTTogT7nVl: l^l2)172 •
' n ^ O / ' / > 0 /

On déduit facilement la proposition de cette inégalité.

2.6. LEMME. — Supposons que \+^/\ ten(^ vers "*" 00 et Q^

inf ^±1 > 4. Po50^5 ^ = inf ! / > 0 ; V k > /, n < XA^ - 3-1 ,
n>0 \ \ \fç 2 )

(/î > 0). ^4/or5, pour tout n, pour toute suite de carré sommable,
{ ^ / ^ o » on a :

. \> . in\jX ^ in\^x ^ _
1 i <e ' -^(-n\,),e - ̂ (- ̂ )> x, x^ | <
/ > 0 , t ^ 0 L (''a)

< ( 1 +^|^) 1: |X,|2 .
/ > 0

Démonstration. - Posons ̂  .(e^) = ^" /JC — /^(— ^À.). Dans ce
qui suit n est fixe ;/ et k sont deux nombres entiers tels que 0 < / < k.
On vérifie que :

<^,7 ^n.k\2^ ) = AJ^(X^ - X,)) - Aa(^W-^/) .

Si 1 AZ 1 égale 0 ou 1 cette expression est nulle ; elle est nulle aussi
lorsqu'aucun des deux nombres n\^ et n(\ — X-) n'appartient au.
spectre de ^, ce qui est assuré si l'on a :
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-^ \< \n\(\ -X, )< \n\\<\^ "2'^

ce qui est réalisé si ———————— < | n \ < -Js—l — — c'est-à-dire si
2(1-^-2) xt 2

^k

2<M<Â^/À,--|.

Nous avons donc montré que si / et k sont distincts et si l'on a :
sup(/, k) > ̂ ^, le produit scalaire <<^ ^ .^n^ i est nuL

'^û '
On a donc :

21 <^ , /^ , fc>2 / ^/^ =
0</<fc L ^a7

= 2 ^ S <^J - ^ ^>L2 / ^ / .
0<fc<Ç|^ | 0^/<k - ^û7

Puisque <^ , ,^,,^2^ ) == 1 - IAa(-^/)12 < l , o n a :

1^^<^,,^^,2^^-J<

<( 2 i.j^Vl i.;!2)1^1-! ix, i 2
v ) < f c < ç ^ | / \ / > o / v 2 / > o

d'où le lemme.

2.7. PROPOSITION. — On suppose que \^.^1\ tend vers + oQ.Soit
{/„}„ ̂  o ^^ À^^ rf^ fonctions de A(T) ^//^ qu'existent deux nombres
strictement positifs, p et C, tels que :

0 < p < l,sup p-'^ sup 1 ^ ( / ) 1 < C , 1; p^'V^+oo .
/ez yi>o />o

Alors, quelle que soit la suite {û^J .^o te^e ^ue

S i^.i^Loga+i))2
j > Q
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soit fini^ la série ^ ^ f/^(^^) -//^(^r) ̂ (r)1 converge
n > 0 L Jn> 0

po^r ^-presque tout x.

Démonstration. - On peut supposer que, pour tout n, \+J\
est supérieur à 4.

Posons /„(/) = .̂ „ ; gardons les notations du lemme précédent. On

fn^)- ff^nt)d^(t)= ^ C,^,\n^f,n
f^O

S a. Z c/,^/,. < S S ^y,̂"M ''/, n ̂ j , n
/ ^O 1 M=O

d'où
n-0 f'^0

N

C^sup S a^ ^^/,J< I sup ^ ^^.^M "7, n ̂ h nN > 0 | w = 0 / ^ O y ^ o N > 0 1 ^ = o

Le lemme précédent et le théorème de Mensov-Rademacher ([11],
t. II, p. 193, [4]), montrent que :

"^0 ^anc^"n "L2^

< yî+^7? ( s i ̂  c/, „ Log(« + 2) i2 y72 <
'»1^S f) ''n> 0

^ '^( I |^Log(^ + 2)|2)< 2C \/1 + ^ . . j p
yi>0

On a donc

[f m -x /• 2 ^ 1 / 2

Z ^(/.(^ "') - j fn(e "^^O) ^Oc) <sup
w>0 1 M~'OM=0 J

<4C/ ^ x/rT^P'V Z | ^ L o g ^ + 2 ) | 2 ^
^ / > 0 / \n^0 1

1/2

ce qui achève la démonstration de la proposition.

2.8. THEOREME. - 1) Si, pour tout n, \ divise \^.^ la dimension
de Hausdorff de tout borélien, E, tel que ju^(E) soit non nul est supé-
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rieure à 1 — lim sup(Log \ , ) ~ j Log P^^(eit)d^l^(t). // existe un
n —>-+°°

borélien portant ^ dont la dimension de Hausdorff est inférieure à

1 - liminf(LogÀ^)-1 f LogP,^) d^(t) .
n ->+<»

2) Si \+i/\ tenc^ vers "h °° si a est un ^^bre de [0 ,1[ tel
que ^ a" \/^ soit fini et si à partir d'un certain rang \ a^ \ est

n>o
inférieur à 2a/(l 4- a2) la dimension de Hausdorff de tout borélien,
E, tel que ^(E) so it non nul est 1.

3) 57 ^ \a^ \ (Log X^)~1 est fini, on a la même conclusion
n>\

qu'en 2.

Démonstration. — Dans tous les cas la série

^ (logX^)-1 flog(l +Re(û^^))-/log(l +Re(â^ïv)) d^(r)]
yi>l -

converge pour ^-presque tout x (cela résulte des propositions 2.5 ou
2.7, dans le troisième cas la série converge uniformément). Un lemme
de Kronecker ([7], p. 139) montre que, pour ^-presque tout x,
(LogX^)-1 [LogP^(^) - /LogP^(^)^O)] tend vers 0 lors-
que n tend vers + °° ; désignons par E^ l'ensemble des tels x. Posons
^ = /LogP,^(^)d^(r).

Soit x un point de E^ ; on a : Log P^ ^(^) = 6^ + e^(x) Log X^
où lim €„(>•) = 0.

yi -^00

3 1
Soit 1 un intervalle de T contenant x tel que —— < 1 1 1 < — •

\i+i \
Soit t un élément de I. On a :

|Log(l + Re(û,^)) - Log(l + Re(a,^'^)) | < ——a—— 27TÀ, |I | .7 / 1 - 1 û, 1

Donc
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| Log P^^e") - Log P^^") I < (1 - l ia IIJ-1 2ir 1 1 1 ^ \- <
/•=o

<3ir(l - II a II J-i
et

&„ + e^x) Log À» - 37r(l - ||a ||j-1 < inf Log P^ „((?") <
»ei

< sup Log ?,,„(("') < ̂  + e^x) LogÀ„ + 3ir(l - ||a ||j-1 .

Appelons ̂ w la mesure (P^^Ce"))""1 cf^(f), le lemme 2.1 montre que:

1^")(D- |I| | <-5 • —— <-5-|I|
TT X^+i STT

d'où Log 1 1 1 - Log 3 < Log ju^CI) < Log 1 1 1 + Log 3.

Puisque ^(1) = ̂  P^^(/) d^\t), on a :

Log 1 1 1 + &„ + e„(x) Log \ - C < Log ̂ (1) < &„ + Log 1 1 1 +

+e„(x)LogÀ„ + C

C = Log 3 + 3ir(l - H a l l )-1 .ou

En définitive :

i + b" + e„(^)LogÂ„ + C Log^(I) b^
T i T i ———ï——TT"——— çs ~———— ^ 1 + ———— 4-Log 1 1 1 Log |I " - -Log 1 1 1 Log 1 1 1

(^OOLogÀ,, -C
Log 1 1 1

On a évidemment 1 &„ 1 < la,, 1 + la, I + • • • + |a^ | d'où

l û o l + l0! 1 + • • • + laj
Log I I Log À.,

l0 .,+ -,0ce qui montre que, dans les cas 2 et 3 , ——-— tend vers 0 lorsque
Log|I |

1 1 1 tend vers 0, 1 étant un intervalle contenant x et appartenant à la
famille 3 = {I ; 3 n , 3\~^ < 1 1 1 < X^1} .
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Log \
Puisque ———— est borné, on a :

Log 1 1 1

r ^g^œ ,lim ———-— = 1 .
\i\->o Log 11|
jceiej

Dans le premier cas le lemme 2.3 montre que b^ est positif, alors :

A Z) - b__ n ^ n ^ n

Log \ ^ Log 1 1 1 ^ Log X^ +1 - Log 3
d'où

^ ^ ^ 6 , (x )LogX^C^Log^( I )^
Log À^ Log 1 1 1 Log 1 1 1

1 -

^ ^ 6^(x) LogX^ -C
Log X^ +1 - Log 3 Log 1 1 1

ce qui montre que l'on a :

^ . , Log^(I)^, Log^(I)^
1 — lim sup ———— ^ lim int ————— ^ lim sup ————— ^n->+<» Log À lil-^o Log 1 1 1 \i\->o Log 1 A 1

x^î^J jceiej

< 1 - lim inf ———n-——
»-^° LogÀ^+i

Etant donné un intervalle 1 contenant x il existe deux intervalles

J^ et J^ contenant x, appartenant à ^,tels que : J^ CIC J^ , | J^ |> — 111,
j

I J^ I < 3 1 1 1 ce qui montre que dans les limites précédentes la restric-
tion \Ç=-3 peut être levée.

On conclut au moyen d'un théorème démontré par Billingsley
([1], pp. 136-145).

2.9. Remarque. — La démonstration du lemme 2.3 montre le fait
suivant : si \ divise X^ +1 et si a est le nombre compris entre 0 et 1

2a
tel que ||û|| = ———- alors

1 4- a2
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/Log [1 + R^e'^^dfi^t) < -l!=—— - Log(l + a2) + -1 a3

l + o : 15

d'où

""Ĵ  logT: t Log ̂ "^ ̂ (/) <

( 2a2 4 \
^ TT^ ~ Log(l + a2) + Ti a3)/Log 3

et, par conséquent la dimension de Hausdorff de tout borélien E tel
que Aiû(E) soit non nul est supérieur à

/ 2a2 4 \1 ~(rr^ ~Log(l + a2) + Ti a3)/Log 3 '
On peut s'assurer que cette fonction est minimum pour a égale 1, ce
minimum est strictement positif.

3.

3.1. LEMME. - On désigne par S2 le produit {- 1 , ï}^ muni de
la probabilité de pile ou face. On se donne 3 ( ^ + 1 ) nombres réels
^ î • • • » °7î ' PO ' • • • » Pn . 7o . • ' • » ^n tels ̂  1a/ 1 soit strictement
inférieur à 1. On a :

c r 1 + ^27^ + ^21+17/ 2 n[ 1 + ÙJ û. + C^,.n7, 2 -.

o^L o^".———1 + c^a, - ! oA« (1 + ̂ -^J^o^. o^".———lY^o; -1 oA» (1 + ̂  <

< 4 f n (i^^-^l^vil
^ O < / < M \ 1 - af / J '

Soit dî^ la plus petite tribu sur Î2 rendant mesurables les pro-
jections û;o, c.4 , . . . , cj^^ . Soit E^ l'opérateur d'espérance condi-
tionnelle par rapport à (JS^ lorsqu'on munit ^ de la probabilité

II ( 1 4 - (jj^,a.)d<jû. On a :o</<n 2/ /

pm-l /1 + ^2mPm + ù;2m^l7m^ ,
"-' \ r ~ ~ — " — — — — — — — / = 1 pour 1 < m < M.1+^^ /
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. ( 1 + ^2/^/ + ^/tl^ )
La suite < n ———-———————— — 1 est donc une

( 0< /<m 1 + (̂ .a, )o<m<n

martingale.
On a :

n A + m^ft, + c^+i7^

^7I / l -r WÎ.P, -r W 2 / + l ' , \ |E n (———i——21—) n (i + o;,,a/) = i
0 < / < m v 1 + ^^,0t, 0< /<n ' ' |

(L î-̂ l̂ -)2 n (i+^,a,)LE U
l o < / < m ^ 1 + CO;/0'/ / 0 < /<"'< 1 + COy^. >' 0 < / < n 2/ / J

n ^ . (1 +(<;2/^• +^2/^7/) 2 '
11 JL/ | -^——^^——•^^^^^———————^————

0 < / < w 1 1 + ^^j0(..

(1 +^/g;+^2/ . l7 / ) 2 1 ^ ^(1 ̂ ^/^^^x ^U -r 0;^.?^ ^ ^2/^1 7/^ ^ .U ^ ^27^ ^ 7; x ^

1 + a;..a, | V 14- a;.; a- /1 + c^2.a. J V 14- cj^.Qy /

1 4-^ -h ̂  -la^f _ (^ - ̂ )2 + ̂
l-af — 1 + ^ _ ^2

Donc

, 1 + 0:2;^ + ^2/^1 ̂ ,\ , |2

| o ^ / < w Y 1 + oj^.a.
E ( \ n / 1 ^^ w ^ ^ . ̂

V | o ^ / < w \ 1 + ù;2/a;• / ' /

. (& - a,)2 + 72 .= n (i + / / , / )-1 .
o < ; < w \ 1 — a. /

Le lemme résulte alors d'une inégalité de Doob sur les martingales.

3.2. LEMME. — Soient p. et v deux mesures boréliennes positives
sur T.

\) Si f appartient à L1^^) la mesure (/jn) * v est absolument
continue par rapport à la mesure 11 * v. Ceci permet de définir T/
ainsi : (T/) (^ * v) = (/jn) * v ; T/ appartient à L1^ * v), T/ est
positive si f l'est.

2) Pour tout p^ [1 , + °°1, pour toute / appartenant à L^T)
on a :

l'^^.^i1^)"^)-
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3) Si {fn}n>Q est une sulte de fonctions de ^(jn) (1 < p < oo)
on a :

11^|T(^|||^^<||.||^||^|/JII^.

Preuve. — Soit E un borélien tel que jn * ï/(E) égale 0 ; c'est dire
que la fonction lg(x + y) est nulle jn x ^-presque partout, on a donc :

/, d[(fii) * ^] = // leOc + y)f(x)dfi(x)dv(y) = 0

d'où la première partie du lemme.
Si / est réelle dans L^JLI) on a, à cause de la monotonie de T :

IT(/) | < T(|/|). Supposons maintenant que / = u + iv où u et v
sont réelles dans L1^), on a :

I T/1 = sup ((Tu) cos a 4- (Ti?) sin a) =
0<a<27r

= sup T(u cos a 4- i; sin a) < T(| /1) .
0<a^27r

Ceci montre que lorsque / appartient à L^C^i) on a :

I IT/11,^ < Il/Il ». . .
L ( /A*I / ) L (^)

D'autre part, lorsque / appartient à L1^) :

|IT/"L^..)< mf[)^^=!! lA^i^w^w =
-ll^iMmII/ll^^.

La seconde partie du lemme s'obtient en utilisant le théorème d'inter-
polation de Riesz-Thorin [[11] t. II, p. 93].

Démontrons la troisième partie. On a : I /„ I < sup | /^ | ,
w > o

d'où | T(^) | < T(|/^ |) < T/ sup \f^ \ \
\m>0 )

enfin sup |T( /^ ) |<T/sup \f^\\
m>Q \m>0 )

et l'on conclut en utilisant la seconde partie.
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3.3. THEOREME. — 1) Soient a et b deux suites de nombres com-
plexes dont les modules sont inférieurs à \. Si b - a appartient à l2 et

si lim sup |û?y | est strictement inférieur à—le quotient P^ ^ ( x ) / P ^ ^(x)
j—>00 2 * '

converge ^-presque partout.
2) Soient a, b, c, trois suites bornées de nombres complexes.

Supposons que Von ait :

inf X-i /À, > 5 , lim sup \a, | < ^ V (16, - û, |2 + |c, |2) < + oo.
7 > 0 / 7-^°° 2 />0

Alors le produit II { [ 1 4- Re(û,^ 4- c.^^l/O + Rea.e^^)}
î>o 1 î

converge ^-presque partout.
Dans chacun des deux cas le résultat est vrai si l'on change l'ordre

des facteurs des produits.

Démonstration de 1. — On peut supposer que l'on a : sup \a. \ < —•
/>o 2

On pose k = 4/^1 — 4 sup \a. |2 \. Le lemme 3.1 montre que, lorsque
V j>o 1

n est inférieur à N, on a :

, r .̂.moo , 2 , 1
E 1 nJ"^ P—————^ ~ l ^"".N^ <

0<m<n r2c^;û,^^!v"/ J

f . 4|Re(6,-û,)^|2 1<4 n ( l +————7——/ ^ „ ) - 1
^ o < 7 < » v l - ^ R e û ^ 7 ) 2 / J

< 4 f n (1 +^-û, |2)- il .
\_j>o J

Intégrons par rapport à x, appliquons le théorème de Fubini et faisons
tendre N vers + oo :

,rr P2^n,W 2 . , 1E U ^P ^——r";-1 ^îux.^) <
[•/ 0<m<n Pî^a.mW J

< 4 f n (1 + k\b, -a,|2) - i l .L / > o / / J
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Considérons la mesure de probabilité, ^, définie par le produit
.n ( 1 4 - C^COSÀ^) ; on a :

^a * ̂  = ̂

)^î^b.m \ ^b m
p ^a ) * ̂  = p~ ^ .
^o^m ^.m

Le lemme 3.2 montre que l'on a, pour tout ^2 :

/ sup
^,n,W

^a.n,W

2

dfi^x) <

^ y sup
0<m <n

^î^b, w^)

^^a.wW
^C^û^

On prend l'espérance des deux membres, on utilise l'inégalité précé-
dente, on fait tendre n vers + oo en utilisant le théorème de la conver-
gence monotone :

r ^^(x) 2 (J sup. ^~7^ -1 ^û(x) <4}n <1 + k\bi-a/12) -1m>0 ^a.m^^ \]>0 ' î

On déduit facilement de cette inégalité la convergence ^-presque
partout du quotient P^ ^/P^ ^ .

Démonstration de 2. - Elle est analogue à la démonstration pré-

cédente. On peut supposer que l'on a : sup 1^. | < - ; on choisit
2 ? un

/>o

nombre a dans l'intervalle ]-, 1 [ tel que l'on ait : sup |a. | < -1- a '
2 />o 7 2 ?

pose : k = 4/ (l -—sup l a . l 2 ) (1 - a ) 2 ] . On considère les
L^ o f>o / J

on

produits

n
0</<m

1 + ^ ^,Re(&,^) + -^——^ c.,,,, ReCc,.2"^)

I l T^ ^ i^;^1 +^- cj^Re^.e / )
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Utilisant le lemme 3.1 nous obtenons une inégalité. Ensuite on convole
avec la mesure, v^, définie par le produit

II (1 + acô^ cosÀyX + (1 — a) a? 2/4-1 cos 2X.x) ;

on obtient l'inégalité :

/ sup n
w>0 0< /<w

1 + Re(6,é^ +c,^'^)

1 + Re(a,^)
- 1 d a ( x )

< 4 [ n (1 + k(\b.-a.\2 + |c,|2))- il
L/>0 ' ' ' J

ce qui achève la démonstration.
Le fait que l'ordre des termes soit sans importance vient de ce

que la propriété de la suite {\-}y>o que l'on a utilisée est la suivante :
un entier se décompose d'une façon au plus sous la forme ^ Cy Ày où

/>o
e, = — 1, 0, 1 dans le cas 1), e, G {- 2 , - 1 , 0 , 1 , 2} dans le cas 2.

3.4. COROLLAIRE.— Si l'on a : inf X,.,,/À, > 5 et lim sup \a, \ <
/>o / ' j->^ '

quelle que soit la suite de carré sommable, a, la série ̂  a.[e J x — — a.)
ï^o L /

converge yi^-presque partout (ceci a lieu quel que soit l'ordre des termes).
On a

/ i\,x l - \ /, , l i\,x l - -i\,x\ 1 —1 i\{X

2^
1 - -i\,x\
^a,e '

1 -2 -i\,x
4^ / +(e ' - ^ a , ) ( ï + - a , e ' +-a,e ' ) = --a,

/ 1 2\ l\;.K 1 2l\,xJ_
2 "/( l - . l ^ . l 2 ) . / +-a ,e / .+ 1

Donc

cos À. x

„ r / , i , ,2 i 2\ '^i* -L ^ "^[(•4'^-i»'')R e K i - ^ l a , ! 2 - ^ - ^ ^ / + ^ a , e / _
^ R e « , =

1 + Re(a,e'^)

sin À. x + — \m a. =
.Re^l-^la,!2^^)^^.,^].

1 + Re(^.e'^)
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Si a est un élément réel de /2 le théorème précédent montre que les
produits

,"0 [l^^osX.x-^Re^)]

et ^[^^(^^^i^^)]

convergent ^-presque partout, il en est donc de même des séries

^ ûy (cos \-x—— Re a.) et ^ a, (sin À, x + — ïm a. ) ce qui achève
/ > 0 v 2 / / > 0 2 / /

la démonstration.

Remarques. - Quitte à utiliser d'autres mesures v^ on peut dans

la première partie du théorème 2, remplacer l'hypothèse, lim sup | a. | < — »
f->^ J 2

par l'hypothèse lim sup \a^ \ < cos ———————7r——————— (ici [x]

2+[i(inf ^-1)1
[ 2 V , > o À, / J

désigne la partie entière de x).

Nous avons déjà remarqué que les fonctions e^^ ——
( 2 ) />o

forment un système orthogonal dans L2^) il résulte donc du théo-
rème de Menchoff que les hypothèses,

inf À ,^ /À,>3 et ^ la.l^log/)2 ,
!>0 ,>1

entraînent la convergence de la série ^ a, f^7^ — — a~.\ pour u -
/>o ! ^ 2 î ) a

presque tout x.
Dans le cas où X y + ^ / X y est entier quel que soit/, on peut démontrer

le corollaire 3.3 d'une autre façon, on obtient d'ailleurs un résultat
plus précis.

3.5. PROPOSITION. - On suppose que, pour tout j, X. divise À . + ^
Quelle que soit la suite a = {û^o de carré sommable la 'série
V / i\fX 1 _\^ a. [ e ' — — a.) converge ^.presque partout.

]>Q v 2 '/
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En effet il suffit de remarquer que les fonctions

( / i\,x 1 _ \ )!"'(" -î^L
sont des accroissements de martingale (cf. lemme 2.1.1).

3.6. THEOREME. — Soient {\}^o une suite d'entiers strictement
positifs tels que \^.J\ soit supérieur à 3 et ir^nX) une suite crois"
santé de nombres réels strictement positifs tels que ^ (r^1 log n)2

n>\
soit fini. Pour tout nombre complexe non nul, z, tel que

| z | l i m s u p ( r ^ + i - r^)
n ->°°

soit inférieur à — l'ensemble des x tels que r^1 ^ e J x converge
L 0 < /' < n

vers z est non dénombrable. De plus, si ^ (^+1 — rn)l^o^\ est

n>\
fini cet ensemble est de dimension de Hausdorff 1.

En effet, posons T_i = 0,û^ = Ïz(r^ - r^_i) . Alors lim sup |ûJ
n —>oc'

est strictement inférieur à 1, la remarque suivant 3.4 montre que la
série ^ ^ l(^ nx ~ ( r n ~ r n - \ ) z ) converge ^-presque partout ;

n>0

un lemme de Kronecker ([7] p. 139) montre que

r^ È (^-(r,-r,^)z)
/=0

tend vers 0 ^-presque partout. La seconde assertion résulte de la pro-
position 2.3.4.

3.7. Remarque. — On peut utiliser les propositions 3.3 ou 3.5
pour obtenir la convergence presque partout de la série

S ^(^'-(^-^-i)^).
n>0

On peut alors obtenir la même conclusion que celle du théorème 3.6
en faisant sur la suite {\,}^ç une hypothèse convenable et sur la
suite T^ l'hypothèse : ^ r^2 <°°.

n>o
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3.8. PROPOSITION. - On suppose que \+i/\ est supérieur à 3.
Soit a ={û^}^o une suite de nombres réels positifs n'appartenant à
y pour aucun p fini et telle que lim sup a^ < 1. Pour chaque réel

n ->°°
strictement positif, a, on note v^ la mesure que définit le produit
n (1 + a^ cos \jX). Il existe une famille de boréliens, {^o)a>o » telle

que :

1) si a est différent de a ' on a : E^ n E^. = 0 et ï^(E^) = 0,
2) ^(E,) = 1,
3) U E^ est négligeable pour la mesure de Lebesgue.

Démonstration. —

1er cas. — a^ ne tend pas vers 0.
Il existe alors une suite U^^i telle que a. tende vers un

n

nombre / de ]0,1[ . La série ^ — ( e k n x - - a c t ^converse v -
n>i ^ v 2 ^/ & a

presque partout ; soit E^ l'ensemble des x tels que — Y e k^ tende
n ^

vers — /a. Ces ensembles vérifient 1) et 2), d'autre part ils sont disjoints

1 " ^k^
de l'ensemble des x tels que — ^ e ! tende vers 0, ensemble quin ,= i
a une mesure de Lebesgue égale à 1.

2ème cas. - a^ tend vers 0.
Soit a une permutation de N telle que la suite {û^J^o soit

décroissante. S'il existait un nombre strictement positif, a, tel que la
_ 3 i_

série ^ (n + 1) 4 a^ converge la suite (n + l)4 a^ serait bornée
a ̂  0

et a appartiendrait à un /p.
Soit E^ l'ensemble des x tels que la série

^•^[^•"'"-i'-]
converge.
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Ces ensembles vérifient 1 ) et 2) et sont disjoints de l'ensemble des
_ 3

x tels que ^ (n 4- 1) 4 e^0^ converge, ensemble dont la mesure
n>0

de Lebesgue est 1.

4. AUTRES RESULTATS

4.1. Produits de Riesz construits sur la suite {2"}^^ .

N

4.1.1. Une somme ^ ê . 27 (e .̂ vaut - 1, 0 ou 1) est nulle si et
/ -o

seulement si tous les ey sont nuls. Si a ={û.}.^o est une suite de
nombres complexes de modules inférieurs à 1 les polynômes trigo-
nométriques P^ ^(e^) = n (1 4- ReCa,^'2^)), sont positifs et de

' 0 < / < N /

moyenne égale à 1. Nous allons montrer que la suite de mesures,
( dx}(P^C^)-"-" , a une seule valeur d'adhérence vague, ^.

^'n>Q

4.1.2. LEMME. — Soit m un entier strictement positif, soit n
l'entier défini par les inégalités : î1 < m < 2"+l . Soit N un entier
supérieur à n + 2. Si Von a

m= E e / ^ ( e , ^ { - l , 0 , l } , / = 0 , 1 , 2 , . . . , N ;e^0)
0 < / < N

alors e^ ég^ 1 et e ^ _ ^ égale — 1.

En effet, la somme ^ Cy 2/ a le signe de e^ . Donc e^ égale 1.
o < / < N

D'autre part :

2 N -2 " + l + l<2 N -m=- E 6,2 /<-6N_l2N - l +2 N - 1 -1
0 < / < N

par suite 2 < 2N-1 - 2"+l + 2 < - 2 N - 1 e^.i

ce qui montre que e^_ i est strictement négatif donc égal à - 1.
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4.1.3. Une application répétée du lemme précédent montre que,
sous les mêmes hypothèses, Cy égale - 1 lorsque Fon a : n + 1 </< N - 1.

4.1.4. Soient m et n comme dans le lemme 4.1.2. Posons :

E^ = { ( 6 0 , € , , . . . , 6,) G { - l . O , ! } ^ 1 ; S 6,27 = m }
/ - o

^-{(^^.•.^^{-^O,!}^1 ;2 r I+ l + à e^m}.
/ - o

Si e appartient à { - 1 , 0 , ï}^ on notera a.(e) le nombre valant
1 1

— û y , 1, — df selon que Cy vaut 4- 1 ,0 ou — 1.

Alors si N est supérieur à n 4- 2 la remarque 4.1.3 montre que
l'on a :

P.^)=^(^.;(e))+[j^^.;(e)]

f^^ ^ ^L n-'^l.
L 2 fc-^2 2 /=n+l 2 J

Ceci montre que Pg y,(m) a une limite lorsque N tend vers + °°, ce
qui prouve l'existence et l'unicité de jitg.

4.1.5. LEMME. — Soit QL^ la plus petite tribu rendant mesurable
la fonction e ' ^ " x . On a :

E(^2^la,„)=^(^+.-^-^+l-).

En effet, si T + kÏ1^1 = ^ e,27 avec les conditions habi-
/>o

tuelles sur les ey nous avons e^ = e^ = • • • = e^_ i = 0, e^ = ± 1.
Donc

/^""^-""'^^(x) =^ /.-^"'^^(x) +

+^y\-^i)2"^^^
ce qui démontre le lemme.
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4.1.6. COROLLAIRE.— // existe un nombre C tel que pour toute
suite de carré sommable, {û',},>o* on alt

[ „ n , 2 1 1 / 2
j sup ^ a.(e12 x - A,(- 27)) rf^Oc) <

M>0 ,=0 J

1/2

C(I I"/!2) •V/X) /^ />0

Démonstration. - Le lemme précédent permet de définir des
nombres u^ ^ et v^ ^ (/ > 0, fc > 0) ainsi :

i) pour tout / > 0, ^.o = 0 et i;,o = 1
ii) pour tous / et k,

E(./,^'•2/+kxla,„„)=^,„ +v,^,^'+k+lx\.

On a : lM/ , fc+ i l<^- lv/,J, l" / , fc+i l<^ lf/,J

d'où l"/,^!!^-*, I^.J^l-*

et r /* I., e"7^^ u v ei2'+k+lx I2 rf" r y t l 1/2 < 7-'^|J '"/.fc - "/,t+l — "/.fc+l e ' "^a^-'J 's 2

On a aussi :

t;/^S o^^^
k>0

"/,fc+l — ^ / . fc+l
g,!/^1^ =^2^ _

fc>0
.̂.i =^-A,(-27) .- E U

Par suite
n

sup 1 S "/(e12^ -A<,(-2 /))|<
M > 0 / = 0

S sup E a,^,,^-^-.,,„-^^^"/+k+1-)
fc>0 "^0 / = o

utilisant une inégalité sur les martingales de carrés sommables nous
obtenons :
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[ r ^ s 2 I172
J sup 1 a,(^-A,(-27)) ^(x) <

n>0 ,-o J

1/2

. l a / '2)k>0 f>0 /
<C 1: 2-t(I |a,|2)

k>a v » > n /

ce qui achève la démonstration.

Ceci prouve que lorsque ,̂ |a.|2 est fini, la série
f>0

I |a,(^'2^-A,(-27))
/>o

converge ^-presque partout.

4.1.7. On en déduit facilement que lorsque deux suites, a et é,
de nombres complexes sont telles que : l | a l L < l , 1 1 6 1 L < 1 ,
^ lAûCÎ^ ) - A&(2")|2 = + oo, alors les mesures ^ et JLA. sont

n >0

étrangères. La proposition suivante explicite cette condition.

4.1.8. PROPOSITION. - Soient a et b deux suites de C telles que
l l û IL et \\b ||̂  soient strictement inférieurs à 1. Si ^ \b - a |2 est

n>o
infini les deux mesures ^ et ^ sont étrangères.

En effet, le lemme 4.1.5 montre que

A^^^+^A^1).

Résolvant par rapport à a^ nous obtenons :

_ ^27^)-A,(2n)^(2;^T)
l-IA^^)!2

Il est facile de montrer que : | A^")! < l l û l L . On a donc :

16, - a, | < fe(IA.(2") - A,(2")| + I A^^) - A,(2"+l)|)

où k est un nombre ne dépendant pas de n. Alors :

l^-^^^IA^D-A.d)!2^2 S |A,(2")-A,(2yl)|2^ \bn-a
n>0 n>ln>l

ce qui achève la démonstration.
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II est d'autre part clair que les conditions d'absolue continuité
de ^ par rapport à JL^ données dans le théorème 1.3 sont encore
valables dans ce cadre.

4.1.9. LEMME. — I I existe un nombre C tel que quels que soient
l'entier non nul, n, et la suite {ûy}^o de carré sommable on ait :

C /» m . 2 1 1/2
\ j sup S a, '̂27^ - AJ- 2^)) d^(x) <
[ m /-.o J

_______ / \1/2
<C(1 + v/Log | n |) ( S 1^,12) .1 ^ 1 ) 1 Z. la.

/>0

En effet, le lemme 4.1.5 montre que E^"27^ l Œ . + i ) est égal à
, l _ .n-l^^ 1 ,^- l2/+ l^

^"2 x ou a — û^-é? 2 + — a^e 2 selon que ^ est pair

ou impair.
Soit n un entier supérieur à 2, notons k le plus petit entier stric-

tement supérieur à Log(n — l)/Log2. On vérifie que

E(^27" |a,^) = Uf + v^.e12^^1-

avec 1 ^ . 1 4- | v. \ < 1.

Comme dans la démonstration du lemme 2.4 nous avons

[/ sup ^ a,^-2^ - EÇe1^ \ 0^,)) 2 d^x)}2 <
|_ m>0 f=o J

1/2
<C^(^ |a,|2)

^/^o /

Par ailleurs nous avons :

E^"2^ ia,^) - A.(-'î27) = î;,[^•2/+fc+l^ - A,(- 2 / + f c + l ) ]

et le lemme 4.1.6 montre que :

V 1/2
sup ^ a.(E(e'"2^ | a,^) - Aa(- w2/)) |2 ̂ ^) <
w>0 /=o J

1/2

C ( S |a/.|2)
\ i>Q /f>0

d'où le lemme.
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Ensuite les estimations de dimension de Hausdorff se déroulent
de la même façon que précédemment à cela près que l'on peut se
contenter d'étudier les intervalles [ k l ' " , (k 4- 1) 2~n[.

4.2. Produits de Riesz à plusieurs variables.

Indiquons brièvement comment les résultats du second chapitre
peuvent se généraliser à T2.

4.2.1. On désigne ̂ {\}n>o et {OMX) deux suites de nombres
entiers supérieurs à 1 telles que \^^1\ e t À ^ + i / X ^ soient supérieurs
à 3 pour tout n. Soit a ={û^}^o une suite de nombres complexes
dont les modules sont inférieurs à 1 ; on pose :

Pa n^ .eiy) = n [1 + ReÇa.e1^^)]
/ = o

et Fon note ^ la limite vague des mesures P^ ^eix » eiy^
47T2

On peut démontrer les résultats suivants.

4.2.2. PROPOSITION. — Soit {^}^>o une sulte ^e nombres com-
plexes. Chacune des conditions suivantes :

1) Pour tout n, \+^/\ et X^/À^ sont entiers, \\a\\^ est stric-
tement inférieur a i , ^ |a^ |2 est fini.n

n>0

2) max(\^,/\^\^,/\^ tend vers ^ oo, ^ |^ Log(n + 2) J 2

n>0
2aest fini et, si a étant le nombre compris entre 0 et 1 tel que \\ a \\^ = ——y

on a ̂  a" \/î ~ < °° où
n>\

^=in f j />0, \/k>j\ n<max^^,/\,\^,/\^-^ .

3) ^ \ana•n\ est f1^
n>0
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implique la convergence ^-presque partout de la série

Z ^[LogtI+Re^'^^l-
n>Q

-/Log[l + Re^e^^^^d^t.u)} .

On en déduit le résultat suivant.

4.2.3. THEOREME. — On suppose qu'existent deux nombres A et
^nB tels que : 0 < A < — < B pour tout n.
\

1) Si les hypothèses 2 ) ou 3) de la proposition précédente sont
satisfaites en prenant a^ = (log(À^ À^))"1, tout borélien E tel que
^(E) 50 it non nul à 2 pour dimension de Hausdorff.

2) 5'; les hypothèses 1) de la proposition précédente sont satis-
faites, tout borélien E tel que Ma(E) solt non nu^ a une dimension de
Hausdorff supérieure à

2(l -limsup[Log(\,X,)1-1 /logP^(^\^)^(^)) .
n —>°°

En outre, il existe un borélien portant ^ dont la dimension de
Hausdorff est inférieure à

2(l -liminf(log(À^,À^,))-1 / Log P,.^. e^) d^t, u)) .
\ n ->00

4.2.4. On peut aussi obtenir des résultats lorsque la suite
{(X. ,X?}.^o est la suite des images successives d'un couple d'entiers
par une application linéaire.

Soit A = ( . ) une matrice à coefficients entiers rationnels\'y 5/
dont les valeurs propres ne sont pas réelles ; on suppose aussi que
a§ — j37 est différent de 1. L'équation caractéristique est

\2 _ (a 4- §) X + a§ - j37 = 0,

par hypothèse (a + 6)2 — 4(a6 — lîy) est strictement négatif. Le mo-
dule des valeurs propres est \/a5 — fîj.
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A définit un automorphisme u de R2 et, par passage au quotient,
un homomorphisme T de T2 sur lui-même :

TC^ e^) = (^<a•v+^) , ei(vx+ôy)\

On notera v le transposé de u, I\ = ^(Z2), £„ = u~n(î'iï72) ;
Gy, désigne le sous-groupe discret de T2, image de G^ par la surjection
canonique de R2 sur T2 = R^TrZ2.

Soit (niQ , n^) un point de Z2 telle que la suite {^(WQ , ^0^7 >o
soit dissociée (c'est évidemment le cas quels que soient m^ et HQ si
^/det A est supérieur à 3). Soit û ={^.}y^o une suite de nombres
complexes telle que l |û| |^< 1. Posons :

P,̂ (^ , e^) == n (1 + Reû, <(mo , n^) , T7^^ , ê^)»

== n [1 + Rea, <^(mo , n^), (e^ , e^))] .

( . . d x d y }
La suite de mesures P^ ^(e^ , ^ i>/) ——^ converge vaguement

^ ' w ]k>o
vers une mesure de probabilité ^ .

Posons ^^(P^)"1^-
Observons que F^ est strictement contenu dans Fç et que Fon a :

H F. = {(0 , 0)}. Par conséquent on peut toujours se ramener au cas/>o /

où (HÏQ , rio) n'appartient pas à r\ , condition qui sera supposée satis-
faite dans les démonstrations qui suivent.

Désignons par OL. la plus petite tribu sur T2 rendant mesurables
les fonctions continues à spectre dans Fy et par E7 l'opérateur d'espé-
rance conditionnelle par rapport à QLy lorsque l'on munit T2 de la pro-
babilité ̂ .

4.2.5. LEMME. — On suppose que Km^ , n^) ^appartient pas à
r\ . Si (m , n) appartient à F. on a :

1) EJ+l((m, n)) = 0 si (m, n) n'est congru modulo Fy^ ni à 0
ni à ± v'ÇniQ , n^).

2) E^V^o^o))^^ E^C-^mo^o))^^ •
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Démonstration. — On remarque d'abord que

/-i
^ e^(mo,^), (e^{- 1 , 0 , 1})

fc -- 0

n'appartient à F. que lorsque tous les e^ sont nuls.
Soit (m , ̂ ) dans F .+^ , si l'on a :

Cm , n ) - \ - ( m ' , n ' ) = ^ ^^(^o , ̂ ) »
k>0

( e ^ G { — 1 ,0 , 1}) la remarque précédente montre que

^o = e! = • • • = e/-! = ° .
par suite (m , n) — e^^m^ , n^) appartient à F y + ^ .

Ceci prouve la première assertion. Quant à la seconde elle résulte
de ce qui précède et du fait que ^(m^ , n^) et — ^(m^ , n^) ne sont
pas congrus module F^ ^ .

La proposition suivante se déduit de ce lemme comme la propo-
sition 2.5 se déduit de 2.2.

4.2.6. PROPOSITION. — Les hypothèses du lemme précédent étant
vérifiées, soit {//},>o une suite ^e fonctions de A(T) comme dans la
proposition 2.5. Alors pour toute suite de carré sommable {0..}.^^ la
série

^ ^[^«(mo,^),^^-^^)»-
f>0

- fff^o > n^^V^^e^d^s , 01

converge pour ^'presque tout (x , y).

4.2.7. THEOREME. — Sous les hypothèses précédentes
1) Tout borélien E tel que Ma(E) soit non nul a une dimension

de Hausdorff supérieure à

2 1 - lim SUp , , , . , f ̂  ̂ a nd^a\ •^ n-^oo n\og(detA) v a,n a ^
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2) // existe un bore lien portant p.^ dont la dimension de Hausdorff
est inférieure à

2 | l - liminf . 1 ^ [ logP, ,d^\.
[ n->^ nlog(detA) J ' J

Démonstration. - La proposition précédente montre que

\ (^P^-/^^.^)

converge vers 0 ^-presque partout.
Soit 0:o , Yo) un élément de longueur minimum dans G^\{(0 , 0)}.

Soit ( x ^ , y ^ ) un élément de longueur minimum dans G^\Z(XQ , y^).
Ces deux éléments forment une base du réseau G ^ . Soit J^ l'ensemble
^o<^o » ^o) + ^i^i » ^i) ; 0 < ro < 1, 0 < r^ < 1} . L'intersection de
G^ et de J^ est {(0 , 0)} ; u(x^ , y ^ ) et i<(x^ , ^^) forment une base de
27rZ2. On en déduit que la restriction de T à la projection 1^ de J^
sur T2 est une bijection de 1^ sur T2. Les ensembles {g + 1^ ; ̂ E G^}
forment une partition de T2 en det A ensembles de mesures {det A)~1.

Posons J^ = ^^"(Ji), on a | J^ | = 47^2(ûf^ A)~" ; de plus comme
u est conjugué d'une similitude de rapport y/det A il existe deux
nombres c^ et c^ tels que

0 < Ci < | J^ [/[diamètre (J^)]2 < c^ .

Soit !„ la projection de J^ sur T2. Il est facile de vérifier que pour
calculer la dimension de Hausdorff d'une partie de T2 il suffit de
considérer des recouvrements au moyen d'ensembles de la famille
{g^\\n>\ ,g^G^} .

T" est une bijection de !„ sur T2, un changement de variables
montre que si g appartient à G^ on a

^(^I^^A)-" .

La démonstration s'achève comme celle du théorème 2.8.
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4.3. Produits de Riesz sur R.

4.3.1. Soit {\,}^Q une suite de nombres réels strictement po-
sitifs. Soit a ={a^n>o une suite de nombres complexes dont les mo-
dules sont inférieurs à 1 et telle que \+^/\ ̂  3. On sait que le
produit II (14 - Re(û, < À , , x >)) définit une mesure u- sur le compac-/ > o / /

tifié de Bohr de R. Cette mesure ne permet pas d'étudier le compor-
tement de certaines séries sur R aussi est-on conduit aux considérations
qui suivent.

4.3.2. Soit K une fonction positive intégrable sur R dont la trans-

formée de Fourier, fc, est positive, à support dans — — \ , — \Q |

et telle que K(0) égale 1. On pose :

^a.nW^ .̂  (1 + Re(û,^))

Q^(x)= K(x)P^(x) .

dx
II est facile de voir que les mesures Q^ „ (x) —-.— convergent

\/2ir
vaguement vers une mesure que nous noterons v^ ^ ou ^ lorsqu'il
n'y aura pas de confusion possible. Plus précisément si Ç appartient à

^ 1R et si S — 2^ ej \- ^ — \ (avec les conditions habituelles sur
/>o z
f>0

les e.). On a :

^,K^)=K^- S 6,À,)A,(1: €,X,)
v f>0 / ^j>0 '

et, si Ç n'a pas la propriété ci-dessus, ^ ̂ ) est nul.

4.3.3. La suite {e1 fx — v^(— X.)}.^o est orthogonale dans L2^).
Il est facile de s'assurer que les résultats du chapitre 1 sont valables
pour les mesures v^ ^ (K fixe).

Passons maintenant à l'étude des dimensions de Hausdorff des
boréliens portant ^ ^.
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On définit de même que précédemment, lorsque \i+i/\, tend
vers + °° :

^ = infj/ > 0, \/k >j\n< \,^/\, - -I j •

4.3.4. PROPOSITION. — On suppose que X^+^ /Ày , tend vers 4- oo.
la

Soit a un nombre compris entre 0 et 1 tel que \\a\\^ < ———-, si1 4- a
^ a" ̂  ̂  /Ïm û/or^ po^r ^o^^ suite {a^} ̂  ̂  ̂  telle que
n>\

S l^log(^ + 2)|2
n>Q

soit fini la série

^ a,[Log(l +Re(a^^^))-fLog(l + Re(^ ̂ nf)) ̂ ,^(01
«>o

converge pour v^ ^-presque tout x.
On en déduit le résultat suivant :

4.3.5. THEOREME. — 1) Les hypothèses sur {AJ.^o et a etant

celles de la proposition précédente, tout borélien borné, E, tel que
v^ ^(E) soit non nul à 1 pour dimension de Hausdorff.

2) On a la même conclusion sous l'hypothèse :

^ \a^ 1/LogX^ < oo
n >p

(où p est assez grand).

4.4. Convergence vers la loi de Gauss.

On étend au cadre des produits de Riesz un résultat de R. Salem
et A. Zygmund sur les séries trigonométriques lacunaires [10].

Soit {XJ .^o une suite d'entiers supérieurs à 1 et tels que \+i As-
soit supérieur à 5. Soit a ={ûy}^o une suite de nombres complexes
dont les modules sont inférieurs à 1.
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4.4.1. THEOREME. — Soit ^y^n>o une sulte ^e nombres réels

telle que A^ = /- (| a^ |2 4- | aj2 -h • • • 4- | ̂  |2) et Aj\ a^ | tendent
V 2

vers + °° lorsque n tend vers 4- °°. L'image de ^ par la fonction
\ n / 1 \

— ^ a. (cosX.x — — Reû.) converge étroitement vers la mesure
\ 7 -0 / v / 2 //

-̂ !
e 2 dx.

Preuve. — II suffit de montrer que

/ r n , i ^ 1
F^(r) == exp it ^ a, (cos X,^ - - Reû,)/A^ ^(^)

L /=° J

_i2
tend vers ^ 2 uniformément sur tout compact.

/z2 \Puisque expz = (1 -h z) exp (—+ 0(|z |2)) il suffit d'étudier la

limite de

/» n r / fr \ / lt Re û/ \1
^^ =^ ,"0 [0 + A: ̂ COSÀ^)exp(-"^-)J

/ - r2 "
exp (~77T ^ a/2 cos2 x/ ̂ ) ̂  oc)

VZAy, ,=0

or
1 " \ n

-TÏ, ^ cos2 X,^ = 1 + —7 ^ a^ cos 2À,^ .
A^ ,=o ^n 7 = 0

Comme les fonctions {cos2Xyx}^o sont orthogonales dans L2^),
(en effet X^i/X, est supérieur à 5), le même argument que dans [10]
montre que G^(t) a même limite que

_12 /» n [ / a \ / itRea^~\
e 2 J ,"0 [(1 +^^^X,x)exp(--^-)J^M .

Il suffit d'observer que
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^^Â (l^^osX,^

n f" ^ Re û, 1
= n | 1 + ———— + ,̂ cos(X,^ - </?,) + 7, cos(2X,^ - V/,)

où f t , 7., <^., V/ • sont des nombres convenables, pour voir que

n / u \ n / it Re a. \
,"o (1 + ̂  a, cos x^) ̂ (x) = /Pô (1 + -2A7 )

et l'on conclut facilement.
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