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CALCUL SYMBOLIQUE
DANS LE CENTRE D'UNE ALGÈBRE DE GROUPE

par Noël LEBLANC

Soit L l'algèbre de convolution des fonctions intégrables pour
la mesure de Haar de SU(w), le groupe des matrices unitaires d'ordre n,
de déterminant un. Nous allons montrer qu'il existe des fonctions
non analytiques qui opèrent dans l'algèbre des transformées de Gelfand
du centre de l'algèbre L.

Les fonctions du centre de L satisfont la relation

/(^) = f(828i) . V^i ^2 e SU(^) .

f(g) ne dépend donc que des valeurs propres de la matrice g,
,,(D ,/.)

C , . . . , €

et on peut considérer / comme une fonction définie sur la restriction
du tore T" à la variété S^ == 0. / devant en outre être symétrique
par rapport à l'ensemble des variables, est donc en fait définie dans V,
l'un quelconque des ensembles convexes limités par les hyperplans
d'équation ^p) = t^.

F.A. Berezin et I.M. Gelfand ont montré [1] que le produit de
convolution se met alors sous la forme

S(0 (f*g) (t) = [ [ f(x) g(y) S(x) S(y) K(x .y , 0 dx dy ,
"v'v

où dx est la mesure de Lebesgue sur V et où

S(^)= n O?1'00-^), ll/lli=^ [ !/(OIIS(r)12^.
P<q ^V

Pour définir K(x , y , t), nous noterons

^(x^,...,^) si ^Oc^,...,^)
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/ 1 . . . n\
et si s ==^ ... j est une permutation quelconque. Pour un choix

convenable de V, S(t) est une fonction réelle positive sur V ; il existe
alors une fonction réelle positive G(x , y , t) dont le support, comme
fonction de t, est l'enveloppe convexe Z(x , y) des points de la forme
y + sx, où 5- parcourt l'ensemble des permutations de n éléments.
G(x , y , t) atteint son maximum pour t = y ; ses dérivées partielles
d'ordre (n — 1) (n — 2)/2 ont des valeurs entières bornées et varient
d'une unité sur certains des hyperplans t ( p ) =x(p) + y^'^le domaine
où ces dérivées sont non nulles est enfin coupé en zéro ou deux points
par une demi-droite quelconque issue de y. Alors, si Z(x , y ) ne ren-
contre aucun hyperplan t^ = ^(ç),

K ( x , ^ , 0 = = a ^ G ( x , ^ , 0 .

Plus généralement,

K ( x ^ y , t ) = a ^ G ( x , y ^ t ) - a ^ ^ G ( x , y , s t ) ,
s

la somme étant étendue à toutes les permutations s pour lesquelles
G(JC , y , t) ̂  0.

Nous posons alors

K^(Xi , . . . , ^ ,0 = [ . . . [ K(^i .x^Wi) K(Wi , X 3 , W 2 ) . . .
"v "v

?n-2'xn ,0^i .. . ûf^-2 ,

ce qui nous permet d'écrire

SO) (A * . . . */^) = { .. .jÇ A(^) .. .fM s(x,)...

S(x^) K^(Xi , . . . ,^ , Qdx^ . .. dx^ ,

et nous nous proposons de démontrer tout d'abord :

LEMME. - Soit X = {t ; K^(Xi , . . . , x^ , t) ̂  0}. ^tor5,

sup K^(xi , . . . , ^ , O s u p S O ) f dt<A^S(x^) . . . S(^) .
teX feX ^x

Démonstration. — Nous posons
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j7= inf sup ^y^-e2ikn/n\
l ^k^n l^p<w

et nous supposerons toujours, pour simplifier, que, pour toutes
les variables, k = n.

D'après les résultats de Berezin et Gelfand rappelés ci-dessus,
il existe ^,

^(^i . . . . , ^ , 0 < K ^ ( X i , . . . , ^ ,^ )

et, si T représente l'enveloppe convexe des points ^ -h sx^, associés
à toutes les permutations s,

T C X . (1)

Posons alors X = ^ 4- X^, X' = ^ 4- 1/2 X^, d'où

/,^2-j^.

KO: , y , t) étant localement un polynôme en x, y, t, de degré
(n — 1) (n — 2)/2, K^(x^ , . . . , x^ , t) est localement un polynôme
de degré n (n - 1 ) (n - 2)/2. La restriction de !€„ (x^ , . . ., x^ , t) à une
droite passant par ^ est alors une fonction k(z) telle que :

k(z)<k(0)=K^(x, .....x^o)

dont les dérivées d'ordre N < n (n - 1 ) (n - 2) sont des constantes,
multiples entiers d'une constante a, bornées par une constante ûM.
Soient u, le plus petit nombre positif, et v, le plus grand nombre
négatif tels que k(u) = k(v) = 0. On peut alors écrire

k(u/2) > a (u/2f, Â;(O) < aM u" ,

k(v/2) > a (v/2f, Â;(O) < ûM ̂  .

On en déduit

k(u/2) > 2-"(w-l) ^-^ M-1 A:(0) ,

et, en remarquant que l'on a aussi

k(0) > a (A k(0) > a A ̂  < M ̂  ,
d'où

u < M v , et, de même, v < M u.
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Si t * E X\ on peut alors écrire

N, K^,...,^,^)>K^,...,;c^)

N^ S(r') > sup S(0
reX

où N^ et N^ sont des constantes.
D'après les propriétés d'algèbre de Banach de L,

c^-1 S(x,) . .. S(^) = f K î ,...,;€„, r) S(0 dt
^x

>fKn^i^ . . . X ^ t ) S ( t ) d t
X

>N71 ^-^'-"supKJXi,...,^.?)
f cX

sup S(^) f r f r ,
ce qui est le lemme annoncé. e x

COROLLAIRE. - Soit co > 0, soit Sî = {t ; co < S(r)} ; f/ ^x^të
MW^ 5M^e /ï»^ {V^}p ̂  recouvrant Sî, telle que, si Xj G Vp., 5<

U ={r,-3 ,̂ e V^., K^(u, ,. . . ,^ , 0=^0},

.̂ < p^ implique x^ < 2 ;ĉ  (2)

sup KJ^^ ,... ,^ , t) sup S(r) f dt < T A^ S(jci).. . SQcJ . (3)
t€\J t€V ^U

Démonstration, - Î2 étant compact, la continuité des fonc-
tions K^, S et S~1 implique la possibilité de passer du lemme à l'iné-
galité (3) en utilisant la continuité uniforme. On obtient (2) en ordon-
nant convenablement le découpage ainsi obtenu ou, si nécessaire,
un découpage plus fin ; on note alors V^, le complémentaire de Î2
dans V, puis /p, la restriction de /à Vp, et

r^r-1*/, expo/)-s= s af? .w = i m !

et on se propose de démontrer :
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THEOREME. — // existe une constante Cy, telle que, si f est
une fonction du centre de L dont la transformée de Gelfand est
réelle,

IlexpO/) - ô||^ <€„ (1 + H/ll^2"-072) .

COROLLAIRE. — Les fonctions F telles que F(0) = 0, (n 4- 1) /2
fois dérivables dans un voisinage de l'origine, opèrent dans l'algèbre
des transformées de Gelfand du centre de l'algèbre L.

Démonstration, — Nous généralisons la méthode utilisée dans
[2] qui donne d'ailleurs le résultat pour n == 2.

Nous choisissons d'abord a? pour que ll/olli < 1, d'où

HexpOO - ô||i < e exp(f Z /p) - 8 ^ + e - 1 ,

ce qui permet, pour démontrer le théorème, de supposer que /o = 0,
ce que nous supposerons pour alléger l'écriture. Alors,

N F q , f l -1 v~| N

expOY) - 5 = Z exp i S fp - exp(ï S fp) = S F<y .
q r = l L P=0 P'20 J <^= l

expO/) - ô - f/= 1 exp(< t /J- exp (z ̂  /?)- ̂
<?=! L P^0 P " 0 J

N r <?! <7l'"l

= S exp(î S /p) - exp(f S / )<?i=i L v p"0 p"0

gi-1 q l̂

-V.,.exp(,-^/,)+^

^î qr'1 ) 1

y * exp(ï S /p)-exp(» I ̂ )1 ( p=o p=o ) J

= s F^^ •
N > < î i > < ? 2 > Ï

De la même façon,

expOD-ô- i / - . . . - ^——= I F ,<?„ .
("-1)' N><;i>. . .><»„>! 1

(4)
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F^....,<?„ '^i*'--*-^, *Ggl....,q ' et la transformée de Gelfand
G de G satisfait, d'après la formule de Taylor, la rela-• i * " * ^ n *» i»"*»**yi
tion

i0^ ,....,„ ( ^ < 1 -
L'égalité de Parseval [3] implique alors

11F,. ....„„ ll2< II/,. -•-/,„ II..

En utilisant l'inégalité de Minkowski et l'inégalité (3), on peut
écrire

II/,, * • • • *^Jl2 < / • • • / l/,i (^l) • • • f^)\ S(jCi) . . . S(^)

D K^(Xt ,...,x^.t)\\
————W)————H^r--^

< 2" A, c," ||/ ||i ... ||/, «["SUF SO)")"1
1 » j teV l

w^
où u = {t ; 3«,e v^., Kj«i ,...,«„, 0^0}.
ll̂ i ,...><„ 112 < 2" A„ €„" ||/ ||i ... ||/, ||̂  fsup S(/)T1

| tev l

(^)-1/2. (5)

Posons U, = U + e Il/Il i U V . Si H,, - est la restriction
q<<n 1 > ""•"

à U.. de F- - , l'inégalité de Schwarz entraîne
• -1 »"*»*iyi

IIH,, ....„„ II. <IIF ,̂,,,JÎ SUP S(/) (jC^)172 .

(1) et (2) permettent en outre d'écrire

sup S(t) < (e ll/lli)^'1-1^2 sup S(0 ,
feUy. f e U

^dt<(e ||/||.)"-1 j ^ d t .
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En reportant les trois dernières inégalités dans (5),
^

IIH I I < ?" A r ^ 1 \\f II l i t II (0\\f\\ ^n ~1)/2 .""qri,...,^"! ^ï L p^ncn l'.̂  "l ' ' • ll^'ll ^ l l / l l i ) »

on utilise alors la formule de Stirling pour écrire

"F^...^JIl<IIH^......JIl+II^JIl•••ll^

et, d'après l'égalité (4),

IlexpO/) - ô||, < C, (1 + \\f\\f^-W ) ^

Remarque. - D'après F.A. Berezin et I.M. Gelfand [l], on
pourra encore établir les relations (1), (2), (3), (4), (5), si on remplace
SU 00 par un groupe de Lie simple compact G. On démontre alors
que les fonctions F telles que F(0) = 0, (n + 2)^2 fois dérivables
dans un voisinage de l'origine, opèrent dans l'algèbre des transformées
de Gelfand du centre de l'algèbre de groupe des groupes SV(n 4- 1),
Sp(2n), S0(2n + 1), S0(2w). (Ce dernier résultat est vérifié pour
tout n > 1, si on exclut les groupes S0(2) et S0(4) qui ne sont
pas simples).

Si G est un groupe de Lie semi-simple compact quelconque,
on pourra encore établir un théorème analogue en remarquant que
le centre de l'algèbre de groupe du groupe G est isomorphe au centre
de l'algèbre de groupe de G, x . . . x G^ où les G,(l < i < m)
sont des groupes de Lie simples pour lesquels la méthode précé-
dente s'applique. Si le produit de convolution dans G, s'écrit

S\t) (f * g) (t) = f f f(x) g ( y ) S1'Oc) S ' ( y ) K\x ^ y , t) dx dy ,
v' v1

le produit de convolution dans G se met sous la forme

S(0 (f^g) (t)=ff f(x) g(y) SOc) S(y) K(x ̂  , t) dx dy ,
~ïr ^ïrV V

avec
S(Q= SVïx ...xS"'^"1) ,

f(t)=f(t1 , . . . , t " ' ) ,

V = V1 x . .. x V"1 ,

K(x , y , t) = K1 (x1 , y 1 , t1) x . . . xKm(xm . y'" , t " 1 ) ,

dt = dt1 ... dt" .
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Les variables se séparent donc et on peut écrire les relations (1), (2),
(3), séparément pour chacune d'elles, avec n = n1 4- . . . 4- ^w : si
l'on a défini K1^ pour établir le lemme dans G,., on définit ici K^.

On note alors f n » la restriction de / à V x ... x V^ , et
* ~ 1 f " ' t ^ Ï T t - 1 " W

on peut supposer comme précédemment que ces restrictions de /
sont nulles si l'un des indices est nul. On ordonne alors les muiti-
indices ( p ^ , . . . , p^) en ne tenant compte que de l'ordre des indices
p ^ , et on écrit la relation (4) à l'ordre n1. On réordonne alors les
multiindices en ne tenant compte que de p^, et on prolonge la
relation (4) jusqu'à l'ordre n1 4- n2, et ainsi de suite jusqu'à l'ordre n.
On peut alors achever la démonstration comme précédemment.

Remarque. — Le résultat obtenu ici ne se conserve pas par
dualité d'espace riemanien symétrique : les fonctions intégrables
sur SL(2 ,C)/SU(2) forment par exemple une algèbre de convolu-
tion isomorphe (cf. par exemple [1]) à la sous algèbre des fonctions
radiales de R3, munie du produit de convolution usuel, satisfaisant

y^l/WI^12 t d t <

Les transformées de Gelfand correspondantes sont donc des fonctions
analytiques et le résultat obtenu ici ne peut être conservé.
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