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NOMBRES DE BERNOULLI ET FONCTIONS L p-ADIQUES
par Jean FRESNEL

Introduction.

Jacques Bernoulli dans son œuvre posthume (Ars conjec-
tandi Baie 1713) introduisit la suite infinie de nombres ration-
nels devenus plus tard célèbres dans l'Analyse sous le nom de
Nombres de Bernoulli. Dès lors, on ne cessa de rechercher les
propriétés arithmétiques de ces nombres. En 1840 Clausen
Staudt explicita parfaitement le dénominateur des nombres
de Bernoulli. En 1851 E. F. Kummer [7] découvrit ce qu'on
appelle maintenant les congruences de Kummer. En 1923,
N. Nielsens [10] fit le point des connaissances arithmétiques
de l'époque sur les nombres de Bernoulli dans son « traité
élémentaire des nombres de Bernoulli ». H. W. Leopolt, [9]
en 1958, définit les nombres de Bernoulli généralisés (défini-
tion déjà amorcée par Ankeny-Artin-Chowla [2] pour le
caractère d'un corps quadratique). Ils sont obtenus par exemple
à partir des valeurs prises sur les entiers négatifs par la fonc-
tion L (., /) de Dirichlet de la façon suivante :

B\ï) == - nL(l - n, ï).

Pour le caractère trivial £ (défini par £(n) == 1 Vn) nous
avons

B^s) = - nÇ(l - n)

où Ç est la fonction Zêta de Riemann. Les nombres B^e)
ne sont autres que les nombres de Bernoulli ordinaires.
H. W. Leopolt établit alors pour ces nombres un analogue du
théorème de Clausen-Staudt. L'année suivante c'est-à-dire en
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1959, L. Carlitz [4] publia un article où il étendait les
congruences de Kummer à ces nombres généralisés.

Tout comme les nombres deBernoulli ordinaires interviennent
dans l'arithmétique du corps cyclotomique des racines p1^8

de l'unité (p nombre premier), leurs analogues généralisés
ont été introduits pour éclairer la structure des corps de
nombres abéliens. A l'aide d'un équivalent p-adique Rp(K)
du régulateur (en prenant le logarithme p-adique des unités
au lieu du logarithme ordinaire) et d'un équivalent p-adique
Lp(7) de la valeur L(l, 7.) (en interprétant p-adiquement
de façon convenable l'expression explicite de L(l, 7)),
H. W. Leopolt [9] établit une formule analytique p-adique
du nombre de classes des corps réels

(i) 2^KRp(K.) _ ^ ̂
WK X ^ e

(n est le degré du corps, AK le nombre de classes d'idéaux,
CÎK est le discriminant, £ le caractère trivial).

Mais l'analogie n'était pas tout à fait complète, puisque le
membre de droite de (1) ne s'interprétait pas comme le résidu
d'une fonction Zêta au point 1 ainsi que nous l'avons dans le
cas complexe

2ra-lfeKRoo(K) ,. / ,^ / .
——/-—— = l™ (^ - 1)W.

V^K ^1

Alors en 1964, dans un premier article, H. W. Leopolt et
T. Kubota [6] définirent une fonction Zêta p-adique des
corps de nombres réels qui devait permettre d'interpréter le
second membre de (1) comme le résidu de la fonction Zêta au
point 1. Cette fonction n'est autre (à un facteur multiplicatif
élémentaire près) qu'une interpolation p-adique sur les entiers
négatifs d'une classe mod p — 1 des valeurs prises par la fonction
Zêta complexe. Comme cette dernière est le produit de fonction
L(., yj, la construction précédente se ramène donc à l'inter-
polation p-adique de la fonction

n B»ffl
n

L'objet de la première partie de ce travail est l'étude des
congruences (c'est-à-dire d'approximations p-adiques) sur les
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nombres de Bernoulli. Nous cherchons des congruences du
type de Kummer, ce qui revient à dire que nous évaluons les
coefficients d'interpolation de la fonction

, B^Ï)n \—> —v—
n

ou encore n \—> B^X)

sur certaines suites d'entiers très bien réparties [1] de Zp ou
d'un disque contenu dans Zp.

Les congruences précédentes [4], [7] sur les nombres de
Bernoulli présentaient l'inconvénient de n'être valables qu'avec
certaines restrictions sur les exposants ou les caractères, si
bien qu'elles devenaient inutilisables pour l'interpolation
p-adique. Nous avons pu lever ces restrictions.

Les méthodes employées pour obtenir ces résultats sont
nouvelles. Tout d'abord, les nombres de Bernoulli utilisés sont
relatifs, à un caractère quelconque, primitif ou non. Nous
utilisons essentiellement un équivalent p-adique de la quantité

à savoir
n

s w^'m.n^i

Nous obtenons ainsi des résultats qui améliorent les
congruences de Kummer ainsi que celles de Carlitz. Nous
pourrons aussi résoudre un problème posé par N. Nielsens
dans son « Traité élémentaire des nombres de Bernoulli ».

Dans une seconde partie, nous appliquerons ces résultats
pour étudier les fonctions L p-adiques de H. W. Leopolt
et T. Kubota [6]. Les majorations obtenues dans la première
partie permettent de montrer l'analycité stricte de ces fonc-
tions. D'autre part, les évaluations exactes obtenues pour
certains caractères donnent le rayon de convergence (et non
seulement une minoration) des fonctions L correspondantes.
Elles nous permettront aussi de savoir si ces fonctions sont
majorées ou non sur leur disque de convergence. Enfin le
module de continuité des fonctions Lp (important pour
l'approximation algébrique de AKR?(K) par des nombres de
Bernoulli) s'obtiendra facilement avec des améliorations très
nettes sur les résultats de Leopolt [6].
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1. Les Caractères.

Soient N l'ensemble des entiers naturels positifs, ou nuls,
N* Vensemble des entiers naturels positifs, Z Vanneau des
entiers naturels, Q le corps des rationnels, Q, une clôture
algébrique de Q. Soit U le groupe (multiplicatif) des racines
de V unité.

Soient (a, b) = p.g.c.d. de a et & et [a, b] == p.p.c.m.
de a et &.

a) Les caractères de Z. — Soit (Z/mZ)* le groupe multi-
plicatif des éléments inversibles de Z/mZ. Soit

X(m) == Hom ((Z/mZ)*, U)

le groupe des caractères de (Z/mZ)*.
Nous allons plonger X(m) dans l'ensemble A des appli-

cations de Z dans Q par l'injection f^ ainsi définie : si
% e X(m) ; posons :

/.Oc) = ̂
où 7(a) = 0 si (a, m) -=f=^ 1 et 'X(a) == *X o g^(a) si (a, m) == 1
(g^ étant la projection canonique de Z sur Z/mZ). Notons
par X(m) l'image de X(m) par /^.

X(m) n'est autre que le sous-ensemble de A des applica-
tions ^ satisfaisant aux conditions suivantes :

'/(a) ==0^=^ (a, m) ̂  1 ;
7fa&) =ï{aW), Va, f c e Z ;

"Xfa) == 7(&) si a= b mod m.

Soit X = U ̂ ^
m€N*

Les éléments de X sont les caractères (multiplicatifs) de Z,
plus précisément un élément de X(m) s'appelle caractère
(multiplicatif) modulo m. Nous noterons £ l'élément neutre
de A (pour la multiplication). Cet élément appartient à X(l).
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L'application f^ respecte la structure multiplicative (mais
n'envoie pas l'élément neutre de X(m) sur celui de A,
excepté dans le cas m = 1) ; et par suite X(m) a une struc-
ture de groupe pour l'opération induite par celle de A (l'élé-
ment neutre de X(m), que nous notons "/o, n'est pas celui
de A excepté dans le cas m == 1).

Nous avons X(mi) X X(m^ == X([mi, mg]), alors

X(m^.m^) c^ X(mi) X X(ma) (produit direct), si (mi, ma) == 1.

Nous utiliserons souvent la décomposition suivante : soient
m e N*, p un nombre premier, m == mop7' avec (mo, p) == 1,
alors

X(m) = X(mo) X X(pr).

Si p ^=f=- 2, X(;/) est cyclique d'ordre ^{p^ (y étant l'indi-
cateur d'Euler), si p = 2, XQ^) est produit direct d''un groupe
cyclique X^ d9 ordre 2, et (TMM groupe cyclique Xi d9 ordre
^r-2

Soit 'X e X, et posons :

MQC) = tm 6 N tels que ^C e X(m) j ;

alors MpC) est l'ensemble des multiples m'.mo d'un
entier positif mo tels que tous les diviseurs premiers de m'
soient des diviseurs premiers de WQ.

7. étant fixé, les groupes X(m), VmeMfX) , ont même
élément neutre, et V ordre de 7, ne dépend pas du groupe X(m).
Cet ordre nous le noterons Of/).

b) Caractères primitifs. Conducteurs. — Soit

G(m) == j a e Z tels que (a, m) == 1^ ;
nous avons

G(mi) n G(ma) = G([mi, m^])

si 'X e X, si mi, m^ s M('SC) alors G(mi) == GÇma).
Soit R la relation d'équivalence définie sur X par :

•X^R'/g ^=^ 13mi e Mf/i) et 3m^ e Mf^)

tels que
Vae=G([mi, ma])

7i (a) = ̂ (a).
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Soit

PpC) == ^ m e = N tels que 3/^ e X(m) avec 'XiR'Xj.

Alors P(^) est l'intersection de N* avec un idéal de Z.
On appelle conducteur de ^/, l'entier positif fÇ^), tel que
PC/) ==/*(7.).N*. Un caractère ^C est dit primitif si 'X e X(/p()).

c) Le caractère 6.—Soient Qp le corps p-adique élémentaire,
Qp une clôture algébrique de Qp contenant Q, munie de la
valuation a) normalisée par co(p) == 1, et de la valeur absolue
normalisée par |p| == p~1.

Si p -=f=- 2, 0 est l'élément de X(p) défini par :

ô(a) == lim a^ (limite p-adique).
nx»

Si p == 2, 6 est l'élément de X(4), défini par 6(a) == 0
si (a, 4) -=!=• 1, et par 0(a) == 1 (resp. — 1) si a= 1 mod 4
(resp. — 1 mod 4).

Si n est un entier quelconque, ô" est l'élément de X(p)
si p -=f=- 2 (resp. X(4) si p == 2), défini par ô^a) ==0 si
(a, p) •==1==. 1 et par ô^a) == (6(a))71 si (a, p) == 1 (en parti-
culier, 6° est l'élément neutre de X(p) si p =7^= 2 et de X(4)
si p = 2, et Ô^O"' == e^"').

A chaque nombre premier nous associons un caractère que
nous notons invariablement 6, afin de ne pas alourdir les
notations. Il sera implicite que lorsqu^un nombre premier p
figurera dans une relation, le caractère 6 utilisé sera celui qui
est associé à p.

De la définition du caractère 9, nous déduisons immédia-
tement que si a e Z et (a, p) == 1 :

aO-^a) = 1 mod p si p -=f=- 2,
aO-^a) = 1 mod 4 si p == 2.

Nous posons alors :

^(a) = -1- (aô-^a) - 1) si p ^= 2

^(a) = i (aô-^a) ~ 1) si p = 2.

Nous avons, bien entendu, ^(a) e Zp si (a, p) == 1.
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Consentions. — Si ^ e X(m) avec co(m) > 0, et si a ̂  0
mod p, nous poserons 7(a)^(a) == 0.

Si r e Q, a^b mod p7' signifie (o(a — b) ̂  r.

2. Les nombres de Bernouilli généralisés.

a) DÉFINITION. — Soit 7. e X, si m et m' appartiennent
à M("X) Mou5 en déduisons V égalité des séries formelles suivantes :

m ^aT m' aT

S^)T———.=S^)T——^
a==l ^ —— ± a==l e —— ±

par suite le développement en série formelle de

s "w——
a=l ^ — -1-

ne dépend que du caractère 7. (et non de l'entier meMC/)) .
Nous écrirons ce développement sous la forme suivante :

m ^aT oo T'n

(1) ;S^)T;,,^=;SBW^,.
l==a e 1- a==l ' v •

Ceci permet de définir une application B de N X X
dans Q dont la valeur en (n, 'ÏC) notée B^"/) s'appelle le
^ième ^ombre de Bernoulli relatif au caractère ^(. Ce nombre
algébrique appartient au corps cyclotomique QCX(l), . . ., ^(/l))
noté plus brièvement Q,(^). Les nombres de Bernoulli ordinaires
sont ceux relatifs au caractère de £ et sont notés B".

b) Parité.
Soient ^ e X , ^ ( = ^ £ et me Mp()

- - ̂ T^ ̂  ̂  •)C(m - a^e^ ̂  m ')€(- a^Te^
^ />-mT 4 2j mT \ 2l mT _ ^

a==l ^ — 1 a'==l e — J- a'==l ^ i

Si ^ est pair (c'est-à-dire si ^((— 1) == 1) et si "X =^ £,
B71^/) == 0 si TZ est impair.

Si 'X est impair (c'est-à-dire si 'X (— 1) == - 1), B^RC) = 0
si M est pair.

Si " / = = £ , B^fX) == B" == 0 si 72 est impair et n > 1.
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c) Relations.
Les nombres de Bernoulli satisfont la relation de récurrence

suivante :

(2) J ( n ̂  ^B-pC^m)^1-1 - (n + l)|^/(a)a"

V7°eX, VmeM(7), V^eN*, ^VneN.

Cette relation peut s'écrire symboliquement sous la forme
suivante

(B(7) + ̂ n+l - B^pC) = (n + 1) 2 7(a)a71.
a==l

Cette notation se comprend ainsi : nous développons suivant
la formule du binôme et nous remplaçons (B(7))1 par B1^).

En particulier nous avons

BW = -L i w
"t a=l

c'est-à-dire
B°{7.) =0 si '/ ̂  '/„

(2') B"(7) = ^TO) si 7. == 7o.
/Te'

La relation de récurrence se démontre en remarquant que
vm Tu01* m T^1'

S ^(") ———. = 1 "W ———.
a==l € —— -1 a=i € —— 1

et que
vm / oo T^X
S ^(a)^-11- = ( S B"C/) -,) (c^ - 1).

<ï=i \n=o n ' /

PROPOSITION 1. — Pour tout n e N, MOM^ avons

B^f/ô0) = B»f/)(l - '/(p)p71-1).

Preuve, — Soit meMpî).
Si p divise m, "Xô0 = 'X et 7(p) = 0 la proposition est

triviale.
Si p ne divise pas m, pm e M(70°) et

pm Ta^ 00 T"S ^°(a) ̂ ,̂ — = s B"c/eo)1
a==i e —— L 71=0 rl •



9Q9
-î7- JEAN FRESNEL

or

j^^-l^A-^i^^
soit

5 B-pœo) T; = s B»W Tn - M ̂  B»W £Ï.
re ' n=o M ! ? ^o " !

PROPOSITION 2. - 5<»W •)C e X, m «= MpC), si p ^p^ w
w(wB»(7)) > 0.

Preuve. — La relation (2) se développe sous la forme

^B»pC) + î .̂ ̂  ,) ̂  (mB»-^(-/)) = ^ ^a».
y=2 v -L/ / ^^

La démonstration par récurrence est immédiate, puisque
/m7-^ . /.

w{ —— } > 0.
V 7 7
Notation. — Soient '/ e X(m), v e N*, posons

um

S^pw) = S ^(a)a».
a=l

PROPOSITIONS. — Soient 7 e X, meMpC), n>3 si
w{m) =r>0, /c>0 v ^ ^ .

B"00 1
——— = ——, S^mp^ mod D .̂n n.mjr A•v Jl / ^ •

La relation reste vraie pour p == 2 e( p == 3 ^i /c > 1.

Prewe. — La relation (2) se développe sous la forme

^^^--Df^^-'^—^-
0 ^, , /w-7--3^'-^)^

suffit de remarquer que w( ——r-——- ) > 0 pour

3 ̂  1^ n + 1 et d'utiliser la proposition 2.

PROPOSITION 4. — 5o^^ m e N tel que w(m) > 1 si
p ̂  2 (resp. w(m) > 2 51 p == 2). '
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Les congruences suivantes sont satisfaites:
Si p^2

^(m) n ^ o—^—' =. 0 mod p0

n.m
Sg(m) _ p - 1
n.m p

5i p == 2

Ug^TTî) __ /-. i n—^—/ = 0 mod p°n.m
S^(m) _ p - 1

5i n^=0 mod p — 1

mod p° 51 TZ ̂  0 mod p — 1.

si n ̂ =. 0 mod p e( n > 1,

mod p° si n =. 0 mod p ou n == 1.m P

Preuve.
Si m = m^ avec (mo, p) = 1, montrons d'abord que

£ v ; ̂  " ^ ^ mod p° si p =7^ 2 (resp. mod p si p = 2).n.m n.p" v A A x /

En effet

S;(m) _ _1_ m^ \ pk mo—i
,,,,S,«-=^S S ("+W-i\

n.m ^ • W <i=i x=o^'
("JLV)B^_»'L+^^-^î!

n.myi yy> •>^ •»y» A" -y» -yM An.m -, n.w

^^^/n-l^^OmodpO ,i ^2
Tz.m \ i — 1 / m o . i A A /

(resp. mod p si p = 2) pour 1 <; i ̂  n

Par suite,

(o+V)" ^n . 1 0 - /o-^———î— = —— mod p° si p =7^= 2
n.m n.m

(resp. mod p si p == 2)
SM^SIM , p^
n. m n.p

(resp. mod p si p =^= 2)
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Montrons maintenant que

^=^?,n,dp..p^ . ,^l

S^p^) 1 ^+1 i P" p-i
-P^ == ̂ +\2aB = /^Â2,(a + v)n

^^w-^+^ro^1^1
Soit

^^+V)»^^+a-^-modpO

Si p^2,

^ S; (. + W = ̂  + a»- ̂ A) n.od po.

Soit

,.^-/S(o+XpT=^n,odp..

Nous avons alors
Cra/y./c\ Qn/n/c+l^

^=s^)mod^ si P^2 ^^^i

Si p=2,

—nS1 ̂  + V)^^ + ̂ modpo
^P X=o IP ? '

^ V V ̂  -k 'À n^" __ ^ are i ^ ^n-l , .^^+1 2j 2j ^ + ̂  ) •= 2 —/c + 2 —— mod D°
^P a=i X=o î Mp" ^ p r

or
pfc
2 a"-1 == 0 mod p

a==l
si bien que

S^p^1) S^p") ,
^pk+i - -y mod p" si p = 2. et si /c > 2

Nous sommes donc ramenés au calcul de -1- S^(p) si
P ̂  2 (resp. — SW si p = 2\ np E

\ '"// /
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Si p ^ 2
a" 1 .„/ \f a \" , o— = — ô " a ^^ modp»rap np \6(a)/

-i- S^(p) = ̂ - S e»(a)(l + /4(a))'1 mod p0

np np n î

soit

1-S^)=±^ e^mod?0

np np a=i
s^ = 0 mod p0 si n =b 0 mod D - 1np ' r

^ p _ -[
—S; î (p)= '———mod p° si r a ^ O m o d j o — 1 .

Si p==2

1 ^,,. _ 1" + 2" + 3" + 4"
4n bs(4) - ————ïn————

si n = 1 ^ St(4) = I-

si n = 2 -̂  Sj(4) = ̂ -

Sin>2 ^=^ô»(a)(^ymodp0

1" -L 9" -L -î" _L /,"

ainsi

1 S^(4) = 1 ^ ere(^)(l + UW mod p°
Jl: ^ n—î

Soit

-S^^-Sô^modp"
^ -1: a=l

1 S^(4) = 0 mod p° si n E/= 0 mod p

1 1-. S^(4) ̂  — mod p° si n = 0 mod p.
~t û

Remarque. — Le comportement curieux du nombre premier 2
dans les congruences de cette proposition explique le choix
particulier du caractère 6.
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3. Évaluation de T.

Nous n'allons pas étudier la fonction

n i
n

pour la simple raison qu'elle n'est pas continue p-adiquement
(ce qui apparaîtra de façon évidente dans la suite), mais
plutôt la fonction ç(., 1C) de N dans Q,(^) :

n \ B^f/O-^1)) — B°C/6°)
n+ i

Nous plongerons N dans Zp et Q,(5(J dans Q,p(^) c'est-
à-dire Q^(l), . . . , ' / (m)) si meMf/)) .

Nous étudierons alors les possibilités de prolongement
de y( . , Ï ) en une application (pp (* , ' )C ) de Zp dans Q,p(^).
La méthode de l'interpolation p-adique semble bien adaptée à
l'étude de ce problème. Nous serons donc amenés à évaluer
le coefficient d'interpolation

(i) ^^-i)^)6'̂ -'̂ ,-6'̂
k=0 \ ° / A: -t- 1

En utilisant l'équivalent explicite des nombres de Bernoulli
(prop. 3, par. II), nous verrons aisément (th. 3, par. IV) que
l'expression

Tf/, m, s) == -^ ^ ̂ °W(a)
s. m a^i

où s e N et w e MfXe0), (^ a été défini au par. I) est fonda-
mentale pour évaluer le coefficient d'interpolation (a,). La
connaissance complète de T(^, m, s) permettrait de résoudre
des problèmes sur les nombres de Bernoulli et les fonctions
L,(.,X).

L'évaluation de T(^C, m, s) est assez longue, parce qu'elle
dépend de la nature du caractère. Elle se décompose en plu-
sieurs lemmes.
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a) Lemmes préliminaires.

LEMME 1. — Pour tout s e= N, Vm e N tel que œ(w) = r ̂  2,
5i p -=f=^ 2 (resp. 3 6?i p = 2), Va, 6 e Z tek çi^ a = b mod p7'
et (a, p) == 1 nous ayons

J- ̂ (a) EEE-̂ - ^(&) mod p-1 51 p ̂  2.
m.s * m.5 T A '

Preuve.
Posons b = a + ô'//, si p ^= 2, si (a, p) == 1

^(a + &y) = W + ̂ -\

ce qui peut s'écrire

^(a + 6y) = ^(a) + P"^ où c e Zp

et par suite

. f^
1 ^(a + feV) = ̂ - ^(a) + S x/^ ̂ -k(a)(cp'-l)'t
" ° k=l 5

or

/c\

-^^-'-(a)^-^)'1 = ̂  ̂  ̂ -^)(^-i).-i(^-i)

= 0 mod p'-1.

Ce premier lemme nous incite déjà à décomposer le caractère
ï s X(w) (avec m = m^ et (wo, p) == 1) sous la forme

X=7^ où ^eX(p'-) et X,.=X(wo) si p ̂  2.

Nous serons alors conduits à évaluer Tf/i, p1', s), ou encore
'i 'PCP'')

(2) U(7,, p^ s) = -^ 5 ^(^^(A")
^P U=l

où gpr(A) est un générateur de (Z/j^Z)* si p ̂  2 (resp.
A = 5 si p = 2) (l'application g^ a été définie au par. I).

LEMME 2. — Pour tout 5 e = N , VmeN* am; m == mopr ^
œ(m) === r > 2. 5i p =^= 2 (resp. co(m) = r > 4 si p == 2),
V'/eX(m).
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Nous avons

T(7, m, 5) = UC/i, //•, 5) (̂ L ^ ^(a)^ mod p-1 si p ̂  2
Y^O a=l /

TT/, m, ,)=U(Y,, p- .)fJ- ^ ̂ V^^ ÎA
V^ a=i / \ 2 )

-{s- l)?-3^, p-i, , - 1) 7(- 1) ('± ^ 7,(a)') mod p-i
\ m a=l /

si p = 2.
Preuve. — Si p =7^= 2

1 ^oP'' 4 p'- mo-1

ï^w'3.^''^'^' = .-̂ .2 S. ̂ (" + W + V).

En utilisant le lemme 1, on obtient :

^l^'^ -(̂ î '̂Xi.l̂ )) modp-l•
Si p = 2
/! "îoP'^ /< jnop'~—l

^.â^'^3^ .2. 7(l+4a.^
>1 m^-9

+ ————. S ^^ 1 + ^2)(~ ^)\
^^OP a,=l A /

Soit
1 m^p1'

^r S ^(")^(")
""^OP a=l

= ̂  '"^-1 ^(1 + 4&)C/(1)^ + 7(- !)(& - m^Y)

^ f^oP1' /| moP —1^wyw =^ ^ ^(i+4,)wi)+T((-i))«.
4 mop^—l

- -, 2 l̂ + ^)^(- l)^-1 mod p-1.
P Q==0

_ ^ ^ moP^l
Evaluons maintenant ————, V, 7fl + 4aW

5^0?'" 0=0 /

^rrï jl1 ^l17^ + 4(a + ̂ ~2)) (a + ̂ ~2)5
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Comme ——, (a + tp1'-2)' = -a— mod p~1

sp^1 sp"
r—ï

\ moP —l

———Ci S ^(l+4a)a-
""^OP a=0

( 1 pr-2 \ / 1 ^ \
== ——i S W + ̂ ) (- S 4(o) ) mod p-1

SP a=0 / \^0 a=l /
or,

1 + 4a = 5° mod p1' par suite -a— == —1 ^(A") mod p-1

sp sp^-
et alors,

r—1

\ mop —l / /i yno \

,-—— S ^(l+4a)a^UC/„pr-l,.)(-Ls^))modp-l.
Smop a=0 \^0a=l /

Le lemme en découle immédiatement si l'on remarque que :

^l)+.t(-l)^0^^
2i

Ce lemme implique immédiatement la proposition suivante :

PROPOSITION 5. — Les hypothèses étant les mêmes que celles
du lemme 2,

Si p -=f=- 2, nous avons :

Tp(, m, s) = 0 mod p~1 si ^2 =7^= ô

T(7, m, s}=\] (7i, p-, s) ^{mo} mod p-1 si '4 = "Xo ;
mg

5i p = 2, nous avons :

T(7, m, s) = 0 mod p~1 si 7g •=/=. 7^
-rr/ \ rTT/-/ r i ^ W) + ̂ (- 1)\T(/, m, s) = U(/i, p ,̂ s) v / ' v—— /)

L \ Z /

- (^ _ 1) -/(_ i)U(7,, p-\ s - 1)1^(^0) ̂ dp-1

J mQ
SI A.2 ——• A.0.

La démonstration est évidente si l'on sait que :

SW-0 si 7,^7o,
a=l

mo

^ 73(0) = 9(mo) si 7^ = 7o.
a=l
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Cette proposition nous montre déjà que si "X ne se réduit
pas, pour ainsi dire à 7.^ (que l'on pourrait appeler la p-com-
posante de 7), la valuation de T(7, m, s) se laisse aisément
minorer.

Nous allons maintenant évaluer LIf/i, p^ s).

LEMME 3. — Étant donné h e Z, (A, p) == 1, s <= N et p
un nombre premier, il existe Q(X) e Z^[[X]], analytique
stricte sur Zp, telle que

^W-W^+p^u) VueN

^p[[^-]J est Vanneau des séries formelles à coefficients dans
z?-

Preuve. — Si p =^ 2,

W = ̂  ((i + p^))° - i)
w = wu + p i; l u } p1-2^1^)

î=2 \ ï J

Posons P(X) = ^ (x) p1-1^-2^), alors P(X) e Z,[[X]],
^ 1=2 \ ?• /

est analytique stricte sur Zp et

^(A°) = ̂ h)u + pP(u) Vu e N
alors

-^ ^(À") = ̂ (A) u- + S -^ ( s} ̂ {h^-Wu).
0 ° 1=1 ° \ f' /

Posons

Q(X) =1^0 )^-i(À)^-ipi-lp•(X)1=1 s \ t /
or,

^(O^-CiiH^0"10^0 si l< l<s•
Ainsi Q(X) eZp[[X]], est analytique stricte sur Zp et

satisfait l'égalité du lemme 3.
Pour p = 2, la démonstration est analogue.
Ce lemme nous permettra par la suite de remplacer l'étude
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de UpCi, p7', s) par celle de

VQCi, ç, 5) == 1 ^ ^(A")^.
^î a==l

En, effet, si Pon pose

Q(X) = s ^x".
Nous obtenons -

(3) Uf/i, p7', ^) = P-=-1 ̂ (A)V(^, y^), 5)

+ S (̂P ~ l)VC/i, y(^), n).
n=o

LEMME 4. — Soit Ai s Q, te^ çue /^ = 1, Vc e N (̂  oue
œ(cw) > 0, Vs e N

4 /CTl—l \

( A 1 - 1 )^( s ^)=0modpo.cmo \ U=0 /

Preuve. — Soit
c^—l ^cmx A

f^ - 5 ^ = ——A-
Or B=o

/75 /75 /cm—l \ cm—l^^-Èd^)-^^
-^ f,^ - y ( s \ d k d^ ( 1 \
^'^"ÀV^^" "^^• .̂-^L/

Or
11 / ^ \ ̂  A(^-i)
rf^ \^ — 17 (^ -- i)^1

où
A(X)eZ[X] et d^=n.

Ainsi

^^-^ê^-AG:!1)^^^-1)^-^-1)
+ cwec'"^-l(ea; - 1) + ^CTla; ~ 1^ .^ea;- 1).

s e" — 1
Remplaçons e® par Ai, il vient

l('•l-l)•^£'^('••^om»tl'"
Nous sommes maintenant en mesure d'étudier l'expression
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U(7i, p^ s) lorsque l'ordre de caractère 7i n'est pas une
puissance de p.

LEMME 5. — Si p -=f=. 2, soit 7i e XQ^), 51 ;Wre de
^i ̂  P6? Ve e N alors

U(7i, p^ 5) = 0 mod p-1.

Prewe. — Posons Ai = 7i(/i) alors œ(Ai — 1) = 0 et le
lemme 4 montre alors que

V(7!, îO^ ^)=0modp°.
L'utilisation de la relation (3) montre immédiatement le

lemme 5.

LEMME 6. — 5i 7i e: XQo') si p =^ 2 (resp. 7i e Xi si
p = 2) <°( si l'ordre de 7i === p6 -=^ 1, nou5 apons

V(7!, ?(?'), ^ = V(7i, p\ s) mod p0 si p ̂  2
ou 51 p == 2 ^ e .̂ 2
V(7,, 9(p-), .)^V(7,, p-, s)

fç 1 ^r»2e ÇCP^)—!
+ ^ - 2)V(7i, p-, , - 2) ("- l)p 2; ^ mod p°

^Î^P ^ (=0

5i p = 2 et e == 1.

Preuve :
A pe Ç(pr-e)_ivpci, 9(pz ^ == —. s s ^(^^x" + tpr^T^P ) u=i r=o

Soit
s r- } Pe -i 4 / - \ y-fce ÇCP7'-6)—!

V(.,,^),,)=^[^2W,-]±(^)^ ^ ,..

Si p ^= 2 ou si e ;> 2
J_/,\_pC^^_)-i

s \k } ^(p-) à
/ S — l\ n^-l^ ?(P'̂ '")-1-G-Oi^i .?. '^o^p-

si 1 ̂  k ̂  ^(p^6) d'après la proposition 4.
Ceci nous donne alors la congruence

VC^ ?(PZ ^) = V(7i, p-, s) mod po.
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Si p = 2 et s = 1 alors la proposition 4 nous donne aussi

^A, ?(?"), s) = VpCi, p6, 5)

+(.-2)V(^p^-2)^^-j-l,^pO
si p = 2 et e == 1.

Dans l'étude que nous allons faire maintenant, il apparaîtra
naturellement trois cas :

0(7.) = p" avec e > 2, e = 1 et e = 0.

LEMME 7. - 5oi( 7^ e X(p"), ^ p ̂  2 (resp. 7, e X^ 51
p = 2). 5i orrfre de \ •== p" où e > 2, aZors

"(U(^, P", <)) = - 1 - -s(- ^ ,^1

ef s = «g mod p — 1 apec 2 ̂  SQ < p

"(UC^i, p-, .))=-!- 1 „ ^i,

Preuve.

V(^, p<, s) = — S1 p f1 ̂ (^^(u + ̂ )1

"y' a=o (=0
4 P—l p6—1—!

v(^' pe' ') = ̂  S ̂ ^^^ 2 W)"P B=0 (=0

+ ]| ^(A")u-1 ̂  p^1 ^(A')(
+âI71(Aa)u'k(r<î)^7f^w=o.

Puisque 7f ̂  \,
p s 1 Y^A') = o.

(==0
D'autre part :

fc-l P6-1-!

]—i S ^W
^P (=0

- ̂ p!-1:, .. Wh) - i) ^°_-1

- (^(A) - 1)^ x kp1--1 ^ w^ mod 1°

d'après le lemme 4.
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Par suite

V(^ ̂  ̂ ^fs^Wu^^'Ï'W^mo
... \"==° / P (=0
Psous avons

K^^-m—i
Evaluons maintenant

^(/i-)^-1.
Si s = 1

2\(*.)=^îffl
B=;0 -I. —— A] ̂ /l^

Si s^l et jo^2

21 "W)^-1 == S1 ^(A'')»^-! mod p
"==0 u=l

où 5 ̂  SQ mod p — 1 et 2 < ^ o < p

^i(h) ==l+-n; avec (̂'n;) = —~—
î(p6)

P-l ^-1 /p-l / N 'v

S ( l+7T)Wo-l=^ (^ (^^o-l)^
"=o fc=o \a=l \ A* / /

Posons p^x)^^^^-1

P,(X) e Z,[X] et rfop^ ̂  /, + ^ _ ^

En utilisant la proposition 4, nous avons

œ(^P^))=0 si / c = = p - ^

^(SP^))>0 si k > p - s ,
\u=l /

^f2P-.("))>l si k<p-s,.
\u=l /

Soit ce (̂ f 7i(A-)M^-1^ = P——80 < 1.
,. . \°=i / î(P')
Ainsi

" (S1 ^(A1')^-1) = œ fs1 •'Wu-1} = E——8»
\"=» / \ii=i / y^)
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si 5 =^ 1 et p == 2, il est évident que

^(p^l,{ha)us-l}=0.
\u=o /

Comme

^(VpCi, Ve. ̂  == œ ('S1 •)(i(AV-1^ + œ f-i-i "Ï1 W)^
\«=0 / \P (=0 /

si 5 == 1

œ(V(7, p<, .)) = ̂

si 5 =7^= 1

»(V(Ï,, p; .)) = - ̂
Le lemme 6 nous donne alors :

^(vpCi, î(pZ .) = co(vc/, p-, .)
Remarquant que :

-^<»W,p-,.))<-^
et appliquant la relation (3).

Nous obtenons

co(U(7,, p", ,)) = - 1 - -s- si , ̂  1

œ(U(Y,, p", .)) = - 1 - —— si . = 1

LEMME 8. — Soit \ e X{p1'), si p ̂  2 (resp. 7i e X^ si
P=2) .

iSi or(?re rfe 7.^ = p alors

œ(UpCi, p " , s)) = - 1 - -^ - (0(5)

apec s •=. Sy mod p — 1 <?( 1 -^ «g ̂  p — 1.

Preuve.

Vf/i, p, 5) = -1- f ^(^y^
^P u=l

Soit

VpCi, p, 5) = -1 'f ^(A")^ mod p0
SP n=l
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Posons \(h) == 1 + v, où tofir) = ^
p- 1

vpc. ?,.)=- î (i + ̂  == A ïï (Y-W
,, ^"=1 ^t=ou=i\W /Posons

P.(X)=(^W
alors P,(X) 6 Zp[X] si 0 < A - < p - l

Soit «o ̂  s mod p — 1 et l ^ ^ ^ p — ^

»(^SP.(.))>^ si *<p-t-..

"(iS1'̂ )3-?-^ si t-p-i-..
( 1 p—l \ ^

" 7.2 P.("))>-l+^-l si *>p-l-..
Par suite

(o(VpC,, p, ^) = - -̂  - co(,).

En appliquant le lemme 6 et en considérant s pair ou impair
lorsque p == 2, nous obtenons :

^(V(^ î(^), ^)) = - -^ - œ(.).

Il nous reste à utiliser la relation (3) pour obtenir le résultat
cherché.

LEMME 9. — Soit 7i = 7o e X(pr) si p^2 (resp. 7^ =7^ e Xi,
si p = 2).

Nous avons :
Si p ^ 2

U(7i, p7', 5) = 0 mod p-1 si s=/=0 mod p — 1
co(U(7i, p^ s)) == - 2 — œ(5) 51 5^0 mod p — 1

5i p= 2
U(7i, p^ ^) ^E 0 mod p-1

51 s^bO mod p ^51 5 > 1
œ(U(7i, p-, 5)) = - 2 - (o(^)

51 5^0 mod p ou 51 $ == 1.
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\ W)
preuve. - V(7,, y(p1-), s) = — . ̂  u5.

Il suffit d'appliquer la proposition 4 et la relation 3.

b) Évaluation de « T ».
Résumons tout d'abord les résultats des lemmes précédents

oW^P-
UC/i, ?'-, 1) = 0 mod p-1

<W = p'
si s=/=l, co(UOC,,//,.)) = - — —

avec s ̂  SQ mod p — 1 et 2 <^ 5g <^ p
si s = 1, co(U(7i, p", ^)) == - 1 - 1

î(P')
0(^1) = p

"(UC/i, p'-, .))=-!- ,^ - co(.)

avec s ̂  SQ mod. p — 1 et l^^o^p — 1

oF/i) = 1
si p ̂  2,

si s^O m o d p — H U C / i , p^ 5)^0 mod p-1

si 5^0 mod p — l(co(UfXi, p^ s)) = — 2 — (s)(s)

si p = 2

si 8=^0 mod p et si 5> l^Uf / i , ?'', 5)^0 mod p~1

si 5^0 mod p ou si s = l^(D(UpCi, ?'', s)) == — 2 — (s){s).

Nous remarquons que toutes ces évaluations sont de la
forme — 1 — à où S est lié à la nature du caractère.
C'est pourquoi nous allons introduire quelques notations
afin de pouvoir condenser en une proposition les lemmes
précédents et simplifier l'énoncé des théorèmes qui suivront.

Notation S.
Soit 'X e X, soit m e MfXô0) avec m= mop1' où (mo, p) = 1.
Alors si p =/=- 2, nous avons la décomposition :

W=l^ où ^X^) et X,eX(mo).
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II est bien immédiat que \ et \ ne dépendent pas du
choix de m dans M(7ô°). Il en est de même si p == 2 de la
décomposition

70° = \T^

où \ e Xi, 7, e X, avec Xi.Xl == X^y) et \ e X(7n<,).
Le nombre premier p étant fixé, § est une application

de X X N* dans Q, (il sera implicite que lorsque dans une
relation figurera un nombre premier p, l'application à utilisée
sera celle attachée à p) ainsi définie :

a) si 7g; ^é: 7g ou si 7 est impair

SQC, s) = 0

P) si 7g == 7o et si 7 est pair
(i) si o(7i) ̂  p" Ve e N

S(^, s) = 0
(ii) si o(7i) = p' e > 2

8i^lî('/•s)=i5•)
s = ^o mod p — 1 2<;5o<;p

8 1 5 = 1 ^s)=^)
(iii) si o(7i) = p

8(7, ,) = ̂  + (,(,)

s == ô mod p — 1 l < « o < P — 1

(iv) si o(7i) == 1

si p^2

si s =^= 0 mod p — 1 .,,-y \ __ \0
si s = = 0 m o d p - l ^ ' ^ " • i l + f a ) ^ )

si p == 2

si s^O mod p et si s > 1 . ^ _ ( 0
si A = 0 mod p ou si s = 1 ô( ' ^ ~ {14- fa)(s)
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THÉORÈME 1. — Pour tout '/eX, VweMf/e0) tel que
(o(m) ^2 51 p =7^= 2 (resp. o)(m) ,> 4 51 p == 2), Vs e N*
nou5 avons:

T(7, m, 5) == 0 mod p-̂ O .̂

Preuve. — II suffit d'utiliser la proposition 5 et l'évaluation
de UpC^p^).

THÉORÈME 2. — iST 7 est un caractère pair non trivial tel
que f(7.) et o(7) soient des puissances de p, nous avons :

(o(Tf/, m, s)) = ~ 1 - §pC, 5)
5l 'X === £

co(TC/, m, 5)) = - 1 - â(7, 5)
5i 5^0 mod p — 1 et p =/= 2

co(TC/, m, 5) == - 1 - SpC, 5)
$i 5^0 mod p et p = 2 ou 51 5 == 1.

COROLLAIRE. — Pour tout 7eX, VweMfXô0) tel que
o>(7n)>2 ^ p^=2 (resp. a)(m) > 4 51 p = 2), V^ e N*,
nou5 avons

sT{^ m, s)==0 modp^-^^^\

c) Applications à certaines formes linéaires.
Soient Qp le complété de Qp, Ap et Ap les anneaux de

valuations respectifs, 9Jtp et SDlp les idéaux respectifs.
Soit A(Ap) le Qp —espace de Banach des fonctions analytiques
strictes sur Âp. La norme sur A(Ap) est définie par

[|g|| == sup |g(^)|.
a;eÀp

PROPOSITION 6. — Soient g e A(Ap), 7. e X et y es MfX)
aZor5

'1 /P"
^ 2 ^(^)g(»)
/P a==l

a une limite lorsque n —> oo çu^ TZO^^ noterons Iy(g).
Nous avons la relation:

mw == s -'T B"^).
n=o 'c> •
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I I s9 ensuit que L est une forme linéaire continue et que:

IIIJKIP-1!-
La preuve en est immédiate, il suffit d'appliquer la propo-

sition 3 § 2.
Soit 7. e X, /*e MRC), alors la suite

(TC/, fp", ^)LCN

est de Cauchy.
En effet T(7, fp^, s) == Tf/, /p», s) mod p»-3

/I /p»+1

T(7, /p» ,̂ .) = -1 S W(a)^(a)
A - / ^ a==l

SOlt

\ fp"- p-1
T(^, fp^\ s) = —^ S S W(a)^(a + ^ra)

û ' J P 0=1 (==0

or,

^(a + tfp'1) = ^(a) + ̂ .

Nous obtenons la congruence cherchée.
Posons alors

TpC, s) = lim Tf/, fp\ 5).
n^-oo

PROPOSITION 7. — 5o^ /'e A(Ap) afors

Î/̂ ^)
a une limite lorsque n —> oo çî  nou5 noterons S)î^(jf).

JÇt nou5 avons la relation
oo /•n/4\

^x(/') = S ̂  T(^, s).
n==o n •

II s'ensuit que SOty est une forme linéaire continue sur A(Ap)
dont on peut évaluer la norme de la façon suivante :

si ^ =^ T.Q ou si 0(^1) =T^= p6. Ve e N

w>i
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si of/i) = p ' , e > 2

11^11 = IPI-1^

si o(7^) == p" avec e = 1 ou 0

11^11 = |p|-1.

4. Congruences entre les nombres de Bernoulli.

a) Coefficients d'interpolation.
Nous allons évaluer l'expression

v / ^{ s \ Bfc+l(ïe-(fc+l)) - BW)
À1 ' [ k ) k T ï — — — — —

c'est-à-dire au signe près les coefficients d'interpolation de la
fonction

, Bk+l(7e-<k+l)) — B°r/e0)
———r+ï——

II est évident que nous ne considérons que des caractères
pairs.

THÉORÈME 3. — Pour tout y^e X, V^ e N, pour tout nombre
premier p, nous avons^_ ̂ y^-^Bw^ ̂ ,̂.«,

Si p ̂  2 (resp. mod p2.+i-8a,̂ +i) si p = 2).

Preuve.

v / _ 4v/ s \Bfc+l(79-<'c+l)) - BoÇ/eo)
À' ' { k ) À T I — — —

^ÀI^tî1)^^
Soit

m 6 M(7ô°) = Mf/ô-*) (VA- e N)
tel que

(o(w) > 2s + 1 si p ̂  2 (resp. (o(w) > 3s + 1 si p = 2).
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D'après la proposition 3,

,-q4 Bkc^~~k) ̂  ̂ ~i ̂ m) mod ̂  si P ̂  2

(resp. mod p2^-1 si p == 2)
Comme

_ -1—^1/ î  + l\Sifî n)
^lÀ' ^ k ) m

_ 4 m / \î4-l

-(^^.â^'O-^))
si p =7^ 2

-Àit-^cr)^^-^.'».^^1
Alors

t4) ^ f ^MB^Oce-^-BW')
v / À^ ^W k+i

= (- 1)T(7, w, s + 1)7/+1 mod p^
si p = 2

- .ii S (- ̂ C t1) ̂  = '- 1'•T(X• - - +1""•+••
Alors

f5) V f~ lu^^B/c+l(^^+l))^BO^/60)
v / À' 'W ^ + 1

= (- l)5!̂ , m, 5 + l)p2^ mod p2^1.

Le théorème est alors une conséquence du théorème 1.

THÉORÈME 4. — Les hypothèses étant les mêmes que celles
du théorème 2, nous awns

si p -=f=^ 2

^(-^(O8"^^™)--^^^
si p == 2

o^y f W ̂  B^ïe-c^)) - B<'r/eo)\
VA' ) \ k ) k + 1 )

= 2s + 1 - âpC, s + 1).
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Preuve. — En effet les congruences (4) et (5) nous donnent
si p ^ 2

^(i (- ̂ ( s } B't+lpce"('t+l)) - (B0^90))^
\*=o \ ^ / À" + 1 /

== œ(T(7, m, s + 1)) + s + 1
si p== 2

"(j/-^)^^^™)
== (o(Tp(, m, 5 + 1)) +2^+2.

Il suffit d'utiliser le théorème 2.
Nous pouvons de la même façon évaluer les coefficients

d'interpolation de la fonction
k -> B^QCe^)

qui sont au signe près

^(-^(^B^-*)

THÉORÈME 5. — Pour tout y s X, V^ e N, pour tout nombre
premier p, nous avons

^ (_ l)^ $ WpCô^) = 0 mod p^l-8(^)+^)
fc==0 \ n /

si p=^2 (resp. mod p2.-i-^..)+^) ^ p == 2).

Pr^Mpe. — Soit m e M('Xe°) === MC/Ô-^ tel que (o(w) > 2^
si p -=f=- 2 (resp. o)(m) ̂  3^ si p === 2).

La proposition 3 nous donne

S (- l)^ s ^B^YÔ-^ == S (- l)^ s )S^(^) mod ̂
fc==0 \ K / fc==0 \ fc /

si p =^= 2 (resp. mod p^ si p == 2).
Soit

S (-1)^ s ^B^xe-*) = i ye»(a)(i - —Y mod ̂
À==0 \ n / a=l \ ^ ;̂ /

si p -==f=. 2 (resp. mod p^ si p == 2).
13
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Si p=^2

(6) S (- !)'( f W^) = (- 1)^T(7, m, ̂  mod p^
fc=o \ K /

si p = 2

(7) S (- 1)' ( s } 8^79-^) == (- 1)VT(7, m, ̂  mod p .̂
fc=o V^/

Le théorème est alors une conséquence du théorème 3.

THÉORÈME 6. — Les hypothèses étant les mêmes que celles
du théorème 2, nous avons:

si p =7^= 2

œ(t (- l)fc(5)BÂC(70-A)) = . - 1 - 8(7, .) + œ(.)
\fc=o \"7 /

51 p == 2

^f S (- l)^^^-^) == 25 - 1 - â(7, 5) + œ(5).
\fc=o V"*/ /

En effet les congruences (6) et (7) nous donnent
si p^î

œ(t (- 1)^)^(76^)) = s - 1 + co(.) + (T(7, m, .))
\fc=0 V^/ /

5 '̂ p === 2

œfi (- l^W^)) = 2^ - 1 + co^) + œ(T(7, m, 5)).
\fc=0 V"1/ /

b) Congruences du type « Kummer ».
Les congruences de Kummer sont des évaluations de l'ex-

pression r / r \ Rn+fcu^/6-^+/cu^ _ R°f7e0^
A(X, „, ., r) = S. (- l)1 ( [} ( ^ + ^ B ( 0 )

où 7 e X, r e N et n, ^ <= N*.
Ici encore seuls les caractères pairs nous intéressent.
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ApC, n, p, r) n'est autre, au signe près, que le coefficient
d'interpolation de la fonction

B^f/e-^-^) — (B°r/9°))
n + k^

Nous allons les évaluer par l'intermédiaire de la fonction
^(., 'X) définie par :

,̂ 7) = 1 a,Q )̂
5=0

avec
a,=- ^ ( ^-./^B^r/e-c^-Bor/eo)

A;==o \ ^ 7 /C 4- 1
et

Q^^) ^ (__ ̂  x(x+l) . . . (a; +^-1) .

La série Sa,Q,(.r) est convergente pour la topologie discrète
quel que soit x entier négatif et de plus

rT»M \ B^pce-^ - B°c/e°)<P(1 — m, yj === — —^———)-————\——i vmeN*.
m

La quantité A s'exprime sous la forme

ApC, n, ^ r)=- ^ (- 1)^ r ̂ (1 - n - k^ y)
k=0 \ n> /

Nous sommes conduits à évaluer

A,C/, n, p, r) =S(- ̂ ( [ )W -n- k^a,

^(-^y^+^k
k=o \ A' / \ S /

Considérons le développement suivant :

(1 + rfX)"-^! - (1 + dX)"Y

1 ('~1} v

= (- iy (^ x)-(i + ^x)»-1. [ yv. / ((^x)^
\i=o l + -L

OÙ

rfeQp et co(rf) =—~—
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Comme

»/'-^)
Ï^.——^^eZ^X]
i=0 v T" 1

II s'ensuit que

u\SW^y71-1-^^ si 0 < . < r
fc==0 \ n / \ tï /

(s) ^(-i^rV"-14-^)^ic--*» \ •c i \ r /

"faGX"-^))^
Une minoration de œ(a^) nous est donnée par le théo-

rème 3 et nous obtenons alors

û^-^^r+^-^^-r)-^, s+i) si p^.2
S — T p — J.

œ(a,) - (,$ - r) > 2r + 1 + {s - r) - â(7, s + 1) si p = 2.

Afin de simplifier les énoncés des théorèmes qui suivront
nous allons introduire une notation.

Notation. — S" est une application X X N dans Q, définie
par:

§T/, r) = m̂ in (^-r-J)(^ - '•) - ̂  « + 1) si p ̂  2

(̂IC, r) = mm (s - r - 8(7, s + 1)) si p = 2.
t?.r

Or

A(7, n, p, r) = 2 A,(7., n, p, r) == S A,(7, n, p, r)
^>o ^^r

Ainsi
<o(Af/, n, P, r)) ;> min û>(A^CX, n, </, r)).

Ceci nous permet alors d'énoncer le théorème suivant :

THÉORÈME 7. — Pour tout y e X, V^, r es N, Vn e N* pour
(ou^ nombre premier p, noî  avons

ARC, n, (., r )=0 mod p^W)+^r) si p^2
(resp. mod p^OO^^+i+H^) 5^ p = 2).
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Nous pouvons expliciter §"(/_, r) pour certains caractères
si \ -^= 7o

ST/, r) == 0

si 7 == 7, et si of/i) =^= p"

â"(7, r) = 0
si o(7i) = p', e > 2

i »o = r -j- 1 mod p — 1
5"(X, r) == - —— où et 2 < r, < p si r ̂  0

y(p) ( r o = = l si r=0 .

Nous avons une évaluation exacte dans certains cas.

COROLLAIRE 1. — 5i / est primitif, si /T/) est une puis-
sance de p, si op() == p6 ou e ̂  2.

(O(A(^, n, p, r)) = r(œ(^) + 1) - —— ^ p - 2

œ(A(7, M, „, r)) == r(co(p) + 2) - 4e- + 1 si p - 2
?(P )

où y-o = r + 1 mod p ~ 1 et 2 ̂  r^ ̂  p si r -=^ 0 ^t
ro == 1 5i r == 0.

La preuve résulte immédiatement de la relation (8) et du
théorème 4.

COROLLAIRE 2. — Pour tout "/ e X, pour tout n e N*

B-pce-)^-By9')_(,^^,,

^i p =9^ 2 (resp. mod p^Oc'1) si p == 2).
En effet

B»pœ^) - B°(7e°) - ^ ̂  ~ 1V
^=o \ s /

On utilise alors le théorème 3.

COROLLAIRE 3. — 5i 7 e^ im caractère primitif, si f(7.)
est une puissance de p , si o(7.) == jf avec e ̂  1

/B-O^A ^ _ j_
\ n ) ^
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On applique le théorème 4 en remarquant que

B°(79°) = 0.

COROLLAIRE 4. — Pour tout 7 e X, Vn e N, VP <= N pour
(01^ nombre premier p nous avons

A(7, n, ^ 1)=0 modp^+1-^'2)

^ p ^ 2 (resp. modp^+3-5^2) si p = 2).
Dans ce cas

§"(-/, 1) = - §(7, 2)

Supposons que y^ soit primitif, que pe~l{p—l)|m et
que 70 =7^= 7o. Appliquons le corollaire 4 au caractère 'Xô^1 == 79
(si p =^= 2) nous avons

B^ç/e0) B1^0) , , ̂ ,.——L—— ̂  —4—/ mod p6-0^^)
m + 1 1 A

Utilisons la proposition 1

(1 - y(p)p"1) ̂ ffî ̂  (1 - 7(p)) B^ mod p^Oc-2)

En prenant en considération le corollaire 3, nous obtenons
Rm+l/7\ 4 /
D ^ = (1 - 7(p)) 1 S a/(a) mod p6-^
m -r- -I- / a=i

où /* est le conducteur de ^.
Cette congruence approfondit les théorèmes 6 et 7 de [2].

COROLLAIRE 5. — Pour tout nombre premier p -=f=- 2, VM e N*,
V^ e N ^ que p — 1[ ^, Vy^ e X, no 1̂ 5 OPOTZ.? :

y / .u/ r\B^(7)(i -^ 7(p)p-1^) ~ BoÇ/e-)ào^ ^^^ n+k.&==0

=. 0 mod p^C^+^+^a^)^

Preuve. — II suffit d'utiliser le théorème 7 (en remplaçant 7
par 76") et la proposition 1 et de remarquer que 6 est d'ordre
p — 1 si p =7^= 2 (resp. d'ordre 2 si p == 2).

Ce corollaire contient le théorème 5 de Carlitz [2]. Les condi-
tions imposées à 7 impliquent que §"(70", r) = 0. Dans
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ces mêmes conditions d'après le corollaire 3

/B»+'"'r/)\. „a) —r;~ ^ °\n+kv]-^
et d autre part

B^e") = o
et alors,

j.'-^OS-»-0^^".?-)
si p =/= 2 et si p — 1[^

i/-1^!)^-0"10^^""-1)
si p = 2 et si 2|p.

Si nous posons

(B'pC))1 = BlÇC)
z

Ces congruences prennent la forme symbolique très simple

(B'pC))^! ~ (BT/))0)- == 0 mod (pW^+i), p"-i)

si p -=^2 et si p — l[p

(B'f/))^! - ̂ (1)7=0 mod (p^(-(u)+^ p"-i)

si p = 2 et si 2| ̂ .

COROLLAIRE 6. — Pour tout nombre premier p ^= 2, Vn e N*,
^ çue M ^ O m o d p — 1 , V p e N ^ çue p — l|p, V r e N ,
nou5 awn^

i(- "^ ̂  ) ̂ r.(1 - p"-l+l•> -0 mod ''w"+"
Si les conditions sont les mêmes que précédemment excepté

que n = 0 mod p — 1
r / r \ "R"+^
S (-^(D———^-p'1-1^)k=o \ /c / ra + /CP ' r /

= ̂ -^ S (- l)'/ r ̂  ——1—— mod n'^W+D-Wr)
P <c=o \ À- / n + Â-P '
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Si p == 2, si 2|p, si 2|n, la première relation est vraie
mod p^^\ si 2|^, si 2|n la seconde relation est vraie
mod nW^+îO-^+W^.

Ce corollaire contient évidemment la congruence de Kum-
mer [4] :

Pour tout r e N ^ n e N * tel que n>r et n^=0modp—l

î ( - l )^ r ) - B n ^=0 modp-.
fc=o \k / n-\- kv x

c) Congruence du type « Nielsen ».
Nous allons chercher à évaluer l'expression

B(7, n, ^ r) == S (- 1)̂  r^Bra+fcvf/e-(ra+fcv)).
fc=o \ K /

Si nous posons
(Bf/e-))1 == B^/e-1).

L'expression B(ï., n, p, r) peut prendre la forme symbo-
lique

Bf/, n, (., r) = (Bf/ô-))^! - (B^)-)".

THÉORÈME 8. — Pour tout nombre premier D, VM, ^, r e N
—•\/ -ir " r ' ' ' /

V/.e A, noî  awns

B(7, yi, ^ r )=0 mod //WO+^-i-^O^)

si p ^ 2 (resp. mod pr((o(y)+2)-8-ô'(K.^) ^ p ̂  ^^
S' est ainsi défini:
Si 0(^1) == p ou si "/i == 7^ et

5^0 mod p — 1 si p =7^= 2
(resp. 5=0 mod p ou 5 == 1 si p == 2)

â'C/, ^) = S(7, s) - (0(5)
autrement

S'(7, s) = §(7, 5).

La preuve de ce théorème est analogue à celle du théorème 7
en appliquant le théorème 5.

Appliquons ce théorème aux nombres de Bernoulli ordi-
naires.
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COROLLAIRE. — (i) Si p ~=f^ 2, si p — 1|̂

^ (- 1)^ r ̂  B l̂ - p»-^-) EEE 0 mod p^)+D-i.
fc==0 \ /c /

5i n ̂  0 mod p — 1 ou si r ̂  0 mod p — 1 (resp.
mod//^4-1^2 51 n = = 0 m o d p — l ^ r = = 0 m o d p — l ) .

(ii) 5i p == 2, 5i 2|p

S (- ^'f ^ ̂ +^(1 - p--^) ̂  0 mod p^^)^
fc==o \ /c /

Ce corollaire répond à un problème posé par Nielsen ([6]
p. 278) : l'expression

i (-1)^ r \Bn^v
/c=o \ K !

est-elle divisible par une puissance de p supérieure a i ?

5. Fonctions p-adiques Lp.
a) Définition,
Dans ce paragraphe les caractères / seront supposés

primitifs. Nous noterons par fÇ/.) le conducteur du carac-
tère ^C.

La fonction Lp(., ^) est le prolongement à Zp en une
application continue de Zp dans Qp(^) de la fonction
de N* dans Qf/) :

B^T/9-^-1))— m\—^ — ——'——.—'-'m — 1
Nous avons donc

TW/û-m^
Lp(i ~ m, '/) = - D [^ ' si m e N*

Tit

Soit m ̂  0 mod p — 1 si p =7^= 2 (resp. m ̂  0 mod p si
P-2)

T /4 -/^ BW0)Lp(l — m, / == — —-——/

m

En vertu de la proposition 1 nous avons

Lp(l - m, -/) = - ̂  (1 - '/(p)^)
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Si L(., 7) est la fonction de Dirichlet complexe nous
obtenons

4(1 - m, yj == L(l - m, 7) (1 - 7(p)p^)

La présence du facteur (1 — 7(p) p7"-1) s'explique très
bien par le fait que la fonction Lp(., 7) ne correspondant pas
au caractère 'X mais au caractère 76°, et

^ w'= n r̂ r.= rr4),F. ̂  ̂
et par suite

4(1 - m, 7) == L(l - m, 76°).

D'autre part ce facteur est indispensable pour que la fonc-
tion Lp(., 7) soit continue puisque l'application

,^1^7(p)p-
n'est pas continue si 7(p) =/=: 0. Si 7(p) == 0 nous avons
justement

7 = 79°

De façon générale, sur les entiers d'une classe de
nio mod p — 1 si p ̂  2 (resp. mod p si p = 2), Lp(., 7)
coïncide avec la fonction complexe L(.,7 ô"771).

Les fonctions Lp(., 7) étant définies, par interpolation,
les méthodes générales de l'interpolation p-adique nous
fourniront tous les éléments pour en étudier la continuité et
Panalycité et nous en donneront une expression explicite sous
forme d'une série de fonctions. D'autre part, les congruences
sur les nombres de Bernoulli seront pleinement appropriées à
l'application des théorèmes de l'interpolation p-adique.

b) Analycité.
Soit u la suite définie par u^ == — A*. Soit $p(., yj la

fonction définie sur la suite u par
^ ^ ̂  _ B^(7.e-(^) ̂  BW

Suivant les notations de [l], posons :

P,(X) = (X - Mo). • .(X - u,-i) = X(X + 1) . . . (X + n - 1)
Q,(X) = W = (- 1)» X ( X + 1 ) . . (X+n-1)

1 71(^71) n!
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et a - P (u ) Y $p(^ 7)ei a, — r^ ;̂ ^
fc=0 ^YHl1^

soit a - - Y (- lY-^ s } Bfc+1^9-(fc+l)) - B^790).soit a,- ^( i) ^j ^_^

Nous sommes alors conduits à évaluer l'expression

J-(œ(0-œ^!))
0

Le théorème 3 montre que

M(O,) > s — âp(, s+l) si p ̂  2
(o(a,) > 1s + 1 — S{)C, 5+1 ) si p = 2

Comme
lim -i- SpC, s + 1) = 0
5-> oo S

et que

lim — (^(s !) == ———,
^oo S v / P —— 1

lnn± ^(^) _ co(, !)) > ^1 - ̂ L^ si p ̂  2

1lim — (<^(^) — ^(s !)) ̂  1 si p == 2s
Le théorème 3 du chapitre ni de [1] permet d'affirmer

que la fonction <î>p(. , yj se développe en série d'interpolation
sous la forme

^ x)- S ^Q^) v^ez,
5=0

et que $p(., 'X) est analytique stricte sur Zp et que son dévelo-
pement en série à l'origine a un rayon de convergence Rp
satisfaisant les inégalités

Rp>P^~PLÎ) si p ^ 2
Rp > 2 si p == 2

Nous avons même le résultat plus précis suivant :

THEOREME 9. — Soit ^ un caractère primitif tel que fÇA)
et o(X) soient des puissances de p (éventuellement nulles).
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Alors le rayon de convergence de (^p{^ %J est exactement:

(9) p^^ si p=/=:2
(10) 2 51 p = 2

Preuve. — II suffit d'utiliser le théorème 4
Si o(7)^l

(o(a,) == 5 - â(7, 5+1) si p ̂  2
co(a,) = 25 + 1 - â(7, 5+1) si p = 2

Si o(yj=l

co(a,) == 5 — 5(7, 5 + 1) si 5 + l = = = 0 m o d p — l et p=^2
co(a,) = 25+1—âpC, 5+1) si 5+l=0modp et p === 2

II en résulte alors que :
<[

Hm — (o(a,) = = 1 si p -=f=^ 2
5
j[

Hm — (o(a,) = = 2 si p = 2
5

Soit D(p, 'X) fc disque non circonférencié de centre 0 ^ de
i--1-

rat/on p p-1 si p ^é= 2 (resp. 2 si p == 2).

THÉORÈME 10. — Si oCX) ̂  p', V^ e N ou 51 oRC) == p"
a^c e :> 2, ?a fonction $p(., yj e5( bornée sur le disque D(p, 'X)

5i oCX) == p\ avec e == 0 ou <? == 1 la fonction $p(., T)
n^est pas bornée sur le disque D(p, ^/).

La preuve résulte immédiatement du théorème 4.
Les relations entre les fonctions $p(., 7.) et Lp(., "X) sont

immédiates.
Si '/e0 ^= '/o, la relation (2') montre que B^W) == 0 et

ainsi
1Dm/'7û-.m\

$p(l - m, •X) == - ̂ ^^-J = 4(1 - m, •ÏC)

quel que soit m e N* par suite de la densité des entiers négatifs
dans Zp et de la continuité de <!>?(., 7) et Lp(., 7) nous
avons

^(., - ÏC)=L, ( . ,7 )
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Si 70° === 7o, puisque 7 est primitif 76° = 0° et

B°(e°) == p
et

^(1-TO,7)=--A°—^+
m m

soit

$„(! - m, 7.) = 4(1 - m, 7) - -,——£
(1 - w) - 1

Puisque 7 = £ est caractère principal de conducteur 1,
notons

L,(.. Xo)-^., Q)
Nous avons ainsi

'<p(̂ , Q) -= $p(^ Xo) + —p-, Va; e Zp
t̂* —~ JL

En résumé si 7 ̂  e la fonction Lp(., y) est analytique
stricte sur Zp, fe rayon de convergence de son développement
de Taylor à l'origine est donné par (9) ou par (10) si 7 satisfait
les conditions du théorème 9.

D'autre part la fonction Çp( . , QJ est méromorphe, son rayon
i--1-

de méromorphie est p ^ si p =7^ 2 (resp. 2 si p = 2),

x === 1 est le seul pôle, il est simple et de résidu r-——• Le
P

résidu de la fonction Çp( . , Q) n'est pas 1 parce qu'en
fait cette fonction est associée au caractère 0° et non au
caractère s.

Si 7 est un caractère impair, 70""* est pair ou impair
suivant que m est impair ou ne l'est pas. Par suite le nombre
de Bernoulli B^/ô-7") est toujours nul. Les fonctions Lp(., 7)
correspondant aux caractères impairs sont par conséquent
nulles.

Soit K une extension abélienne finie de Q. C'est une sous-
extension d'un corps cyclotomique. Le groupe de Galois est
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donc le groupe quotient d'un (Z/mZ)*. Et le groupe des
caractères de ce groupe de Galois est identifié à un sous-groupe
du groupe des caractères de (Z/mZ)*, c'est-à-dire X(m).
Plus précisément, nous considérons l'image par f^ de ce groupe
et nous appellerons 3£ l'ensemble des caractères primitifs
associés aux éléments de cette image. Nous savons que si ÇK
est la fonction Zêta du corps de nombre abélien K

w = n us, '/).
Xe3£

Si K est un corps de nombres réel abélien nous appellerons
fonction Zêta p-adique du corps K la fonction définie par

i:p(., K) = n L?(., îo.
A. G A

Nous savons que tous les éléments de 7. sont pairs si et
seulement si K est réel. Ceci explique pourquoi les fonctions
Zêta p-adiques ne sont définies que sur les corps réels.

c) Théorème des résidus.
Soient R le corps des réels, C le corps des nombres com-

plexes, Q, une clôture algébrique de Q,, K une extension abé-
lienne, réelle, finie de Q, Qp le corps p-adique élémentaire,
Qp une clôture algébrique de Qp et Qp un complété de Qp,
avec les inclusions suivantes

Soient Âp (resp ^Sfîp) l'anneau de valuation, (resp idéal
de valuation) de Qp.

Notons par log^ la fonction logarithme de R et par Logp
le prolongement fonctionnel à Âp — STOp du logarithme p-adique
défini sur 1 + ÉRp [11].

Soient A la clôture intégrale de Z dans K et U le
groupe des unités de A.

Si n = [K; QJ (degré de K sur Q) nous savons que U
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est le produit direct du sous-groupe cyclique Uo == ^1, — li
(Tordre 2 par un sous-groupe libre Ui de rang r = n — 1.

Soient G = Gai (K/QJ le groupe de Galois de l'extension K
de Q et G* == G — \e\ (e est l'élément neutre de G).
D'autre part, soit (^i^i^r une base de Ui, nous savons que
l'expression

( * ) det(log|^|)i^,
aeG*

est indépendante au signe près du choix de la base.
Le régulateur p-adique Rp(K) ; de K est défini par :

Rp(K) = det (logp ̂ )i^
ceG*

On choisit la base (^) et l'ordre des (a) de façon que
l'expression ( * ) soit positive.

A. Brumer vient récemment de montrer le résultat sui-
vant [3] :

THÉORÈME. — Le régulateur p-adique de toute extension
abélienne, réelle est non nul.

Ce problème avait été soulevé par H. W. Leopolt [9] dans
un contexte que nous allons brièvement rappeler.

A tout caractère primitif ^C, on associe la quantité LpCX)
définie de la façon suivante.

Si /pC)^^ V e e N

rr(7\ A'/)
L^ =~7lT}x ^ ̂ a) Lo^ ^ - z^JW a=i
Si fW = p

^/7\ \ p ( , ( } 7a\p-n
4P) - - ̂  x ̂  x ̂  W Log. f^-\

Si fÇ/.) = pe avec e > 2

LpW = - ̂ î x A x S W Log, i^-yi
/( /-) P a=l ((-'•—^P'-1))

On désigne par Z^/) une racine primitive />(^)ièIne de
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l'unité et TpC) désigne la somme de Gauss définie par
/œ-m=s ^Ww'•==i

H. W. Leopolt [9] a montré que si K est un corps abélien
réel, le nombre de classes, le régulateur p-adique et les quan-
tités LpCX) sont reliés par la formule :

(i) ^"y = n w.
VOK X.6Î

Le discriminant du corps K est d^ et \/d^ est parfaite-
ment déterminé par les inclusions Q^ c R et Q c Qp. D'autre
part AK est le nombre de classes de K (c'est-à-dire l'indice du
sous-groupe des idéaux principaux de A dans le groupe des
idéaux de A).

Le problème posé par H. W. Leopolt [9] était le suivant :
existe't-il des couples ('/, p) pour lesquels

Lpf/) =0?
Le théorème de A. Brumer permet immédiatement de dire

que
Lp(7) ̂  0 VX ̂  s et Vp premier.

On voit d'autre part que si L(., 7.) est la fonction de
Dirichlet complexe, Lp(7.) n'est autre que le pendant p-adique
de L(l, ^(). Nous avons une relation analogue avec les fonc-
tions Lp(., ^/).

THÉORÈME. — Quel que soit le caractère 7. ^=. s. et le nombre
premier p nous avons

L,(I, -/) == (i - ̂ w.
Quoique légèrement modifié ce théorème fut annoncé par

H. W. Leopolt [6] (mais n'a pas été publié).
Nous allons indiquer brièvement l'idée de la preuve.
Soient 7. un caractère primitif m e N et g(m, '/, T) la

série formelle ainsi définie :

ë{m, x, T)= iyWn'»3-"
11—1 '*'



NOMBRES DE BERNOULLI ET FONCTIONS L p-ADIÇUES 329

On remarque immédiatement que

(2) T^g(m,7, T ) = = g ( m + l , X , T)

D'autre part

0) gd 7 ^-^iTW 1 '/(p) V.W g[ï, /, l) ^ ̂  /.W^ _ ̂  ^ _ ̂ ^
et

,(O,.,T)=-^JÎM
[Log (1-Z^T)-^ Log(l-Z^)T')]j

En utilisant (2) et (3) on conclut que les g(m, 'X, T) ne sont
autres que des fractions rationnelles si m ̂  1.

On montre aisément par récurrence que
pffi/7ûo\

/ A \ LJ \ A•v ] • -^ A

g^ 7^ 1) == — —-——- si m > 1m

On interprète aisément g(0, 7, T) comme élément analytique
sur un quasi-connexe de Ûp contenant 1.

On démontre que la suite des fractions rationnelles

(^(P - 1), ^ T)),eN

converge uniformément sur un quasi-connexe de ûp contenant
0 et 1.

Ainsi de la convergence de cette suite au voisinage de 0
vers g(0, y, T) on conclut la même convergence au voisinage
de 1.

Ainsi

^X.D^lin,-^?^).
k*« P^P —— 1)

D'autre part

g(0, 7, 1) = (i - W) Lp(7)

ce qui prouve le théorème.
Ce résultat permet d'écrire la formule (1) sous la forme

(4) v-^w^-a(i_-M\-'^.
V^K X^A P 1
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D'autre part

lim {s - 1)^, (^=i-±=l-elPl.
s^l p p

Nous obtenons ainsi la formule des résidus analogue au cas
complexe

(B) "̂̂ S = (II (l - ̂ )-) (lim (. - iW, K)),
V^K V.<=3£\ p / / \ s->i 1

En appliquant le théorème de Brumer nous voyons alors
que

lim {s - 1)̂ , K) ̂  0.
S->1

Ceci prouve que la fonction ^p(s, K) admet un pôle pour
s=L

En résumé l'étude faite sur les fonctions Lp montre que la
fonction Zêta p-adique est méromorphe sur Zip, son rayon de

i—L-
méromorphie est supérieur ou égal à p p~l si p = 2 (resp.
2 si p = 2). Elle admet un seul pôle dans ce disque. Il est
obtenu pour s = 1, il est simple et son résidu est donné par
la formule (5).

d) Module de continuité.
Soit p(.(p, 7.) le module de continuité de la fonction Lp(., 'X)

défini sur l'anneau de valuation sur Zp par

/ "y\ • / LoC^î "X) — Lof^'s ^)\[ji(p, 7.) == min ^( pv ?—'-———-^—?—/ ).
x , x ' ( E Z p \ X — X 1x ^ x ' - '

THÉORÈME 11. — Si p=^2.
Si /*(^) n^est pas une puissance de p ou si 0(^1) n^est pas

une puissance de p
y-(p, x) > i-

Si o(^) = p", e ̂  1

^-^-i-ii^)-
5i p = 2.
Si /pC) n'̂ î pu» une puissance de p ou si o(^Ci) n'est pas
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une puissance de p
y.{p, 7) > 3.

Si o(7i) = p", e > 2

51 °(Xi) = P

(x(p, 7) = 3 - 2

(/>')

t^p, 7) = 2.
Preuve. — II suffit d'appliquer le corollaire 4 du théorème 7

en remarquant que si /"(7) n'est pas une puissance de p,
7g =^= 7g puisque 7 est primitif.

On a de suite la proposition suivante :

PROPOSITION 8. — 5i o{7^) == pe^ ou encore si Q,(^) est
le corps des racines pe lème de V unité (e =^ 0), on a

(O(L,(I, 7)) = ———
?(?')

On applique le corollaire 3 du théorème 7.
Cette proposition nous permet d'évaluer

co(L,(l-., 7)-L,(1, 7))

c'est-à-dire d'approcher Lp(l, 7) par des nombres de Ber-
noulli.

/ 'R»/7ft-^ \
"(- -̂ —} - 4(1, 7^ > (.(p, 7) + œ(n).

Si p —i\n lorsque p =/=^ 2 (resp. si p\n lorsque p = 2)

B-^TÔ-) ̂  B»® ̂  ^ _ B-ffl.
n n n

Si f(7) n'est pas une puissance de p ou si 0(^/1) n'est pas
une puissance de p nous avons les congruences

Lp(i, 7) = 8^(7) mod p si p ̂  2
L,(l, 7) = - B^) (1 - 7(p)p) mod p si p = 2.

De même :

4(1, 7) == B^O-1) mod p si p ̂  2
4(1, 7) s= Bl(7ô-l) mod p3 si p = 2
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Si meM(76-1), ceci peut prendre l'énoncé très simple
suivant

4(1, 7) = A. ^ '/e-^a mod p si p ̂  2,
w a=l

4(1, 7) == -1- ^ '/O-^^a mod p2 si p == 2.
nt a==l

PROPOSITION 9. — Soit (7 un Çip'automorphisme de Qp
alors,

<r{Lp(s, 7)) == Lp(s, <ro 7).

Preuve. — Soit /*e M(760)

'(Àl^fê))-^!-^^)-
Comme or est continu en passant à la limite quand A* -> oo

nous obtenons

^(4(1-M, 7))==4(l-n, ^o7).

En utilisant la densité des entiers négatifs, Panalycité
stricte de 4(., yj et de OoLp(., yj nous obtenons la propo-
sition.

BIBLIOGRAPHIE

[1] Yvette AMICE, Interpolation p-adique, Bull. Soc. Math. France, t. 92
(1964), p. 117-160. (Thèse Se. Math. Paris, 1963).

[2] ANKENY-ARTIN-CHOWLA, On thé class number of a quadratic number
fieids, Ann of Math., 56 (1952), 479-493.

[3] A. BRUMER, On thé units of algebraic number fieids, Mathematika
vol. 14, part. 2, déc. 1967, n<> 28 pp. 121-124.

[4] L. CARLITZ, Arithmetic properties of generalized, Bernoulli numbers,
Journal fur die reine und an g. Math., 1959, Band 202, Heft 314.

[5] J. FRESNEL, Nombres de Bernoulli généralisés et fonctions L p-adiques,
C.R. Acad. Se. Paris, t. 263, 337-340.

[6] T. KUBOTA und H. W. LEOPOLDT, Eine p-adishe théorie der Zetawerte;
1 Einfùhrung der p-adisher Dirichletschen, L. Funktionen, Journal fur
die reine und ang. Math., t. 214/215, (1964), 328-339.

[7] E. F. KUMMER, Uber eine allgemeine Eigenschaft de rationalen Ent-
wickelungskoëfficienten einer bestimmten gattung analytischer Funk-
tionen, J . Fur reine und angew. Math., t. 41, (1851), 368-372.



NOMBRES DE BERNOULLI ET FONCTIONS L D-ADIQUES 333

[8] H. W. LEOPOLDT, Eine verallgemeinerung der Bernoullishen Zahlen,
Abh. Math. Sem. Unw. Hamburg, t. 22, (1958), 131-140.

[9] H. W. LEOPOLDT, Zur Arithmetik in abeischen Zahikôrpern, Journal fur
die reine und ang. Math., Band 209, Heft 1/2 (1962).

[10] N. NIELSEN, Traité élémentaire des nombres de Bernoulli, Paris, Gau-
thier-Villars, 1923.

[11] M. KRASNER, Prolongement analytique uniforme et multiforme dans
les corps values complets. Les tendances géométriques en algèbre et
théorie des nombres, n° 143, Colloques internationaux du C.N.R.S.

(Thèse, Fac. Sciences, Bordeaux, 1967).
Jean FRESNEL,

Département de Mathématiques
Faculté des Sciences

351, cours de la Libération
33-Talence.


