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INTERPOLATION D’ESPACES VECTORIELS
QUI NE SONT NI NORMES, NI COMPLETS. APPLICATIONS

par Paul KREE

Introduction.

Ce travail contient deux parties:

I. On s’intéresse d’abord a l'interpolation d’applications
quasilinéaires entre couples d’espaces quasinormés pas for-
cément complets. On étudie plus particuliérement la méthode
d’interpolation par les espaces de moyenne et ’on obtient
la transposition de certains résultats que Lions et Peetre
(voir [12] et [13]) ont obtenus dans le cas des espaces de
Banach.

II. En ce qui concerne les applications on donne d’abord
Iexpression explicite de K(t, f) pour fe L* + L*(a > 0) ou
L* et L” sont deux espaces de Lebesgue:

K(t, f) ~ ([ fro(0) db)*"

ou f* estla fonction sur R* qui est équimesurable & f.

Le cas o« = 1 est dii &4 Peetre: voir [16].

Ceci permettrait d’expliciter les espaces obtenus en appli-
quant la méthode des quasi-normes fonctionnelles (voir
Peetre a paraitre) a un couple d’interpolation du type (L%, L*).

On démontre ensuite I'identité:

(LMo LP«‘I«)er = [,pb"
avec py 7= p; dans 10, 4+ o[

0<h<, q; et re 0, 4+ o]
1 _1—0+ b

_};0— Po P_l

les espaces L étant des espaces de Lorentz.
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Cette relation a été démontrée pour p; > 1 et r > 1 de deux
fagons différentes par Calderon ([2]) et Lions et Peetre ([12]
et [16]). Nous l'étendons au cas trés important dans les
applications ou p, ou p; = 1 et en méme temps au cas moins
intéressant :

Pi ou r<1.

Ceci entraine le théoréme annoncé par Hunt dans [6], done
Pextension du théoréme d’interpolation de Marcinkiewicz
« & tout le quart de plan ».

En ce qui concerne les espaces L? avec poids &; avec change-
ment d’espaces de valeurs A; (voir notations complétes au § 7)
on démontre en suivant les méthodes de Lions et Peetre

(Lgo(A'O)’ Lg.(Al))e,p g Lf"°—°((AoA1)0,p)-

Wo Wy

— Cette relation a pour corollaires directs des extensions
du théoréme de Marcinkiewicz concernant des espaces définis
par une condition du genre: «un sup de quasinormes est
borné ». C’est le cas par exemple:

— des espaces type Morrey (on obtient une forme un
peu plus générale du théoréme 1.2 du travail [21] de Stam-
pacchia).

— des espaces type HP (on obtient un énoncé différent
de celui énoncé dans [8] par Igari).

— des espaces de fonctions R % C définies par une condition
du type:

L e :
sup <—f |f(0)|Pd0> < w.
>0 \ T J_q

Nous employons les conventions suivantes:

— Tous les espaces vectoriels que nous considérons sont
supposés complexes (mais rien ne change s’ils étaient réels,
complexes ou sur le corps des quaternions; et certaines parties
s’adaptent a des corps p-adiques!).

— L’emploi de la lettre C est réservé pour désigner des
constantes.

Je remercie vivement Monsieur Lions qui a activement
dirigé ce travail et Pierre Grisvard qui m’a initié a la théorie
des espaces de moyennes.
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I. INTERPOLATION D’ESPACES QUASINORMES

Nous commencons par rappeler la définition des espaces
quasinormés (voir [10]) et le langage « catégorique » habituel
concernant la théorie de l'interpolation. On énonce ensuite
(§ 2) quelques définitions équivalentes des espaces obtenus
en appliquant le procédé des quasi-normes fonctionnelles
de J. Peetre (a paraitre).

On donne au § 3 quelques propriétés des espaces de moyenne
a deux parameétres. La définition des espaces (F,, Fy)s , est
rappelée au § 4. Notons que tous ces résultats se transposent
si, au lieu dmterpoler des appllcatlons quasilinéaires entre
couples d’espaces quasinormés, on interpole ces applications
entre ensembles de n espaces. De méme (et ceci sera d’ailleurs
utilisé au § 8A) on peut supprimer toutes les hypothéses de
séparation (par exemple I’hypothése (1)). On peut donc inter-
poler des espaces semi-quasinormés. En ce qui concerne les
autres méthodes d’interpolation:

a) la méthode complexe (voir [1] et [2]) peut &tre définie
pour 1nterpoler des applications linéaires entre couples d’espaces
quasinormés; mais I'identification des espaces obtenus est
difficile car on ne dispose plus des noyaux de Poisson.

b) On peut transposer la méthode de Gaglardo (voir [3]).

Notons qu’il est trés probable (voir [18]) que les espaces
définis 4 l'aide des fonctionnelles d’interpolation usuelles sont
en fait des espaces de moyenne.

1. Généralités.

1LA. Définitions des espaces quasinormés.

DerintTion 1. (Quasi-norme. Espaces quasinormés.)

a) Une quasi-norme sur C-espace vectoriel F est une appli-
cation |.|g:
F —R*

f—Ifle
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(1) L’application |.|r ne s’annule qu’a Uorigine de F.
(2) |.|¢ est positivement homogéne :

VA complexe, Vf dansF, IAf 12 = |M|f |]e-
(3) L’application |.|r est quasi-sous-additive:
3G(F) > 0, Vf et g dans F|f + glr < C(F)(If [ + |Ql¥).

b) L’espace quasinormé F est U'espace F muni de la topologie

ou le filtre des voisinages de tout point f, de F admet pour base
les « quasiboules »

(4) JfeF; Ifo—f]F<_;lL_ pour n=1,2 ...

C’est une topologie d’espace vectoriel topologique métri-
sable (car le filtre des voisinages de P'origine admet une base
dénombrable).

Notons la propriété (voir [10]): pour que la topologie d’un
evt séparé soit définissable par une quasmorme, il faut et 1l
suffit qu’il admette un vmsmage de I’ orlglne borné : on prend
comme quasinorme la jauge de ce vmsmage

F et G étant deux espaces quaSI normés et si T est une appl-
cation linéaire : F — G on voit que T est continue si, et seule-
ment si, elle est bornée sur une quasiboule de F:

(5) GT)  VfeF  |Tfle < CT)f e

On dira que F et G sont deux espaces quasinormés isomorphes
s’1ls sont 1somorphes comme espaces vectoriels et s’1l existe
des constantes C’ et C” telles que

(6) vieF  Clfle<Ifle < C'flr

On dit alors que les quasi-normes |.|r et |.|¢ sont équiva-
lentes. D’ou il résulte (naturellement) la notion d’espaces
quasinormables : chaque espace quasmormable correspondant
a une classe d’équivalence d’espaces quasmormes 1somorphes.

Des exemples seront étudiés dans la 2¢ partie: espaces de
classes de Hardy H?, espaces de Lorentz L#... Pour p et ¢ > 1,
les espaces L™ sont isomorphes & des espaces normés. Mais
ceci n’est plus vrai pour p et ¢ <C1: on ne sait pas si c’est
vral pour l’espace L!” trés important dans les applications;
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en tout cas, c’est faux pour p = ¢ = L et dans le cas ou

2
Pespace mesuré est R; car on sait que le dual de L% (R) est
nul.

1.B. Le langage « catégorique » de la théorie de I'interpolation.
(j désigne I'un quelconque des nombres 0 et 1.)

DeriniTion 2. (Les couples d’interpolation.)

Un couple d’interpolation (F;); d’espaces quasinormés corres-
pond a la donnée de deux espaces quasinormés F, et F; continue-
ment plongés dans un espace vectoriel topologique F.

A ce couple, on associe:

(7) FonF; qui est I'espace vectoriel Fyn F;, muni de la
quasi-norme |f| = max [f|;.

J

(8) Fy + F; qui est I’ensemble des vecteurs de F qui
peuvent s’écrire f, + fi (avec fie F,). On peut d’ail-
leurs mettre une quasinorme sur cet espace (voir [13])

(9) mais c’est inutile ici. On peut remplacer dans tout ce
travail F par tout autre espace vectoriel contenant
F, et F;; donc en particulier par F, + F;. Il a été
aussi remarqué qu’il serait plus logique de parler

(10) de triplets d’espaces vectoriels plutét que de couples,
car pour construire les 4 espaces F,, F;, F, + F;
et F, n Fy, 1l faut en connaitre trois !

Derinition 3. (Applications quasilinéaires: voir [3]. La
catégorie des couples d’interpolation.)

1. F et G étant deux espaces quasinormables, une applica-
tion T:

F — G est dite quasilinéaire s’il existe une constante C(T)
telle que

(11) va o vf o TRf) < GD)AIS
(12)  ¥f et f* dans FIT(f+ f") < CT)(f| + If'])-

2. (F)); et (G;); étant deux couples d’espaces quasinormables,
une application T: Fy + Fy — Gy + G, est dite quasilinéaire
s’tl existe une constante C(T) telle que pour tout f de F, 4 F,
et toute relation f=f, + fi(f; e F;) il existe une décomposition
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Tf: & + gl(gje Gj) telle que
(13) lgil; < CTIf s

3. La catégorie des couples d’interpolation est celle dont on
vient de définir les fléches.
Notons :

La définition donnée au 2° redonne la définition du 1°
dans le cas particulier ou Fy = F; et G, = G;,.
Si une application T a la propriété énoncée par (13), alors

(14)  VfeFo + Fi,  [Tflepe, < CT)If]ryr,
(15) va,  ¥feF+Fy, [T lewe, <CTIMIfrper,

DeriniTion 5. (Méthode ou procédé d’interpolation).

Une méthode (ou un procédé) d’interpolation est un procédé
qui attache de fagon canonique & tout couple d’interpolation
(F)i(Gj);. .. un espace quasinormable F, G ... contenu dans
Fo +F, G, +G, ... tel que toute fleche T: (F;); — (G; )j
définisse par restriction ¢ F une application quaszhneatre a
valeurs dans G (nous ne supposons pas la continuité de I'injec-
tion de F dans Fy, 4+ Fy, ni le fait que F contienne Fy n F;).

2. Méthode des quasi-normes fonctionnelles (J. Peetre).

Cette méthode introduite par J. Peetre généralise la méthode
des espaces de moyenne. Elle fait intervenir la fonction K(¢, f')
(voir [16]) et un certain réseau X de fonctions.

Derinition 6. — (F)); étant un couple d’interpolation d’es-
paces quasinormables et [ un vecteur quelconque de fy + f,
on pose pour tout t >0

(16) K, )= inf Il +dfil

je ,-

On devrait dire en toute rigueur qu’a un choix d’un couple
de quasinormes sur les F; il correspond une fonction
t— K(t,f); et que si on fait un autre choix d’un couple
quelconque de quasinormes, on obtient une nouvelle fonc-
tion K(t, f) qui est « équivalente » & la fonction K(¢, f) au
sens suivant:

i et C vi  CK@ f) <K@ f) <CK, f).
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En fait, on associe au couple (F,); et & fe F, 4+ F; une classe
« d’équivalence » de fonctions K(¢, f). La fonction K(t, f)
est concave et continue. Il est donné dans [19] une inter-
prétation géométrique de K(¢, f). On vérifie facilement que

(17) K(t, Af) = [A] . K(, f)
(18) K, f+ ) < CF)K(@ f) + K@, 7))
ou I'on a posé C(F) = max C(F)).

DeriniTion 7. (Réseaux X). — On se donne une application
K — |K]|x de Uensemble des classes d’équivalence de fonctions
positives Rt 5 R+, définies @ un ensemble négligeable preés,
a valeurs dans Rt qui est croissante, positivement homogéne,
nulle seulement si K = 0 et qui est quasi-sous-additive :

(19) 3C, VK; et K, |K; + Kofx < C(IKy|x + | Kylx)-

Le réseau X est par définition Uespace vectoriel (naturellement
quasinormé) des classes d’applications

(20) K: R+t — Rt telles que |f |x << .
Prorosition 1. — (Définissant le procédé des quasinormes
fonctionnelles). — Tout réseau X de fonctions numériques sur

R+ définit une méthode d’interpolation de la fagon suivante :
d tout couple d'interpolation (F;); d’espaces quasinormables,
on associe Uespace (F,, F,)x (naturellement quasinormable)
des vecteurs fe Fy + F, tels que

(21) If lx = |K(., f)lx < c0.

Car si 'on a une fleche

(22) T: (F));— (Gy),
fr—g=T/

on a avec (13)

K(t, g) = g 1nf lgol + t| gl

<CM int |fil + tfi] = CTKE 1)

g E
jEFi

lglx = [K(t, g)lx < C(T)KE, £lx < CT)If |x.

i

d’ou
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Voici deux nouvelles définitions équivalentes de (F,F,)x.

Prorosition 2. — (Nouvelles définitions de (F,, Fy)x). —
Avec les notations de la proposition précédente, Fx peut encore
étre décrit de Uune des deux maniéres qui suivent:

1. (Fo, Fy)x est Uensemble des f de Fy + Fy telles qu’il existe

des applioqtions u;: Rt —F; telles que pour presque tout
t> 0 on att:

(23) = w(t) + ()

les fonctions numériques t—s|uy(t)|, et t—t|u,(t)|, étant dans
X (la quasinorme naturellement associée étant équivalente
a la quasinorme (21)).

2. Méme chose mais on peut supposer en plus les fonctions
u; continues et affines par morceauz.
Preuve:

a) les conditions du 2° entrainent les conditions du 10°.
b) Si feF, + F, satisfait aux conditions du 19, (23) et (16)

entrainent

(24) K(t, ) < [w(®]o + tfua(t)]s,
donc K(., f) est dans X.

¢) Supposons f tel que K(., f) soit dans X et montrons que
P’on peut réaliser les conditions du 2°. Ve, et pour toute valeur

de t de la forme e¢" =t'(neZ) on peut trouver des vecteurs
u;(t') dans F; tels que

(25)  ue(t)o et tluy(t)]o < (1 4+ )K(®E, f).
f= uo(t') + ul(t,>'

On prolonge alors les fonctions u; ainsi définies pour ¢’ appar-
tenant a la suite (e"), en des fonctions définies pour tout
t > 0 en interpolant a ’aide de fonctions affines dans chaque
segment limité par deux points consécutifs de la suite.

Vu les propriétés (19) du réseau X, il suffit de démontrer
qu’il existe une constante C telle que

(26) ve,  |w()o < CK(, 1)
(27) vt, ()l < CK(E, ).
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La majoration (26) résulte du fait que d’apres (25), elle est
vraie pour ¢’ = ¢" et qu’entre ¢’ = e" et t' = ¢"* le 1T membre
de (26) est majoré par une fonction affine (de t) alors que le
2¢ membre est une fonction concave.

—
i
l
_ltlu"(t)l maxi my’ 0
C(F) I R Sy
| ) i N
Tih_______ | ome f
| ~
.. | ~
K(t,T) mini o >~ s
i } P D) M| (Bo)
i | ~
0 *1 Xo X

La majoration (27) nous semble moins évidente.

Suivant [3], introduisons la partie suivante M, du quart
de plan 2Oy limité par deux demi-droites perpendiculaires
Oz et Oy.

(28)
M, ={(zy), 3fieF; f=f+hH avec |f| <a; Al <yl

C’est un ensemble stable par toute translation de vecteur
(x, y) avec z et y > 0; et de plus M, est « quasi-convexe »:
S’il contient deux points m, et my, il contient le transformé
du segment mym, par toute homothétie de centre O et de
rapport > max C(F)).
J

Suivant J. Peetre (voir [19]) on remarque que K(¢, f)
représente 'ordonnée a l'origine de la droite d’appui de M,
de pente (— t).

(29) Posons t; = e™ et montrons (27) pour ¢ = ¢! avec
IR

(30) Posons K; = K(e*+, f) et AK = K; — K,.

Soient m;les points de M, correspondant a (25) pour t’ = /.
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On peut prendre chacun d’eux arbitrairement voisins des
points m; ol les tangentes & M, de pentes — ¢; touchent M,.

Une borne supérieure du premier membre de (27) peut
s’interpréter géométriquement :

— en introduisant les points

B1) m tel que 7 = (1 — i+ Xy avec A= 2

m’ arbitrairement proche tel que
m = (1 — Nmy + Ay

en appelant z; et x les abscisses de m; et de m.
En tracant la droite (D) de pente t passant par m’ on a

lw ()] < C(F)(2 4 o(1))

d’ou linterprétation géométrique donnée sur la figure (a

une quantité arbitrairement petite pres) de la valeur maximum
tlua (2)]

de o)

De méme, vues les différentes formes possibles pour M,
tracant la paralléle (P) & (D) passant par p. On peut estimer
(voir figure) la valeur maximum de K(t, f) si (D), (D,)m, my
sont donnés.

Pour vérifier (27) il faut donc voir s1

t|uy (t)] max << C(K(¢, f) mini).
Soit en explicitant

et — 0) + 2y + o)) < Sols =0 Kl )

D’ou encore en remplagant A et K; par leurs expressions
déduites respectivement de (30) et (31)

tae(ty — &) + (¢t — to)m + 0(1)] < C[Ko(tn — &) + AK(2 — 1)].

C’est-a-dire en prenant les plus grandes valeurs possibles pour
les x;
s

w.,:—& et a:1=abscissedep=Kl—K°= AK

) h— b bh—1b
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et en remplacant ¢ et ¢; par leurs expressions (30)

e et

< C[Ko(emt — e") + AK(e"H — &7)]

n+1 _ ,nt0 ntd __ n
oo <Q____£__ K, + e“T_—Z. AK + 0(1)>

soit

e — Ky + €

66—

11AK + o(1)
< C[Kofe — 1) + AK(e — 1)]

ce qui est vérifié pour tout K, > 0 et tout AK > 0 en prenant
C = e et o(1) «suffisamment petit » c’est-a-dire les points m;
suffisamment proches des points m;.

e —

Remarques. — 1. On peut définir le procédé des quasinormes
fonctionnelles en supposant que l'application K — |[K|x de
la définition 7 est seulement définie pour les K concaves
continues croissantes; mais pour énoncer la proposition 2,
il faut que lapplication K — |K]|x soit définie pour toute
classe d’équivalences de fonctions numériques K: Rt— R+,

2. L’intérét du 2° de la proposition 2 résulte du fait que si
une application u;: Rt —F; est continue cela n’entraine
pas la fonction numérique ¢+—— |u,(t)| soit continue ou seule-
ment mesurable. Mais ceci a lieu si la fonction u; est non seule-
ment continue mais affine par morceaux.

3. On peut préciser ’énoncé de la proposition 2 de la facon
suivante :

on peut supposer que la fonction t — |u,(t)|, est croissante,
et que la fonction t — |u,(t)|, est décroissante.

3. Méthode des espaces de moyenne a 2 parameétres.

3.A. Définition et généralités.

Cette méthode est un cas particulier de la méthode des
quasinormes fonctionnelles (voir § 2) lorsque 'on considére
le réseau suivant.

Derinition 8. — (Réseau Liy; espaces (Fy, Fy)g,).

1. Pour tout 0 réel et tout p e 10, 4 oo ]; LEy désigne le réseau
des classes de fonctions f: R+ — R telles que Uintégrale supé-
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. . . dt . .
rieure de (t-°f(t))? relativement a la mesure —, soit finie. Et
Pon pose t

(32) If15, = (If lo,) = (jem(t"ef (t))p_‘i_t>%

(pour O = 0, on notera cet espace LL).

(33) 2. Pour tout 0 e]0,1[ et tout pe )0, + o] le procédé
des espaces de moyenne (d’ordre (0, p)) associe & tout couple
d’interpolation d’espaces quasinormables (F;); Uespace naturel-
lement quasinormable et noté (Fy, Fy)y,, des vecteurs f de Fy 4 F,
tels que

(34) t%K(t,f) = ¢ inf |fy| -+ t|fo] soit dans LZ.

F=f+h
Ji€F;

La proposition 2 prouve I’équivalence de cette définition

avec celle supposant l'existence d’une décomposition

VE, = () + w(t)

avec u;: Rt —F; les fonctions numériques =% u,(t)
dans LZ.

On pouvait supposer les u; « réguliéres » (20 de prop. 2).

La proposition (3) prouve que l'on peut « discrétiser » et
que l'on peut « faire une homothétie sur les paramétres — 6’
et 1 — 0” »: voir respectivement chapitre II et théoréme 5-2
de [13].

De méme les § 3B et 3C donnent quelques propriétés
correspondant a des énoncés de [13] mais & des démonstra-
tions différentes de celles de [13]. Bien siir, la propriété décrite
dans [9] comme étant relative & des espaces de Banach F,
et & (Fo, Fy)y, avec p > 1 est encore vraie avec seulement:

|; étant

p > 0 et les espaces F; quasinormés.

Prorosition 3. — (Définition discréete des espaces de
moyenne et possibilité de faire une méme homothétie sur
— 0 et 1—0).

Quels que sotent O et p tels que (33) et le couple (F;) d’espaces
quasinormables, Uespace de moyenne (Fo, F1)y, peut étre décrit
des quatre fagons équivalentes suivantes et cect pour tout

A réel == 0.
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1X) C’est Uespace, quasinormable naturellement, des vecteurs
f e F, + Fy tels que Uon ait pour presque tout t > 0:

(35) f=uy(t) + uy(t) avec u;: R+ —=F;

les fonctions |V/=u,(t)| étant dans L2.
2X) C’est Uespace des fe Fy 4 Fy tels que U'on ait la méme
chose avec en plus:

(36) les fonctions u;: Rt — F; sont continues et affines par
morceauz.

3A) C’est Uespace des fe Fy + F, tels que la fonction concave
continue

(37) t— inf M|f.| 4+ (-D¥fi]; soit dans L.
S=Jfo+ N1
Ji€F;
4N) Et c’est encore Uespace (toujours naturellement quasinor-
mable) des vecteurs feFy + F; qui sécrivent

(38) Vnel = uo, + s
avec u;, dans F; et 0=y, |, dans IP.

Preuve. — Pour prouver que 1) <= 1, pour | =1, 2 ou 3.
Il suffit de faire le changement de variable t — .

Vus la proposition 3 et le fait que 4, <= 4_, 1l suffit de
prouver 2 choses (si A > 0),

— 4k = 1) : I'idée est d’interpoler les suites discrétes par
des fonctions affines par morceaux.

— 3A =>4\ : on utilise le fait que t+—— K(¢t, f) est une
fonction croissante.

Plus précisément, supposons d’abord que f vérifie 42 soit (38).
Posons u;, = u,(e") et si .
t — eV
M<ES O, = s

on pose
u;(t) = (1 — o)up + 9Ujnpa
d’ou
t‘”’luo(t)lo < Ce—m"(l%nlo + Iuo,n+1|o)
et

MY dt —Mon ~20n
o mlor 5 < Cle o) + (e o))

AR
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[T @l 2 <2 S ()
0

n=-—o0

On majore de la méme fagon la quasinorme de
2= uy (1))
dans LZ.

Réciproquement supposons que ’on a 3A. Alors pour tout
t = e™ il existe une décomposition (38) avec

[toale €t Mugly < (1 + )K(eM, f)

d’ou
Nyl < (1 + e)e " K(eM, f)
t
e ot eMnt+1—-j) 6 dt
(@ Dul ) S C(L+2) [ 1K DI <

d’ou la majoration voulue par addition de ces relations.

3B. Autres propriétés.

Prorosition 4. — (Convexité, (F,F;)s, est une fonction
croissante de p).

1° Voici une quasinorme dans (F,Fy)y, équivalente aux

quasinormes intervenant dans la proposition 3
(39) |f lop = inf|t="uo|o 12 °. [ w4 | L.

Pour tout les u;: Rt —F; telles que = uy(t) + uy(t).

20 Sotent (F;) et (G;) deux couples d’interpolation d’espaces
quasinormés et T une fléche (F;); — (G;);.

Notons |T|; les quasinormes des applications

T|F;: F;— G,

(40) Alors la quasinorme de Papplication définie par res-
triction de T:
(FO, Fl)ﬁ,p - (GO’ Gl)e,p
est majorée par

ITI5=. 1T

3° Quels que sotent 0 et p tels que (33) et le couple d’inter-
polation (F;) Uespace de moyenne (F,, Fy)y, est une fonction
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croissante de p:
(41) P < g = (Fo, Fi)o, = (Fo, Fuly;

(ce qui signifie que Papplication identique de Fy 4 F; définit
par restriction a

(42) (Fo, Fi)o,
une application quasilinéaire a valeurs dans (F,, Fy) ,.

Preuve. — Pour prouver le 19, on procéde comme dans la
démonstration du lemme 3 de [13].

Pour le 29, si fe (Fy, F,)p , alors
ITflop =_inf [0 Vo(t)loltz® =" Va()ale

TS=Vo()+Vy(t)

< inf [0 Tug(@)]ol1z® 187 Tua (8)]l1e

S=uo(t)+uy(t)

< ll'f'll‘“ellTHe inf |t“°|uo| AN L AN
= |TIF*ITI Iflep
Le 3° s’obtient en définissant (F,y, Fy)s, & P'aide de Kz, f)

et en utilisant I'inégalité suivante:
Voir [15] ou remarques 2 et 3 de [9].

Si f(t) est une fonction positive croissante :

Rt >R+t etsi 6> 0;

posons :
u(t) = t=°f (¢).
Alors si
(43) 0>p< g ™,
' ona:
11
luleg < 0P 7|ulee.

3.C. Stabilité.

La proposition suivante correspond au théoréme 2.2 de [13].

Prorosition 5. — (F,); désigne un couple d’interpolation
d’espaces quasinormés. On se donne des nombres réels 0, n;
et 9 tels que:

0<h <O <1
n;=—0+6 et o.M <0

(44) o<1
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Posant

6— 86
45 © — 0 __ No .
( ) b, — 6 No — T

Alors (avec la notation (42))
(46)  ((Fo, Fu)opur (Fo, Fi)o, o,y (Fo, Fy)o,pe

Preuve. — Posant

Xi = (F03 Fl)
on voit que tout vecteur f du 1¢T membre de (46) est tel que

_1nf th| a0 x, 4 t|at|x, dans L2,

8j,

f=
mais 'on a

|2/|x; = 3P 0l + 20,
d’ou
_ir:f ,t_e(lf"l" + Ifslo) + 2813 + Ifily) dans LZ
e
donc

; inf ( =flo + £-%£];) dans L2
=fo+

Donc f est dans (Fo, Fy)sp

II. APPLICATIONS

Nous commencgons par rappeler quelques généralités sur les
notations usuelles et les propriétés des espaces de Lorentz L»
pour

€10, + oof et ge 10, + ].
On notera:

— que l'on suppose d’ordinaire p et ¢ >1: voir [1] par
exemple,

— pour p et ¢ > 1, les espaces L” que nous considérons sont
identiques a ceux de [1]

— mais pour p > 1, les définitions de [1] et de ce travail
sont différentes.
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Au § 5, on donne une expression explicite de K(¢, f) pour
tout fe L* 4 L* (avec a > 0): voir [16] pour le cas a =1.

Au § 6, sont explicités les espaces de moyenne entre couple
d’espaces de Lorentz: les calculs utilisent le procédé inauguré
dans [6] et [7] consistant & introduire f* au lieu de f,.

En ce qui concerne les espaces L? avec poids et changement
d’espaces de valeurs, on énonce une proposition. Cette propo-
sition est utilisée dans le § 8 pour obtenir certaines extensions
du théoréme de Marcinkiewicz: travail [21] de Stampacchia
sur les espaces 4P*: travail [8] d’Igari sur l'interpolation
des espaces H? ... ou, plus généralement pour énoncer des
théorémes d’interpolation concernant des espaces définis
par une relation du genre: « un sup de normes est majoré ».

On se donne dans cette partie un espace localement compact
Q avec une mesure de Radon p > 0.

Jusqu’au § 6 inclus, par « fonctions définies sur Q » nous
entendrons toujours des classes d’équivalence de fonctions
w-mesurables au sens de Lusin: (2 — B ou B est un espace de
Banach fixé. A partir du § 8, on considérera des « fonctions »
4 valeurs dans des espaces (pas forcément de Banach) diffé-
rents et alors les hypothéses de mesurabilité a faire varieront
suivant les cas. Ces hypotheéses seront précisées plus tard.

Il interviendra constamment dans cette partie les 2 tech-
niques suivantes:

10 Emplot de U'inégalité de Hardy: voir [4].

Pour tout 8 réel et tout pe[1, + o], notons L I'espace
de Banach des classes de fonctions: R* — G qui sont mesu-

dt . .
rables pour la mesure n et telles que tF|¢(t)| soit de puissance
p° sommable relativement a cette mesure.

Posons
(52 tole = ([ o2 )’

(ne pas confondre avec les réseaux Lz de la définition 8).
Alors I'application
~ 1
(53) 7o) —3(0) = [ 9(0) db
0
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est linéaire continue de Lqp a L"p si

(54) Bt et i<-;—

De méme l’application

(55) ol [ 5l0) de
est linéaire continue de Lig a Lig si

(56) B>1 et —%— < —qi—-

20 Opération de troncature.

Pour tout & > 0, opération de troncature de la fonction f:
Q —F; (ou d’une classe d’équivalence de fonctions définies
presque partout; F; est un espace quasinormé) consiste a

écrire

f=fh-+h
avec

o s1 ® <
o anf 3 sk
donc

0 s ISk
M=) 5 Ifle) Sk

Remarque. — Tous les raisonnements figurant dans cette
partie subsistent si l’on remplace les espaces considérés
(L~, L7 . ..) par des sous-espaces munis de la topologie induite
et stables par troncature (f dans 'espace = f; et f; dans
Pespace, Vk). D’ou une petite généralisation possible des
propriétés énoncées.

4. Généralités.

Soit f une « fonction »: Q — B.
A la fonction f on associe (voir [1] ou [6]),

— la distribution f, de f définie par
(58) R+ —> R+
o —>f,(e) = |f| > o
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f.(o) est la p-mesure de I’ensemble des points w de Q ou
If (@)] > o

— la fonction f, équimesurable a f

(59) f*(t) = inf{y e RY, f,(y) <t

f*: Rt - R* est continue a droite et a méme distribution
que f,

f* vérifie la propriété suivante:

(60) (f + 8" (20 < 2((1) + £%(2))
— la transformée de Hardy f** de f*:

(61) o) = [ Fo @

On sait que si [ est localement sommable on a

(62) sup [, 1f(0)l i (0) = [£7(0) db.

|E|I<

Ici, comme on va considérer des fonctions non localement
sommables, on va introduire un nombre a > 0 tel que |f(w)|*
soit localement sommable et comme

(63) 7(0) = 1£1*(0)

on a
(64) sup [If (@)1 dis (0) = [ *(0) &9

ProrositioN 6 et définition des espaces LM. — Q est un
espace localement compact avec une mesure de Radon positive ..
Alors quels que soient p et q tels que

(65) I<p<w 0<g<< @
et quel que soit a tel que
(66) 0<a<p et I<a<yg.

il existe des constantes C' et C'' > 0 telles que pour toute fonc-
que p
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tion f: Q — B (B = espace de Banach) on ait:
1
’ >, 1 sk Ld g
o7 ([ whie )= %)

< <f:° (U%f*(u))q %‘)% < C”(J;m(u% () (w)) L %_4)%

L’espace quasinormable noté L, (Q, B) ou plus stmplement
L# est alors définy a Uaide de l'une quelconque de ces quasinormes.

Preuve. — La premiére inégalité résulte du fait que

IF1 < IF1

La deuxiéme inégalité résulte de (54).
Voici quelques propriétés des espaces de Lorentz L.

Prorosition 7.

(68) 1° Pour tout p >0 on a L~ Lr
(69) 20 Quels que soient p, q et q' tels que ¢ < q' on a

I Py (avec la convention (42)).

Le 10 s’obtient en considérant la 2¢ quasinorme de (67).
Et le 20 résulte de I'inégalité de Hardy:

o (" (e [1710) de)%' %‘) a
<c([" ()= 2)"

t

5. Expression de K(¢, f) pour fe L* + L>.

Prorosition 8. — Les classes de fonctions mesurables const-
dérées sur formées par des « fonctions »
f: Q—B.

Q = espace localement compact avec une mesure >0
ou

B = espace de Banach.
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Pour tout ae 10, 4+ ], L* désigne U'espace de Lebesgue des
f: Q=B telles que |f| soit de puissance a® sommable. Alors
pour toute fe L* 4 L la quantité.

K(t’ f) = r= 1fnf (|f0|o + tlfl') avec F,=1L* F,=L"

iEFJ'
est « équivalente » (voir définition 6) a
() (Jo (o) do)*"™.

Le principe de la démonstration est donné par [13] et [16]
ou la propriété est donnée dans le cas ou a = 1.
On est ramené a voir, vu (64) que

(72) ot {fl§ + ¢lAlF ~ sup Jof (@) dy ().
IEI<ts
Or quelle que soit la décomposition suivante de f

f=f-+nh avec fieF,

et quel que soit ’ensemble E de Q de mesure < ¢* on a

Jolf (@)1= du (0) < C( [ Ifa(w)]* dp (0) + [, |fu(w)]* dp. (o)

< C([folg + 1A13)
d’ou

|E|<t=

sup [, If(©)|*dp (0) <C_inf |f]5 + efils
Pour démontrer 'inégalité en sens inverse, on considére la

troncature de f a ¢ (voir (57)); o étant tel que la mesure de
I’ensemble E o |f| > o soit inférieure ou égale a t*.

Alors
Ifls = [, 1fo(@)]* dix() < [, If(@)]* d ()
LINARES flf o)[* dp. (0

D’ou par addition

Ifolg + 1EIIAlE <2 [, I ()] dp (o

et

donc

g+ #1AlE <2 sup [, 1f ()] dp (o).
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Exercices. — 1. A l'aide de la proposition 8 et des inégalités
du § 4; prouver
(73) (L#, L=y, = LI,

2. En utilisant la proposition 5 (stabilité) prouver que
(Lawe, Laryy L Law  avec (76).

Commentaires. — Comme nous ne pouvons pas obtenir
I'identité des 2 membres de cette relation a I'aide des résultats
précédents, nous allons obtenir cette identité par un raisonne-
ment direct (utilisant seulement la définition des espaces
de moyenne).

6. Identification de (L%, Lum), .

Application au théoréme de Marcinkiewicz.

Prorosition 9. — Quels que soient les nombres q;, r;, 0 et r
tels que:

(74) q;€10, 4+ wo[r; et re]0, + ©].0e]0,1], ¢ F ¢
on a Uidentité (d’espaces quasinormables)

(75) (L#ors, Lam)g, = L.
avec

® @

Rappelons que I'identité vaut aussi (voir remarque précédente
§ 4) pour des sous-espaces de L%/j et L% munis de la topologie
induite et stables par troncature.

L’identité (75) a été démontrée de facons différentes par
Calderon (voir [2]) et Peetre (voir [16]) si

q; > 1, et r; et r>1.

1 1-—-6 06
=0,

Preuve. — L’arithmétique montre qu’il existe deux nombres
réels 0; tels que
1 1 1 — 0 0
77) —=—+0,=—+ 10, — = L.
( ) qe qo + 0 ql —l_ 1 1 . 6 01



INTERPOLATION D’ESPACES VECTORIELS 161
On peut supposer ¢, << ¢;. On introduit « > 0 tel que:
(78)  a<< g et r, a<r, et ry.
10 Montrons que
(79) Lav 25 (Lave, La)y

Vu (69) on peut supposer a =r, =ry.
Quelle que soit fe L%, tronquons-la & ¢ (voir (57)). D’ou

Vi, f = ﬁu + ﬂ.t’

On aura prouvé (79) lorsqu’on aura prouvé les deux majo-
rations

g ([ e ) <O L

Examinant d’abord le cas j =0, on voit que

(J7 by ‘ﬁt)
< < fo N %5< ff*“(y)y%dyﬁ);)

d’ou avec Hardy:

<c( (o) )

d’ou avec (77): 0 )
<c([(drn) 4 = a,

La deuxiéme majoration (j = 1 dans (80)) est un peu plus
compliquée car

s iR

‘a

L §
r o

ffe) st u<t

it =ghi % n S

([ @iy §)" < C4 10

D’ou

I
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= ([ e [ )

<c( [Tt o) L) = af,

avec (77) tandis que

II=< fo °°t0~riitf(j *(y)y 'Jz’f) |

d’ou avec Hardy
1
re 0+ % r
<c([T(mipw) 8 = afl,
0
avec (77).

20 Montrons

(80) (Laws, Lar)g 2> Loy,

avec

R

=R
R |

Vu (69) on peut supposer ry, = r, = .
Soit

(81) f = fot + flt
avec )
fjt e quj, tj—elfitquJ’j

dans L}y une décomposition quelconque d’un vecteur
quelconque f du 1¢T membre de (80).
On cherche & majorer |f|, ., en fonction de M, + M, avec

®  w=( ey d—j)% <o

Or (81) et (60) entrainent
(28) < 2(Fa(t) + fu(t)-

On est donc amené 4 majorer en fonction des M; les quantités

Q=(/" (tif;w))'%—‘-)%-
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Or

1
t5 () < |ful> (par définition du 2¢ membre)

o 1 1 dt _]_'-‘
Q<( [y S
0

Q<( [ @ity ”ﬁt> =M,

Ifler < C(Qo + Qi) < CG(M, + My).

D’ou la continuité de I’application (80) en prenant I'inf. du
dernier membre pour toutes les décompositions (81) véri-

fiant (82).

Voyons quelques conséquences de la proposition 9.

a) S1 l'on a deux couples d’interpolation d’espaces quasi-
normés du type (Lr#) et LP#% avec py == p1, po 5= pi- S l'on a
une fleche T :

(83) (L) — (L7)).

d’ou
d’ou avec (77)

Donc

Alors T définit par restriction une application quasilinéaire
(LPO%’ LPA‘]i)e,q — (LP",‘I()’ LPQQ{)e,q
soit avec (75):
LAt — Ln?
et a fortiori
Lr? — LAy sl s >q.

C’est le théoréme de Hunt (voir [6]).
Faisant ¢ = py on voit que

S RS VI T S 1

Donc dans le cas particulier out ¢; = p; et ¢; = o, on voit
avec la termmologle de [23] que s1 une apphcatlon T est
de type faible (p;, pj) alors elle est de type fort (py, pg) & condi-
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. 1.1 . - .

tion que — > : c’est ’extension du théoréme de Marcin-
8 ]

kiewicz ([14] et [23]) correspondant au cas ou les points m,

de coordonnées ey dans un quart de plan zOy sont
i Pj
quelconques dans ce quart de plan.

b) Mais bien sir, ce qui fait 'intérét de la proposition 9
par rapport au théoréme de Hunt, c’est que si 'on considére
un couple quelconque (F;); d’espaces quasinormés et une
fleche quelconque T

(Less);— (F),

cette fleche définit par restriction a L»? une application quasi-
linéaire

Lre 2 (FoF1)eq

(avec en plus un énoncé analogue en renversant le sens de la

fleche).

7. Espaces de moyennes entre espaces L? avec poids
et changement d’espaces de valeurs.

Prorosition 10. — X étant un espace quelconque, considérons
deuzx poids @; sur X qui ne s’annulent pas, c’est-d-dire deux
applications ®;: X — R* telles que

- Va, w,(z) # 0.

A étant un espace quasinormé, notons Lg j(A) Uespace naturelle-
ment normé des applications f: X — A telles que @,|f| soit
borné.

Soit (A;); un couple d’interpolation d’espaces quasinormés.
Alors quels que sotent 0 et p tels que (33), on a une application
continue

(94)  (L(Ag)y  Lz(A))or = Liytat((Agy Ar)y)-

Preuve. — Soit f: X — Ay + A, dans le premier membre
de (94).
On a pour tout ¢’ >0

(95) f (@) = for(z) + fre(2)
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avec
K j—e)p dt
M; = ‘J & lfj()mupt <°°-
tER*
C’est-a-dire en explicitant:
1
* dt\?
My = ([ o sup @ alfual )y 5) < oo,
teR+ z ¢

Or 1l est clair que
Vo, 0 ()| fu(@)],) < €0 sup (@,()|fie(@)a,))-

Donc, comme I'intégrale supérieure définit une application
croissante :

va, ( [ -om(a @)l "“) <M,

Comme l'intégrale supérieure est une application positive-
ment homogéne, on peut sortir (®;(x))” du signe j " puis
on peut prendre le sup par rapport a  du 1¢T membre.

1
* ) di\ P
96 supwle)([ OMfuls ) <M,
z teER+
Prenons alors
(97) ¢ =t (o))

et utilisons la propriété suivante des intégrales supérieures.
Quelle que soit la fonction ¢ : R+ — R+, quelle que soit la
constante & non nulle.

Alors :

¥ dt % dtl
98 O(kt) — = Ot S
o8 [ e )

’
tER™ ¢

Cette propriété s’énonce encore ainsi :

On peut faire dans le premier membre de (98) le change-
ment de variable ¢ = kt.

Ceci est clair: on a (98) si ® est semi continue inférieurement;
donc dans tous les cas d’apreés la définition de I'intégrale supé-
rieure.
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On peut donc faire le changement (97) dans (96) et il vient :
1
p

sup wi-4(@)olta) ([ e-ifetal )" <M,
Ceci entraine:
Sl;p o}~ (z)ol(x), lf()]o, < My + M,.

D’ou la conclusion en prenant 'inf. du membre de droite
pour toutes les décompositions (95) de f.

Remarques. — 1. On peut donner la version « mesurable »
suivante de la proposition II, Proposition II bis:

Q est un espace localement compact muni d’une mesure
de Radon p et de deux poids p-mesurables @;: X — R+
ne s’annulant pas (essentiellement).

A étant un espace quasi-normé, notons Lgz(A) D’espace
naturellement normé des applications f: X — A telles que
®(f ) soit p-mesurable et bornée. Alors si (A;) est un couple
d’interpolation d’espaces quasi-normés et si 0 et p sont tels
que (33) on a toujours (94).

Il suffit de reprendre la démonstration précédente en utili-
sant la définition discréte des espaces de moyenne (technique
utilisée plusieurs fois dans [13]).

2. Notons que dans ce dernier cas, si on suppose de plus
que les espaces A; sont des espaces Banach, la méthode d’in-
terpolation complexe donne ([1])

(99)  [L3(A0),  L5(A)] > Larai([AcAsly)

J. L. Lions nous signale que si 'on suppose les espaces A;
de Banach

pe[l, + ]

X localement compact, les poids ©; localement sommables
et non nuls presque partout; alors, on peut utiliser la repré-
sentation intégrale d’un vecteur d’un espace de moyenne,
et montrer par la méme méthode, la continuité de ’applica-
tion duale de (94) soit:

Lgtat((Ao, Ardo,p) = (Lo, (M), Lt (A1),
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En effet:

Considérons une fonction étagée :
X = (Ag, Ay)o,p
>
£ =3 aaul")
v: étant la fonction caractéristique d’une partie mesurable

de X, les vecteurs a, e (Ay, A,)y, s’écrivant f a(t) éﬁ, les
fonctions 0 ¢

a,: Rt —>A;n A,
étant telles que

M= ()7 ety ) < e

On a donc pour presque tout ze X

=3 [ au dt

Pour démontrer la relation, nous utilisons la représentation
intégrale de f déduite de la précédente en faisant des homo-
théties de rapports

2\(2) = w3 (2)m (2)

= %ﬂm ai(ut) ) (@) dt

dit\Vp

sur la variable ¢:

On a donc:

<J tU=0| 2 (o) s - )IL‘WJ(AJ)

_ ( fo t(J—O)P.Ci_t< D ICUPACLIS dx>”>1"'

d’ou en appliquant l'inégalité de Minkowsky :
® 0 dt 1/p
< [ Sunmede( [ ElaaEr T

reX k 0 t
d’ou en faisant apparaitre les My:

= 2 yu(@)ofz)(@o(@)@r (2)) "M da

zeX k
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soit

<j Y yu(@)olt(z)ol(z) (Mo, + M, ) da
z€X k

D’oti la relation voulue en prenant I'inf. de M, + M,,
pour toutes les expressions intégrales des a,, et ceci pour tous

les k.

8. Quelques variantes du théoréme de Marcinkiewicz.

Nous allons voir que la proposition II entraine de nombreux
théorémes d’interpolation concernant des espaces du type:
«un sup de normes est majoré ».

8.A. Espaces du type 4 (voir [21]).

Nous allons d’abord généraliser un peu la définition de ces
espaces de facon & pouvoir définir agréablement les applica-
tions de type faible qui interviennent dans [21].

DérinviTioNn 9. — E, désigne un espace euclidien & n dimen-
stons et Co un ouvert non vide de E,. Pour tout x e C, et tout
e > 0 suffisamment petit, le cube C(x, p) de centre x et d’arétes
e (paralléles aux axes) est contenu dans C,. Pour tout systéme
(pqA) de nombres tels que:

peld, +w[ gel0, 4], AeR.

gre-X désigne Uespace des classes de fonctions u: Cy— G
telles que

(100)
a7 ) )
Iquq,l—C(:lpl)};co% g_-;;,(fo (y (uc uc) (y)) y> <
avec

u, = restriction de u a C(z, p)
u, = « valeur moyenne » de u sur C(z, p) :

c’est une fonction valant %, sur C(z, p) et nulle au dehors,
le nombre %, étant tel que (voir remarque 2.2 de [20]) que
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quelles que soient u et ¢: C; — C on a

(u+ V)c=ﬁc+ac,

(C’est un espace semi-quasinormé.
Il interviendra surtout par la suite les cas particuliers:

wpk = gpp ) et =
Pour appliquer la proposition 10, X sera ici ’ensemble
des C(x, p): on peut d’ailleurs I'identifier a 'ouvert de E**
décrit par le point (z; ... x,¢) ou les a; sont les coordonnées

du centre du cube C(z, ).
On considéere 'application :

(101) X — Lm

Clx, o) —u, — u,
d’ou une application identique isométrique :
o id Pnh
or = L5 (L),

On a donc avec les propositions 9 et 10:

(fpoto Do, Gpiti M)y 5 — (L:n;Z-O(Lp.ﬂo), L:%(Lpiqa))o_g
— LP"_;%Q. ((Lpn%’ Lp‘q')()’ p> == Lo";: (LO ?’)
avec :

102) 416, 0

Po Po P
n— A _ <n — 7\o> (1 —0) + <t&>e
Py Po P1

D’autre part il est clair qu’en interpolant entre 4% (j =0, 1),

—_

n)\‘
[

fonctions qui proviennent d’une fonction wu: Cy — C (uti-
liser la partie 1A de la proposition 3). On obtient donc la

on obtient un sous-espace de L

(LPv#) composé par des

Prorosition 11. — Quel que soiut le couple d’interpolation
(A;); d’espaces quasinormés, quel que soit le couple (k)
d espaces de Morrey relatifs & un méme ouvert Cy de E,, quels
que sotent § e 10, 1] et p e RY, toute fléche

(103) (A;); — (dpAyTs);

i
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définit par restriction & (AgA;)g une application quasilinéaire
(104) (AgAy)yg — 4w BN (avee (102)).

Pour trouver une petite extension du théoréme 2,1 de [21],
il suffit de prendre

Aj=L°‘j, qj=—|—oo, B:aﬂgpo

avec
2= (1 — B)ay + o,
D’ou en utilisant les propositions 9 et 12 I’énoncé :

Etant donné un couple (L%),, d’espaces de Lebesgue relatifs
@ un méme espace localement compact; étant donné, d’autre
part, un couple d’espaces (LPi*%)); d’espaces semblables a ceux
de la définition 9 avec p, 5= p,; alors toute fléche

(L)) = (405 ),

définit pour tout 0e ]0, 1[ et par restriction une application
continue :
L — @720 My
avec
a= (1 — 8o + bay; Ao = (1 — 0)ho + BAy;
110, 0
p Po P1

De plus, s1 0 est tel que a5 << py on a en fait une application :

L — (Pehy
(contrairement a [21], il est inutile de faire ’hypothése
% <SPy
pourvu que ’on se limite aux 0 tels que a; <C py; de plus, on

voit que I'image par T de L* est dans un espace un peu plus
petit que Prh).

8.B. Applications aux espaces du type HP(p > 0). Les espaces
H? de classes de Hardy de fonctions holomorphes dans le
disque unité sont définis (et généralisés) dans [b], [22], [23].
Commencons par examiner le cas le plus simple; et comme dans
le § 8 A, on va généraliser un peu la définition usuelle de facon
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a pouvoir définir simplement les applications « de type faible »
qui interviendront par la suite.

DeriniTion 10. — D désigne le disque unité du plan complexe
C. Pour tout re X = 0, 1[, et toute fonction holomorphe f:
D — C, f, désigne la fonction suivante définie sur le tore

T =1[0,2 x|
VoeT,  f(0) =f(re").

Pour tout couple pe 0, 4+ [, ¢qe 0, + o], HM désigne
Pespace des fonctions holomorphes f: D — C telles que

» 1/
(105)  |f [wet = sup < [ arfruy .d—“> "< .
rex Jo u
Procédant comme au § 8 A, on considére I'application
X —LAH(T,C) = L»
r— fr

H? s’identifie & un sous-espace de L*(X, L#) et un raisonne-
ment analogue a celui du § 8 A montre que si p, = p,

(Hpoqo, leql)())r — Hre"

avec
(106) 1 - 16 + j_.
P Po P
D’ou:
Prorosition 12. — Considérons un couple d’interpolation

quelconque (A;); et un couple (HP) avec p, == p,.
St ’on a une fléche

(Aj); = (HF™);
alors Y0 € 10,1 et r « R+, T définit par restriction une application

quasilinéaire

(AoA,)g, — HP"  avec (106).

La définition 10 et la proposition 12 peuvent étre générali-
sées dans l'esprit suivant:

DeriniTiOoN. — Soit Q un ouvert non vide de E,.
Soit V une variété riemannienne réelle dénombrable a 'infint,
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et (V,);e; une famille de variétés riemanniennes plongées dans ()
toutes isomorphes d V.
Soit F un certain espace sous-espace vectoriel de Uespace des

fonctions continues: 4B (avec B = espace de Banach).
Pour tout feF et tout tel on pose:
fi = la fonction sur V transportée par U'vsomorphisme V — V,
de la restriction de f a V..
Pour tout pe 10, + o[ et tout g |0, 4+ ] on pose:

HM = {feF; |f], = Sup vy < 4

Les espaces HP de Stein et Weiss entrent dans ce cadre.
(On peut encore mettre un poids sur I’ensemble I).
La proposition 13 s’énonce alors ainsi:

PropositioNn. — Etant donnés un couple dinterpolation
d’espaces quasinormés (A;); et un couple (H?%); d’espaces défi-
nis ci-dessus (pour le méme Q, le méme V/ et le méme 1: p, 5= py,
do et ¢, quelconques).

Alors toute fléche

(Aj); — (HP);

définit par restriction et pour tout % e 10,1 et tout pe |0 4 oo
une application continue

(Ao, Aq)s,, — HEP avec 1 _1-9 + 0.

Py Po P1
Dans le cas particulier des espaces H? de Stein et Weiss le
résultat est différent du résultat [8] d’Igari car il suppose que

le couple (A;); est un autre couple d’espaces H? (et il se limite
ap>1.

8.C. Espaces N,

Pour tout p > 0.9, désigne I’espace des classes de fonctions
mesurables f: R — C telles que

\

| T Up
— P d 0.
sup (T J_T |f (x)] x) <

T>0

Pour p = 2, cet espace s’introduit naturellement comme le
dual d’une algébre de Beurling.
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Procédant toujours d’une facon analogue on considére ici
Iespace X = R+ et I'application (p et ¢ > 0)

X—LHR, C) =L~
T +— fr = restriction de fa [— T, + T].

Et l'on dira que f: R — C est dans WM™ si 'application précé-
dente qui correspond a f est dans Lyus (X, L"), M s’identifie
donc a un sous-espace de Lyz(X, L#): celui des applications
T — fr qui satisfont & la condition suivante de « raccorde-
ment »:

T < T’ = fi prolonge fy.

On a alors: .
(MPe=, WP=)y, ~> WPs = N,

De sorte que I'on a la

Prorosition 13. — Quel que soit le couple d’interpolation
(A;); d’espaces quasinormés et quel que soit le couple (MPi)

avec py = py, toute fléche (Aj)/ (M), définit par restriction
une application quasilinéaire :

(AOA )Or —, /IP‘
I _1-—4% 0

Vi e 10, 1], Vre 0, 4+ o avec - .
PO Po P1
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