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ENTRELACEMENT DE CO-POISSON

par Jean-François BURNOL

Résumé. — On connaît le lien intime qui existe entre les équations fonction-
nelles des fonctions L et les formules sommatoires dont le prototype est donné par
celle de Poisson. Ce lien fait intervenir la transformation intégrale de Fourier et
ses généralisations. Ici, nous réexaminons la signification harmonique (ainsi qu’hil-
bertienne et distributionnelle) des équations fonctionnelles ayant la forme la plus
simple, à savoir, celle s’appliquant pour la fonction dzêta de Riemann et les séries L
de Dirichlet (un grand nombre de nos considérations ont une portée plus générale).
Certaines formules, cousines mais distinctes des formules à la Poisson et que nous
appellerons formules de co-Poisson, jouent alors le rôle central.

Abstract. — The intimate link relating the functional equations of L-functions
to the summatory formulas whose prototype is the Poisson formula is a familiar
fact. This link involves the Fourier integral transform and its generalizations. Here,
we shall reexamine the harmonic (as well as hilbertian and distributional) mean-
ing of the functional equations with the simplest shape, the one applying to the
Riemann zeta function and to the Dirichlet L-series (many of our considerations
have a more general range.) Certain formulas, related to but distinct from the
Poisson-type formulas, play the central role. We call them co-Poisson formulas.

1. Introduction

1.1. Sommes

Nous débuterons avec l’identité suivante :

(1.1) F

(∑
n∈Z

δn

)
=
∑
m∈Z

δm.

Mots-clés : transformation de Fourier, formule de Poisson, fonction zeta de Riemann,
fonctions entières .
Classification math. : 30D15, 42A38, 46F99.
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La notation δn(x) = δ(x − n) désigne la distribution de Dirac positionnée
en n. Et en ce qui concerne la transformation de Fourier F (sur R), nous
employons les notations suivantes :

F(f)(y)= f̃(y)=
∫

R
e2πixyf(x) dx F−1(g)(x)=g∨(x)=

∫
R
e−2πixyg(y) dy.

On a donc (f̃ )∨ = f = f̃∨, et ˜̃f (x) = f(−x). Nous réserverons la notation
f̂ aux transformées de Fourier multiplicatives (transformées de Mellin) ;
l’emploi d’un symbole spécial F pour la transformation de Fourier additive
rappelle qu’elle constitue en elle-même (par moment) un objet d’étude (par
contraste avec Mellin qui n’est employé que comme outil).

L’identité (1.1) est une identité de distributions tempérées. Suivant une
idée de Jean-Pierre Kahane(1) , nous allons la régulariser par convolution.
Notons D(x) la « distribution de Poisson » (aussi appelée peigne de Dirac) :

D(x) =
∑
n∈Z

δn(x).

On a l’implication :

F(D(·))(y) = D(y) ⇒ F(D(· − t))(y) = e2πiytD(y).

En moyennant avec une fonction f(t), il vient :

F
(∫

f(t)D(· − t)dt
)

(y) =
∫
f(t)e2πiytdtD(y) = f̃(y)D(y).

Soit encore :∑
n∈Z

f(x− n) F−→ f̃(y)D(y) =
∑
m∈Z

f̃(m)δm(y).

Nous régularisons maintenant le terme de droite avec une autre fonction
g(u) :

e−2πiux
∑
n∈Z

f(x− n) F−→
∑
m∈Z

f̃(m)δm(y − u)

g∨(x)
∑
n∈Z

f(x−n) F−→
∑
m∈Z

f̃(m)
∫
δm(y−u)g(u) du=

∑
m∈Z

f̃(m)g(y−m).

(1) Dans une lettre à l’auteur du 22 mars 2002, J.-P. Kahane construisait « explici-
tement » des fonctions dans la classe de Schwartz avec un comportement particulier
auquel la suite de cette introduction est consacrée. L’idée de base était de régulariser
par convolution additive la distribution de Poisson, ou d’autres déduites d’icelle. Dans
les quelques lignes qui suivent, je présente le procédé délibérément de manière formelle
afin de le contraster avec celui de la convolution multiplicative qui sera évoqué plus loin.
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Au final nous obtenons :

(1.2) φ(x) = g∨(x)
∑
n∈Z

f(x+ n) F−→ ψ(y) =
∑
m∈Z

f̃(m)g(y −m).

La méthode peut être justifiée par des théorèmes classiques sur la convolu-
tion des distributions [20, 14], sous certaines hypothèses sur les fonctions f
et g. Ici, les conditions f ∈ L1(R, dx) et g ∈ L1(R, dx) suffisent. Et d’une
manière générale, pour toute identité F(D1) = D2 de distributions tem-
pérées l’hypothèse « ∀N ∈ N (1 + x2)Nf ∈ L1 et (1 + x2)Ng ∈ L1 » est
suffisante pour obtenir F(φ) = ψ avec φ = g∨ · (f ∗D1) et ψ = g ∗ (f̃ ·D2).
Si f et g sont toutes deux dans la classe de Schwartz S alors φ et ψ le
sont aussi. Il est important de préciser que nous considérons dans (1.2) φ
et ψ comme des distributions tempérées, et que l’identité vaut en ce sens.
Mais, si par exemple on sait que φ et ψ correspondent à des fonctions in-
tégrables et continues alors bien sûr (1.2) donne des identités ponctuelles
au sens classique. Imaginons que f et g soient telles que cela soit le cas
et exprimons alors la formule d’inversion φ = ψ∨, en supposant de plus
la permutation licite : ψ∨(x) =

∫
R e

−2πixy
(∑

m∈Z f̃(m)g(y −m)
)
dy =∑

m∈Z f̃(m)e−2πixmg∨(x), d’où en comparant avec (1.2) :

(1.3)
∑
n∈Z

f(x+ n) =
∑
m∈Z

f̃(m)e−2πixm,

et la formule sommatoire de Poisson :

(1.4)
∑
n∈Z

f(n) =
∑
m∈Z

f̃(m).

La méthode suivie (que l’on peut certainement justifier lorsque f est une
fonction de la classe de Schwartz S) est follement indirecte, puisqu’en un
certain sens, l’équation (1.1), c’est justement la validité de (1.4) pour les
fonctions de S ! Plus précisément (1.1) se lit : ∀ g ∈ S

∑
n g̃(n) =

∑
m g(m),

si l’on suppose qu’une distribution (tempérée) est une fonctionnelle linéaire
sur S ; elle l’est mais elle n’est pas que ça : comme nous le verrons sous
peu, il n’y a pas intérêt à totalement identifier (1.1) et (1.4).

Un cas connu de validité ponctuelle de (1.4) avec des sommes absolu-
ment convergentes est obtenu en supposant que f et f̃ sont continues et
toutes deux bornées par une fonction intégrable décroissante à l’infini (il
suffit de suivre la méthode standard et d’exprimer la fonction périodique∑
n∈Z f(x+ n) via sa série de Fourier, cf. la preuve de 2.9, page 540). Par

ailleurs, même pour des fonctions f et f̃ non nécessairement intégrables et
non nécessairement continues, il existe pour la validité de (1.4) des condi-
tions suffisantes comme celles du Théorème 45 du livre de Titchmarsh sur

TOME 57 (2007), FASCICULE 2



528 Jean-François BURNOL

l’intégrale de Fourier [21]. Elles peuvent conduire dans (1.4) à des sommes
seulement semi-convergentes, même après avoir apparié n et −n, m et −m.

Cependant un théorème de Katznelson [15] nous avertit que la formule
de Poisson (1.4) n’a pas une validité absolue. Il donne un exemple d’une
fonction continue et intégrable f de tranformée de Fourier f̃ elle aussi
(continue et) intégrable, telles que les deux séries de (1.4) sont absolument
convergentes mais donnent deux sommes distinctes : f(0) = 1, f(n) = 0
pour n ∈ Z, n 6= 0, tandis que f̃(m) = 0 pour tout m ∈ Z.

Néanmoins, sous la seule hypothèse de l’intégrabilité de f et de f̃ (vé-
rifiée par le contre-exemple de Katznelson [15]), nous prouverons l’énoncé
suivant :

Théorème 1.1. — Soit f et f̃ une paire de Fourier de fonctions inté-
grables. La formule : ∑

n∈Z

f(n/x)
|x|

=
∑
m∈Z

f̃(mx),

concerne des séries qui sont absolument convergentes pour presque tout x
et elle est une identité pour presque tout x.

1.2. Propriété de support

Revenons à un aspect intéressant de l’équation (1.2), qui a disparu en
la réduisant à la formule sommatoire de Poisson (1.4). Supposons que la
fonction f (que nous prendrons infiniment dérivable) soit supportée dans
l’intervalle [−b, b] avec 0 < b < 1

2 . Et supposons que la fonction g, elle
aussi infiniment dérivable, soit également supportée dans l’intervalle [−b, b].
Alors les deux fonctions φ et ψ, de S, paire de Fourier, sont supportées dans
[−b, b] + Z. Considérons maintenant la fonction φ1(x) = exp(πix)φ(x− 1

2 ).
On a φ̃1(y) = i exp(πiy)ψ(y + 1

2 ). Nous constatons que ces deux fonctions
de Schwartz φ1 et ψ1 = φ̃1 sont simultanément nulles dans l’intervalle
] − a,+a[ avec a = 1

2 − b. Si f et g sont toutes deux non identiquement
nulles alors ce sera aussi le cas de φ1 et ψ1.

Cette méthode de construction se heurte à la contrainte a < 1
2 . Suivant

la lettre de Jean-Pierre Kahane, pour obtenir des paires de Fourier avec la
condition d’être simultanément nulles dans ]− a, a[, pour a > 0 arbitraire,
on commence par modifier la distribution de Poisson D(x) pour annuler un
certain nombre de ses Dirac. Soit tout d’abord E(x) = i exp(−πix)D(x+ 1

2 ),

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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de sorte que Ẽ(y) = − exp(−πiy)D̃(y − 1
2 ) = iE(y). Remplaçons E par

E1(x) =
∏

06j<N

(x2 − (
1
2

+ j)2)E(x).

La transformée de Fourier de E1 a son support en dehors de ]− 1
2 ,+

1
2 [, tan-

dis que E1 elle-même a son support en dehors de ]−N− 1
2 ,+N+ 1

2 [. Si nous
régularisons comme ci-dessus (ce qui mènera à une formule plus compliquée
que (1.2) et que nous n’expliciterons pas), nous obtenons des fonctions dans
S (non nulles généralement) avec des conditions de support à peine moins
bonnes. En remplaçant φ(x) par φ(

√
N x) on obtiendra l’objectif voulu,

avec un a > 0 arbitraire. Si φ n’est pas nulle, alors soit sa partie paire, soit
sa partie impaire ne l’est pas. Si l’on dérive une fonction paire on obtient
une fonction impaire, et cela est compatible avec la condition de support.
Donc il existe pour tout a > 0 des fonctions dans S non-nulles, paires ou
impaires, nulles et de Fourier nulles dans ] − a, a[ (on pourra de plus les
prendre vecteurs propres de Fourier, pour l’une de ses valeurs propres 1, i,
−1, −i, si l’on veut).

Nous ne savons pas si ce théorème a déjà été mentionné dans la littéra-
ture. Un article de de Branges de 1964 [7] a comme corollaire l’existence de
fonctions, paires ou impaires, dans L2(R), avec la propriété de support, pour
a > 0 quelconque. Pour une démonstration très courte d’existence dans ce
cadre L2 il suffit de dire que l’espace L2(−a, a; dx) +F

(
L2(−a, a; dx)

)
est

fermé dans L2(R), et l’on trouvera une preuve simple de cette dernière affir-
mation par exemple dans [12]. Une fois connue une paire L2, on peut alors
faire comme plus haut avec le peigne de Dirac et régulariser par convolu-
tion additive, ce qui donnera des paires de Fourier dans S possédant une
propriété de support à peine moins bonne que la paire d’origine dans L2.
Cependant cela ne donnera pas d’exemples véritablement explicites, si le
point de départ lui-même n’était pas explicite. Pour l’amusement du lecteur
(de l’auteur surtout), nous donnerons à la fin de l’article quelques exemples
anecdotiques explicites (obtenus par une autre méthode) de fonctions dans
L2(R) avec la condition de support. Nous évoquerons également certaines
distributions « remarquables » ayant la propriété de support par rapport
à l’intervalle ]− a,+a[ donné.

Dans [7] un lien est fait par de Branges, via la transformation de Mellin,
entre la condition de support pour des paires de Fourier de carrés inté-
grables, plus généralement pour des paires de transformées de Hankel, et
l’étude de certains espaces de Hilbert de fonctions entières ; ces « espaces
de Sonine » vérifient tous les axiomes de la théorie générale présentée dans

TOME 57 (2007), FASCICULE 2
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[8], qui a comme point central un théorème d’existence d’un certain déve-
loppement isométrique abstrait. Il fut étudié de manière concrète pour ces
espaces par de Branges [7] et par J. et V. Rovnyak [18, 19], principalement
pour ceux associés aux fonctions de Bessel Jν d’ordre entier ; les espaces liés
aux noyaux en cosinus ou en sinus étant obtenus pour ν = ± 1

2 , donc ν demi-
entier, sont moins bien compris. Avec l’espace de Hardy d’un demi-plan et
les espaces de Paley-Wiener, les espaces de Sonine de de Branges–Rovnyak
occupent une place remarquable à l’intersection de l’analyse complexe et de
l’analyse de Fourier. Ils ne seront pas étudiés directement dans le présent
article.

1.3. Co-sommes

Reprenons maintenant cette idée de régularisation d’une paire de Fourier
de distributions tempérées telle que (1.1). Mais moyennons de manière
multiplicative, avec t 6= 0 dans les calculs qui suivent :

D(
x

t
) F−→ |t|D(ty)∫ ∞

−∞
f(t)D(

x

t
)
dt

|t|
F−→
∫ ∞

−∞
f(t)D(ty) dt.

Nous séparerons les Dirac en 0 des autres. En effet, puisque δ(λx) = 1
|λ|δ(x),

pour λ 6= 0, on a les identités de distributions en x (resp. y) :∫ ∞

−∞
f(t)δ(

x

t
− n)

dt

|t|
=


f(x/n)
|n| (n 6= 0)(∫∞
−∞ f(t) dt

)
δ(x) (n = 0),∫ ∞

−∞
f(t)δ(ty −m) dt =


f(m/y)
|y| (m 6= 0)(∫∞
−∞ f(t) dt|t|

)
δ(y) (m = 0),

qui donnent :(∫ ∞

−∞
f(t) dt

)
δ(x) +

∑
n 6=0

f(x/n)
|n|

F−→
(∫ ∞

−∞
f(t)

dt

|t|

)
δ(y) +

∑
m6=0

f(m/y)
|y|

,

puis finalement :

(1.5)
∑

n∈Z,n 6=0

f(x/n)
|n|

−
∫

R

f(1/t)
|t|

dt
F−→

∑
m∈Z,m 6=0

f(m/y)
|y|

−
∫

R
f(t) dt.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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Le formalisme général permettant de justifier cette dérivation informelle
de (1.5) sera présenté dans la section « Convolution multiplicative » du
quatrième chapitre. On y supposera f intégrable, à support éloigné de
0 et de l’infini (c’est-à-dire f nulle en dehors de [−A,−a] ∪ [a,A] avec
0 < a < A < ∞). Les (co)-sommes sont absolument convergentes pour
presque tout x, définissent des fonctions localement intégrables et tempé-
rées, et la formule (1.5) est une identité de distributions tempérées, que
nous appellerons entrelacement de co-Poisson. Plus généralement :

Théorème 1.2. — Soit D une distribution tempérée sur R et soit f
une fonction intégrable à support éloigné de 0 et de ±∞. La convolution
multiplicative f ∗D est une distribution tempérée sur R et on a la formule
d’entrelacement :

F(f ∗D) = I(f) ∗ F(D)

avec I(f)(x) = f(1/x)
|x| . On notera bien que le symbole ∗ désigne ici une

convolution multiplicative.

Dans le cas du peigne de Dirac qui nous occupe principalement ici, il n’est
pas nécessaire pour la validité de (1.5) d’imposer à f d’avoir son support
éloigné de 0 et de ±∞.

Théorème 1.3. — Sous la seule condition :

(C)
∫

R
|f(t)| dt+

∫
R

|f(1/t)|
|t|

dt <∞.

Les (co)-sommes
∑
n∈Z,n 6=0

f(x/n)
|n| et

∑
m∈Z,m 6=0

f(m/y)
|y| sont presque par-

tout absolument convergentes, définissent des fonctions localement inté-
grables et tempérées, et la formule∑

n∈Z,n 6=0

f(x/n)
|n|

−
∫

R

f(1/t)
|t|

dt
F−→

∑
m∈Z,m 6=0

f(m/y)
|y|

−
∫

R
f(t) dt

vaut comme identité de distributions tempérées.

La formule ne concerne en réalité que les fonctions paires, et nous pou-
vons la réécrire sous la forme suivante, où il est entendu que f est une
fonction paire (ou que f est sur ]0,∞[ et que F est la transformation en
cosinus F(F )(y) =

∫∞
0

2 cos(2πyx)F (x) dx ) :∑
n>1

f(x/n)
n

−
∫ +∞

0

f(1/t)
t

dt
F−→

∑
m>1

f(m/y)
|y|

−
∫ +∞

0

f(t) dt.

Le théorème (sous une hypothèse additionnelle sur f) est dû à Duffin
et Weinberger [11] (1997). Sous la seule hypothèse (C) il fut retrouvé par

TOME 57 (2007), FASCICULE 2



532 Jean-François BURNOL

l’auteur dans [4, Thm 4.2]. Aussi sous la seule hypothèse (C), Duffin et
Weinberger avaient déjà donné dans [10] (1991) un énoncé (voir ici plus
loin 2.2.(2), page 536) qui exprime que les deux termes de (1.5) forment
une paire de Fourier en un certain sens généralisé, plus « classique » que
celui des distributions tempérées de Schwartz. Dans leurs articles [10] et
[11] ils établissent aussi la validité ponctuelle de (1.5) au sens classique,
sous certaines hypothèses additionnelles sur f . Nous obtiendrons plusieurs
résultats de ce type, sous des hypothèses plus faibles, dont celui-ci :

Théorème 1.4. — Soit f une fonction mesurable (paire) vérifiant la
condition

(C)
∫

R
|f(t)|

(
1 +

1
|t|

)
dt <∞.

Soit ξ > 0 et soit X > ξ. On a, pour Λ →∞ :∫ Λ

0

2 cos(2πξx)

∑
n>1

f(n/x)
x

−
∫ ∞

0

f(u) du

 dx

=
∫ X

0

sin(2πΛ(t− ξ))
π(t− ξ)

∑
n>1

f(t/n)
n

dt−
∫ ∞

0

f(u)
u

du+ oΛ→∞(1).

Donc, la formule ponctuelle de co-Poisson :∫ →∞

0

2 cos(2πξx)

∑
n>1

f(n/x)
x

−
∫ ∞

0

f(u) du

 dx

=
∑
n>1

f(ξ/n)
n

−
∫ ∞

0

f(u)
u

du,

vaut en ξ > 0 si et seulement si
∑
n>1

f(ξ/n)
n converge et si ξ est un point

de Dirichlet de la fonction localement intégrable définie presque partout
t 7→

∑
n>1

f(t/n)
n . Ceci est toujours le cas de ξ = 0, la valeur de Dirichlet

de
∑
n>1

f(t/n)
n en t = 0 étant 0.

Dès 1945, la formule suivante, cousine de (1.5), était publiée par Duffin
(la forme exacte dépend de la normalisation de F) :

f(2x)
1/2

− f(2x/3)
3/2

+
f(2x/5)

5/2
− . . .

(1.6)

F−→ i

(
f(1/(2y))

|y|
− f(3/(2y))

|y|
+
f(5/(2y))

|y|
− . . .

)
.
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Elle vaut pour f impaire, et l’on pourrait la déduire de l’identité de distri-
butions impaires

Ẽ = iE E =
∑
n∈Z

(−1)n−1δn− 1
2
,

de la même façon que nous avons déduit ici (1.5) de D̃ = D. Des généra-
lisations de la formule de Duffin (1.6) furent établies par Weinberger dans
sa thèse de 1950 [23]. La formule principale (1.5) n’apparaît semble-t-il que
plus tard en 1991 ([10]).

Lorsque f est choisie de classe C∞ à support compact (éloigné de l’ori-
gine), les équations (1.5) et (1.6) concernent des fonctions qui sont dans la
classe de Schwartz S (comme on le voit aisément grâce à . . . la formule de
Poisson !). De cette façon on obtient des paires de Fourier dans S qui sont
constantes (nulles, si l’on veut) dans un intervalle ] − a, a[ avec 0 < a < 1
arbitraire (avec (1.6) on ne peut faire mieux que a < 1

2 ). Et si l’on mo-
difie préalablement la distribution de Poisson D ou la variante E (ou une
autre variante

∑
n∈Z cnδn avec (cn)n∈Z périodique en n), en annulant cer-

tains de ses Dirac comme dans la lettre de J.-P. Kahane, on obtient alors
des exemples pour tout a > 0. Tacitement nous avons utilisé la remarque
simple suivante :

Remarque simple : si f est nulle pour 0 < t < a, alors
la co-somme

∑
n>1 f(t/n)/n, et plus généralement les co-sommes∑

n>1 cnf(t/n)/n, sont également nulles pour 0 < t < a.

Il est intéressant de remarquer que des sommes de ce type apparaissent
dès l’article de Riemann (plus précisément, des sommes

∑
n>1

cn

n F (x
1
n )).

Que les (co)-sommes
∑
n>1 cn

f(t/n)
n aient un lien particulier avec la trans-

formée de Fourier a été avancé, pour la première fois semble-t-il, par Duffin
[9] et par Weinberger [23]. Ils appellent la formule (1.5) la formule de Pois-
son dualisée [10, 11] ; comme il y a de multiples liens entre la formule de
Poisson (1.4) et la formule (1.5), nous optons plutôt pour la terminologie
formule de co-Poisson.

La « remarque simple » ci-dessus établit un lien entre les formules de
Duffin-Weinberger et les espaces de de Branges-Rovnyak. Ce lien, et cer-
taines constructions qui lui sont rattachées, furent mis en avant dans la
conférence d’habilitation de l’auteur de décembre 2001 [4] (et, plus impli-
citement, dans son article antérieur [1]). Voir [4, 5, 3, 6] pour des dévelop-
pements liés à cette remarque.

Nous évoquons plus brièvement les résultats des troisième et quatrième
chapitres de cet article :
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1.4. Mellin et dzêta

Une formule de Müntz ([16] ; [22, II.11]) rattache les sommes de Poisson
à la fonction dzêta de Riemann via la transformation de Mellin ; nous en
donnerons une étude détaillée, en étendant fortement ses conditions de va-
lidité, en examinant certains aspects qui lui sont associés dans le contexte
des distributions, et en donnant une modification permettant de l’expri-
mer dans un contexte de fonctions de carrés intégrables. Nous mettrons en
évidence que l’équation fonctionnelle de la fonction dzêta s’exprime via la
formule de co-Poisson de manière tout aussi naturelle que via la formule
de Poisson ; l’idée est de distinguer entre les deux formes de transformées
de Mellin

∫∞
0
f(t)ts−1 dt et

∫∞
0
f(t)t−s dt, et donc d’espérer au moins deux

interprétations de l’équation fonctionnelle : et effectivement si l’une est
Poisson, alors l’autre sera co-Poisson. Il est intéressant de remarquer que
les deux transformées de Mellin sont présentes dans l’article de Riemann.

1.5. Fonctions entières et méromorphes

Une dernière partie est consacrée aux distributions tempérées vérifiant la
condition de support qui a été considérée par de Branges pour les fonctions
de carrés intégrables. Nous établirons en particulier :

Théorème 1.5. — Soit a > 0. Soit D une distribution tempérée paire
non nulle qui s’annule sur ] − a, a[. On peut donner un sens à D̂(s) =∫∞
0
D(t)t−sdt comme fonction analytique de s pour Re(s) � 1. Si F(D)

est à nouveau nulle dans ]− a, a[ alors D̂(s) est une fonction entière de s,
qui a des zéros triviaux en −2n, n ∈ N et vérifie l’équation fonctionnelle

π−
s
2 Γ(

s

2
)D̂(s) = π−

1−s
2 Γ(

1− s

2
)F̂(D)(1− s) .

Elle a dans le secteur | arg(s− 1
2 )− π

2 | < ε (0 < ε < π
2 ) un nombre de zéros

de modules au plus T asymptotiquement équivalent à T
2π log(T ), et dans

| arg(s)| < π
2 − ε les zéros de modules au plus T sont en nombre o(T ).

Nous caractérisons les fonctions entières F (s) = D̂(s) correspondantes :

Théorème 1.6. — Les fonctions entières F (s) de la forme D̂(s) où D

est une distribution tempérée nulle et de Fourier nulle dans un voisinage
de l’origine sont les fonctions F (s) qui sont O(ARe(s)(1 + |s|)N ) dans tout
demi-plan Re(s) > σ, (pour A > 0 et N ∈ N a priori dépendant de σ), et
telles que χ(s)F (1 − s) soit aussi entière et avec la même propriété dans
ces demi-plans (avec χ(s) = πs−

1
2

Γ( 1−s
2 )

Γ( s
2 ) ).

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



ENTRELACEMENT DE CO-POISSON 535

Une condition de support plus générale est explicitée qui correspond à
la possibilité pour D̂(s) d’avoir un nombre fini de pôles, et nous décrivons
alors la partie polaire de π−

s
2 Γ( s2 )D̂(s) en fonction de la distribution D.

Ces outils permettraient de suivre dans le détail tous les calculs qui
dans [2] ont abouti à la définition de certaines distributions paires (et leurs
analogues impaires) Aa (invariante par F) et Ba (anti-invariante par F) qui
ont la propriété de support pour l’intervalle ] − a, a[. Nous les évoquerons
brièvement, mais une discussion plus approfondie nécessiterait un travail
spécialement dédié à cet effet, trop indirectement lié à la formule de co-
Poisson pour avoir trouvé sa place ici (voir aussi [3]). Nous conclurons
donc plutôt avec quelques exemples explicites amusants de fonctions de
carrés intégrables avec la propriété de support.

2. Docteur Poisson et Mister Co

2.1. Des théorèmes de co-Poisson

Soit f(x) une fonction paire mesurable. Posons :

F (x) =
∑
n>1

f(n/x)
|x|

−
∫ ∞

0

f(u) du(2.1a)

K(x) =
∑
n>1

f(x/n)
n

−
∫ ∞

0

f(1/u)
u

du.(2.1b)

On pose aussi :

F (0) = −
∫ ∞

0

f(u) du K(0) = −
∫ ∞

0

f(1/u)
u

du.

Nous verrons que la somme dans F (resp. K) est presque partout absolu-
ment convergente dès que

∫∞
0
|f(u)| du < ∞ (resp.

∫∞
0

|f(1/u)|
u du < ∞).

Remplacer f par f(1/x)/|x| revient à interchanger F et K. La formation
de K commute aux changements d’échelle, contrairement à la formation de
F qui renverse les changements d’échelle. La fonction F représente l’écart
entre une somme de Riemann et l’intégrale de f , et tend donc vers zéro
pour x→∞ par exemple lorsque f est R-intégrable et à support compact.
Citons dans ce contexte un résultat élémentaire (S désigne la classe de
Schwartz) :

Lemme 2.1. — Si f ∈ S et f(0) = 0 alors F ∈ S.

TOME 57 (2007), FASCICULE 2



536 Jean-François BURNOL

En effet, on voit d’abord directement sur (2.1a) que F est C∞ y-compris
en x = 0. De plus la formule de Poisson (1.4) permet d’écrire F (x) =∑
m>1 f̃(mx) et donc d’obtenir la décroissance rapide de F pour x → ∞.

Si l’on veut que la somme
∑
n>1 f(n/x)/|x| ait une chance d’être en règle

générale de carré intégrable sur [0,+∞[, il faut donc la modifier en F .
On utilisera souvent la condition suivante sur la fonction paire f :

(C)
∫ ∞

0

|f(x)|
(

1 +
1
x

)
dx <∞.

Théorème 2.2 (Duffin-Weinberger). — Soit f une fonction paire me-
surable vérifiant (C). On a :

(1) [10, Th. 1] Les sommes dans F et K sont presque partout absolu-
ment convergentes et elles sont convergentes dans L1(0,Λ; dx) pour
tout Λ <∞.

(2) [10, Th. 1, éq. 3.8] Les fonctions F et K sont une paire de Fourier
en le sens généralisé :∫ Λ

0

F (x) dx =
∫ →∞

0

sin(2πΛt)
πt

K(t) dt∫ T

0

K(t) dt =
∫ →∞

0

sin(2πTx)
πx

F (x) dx.

(3) [11, Lem. 2] Si f est de variation bornée et si
∫∞
0

(1+x)|df |(x) <∞
alors F et K sont une paire de Fourier au sens des distributions.

(4) [11, Th. 1] Si f est C1, si f ′ est abs. cont. et si
∫∞
0
|f ′′(x)| dx <∞

alors F est L1, K est partout définie et est continue, et

∀ξ
∫ ∞

0

2 cos(2πξx)F (x) dx = K(ξ).

Nous allons montrer :

Théorème 2.3. — Soit f une fonction paire mesurable vérifiant (C).
On a :

(1) F et K sont tempérées en tant que distributions et sont une paire
de Fourier en ce sens.

(2) On a :
∫→∞
0

F (x) dx = 1
2K(0).

(3) Soit Λ > 0 et soit ξ > 0. On a :∫ Λ

0

2 cos(2πξx)F (x) dx

=
∫ →∞

0

(
sin(2πΛ(t− ξ))

π(t− ξ)
+

sin(2πΛ(t+ ξ))
π(t+ ξ)

)
K(t) dt.
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(4) Soit ξ > 0 et soit X > ξ. On a, pour Λ →∞ :∫ Λ

0

2 cos(2πξx)F (x) dx

=
∫ X

0

sin(2πΛ(t− ξ))
π(t− ξ)

∑
n>1

f(t/n)
n

dt−
∫ ∞

0

f(u)
u

du+ o(1).

Le point 2.3.(1) est énoncé par Duffin-Weinberger dans [11] sous une hy-
pothèse plus forte sur f (cf. 2.2.(3)) ; il est prouvé sous la seule hypothèse
(C) dans [4] (théorème 4.2.). Le point 2.3.(2) est établi à la fin de la dé-
monstration du théorème 4.6 dans [4], avec un argument qui n’utilise en fait
que (C). Le point 2.3.(3) est une extension du théorème principal [10, Th.
1] de Duffin-Weinberger cf. 2.2.(2). Finalement 2.3.(4) résout la question
de la validité ponctuelle en un sens classique de la formule de co-Poisson,
puisqu’il a comme corollaire immédiat :

Corollaire 2.4. — Soit f une fonction paire mesurable vérifiant (C).
L’intégrale impropre

∫→∞
0

2 cos(2πξx)F (x) dx existe si et seulement si ξ
est un point de Dirichlet de la fonction (loc. intégrable) définie presque
partout K, et sa valeur est alors la valeur de Dirichlet de K en ξ.

En effet, si φ est localement intégrable on dit que x0 est un point de
Dirichlet de φ si L = limΛ→∞

∫ x0+δ

x0−δ
sin(2πΛ(x−x0))

π(x−x0)
φ(x) dx existe (δ > 0 fixé

petit quelconque), et la valeur de Dirichlet de φ en x0 est par définition L.
Remarquons que par 2.3 le point ξ = 0 est toujours un point de Dirichlet
de K (il s’agit là en fait d’un lemme que nous établirons préalablement à
la preuve de 2.3). Comme corollaire, on obtient un critère, non restreint
au cadre L1 et à des fonctions continues, qui est suffisant pour la validité
ponctuelle de la formule de co-Poisson sur tout un intervalle :

Théorème 2.5. — Soit f une fonction paire mesurable vérifiant (C) et
telle que, pour un certain X > 0, l’on ait :

(1) f est de variation bornée sur [0, X],

(2) aux discontinuités dans ]0, X[, f a la valeur moyenne.

Alors :
∀ξ ∈ ]0, X[

∫ →∞

0

2 cos(2πξx)F (x) dx = K(ξ).

Prouvons ce corollaire. Comme f a une variation totale finie sur [0, X],
elle a une limite en 0+, et cette limite doit être nulle à cause de (C). On
peut donc aussi bien poser f(0) = 0. Soit µ la mesure complexe df de sorte
que f(t) = µ([0, t[) + 1

2µ({t}) pour t < X. Soit |µ| la mesure des variations
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de µ. Soit 0 < t1 < t2 < X fixés et soit Vm, pour m > 1, la variation totale
de f(t/m)/m sur l’intervalle [t1, t2]. On a Vm 6 |µ|([t1/m, t2/m])/m. Nous
obtenons alors : ∑

m>1

Vm 6
∫

[0,t2]

∑
t1/u6m6t2/u

1
m
d|µ|(u) ,

qui est

6 C +
∫

[0,t1/2]

log
t2/u

t1/u− 1
d|µ|(u) 6 C + log(2t2/t1)|µ|([0, t1/2]) <∞.

Nous savons par 2.2.(1) (voir lemme 2.6) que la série
∑
m f(t/m)/m conver-

ge presque partout donc elle converge en au moins un point t0 de [t1, t2]. La
série

∑
m(f(t/m)/m− f(t0/m)/m) est uniformément de Cauchy donc elle

converge ponctuellement partout et uniformément sur [t1, t2] (qui est arbi-
traire). La fonction

∑
m f(t/m)/m a sa variation totale sur [t1, t2] bornée

par
∑
m>1 Vm qui est fini. Comme la série converge uniformément la règle

de la valeur moyenne aux discontinuités est vérifiée. Par le critère de Jor-
dan si une fonction φ est de variation bornée dans un voisinage d’un point
ξ, alors ξ est un point de Dirichlet de φ et la valeur de Dirichlet φD(ξ) est
1
2 (φ(ξ+) + φ(ξ−)). Le critère de Jordan s’applique donc et le corollaire est
démontré.

Un autre théorème assurant une validité ponctuelle de la formule de co-
Poisson est donné dans la section 2.7.

2.2. Lemmes sur les sommes et les co-sommes

Ces lemmes serviront pour la démonstration de 2.3.

Lemme 2.6. — Soit f ∈ L1(0,∞; dx). La série
∑
n>1

f(n/x)
x est presque

partout absolument convergente et est absolument convergente dans L1(0,Λ;
dx) pour tout Λ > 0. Soit k ∈ L1(0,∞; dx) décroissante (donc à valeurs
positives ou nulles). On a :∫ ∞

0

∑
n>1

|f(n/x)|
x

k(x) dx 6
∫ ∞

0

|f(x)| dx
∫ ∞

0

k(x) dx.

La convergence ponctuelle et en norme L1 est un lemme de Duffin et
Weinberger dans [10], que l’on peut voir comme une conséquence de l’inéga-
lité intégrale, puisque l’on pourra y prendre pour k la fonction indicatrice de

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



ENTRELACEMENT DE CO-POISSON 539

l’intervalle ]0,Λ[ par exemple. On utilisera aussi plus loin k(x) = 1/(1+x2).
Par le théorème de la convergence monotone on a :∫ ∞

0

∑
n>1

|f(n/x)|
x

k(x) dx =
∫ ∞

0

∑
n>1

|f(x)|k(n/x)
x

dx.

Or, ∀x > 0
∑
n>1

k(n/x)
x 6

∫∞
0
k(x) dx. Le lemme est prouvé.

Lemme 2.7. — Soit g ∈ L1(0,∞; dx). La série
∑
m>1 g(mx) est absolu-

ment convergente dans L1(0,∞; dx
1+(log x)2 ), donc aussi presque partout et

dans L1(a,A; dx) pour tout 0 < a < A <∞.

On a en effet :∫ ∞

0

∑
m>1

|g(mx)| dx

1 + (log x)2
=
∫ ∞

0

∑
m>1

|g(m/x)|
x

dx

x(1 + (log x)2)
,

et l’on applique le lemme précédent (la fonction x−1(1 + (log x)2)−1 n’est
pas décroissante sur tout ]0,∞[ mais on peut certainement la majorer par
une fonction décroissante et intégrable).

Lemme 2.8. — Soit X > 0 et soit f ∈ L1(0, X; dtt ). On a :

lim
Λ→∞

∫ X

0

sin(2πΛt)
πt

∑
m>1

f(t/m)
m

dt = 0.

On peut poser f ≡ 0 pour t > X. On a f(t/m)/m = f1(m/t)/t avec
f1(t) = f(1/t)/t, donc f1 ∈ L1(0,∞; dt). Par 2.6

∑
m>1

f(t/m)
m converge

absolument presque partout et dans L1(0, X; dt). Le lemme est certaine-
ment vrai si f est identiquement nulle sur ]0, ε[, ε > 0, par le lemme de
Riemann-Lebesgue ; de plus il existe une constante absolue telle que :∣∣∣∣∣∣

∫ X

0

sin(2πΛt)
πt

∑
m>1

f(t/m)
m

dt

∣∣∣∣∣∣ 6 C

∫ X

0

|f(u)|
u

du.

En effet,∫ X

0

sin(2πΛt)
πt

∑
m>1

f(t/m)
m

dt =
∑
m>1

∫ X

0

sin(2πΛt)
πt

f(t/m)
m

dt

=
∑
m>1

∫ X/m

0

sin(2πΛmu)
πm

f(u)
du

u

=
∫ X

0

∑
m>1

1[0,X](mu)
sin(2πΛmu)

πm
f(u)

du

u
.
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On a utilisé le théorème de la convergence dominée et le fait bien connu que
les sommes partielles

∑
16m6M sin(2πmv)/πm sont bornées uniformément

en M ∈ N, v ∈ R. Cette borne absolue C est celle qui apparaît alors
dans l’inégalité plus haut qui est ainsi prouvée. En combinant ces deux
observations on obtient :

∀ε > 0 lim sup
Λ→∞

∣∣∣∣∣∣
∫ X

0

sin(2πΛt)
πt

∑
m>1

f(t/m)
m

dt

∣∣∣∣∣∣ 6 C

∫ ε

0

|f(u)|
u

du.

Comme ε > 0 est arbitraire le lemme est démontré.

2.3. Preuve du théorème 2.3

Proposition 2.9. — Soient φ et ψ deux fonctions paires continues et
intégrables sur R et qui sont transformées de Fourier l’une de l’autre. On
suppose de plus qu’il existe une fonction k : [0,+∞[→ R décroissante et
intégrable qui majore à la fois φ et ψ. Soit f une fonction paire mesurable
vérifiant (C). Alors on a l’égalité intégrale de co-Poisson :∫ ∞

0

φ(x)F (x) dx =
∫ ∞

0

ψ(y)K(y) dy,

où F et K sont définies selon (2.1a) et (2.1b).

Les deux intégrales sont absolument convergentes par le lemme 2.6. Le
même lemme justifie :∫ ∞

0

φ(x)
∑
n>1

f(n/x)
x

dx =
∫ ∞

0

∑
n>1

φ(n/x)
x

f(x) dx.

La formule de Poisson :

φ(0) + 2
∑
n>1

φ(n) = ψ(0) + 2
∑
m>1

ψ(m),

vaut. En effet
∑
n>0 φ(n + α) est uniformément absolument convergente

pour 0 6 α 6 1 puisque dominée par
∑
n>0 k(n). Il en est de même de∑

n<0 φ(n+ α). Donc A(α) =
∑
n∈Z φ(n+ α) est une fonction continue 1-

périodique. Ses coefficients de Fourier sont les ψ(−m), m ∈ Z, qui forment
une suite de l1. La fonction continue B(α) =

∑
m∈Z ψ(−m) exp(2πimα) est

donc partout égale à A(α), en particulier en α = 0. Le même raisonnement
vaut pour φ(·/x)/x et ψ(x·), x > 0, et permet donc d’écrire :∫ ∞

0

∑
n>1

φ(n/x)
x

f(x) dx =
∫ ∞

0

(
∑
m>1

ψ(mx)− φ(0)
2x

+
1
2
ψ(0))f(x) dx,
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puis en utilisant φ(0) = 2
∫∞
0
ψ(u) du, ψ(0) = 2

∫∞
0
φ(t) dt, et un change-

ment de variable x = 1/y :∫ ∞

0

φ(x)

∑
n>1

f(n/x)
x

−
∫ ∞

0

f(t) dt

 dx

=
∫ ∞

0

(
∑
n>1

φ(n/x)
x

−
∫ ∞

0

φ(t) dt)f(x) dx

=
∫ ∞

0

(
∑
m>1

ψ(mx)− φ(0)
2x

)f(x) dx

=
∫ ∞

0

(
∑
m>1

ψ(m/y)
y

−
∫ ∞

0

ψ(u) du)
f(1/y)
y

dy.

La dernière ligne donne alors par les mêmes calculs sur ψ et f(1/y)/y que
précédemment pour φ et f :

=
∫ ∞

0

ψ(y)

∑
m>1

f(y/m)
m

−
∫ ∞

0

f(1/u)
u

du

 dy .

Ceci conclut la preuve de la Proposition. Les calculs sont exactement sem-
blables à ceux de Duffin-Weinberger dans [11] (ou aux calculs menant à [4,
Th. 4.2]), seules les hypothèses (et notations) diffèrent.

En particulier, cela établit le point (1) du théorème 2.3 (cf. aussi le
Lemma 4.1 de [4]). Nous établissons maintenant le point (4). Soit ξ > 0
fixé et soit Λ > 0. Considérons la fonction continue

φ(x) =

{
2 cos(2πξx)− 2 cos(2πΛξ) |x| 6 Λ,

0 |x| > Λ.

Sa transformée de Fourier ψ(y) est donnée par

(2.2) ψ(y) =
sin(2πΛ(y − ξ))

π(y − ξ)
+

sin(2πΛ(y + ξ))
π(y + ξ)

−2 cos(2πΛξ)
sin(2πΛy)

πy
.

On peut la réécrire sous la forme

ψ(y) = sin(2πΛy) cos(2πΛξ)
{

1
π(y − ξ)

+
1

π(y + ξ)
− 2
πy

}
+ cos(2πΛy) sin(2πΛξ)

{
1

π(y + ξ)
− 1
π(y − ξ)

}
,

qui montre qu’elle est elle aussi L1, car en fait majorée par un multiple
(dépendant de ξ et de Λ) de 1/(1+y2). Les hypothèses de la proposition 2.9
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s’appliquent. Ainsi, avec X > ξ :

(2.3) Jξ(Λ) :=
∫ Λ

0

2 cos(2πξx)F (x) dx = 2 cos(2πΛξ)
∫ Λ

0

F (x) dx

+
∫ X

0

ψ(y)K(y) dy +
∫ ∞

X

ψ(y)K(y) dy.

Le dernier terme est o(1) lorsque Λ →∞ puisque
∫∞
0
|K(y)| dy

1+y2 <∞, et
que l’on applique le lemme de Riemann-Lebesgue, compte tenu de l’expres-
sion ci-dessus pour ψ(y). On a de plus :∫ X

0

ψ(y)K(y) dy =
∫ X

0

ψ(y)
∑
m>1

f(y/m)
m

dy−
∫ X

0

ψ(y) dy
∫ ∞

0

f(1/u)
u

du.

Compte tenu de (2.2), on a :∫ X

0

ψ(y) dy =
∫ X

−X

sin(2πΛ(y − ξ))
π(y − ξ)

dy − cos(2πΛξ)
∫ X

−X

sin(2πΛy)
πy

dy

= 1− cos(2πΛξ) + o(1),

et ainsi :

Jξ(Λ) = 2 cos(2πΛξ)

(∫ Λ

0

F (x) dx+
1
2

∫ ∞

0

f(1/u)
u

du

)
−
∫ ∞

0

f(1/u)
u

du

+
∫ X

0

ψ(y)
∑
m>1

f(y/m)
m

dy + o(1).

La dernière intégrale est, par l’expression (2.2) de ψ(y), le lemme de Rie-
mann-Lebesgue et le lemme 2.8 :∫ X

0

ψ(y)
∑
m>1

f(y/m)
m

dy =
∫ X

0

sin(2πΛ(y − ξ))
π(y − ξ)

∑
m>1

f(y/m)
m

dy + o(1).

En combinant tous ces éléments on obtient :

Jξ(Λ) = 2 cos(2πξΛ)

(∫ Λ

0

F (x) dx+
1
2

∫ ∞

0

f(1/u)
u

du

)
−
∫ ∞

0

f(1/u)
u

du

+
∫ X

0

sin(2πΛ(y − ξ))
π(y − ξ)

∑
m>1

f(y/m)
m

dy + o(1).

Il ne reste plus qu’à évoquer

(E) lim
Λ→∞

∫ Λ

0

F (x) dx = −1
2

∫ ∞

0

f(1/u)
u

du,

pour que la preuve de 2.3.(4) soit alors complète.
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L’équation (E), c’est-à-dire 2.3.(2), est établie dans [4], à la fin de la
démonstration du théorème 4.6. Pour la commodité du lecteur nous repro-
duisons ici la preuve qui n’utilise que la seule condition (C) sur f . Notons
g(t) = f(1/t)/t.

Tout d’abord∫ Λ

0

∑
n>1

g(t/n)
n

dt =
∑
n>1

∫ Λ/n

0

g(t)dt =
∫ ∞

0

[
Λ
t

]
g(t)dt,

donc ∫ Λ

0

F (t) dt =
∫ Λ

0

∑
n>1

g(t/n)
n

−
∫ ∞

0

g(u)
u

du

 dt

= −
∫ ∞

0

{
Λ
t

}
g(t)dt = −

∫ ∞

0

{Λv}h(v)dv,

avec h(v) = g(1/v)/v2 = f(v)/v appartenant à L1(0,+∞; dv). Il est clair
que

0 6 A 6 B ⇒ lim
Λ→∞

∫ ∞

0

{Λv}1A6v6B(v)dv =
B −A

2
donc par l’argument usuel de densité dans la preuve standard du lemme de
Riemann-Lebesgue on prouve

lim
Λ→∞

∫ ∞

0

{Λv}h(v)dv =
1
2

∫ ∞

0

h(v)dv

ce qui complète la preuve de 2.3.(2) et donc de 2.3.(4).
Venons-en à 2.3.(3). Nous avons par (2.3) :∫ Λ

0

2 cos(2πξx)F (x) dx = 2 cos(2πΛξ)
∫ Λ

0

F (x) dx+
∫ ∞

0

ψ(y)K(y) dy.

Par le Théorème de Duffin et Weinberger 2.2.(2) ([10]), on a :∫ Λ

0

F (x) dx =
∫ →∞

0

sin(2πΛy)
πy

K(y) dy,

donc :∫ Λ

0

2 cos(2πξx)F (x) dx =
∫ →∞

0

(
ψ(y) + 2 cos(2πΛξ)

sin(2πΛy)
πy

)
K(y) dy,

et finalement par (2.2) :∫ Λ

0

2 cos(2πξx)F (x) dx

=
∫ →∞

0

(
sin(2πΛ(y − ξ))

π(y − ξ)
+

sin(2πΛ(y + ξ))
π(y + ξ)

)
K(y) dy.
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Remarque 2.10. — Dans la preuve de 2.3.(4) nous nous sommes ar-
rangé par la définition spéciale de φ(x) pour n’avoir que des intégrales
absolument convergentes ce qui nous a permis de faire appel à la pro-
position générale 2.9. On peut procéder plus directement en définissant
φ1(x) = 2 cos(2πξx) pour |x| < Λ, φ1(±Λ) = cos(2πΛξ), φ1(x) = 0 pour
|x| > Λ. Soit alors ψ1(y) sa transformée de Fourier. La fonction φ1(·/x)/x
(x > 0) est intégrable et de variation bornée et vérifie la règle de la va-
leur moyenne aux discontinuités, on peut donc lui appliquer le Théorème
de Poisson 45 de Titchmarsh [21]. Pour poursuivre les calculs et justifier
les interversions de sommes et d’intégrales on aura besoin d’établir que les
sommes partielles

∑
16m6M yψ1(my) sont bornées uniformément en M et

en y (pour Λ et ξ fixés). On se ramène ensuite aux mêmes considérations
que dans la preuve exposée ici. Les détails sont laissés au lecteur intéressé.

2.4. Un théorème de Poisson presque sûr

Une conséquence intéressante de la formule de co-Poisson est le théorème
de Poisson presque sûr :

Théorème 2.11. — Soient φ et ψ deux fonctions paires continues et
intégrables qui sont transformées de Fourier l’une de l’autre. Alors, pour
presque tout x > 0 :

∑
n∈Z

φ(n/x)
|x|

=
∑
m∈Z

ψ(mx),

avec des séries absolument convergentes.

Nous savons déjà par les lemmes 2.6 et 2.7 que les séries sont presque
partout absolument convergentes et aussi dans L1(a,A; dx) pour tout 0 <
a < A <∞. Soit f une fonction paire infiniment dérivable avec son support
(pour x > 0) dans [a,A], 0 < a < A <∞. On a :∫ ∞

0

|φ(x)|
∑
n>1

|f(n/x)|
x

dx <∞

∫ ∞

0

|ψ(x)|
∑
m>1

|f(x/m)|
m

dx <∞,
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puisque les sommes impliquant f sont bornées. Ainsi le théorème de la
convergence monotone implique :∫ ∞

0

φ(x)
∑
n>1

f(n/x)
x

dx =
∫ ∞

0

∑
n>1

φ(n/x)
x

f(x) dx

∫ ∞

0

ψ(x)
∑
m>1

f(x/m)
m

dx =
∫ ∞

0

∑
m>1

ψ(mx)f(x) dx.

Soient F et K définies selon (2.1a) et (2.1b). Ce sont des fonctions de
Schwartz qui sont transformées de Fourier l’une de l’autre, par la formule
de co-Poisson. On a donc :∫ ∞

0

φ(x)F (x) dx =
∫ ∞

0

ψ(x)K(x) dx,

que l’on peut écrire compte tenu des équations précédentes selon :∫ ∞

0

∑
n>1

φ(n/x)
x

f(x) dx−
∫ ∞

0

φ(x) dx
∫ ∞

0

f(x) dx

=
∫ ∞

0

∑
m>1

ψ(mx)f(x) dx−
∫ ∞

0

ψ(x) dx
∫ ∞

0

f(x)
x

dx,

puis finalement, puisque
∫∞
0
φ(x) dx = ψ(0)

2 ,
∫∞
0
ψ(x) dx = φ(0)

2 :

∫ A

a

∑
n>1

φ(n/x)
x

+
φ(0)
2x

−
∑
m>1

ψ(mx)− 1
2
ψ(0)

 f(x) dx = 0.

Cela conclut la preuve du théorème.

2.5. Formule intégrale de co-Poisson

Nous allons maintenant utiliser ce Théorème de Poisson (déduit de la
formule de co-Poisson) pour prouver. . . la formule de co-Poisson !

Théorème 2.12. — Soit f une fonction paire mesurable vérifiant :

(C)
∫ ∞

0

|f(x)|
(

1 +
1
x

)
dx <∞.
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Soient φ et ψ deux fonctions intégrables paires qui sont transformées de
Fourier l’une de l’autre. Si :∫ ∞

0

|φ(x)|
∑
n>1

|f(n/x)|
x

dx <∞ ou
∫ ∞

0

∑
n>1

|φ(n/x)|
x

|f(x)| dx <∞

et si
∫ ∞

0

|ψ(x)|
∑
n>1

|f(x/n)|
n

dx <∞ ou
∫ ∞

0

∑
n>1

|ψ(nx)| |f(x)| dx <∞,

alors la formule intégrale de co-Poisson∫ ∞

0

φ(x)

∑
n>1

f(n/x)
x

−
∫ ∞

0

f(u) du

 dx

=
∫ ∞

0

ψ(x)

∑
n>1

f(x/n)
n

−
∫ ∞

0

f(1/u)
u

du

 dx,

est valable (avec des intégrales absolument convergentes).

Remarque 2.13. — Par le théorème de la convergence monotone les
conditions ci-dessus séparées par des « ou » sont équivalentes et impliquent
la convergence absolue des intégrales de la formule intégrale de co-Poisson.
Elles seront vérifiées si, par exemple, soit f(x) et f(1/x)/x, soit φ(x) et ψ(x)
sont toutes deux majorées par une fonction k décroissante et intégrable sur
]0,∞[ (ce dernier cas est déjà traité par 2.9).

En ce qui concerne la démonstration du théorème, on peut supposer
que φ et ψ sont choisies continues dans leur classe d’équivalence. Il suffira
ensuite de suivre à l’identique la preuve de la proposition 2.9, et d’invoquer
au moment opportun le théorème de Poisson presque sûr 2.11.

2.6. Sommes de Riemann

Le théorème de Poisson presque sûr permet aussi d’obtenir certains ré-
sultats sur le comportement de sommes de Riemann pour des fonctions
intégrables.

Proposition 2.14. — Soit φ une fonction paire intégrable continue,
dont la transformée de Fourier ψ vérifie∫ ∞

2

log(y)|ψ(y)| dy <∞.
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Soit :

A(x) =
∑
n>1

φ(n/x)
x

−
∫ ∞

0

φ(t) dt,

qui est définie pour presque tout x > 0. On a alors :∫ ∞ ∣∣∣∣A(x) +
1
2
φ(0)
x

∣∣∣∣ dx <∞.

En effet, posons B(x) =
∑
m>1 ψ(mx). On vérifie aisément∫ ∞

2

log(x)|ψ(x)| dx <∞ ⇒
∫ ∞

2

|B(x)| dx <∞,

or, par 2.11, on sait que pour presque tout x > 0 on a

A(x) +
1
2
φ(0)
x

= B(x)

ce qui complète la preuve.
Sous une hypothèse plus faible, nous obtenons tout de même à nouveau

un résultat qui montre que A(x) tend vers zéro en un sens moyen lorsque
x tend vers plus l’infini :

Proposition 2.15. — Soit φ une fonction paire continue intégrable
dont la transformée de Fourier ψ est aussi intégrable. Soit :

A(x) =
∑
n>1

φ(n/x)
x

−
∫ ∞

0

φ(t)dt,

qui est défini pour presque tout x > 0. On a :

∀ε > 0
∫ ∞

|A(x)| dx

log x(log log x)1+ε
<∞,

ce qui implique, pour λ→∞ :∫ λ2

λ

|A(x)|dx = o(log λ(log log λ)1+ε),

et aussi certainement :

lim
λ→∞

1
λ

∫ 2λ

λ

|A(x)| dx = 0.

Nous avons à nouveau presque partout, par la formule de Poisson presque
sûr :

A(x) +
1
2
φ(0)
x

=
∑
m>1

ψ(mx)
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et il suffira donc de s’intéresser à C(x) =
∑
m>1 |ψ(mx)|. Définissons

k(x) =

{
1
x

1
| log x| (

1
log | log x| )

1+ε (0 < x 6 x0)

0 (x > x0),

où x0 > 0 est choisi suffisamment petit de sorte que k est décroissante.
Alors :∫ ∞

0

C(1/x)
x

k(x) dx =
∫ ∞

0

|ψ(x)|
∑
m>1

k(m/x)
x

dx

6
∫ ∞

0

|ψ(x)| dx
∫ ∞

0

k(x) dx <∞.

Ceci donne ∫ ∞
C(x)

dx

log x(log log x)1+ε
<∞,

qui établit l’affirmation principale, et les deux suivantes en sont de directs
corollaires.

2.7. Un autre théorème de co-Poisson ponctuel

Le théorème suivant a le théorème 2.2.(4) de Duffin-Weinberger comme
corollaire.

Théorème 2.16. — Soit f une fonction mesurable vérifiant

(C)
∫ ∞

0

(1 +
1
x

)|f(x)|dx <∞.

On suppose aussi que sa transformée en cosinus

f̃(y) =
∫ ∞

0

2 cos(2πxy)f(x) dx

a la propriété ∫ ∞
log(y)|f̃(y)| dy <∞.

En particulier f̃ est L1 et f est essentiellement continue, donc on la sup-
posera continue. Sous ces hypothèses, la fonction

F (x) =
∑
n>1

f(n/x)
x

−
∫ ∞

0

f(x) dx,

qui est définie pour presque tout x > 0, a la propriété

F ∈ L1(0,∞; dx),
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la série
∑
m>1

f(ξ/m)
m converge uniformément sur tout intervalle [0, X], et

l’on a la formule de co-Poisson ponctuelle :

∀ξ > 0
∫ ∞

0

2 cos(2πξx)F (x) dx =
∑
m>1

f(ξ/m)
m

−
∫ ∞

0

f(u)
u

du.

On notera que par (C) la fonction continue f vérifie f(0) = 0 et que
l’intégrabilité de F résulte alors de la proposition 2.14. Nous savons que
la formule de co-Poisson vaut au sens des distributions. Donc il suffira de
prouver que la série

∑
m>1

f(ξ/m)
m converge uniformément sur [0, X], car sa

somme sera une fonction continue égale presque partout, donc partout, à
la transformée en cosinus de F . Compte tenu de f(0) = 0, on peut écrire :

f(ξ/m)
m

=
∫ ∞

0

2 cos(2πξy)f̃(my) dy =
∫ ∞

0

2(cos(2πξy)− 1)f̃(my) dy.

De l’hypothèse
∫∞ log(y)|f̃(y)| dy <∞, il résulte :∑

m>1

∫ ∞

1

|f̃(my)| dy <∞

et il suffit donc d’examiner la série∑
m>1

∫ 1

0

2(1− cos(2πξy)) |f̃(my)| dy,

qui est majorée par ∑
m>1

∫ 1

0

4πξ y |f̃(my)| dy.

Or, par le lemme 2.7 on a certainement

f̃ ∈ L1 ⇒
∫ ∞

0

∑
m>1

|f̃(my)| dy

y + 1
y

<∞,

ce qui implique la convergence de la série précédente et complète la dé-
monstration du théorème 2.16.

3. Études sur une formule de Müntz

3.1. Dzêta et Mellin

Dans son article, Riemann multiplie ζ(s) par Γ(s) ou par π−s/2Γ(s/2)
pour obtenir des expressions intégrales permettant d’établir le prolonge-
ment analytique et l’équation fonctionnelle. On peut adopter la perspective
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suivant laquelle c’est ζ(s) qui multiplie Γ(s) ou π−s/2Γ(s/2), elles-mêmes
des intégrales, et que c’est cette multiplication par ζ(s) qui a un effet sur
les quantités intégrées. Ce point de vue est donc un point de vue opéra-
toriel sur l’action de ζ(s). Dans les deux cas cités les intégrales sont des
transformées de Mellin gauches

∫∞
0
f(x)xs−1 dx. On trouve alors que l’ac-

tion de ζ(s) est celle d’une somme
∑
f(nx). Mais dans d’autres cas, les

intégrales sont plus naturellement exprimées par des transformées de Mel-
lin droites

∫∞
0
f(x)x−s dx. Alors, l’action de ζ(s) est celle d’une co-somme∑

f(x/n)/n. Il y a donc la possibilité, au moins, de deux traductions de
l’équation fonctionnelle via l’interprétation opératorielle de la multiplica-
tion par ζ(s). Et effectivement, pour la transformée de Mellin gauche, on
trouve que cette traduction est la formule de Poisson, tandis que pour la
transformée de Mellin droite on trouve la formule de co-Poisson.

Pour correctement expliquer ce qui précède il faut préciser un point im-
portant. La formule

(3.1)
∫ ∞

0

∑
n>1

f(nx)xs−1 dx = ζ(s)
∫ ∞

0

f(x)xs−1 dx,

pour Re(s) = σ,
∫∞
0
|f(x)|xσ−1 dx < ∞, ne vaut (en général) que pour

σ > 1 (et est justifiée par le théorème de Fubini-Tonelli). Si l’on veut
interpréter opératoriellement l’équation fonctionnelle il est indispensable
que l’opération s→ 1−s soit licite. Il nous faut donc une version de (3.1) qui
soit valable pour 0 < σ < 1 (ou pour σ = 1

2 ). Il semble d’après Titchmarsh
[22, II.11] que c’est Müntz [16] qui le premier a donné la formule. Voici le
Théorème de Müntz, tel qu’on le trouve dans le traité de Titchmarsh :

Théorème 3.1 (Müntz [16] [22, II.11]). — Soit f une fonction de classe
C1 sur [0,∞[ qui est O(x−α) pour x→∞ et telle que aussi f ′(x) = O(x−β),
avec α > 1, β > 1. On a alors :

(3.2)
∫ ∞

0

∑
n>1

f(nx)−
∫∞
0
f(t) dt
x

xs−1 dx = ζ(s)
∫ ∞

0

f(x)xs−1 dx,

pour 0 < Re(s) < 1.

Nous appellerons

(3.3) Af (x) =
∑
n>1

f(nx)−
∫∞
0
f(t) dt
x

la sommation de Poisson (Müntz)-modifiée de f . Plusieurs démonstrations
de l’équation fonctionnelle sont obtenues dans [22] à partir de la formule
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de Müntz, en choisissant f de sorte que Af ait des propriétés spéciales,
comme par exemple d’être invariante sous la transformée en sinus, ou sous
la transformation Af (x) → Af (1/x)/x.

Avant toute chose, faisons la remarque suivante : le changement de va-
riable x→ 1/x transforme (3.2) en la formule équivalente :∫ ∞

0

∑
n>1

f(n/x)
x

−
∫ ∞

0

f(t) dt

x−s dx = ζ(s)
∫ ∞

0

f(x)xs−1 dx,

puis en remplaçant f(x) par f(1/x)/x on obtient la formule de co-Müntz :
(3.4)∫ ∞

0

∑
n>1

f(x/n)
n

−
∫ ∞

0

f(1/t)
t

dt

x−s dx = ζ(s)
∫ ∞

0

f(x)x−s dx.

Ceci met en évidence que si l’on utilise la transformée de Mellin droite, la
multiplication par ζ(s) est associée aux co-sommes.

Que ce soit pour Mellin-droit ou pour Mellin-gauche, la droite Re(s) = 1
2

est spéciale du point de vue Hilbertien : les applications f(x) 7→Mg(f)(s) =∫∞
0
f(x)xs−1 dx et f(x) 7→ Md(f)(s) =

∫∞
0
f(x)x−s dx sont isométriques

de L2(0,∞; dx) sur L2(s = 1
2 + iτ ; dτ2π ). Supposons que la fonction paire f

de carré intégrable soit sa propre transformée de Fourier. Comment cela se
traduit-il pour Md(f) et Mg(f) ?

Soit Γ = FI, avec ici F la transformation en cosinus, et I : f(x) 7→
f(1/x)/x. L’opérateur Γ est unitaire sur L2(0,∞; dx) et il commute aux
changements d’échelle. Il est donc diagonalisé par Md (ou Mg), qui n’est pas
autre chose que la transformation de Fourier multiplicative (et l’on sait bien
que les opérateurs sur L2(−∞,+∞; du) qui commutent aux translations
sont diagonalisés par la transformation de Fourier additive). Donc il existe
une fonction mesurable χ(s) sur la droite critique, de module 1 presque
partout, et telle que :

∀f ∈ L2(0,∞; dx) Re(s) =
1
2
⇒Md(Γ(f))(s) = χ(s)Md(f)(s) p.p.,

soit encore, en remplaçant f (considérée paire) par If :

∀f ∈ L2(0,∞; dx) Re(s) =
1
2
⇒Md(f̃)(s) = χ(s)Md(f)(1− s) p.p.

On identifie χ en prenant par exemple f(x) = exp(−πx2). On trouve ainsi :

(3.5) ∀f π−
s
2 Γ(

s

2
)Md(f̃)(s) = π−

1−s
2 Γ(

1− s

2
)Md(f)(1− s).

Donc :
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On a l’égalité f = f̃ si et seulement si
∫∞
0
f(x)x−s dx vérifie l’équa-

tion fonctionnelle de ζ(s),
ou encore :

On a l’égalité f = f̃ si et seulement si
∫∞
0
f(x)xs−1 dx vérifie l’équa-

tion fonctionnelle de ζ(1− s).

Ces constatations, certes élémentaires, n’en sont pas moins utiles pour
dissiper une impression qui est laissée par le traitement devenu habituel de
l’équation fonctionnelle de dzêta, où sont combinés le caractère autoréci-
proque de x 7→ exp(−πx2), la formule de Poisson, et la transformation de
Mellin gauche

∫∞
0
f(x)xs−1 dx.

Supposons en effet que l’on désire construire des fonctions f auto-réci-
proques sous la transformation en cosinus. Il suffira que

∫∞
0
f(x)x−s dx =

ζ(s)
∫∞
0
k(x)x−s dx avec k vérifiant k(x) = k(1/x)/x, qui correspond à∫∞

0
k(x)xs−1 dx =

∫∞
0
k(x)x−s dx, puisque cela garantit que

∫∞
0
f(x)x−s dx

satisfasse à la même équation fonctionnelle que dzêta. Par l’équation de co-
Müntz (3.4) cela signifie que f est la co-somme de Poisson associée à k :

f(x) =
∑
n>1

k(x/n)
n

−
∫ ∞

0

k(1/t)
t

dt k(x) =
k(1/x)
x

⇒ f = f̃ .

Plus généralement on voit donc que l’équation fonctionnelle de la fonction
dzêta est, via (3.5), essentiellement équivalente à la formule de co-Poisson.

Comme il est bien connu elle est aussi équivalente à la formule de Poisson.
Pour le voir dans le même style, reformulons (3.5) ainsi :

(3.6) ζ(1− s)
∫ ∞

0

f̃(x)x−s dx = ζ(s)
∫ ∞

0

f(x)xs−1 dx.

Par la formule de Müntz le terme de droite est la transformée de Mellin
(gauche) de Af . Aussi le terme de gauche est la transformée de Mellin
(gauche) de I(A

f̃
). Il vient donc (f paire, x > 0 ; l’identité vaut peut-être

presque partout seulement) :∑
n>1

f̃(n/x)
x

−
∫ ∞

0

f̃(t) dt =
∑
n>1

f(nx)−
∫∞
0
f(t) dt
x

,

c’est-à-dire, la formule de Poisson !
Dans ce qui précède nous n’avons pas cherché à rendre précises les condi-

tions sur f qui assurent la validité de nos manipulations, car notre but était
principalement de faire passer le message que co-Poisson est aussi intime-
ment lié à l’équation fonctionnelle que Poisson. Nous proposons maintenant
une étude précise des conditions de validité de (3.2).
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Remarque 3.2. — Dans tout le reste de ce chapitre, la notation f̂(s)
désignera la transformée de Mellin gauche :

f̂(s) =
∫ ∞

0

f(x)xs−1 dx.

3.2. Distributions tempérées et formule de Müntz

Nous allons étudier de manière précise les conditions de validité de la
formule de Müntz. Rappelons nos notations : on a f ∈ L1(0,∞; dx), et
l’on note

Af (x) =
∑
n>1

f(nx)−
∫∞
0
f(t) dt
x

,

la somme modifiée, qui par le lemme 2.7 est presque partout absolument
convergente et est intégrable contre (1+ log2 x)−1 dx. On notera aussi par-
fois f̂(s) =

∫∞
0
f(t)ts−1 dt lorsque cette intégrale existe.

Le théorème principal exprime la validité de la formule de Müntz au sens
des distributions :

Théorème 3.3. — Soit f ∈ L1(0,∞; dx). Soit 0 < σ < 1. On suppose
de plus ∫ ∞

0

|f(x)|xσ−1 dx <∞.

La fonction xσAf (x) est alors une distribution tempérée en log(x) ∈ R.
L’identité de Müntz :∫ ∞

0

xσAf (x)xiτ
dx

x
= ζ(σ + iτ)f̂(σ + iτ)

vaut comme une identité de distributions tempérées en τ ∈ R, l’intégrale
étant vue comme représentant une transformation de Fourier au sens des
distributions tempérées.

Remarque 3.4. — La situation sur la droite Re(s) = 1 est différente et
plus délicate. Les énoncés relatifs à ce cas seront donnés plus loin.

Remarque 3.5. — Dans l’expression :

xσAf (x) =
∑
n>1

xσf(nx)− xσ−1

∫ ∞

0

f(t) dt,

ni la somme ni le terme avec l’intégrale ne sont des distributions tempérées
en log x (sauf si l’intégrale s’annule). C’est leur différence qui est tempérée
comme distribution en log x.
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Corollaire 3.6. — Soit f ∈ L1(0,∞; dx). Soit 0 < σ < 1. Si∫ ∞

0

|f(x)|xσ−1 dx <∞ ,

∫ ∞

0

|g(x)|xσ−1 dx <∞,

et Re(s) = σ ⇒
∫ ∞

0

g(x)xs−1 dx = ζ(s)
∫ ∞

0

f(x)xs−1 dx,

alors

g(x) =
∑
n>1

f(nx)−
∫∞
0
f(t) dt
x

pour presque tout x > 0.

Il s’agit effectivement d’un simple corollaire du théorème 3.3, puisque les
deux fonctions xσg(x) et xσAf (x), en tant que distributions tempérées en
log(x), ont la même transformée de Fourier.

Théorème 3.7. — Soit f ∈ L1(0,∞; dx). Soit 0 < σ < 1. Si

(1)
∫ 1

0

∣∣∣∣∑n>1 f(nx)−
∫∞

0
f(t) dt

x

∣∣∣∣xσ−1 dx <∞

et si (2)
∫ 1

0
|f(x)|xσ−1 dx <∞,

alors la formule de Müntz 3.2 concerne des intégrales absolument conver-
gentes et est valable sur la droite Re(s) = σ.

Remarque 3.8. — On sait déjà par le lemme 2.7 que la somme
∑
n>1

f(nx) est presque partout absolument convergente et que les intégrales
prises de 1 à ∞ sont absolument convergentes. De plus si les hypothèses
sont vérifiées pour σ elles le sont aussi pour 1 > σ′ > σ. La formule de
Müntz vaut donc alors au moins dans la bande σ 6 Re(s) < 1.

Ce théorème est lui aussi un corollaire immédiat de 3.3. Cependant nous
en donnerons une démonstration directe (plus longue. . .) qui ne fait pas
appel à la transformée de Fourier-Schwartz des distributions, pour illustrer
d’autres techniques plus « classiques ».

Proposition 3.9. — Soit f une fonction intégrable sur ]0,∞[ vérifiant
au choix l’une des deux conditions suivantes :

(1) elle est de variation totale bornée sur ]0,∞[,

(2) ou sa transformée en cosinus f̃ est intégrable.

La formule de Müntz (3.2) est alors valable pour 0 < Re(s) < 1 et concerne
des intégrales absolument convergentes.
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Prouvons-le comme corollaire de 3.7. Si f est de variation totale bornée,
elle est bornée, donc certainement la condition (2) de 3.7 est vérifiée. Soit
df la mesure des variations de f . Quitte à modifier f en un nombre dénom-
brable de points, on peut supposer f(x) = −

∫
t>x

df(t). Soit x > 0 fixé.
Pour n > 1 :

xf(nx)−
∫ nx

(n−1)x

f(t) dt =
∫

(n−1)x<t6nx
(t− (n− 1)x)df(t),

donc : ∣∣∣∣∣f(nx)− 1
x

∫ nx

(n−1)x

f(t) dt

∣∣∣∣∣ 6
∫]

(n−1)x,nx
] { t

x

}∗
|df |(t).

On a noté {t}∗ = t− [t] si t /∈ Z, = 1 pour t ∈ Z. Ainsi pour tout x > 0 :∣∣∣∣∣∣
∑
n>1

f(nx)−
∫∞
0
f(t)dt
x

∣∣∣∣∣∣ 6
∫

]0,∞[

{
t

x

}∗
|df |(t) 6

∫
]0,∞[

|df |(t).

La sommation modifiée Af (x) est donc bornée, et la condition (1) de 3.7
est satisfaite.

Supposons maintenant f̃ ∈ L1. En particulier f (considérée comme une
fonction paire) est essentiellement continue sur R, et la condition (2) de 3.7
est donc vérifiée. Par le théorème presque sûr de Poisson 2.11, on a pour
presque tout x > 0 :∑

n>1

f(nx)−
∫∞
0
f(t) dt
x

=
∑
n>1

f̃(n/x)
x

−
∫ ∞

0

f̃(t) dt.

Pour vérifier la condition (1) il suffit de s’intéresser à B(x) =
∑
n>1

|f̃(n/x)|
x .

Par le lemme 2.6, B est intégrable contre la fonction décroissante et inté-
grable k(x) = xσ−1, x 6 1, k(x) = 0, x > 1. Ainsi (1) vaut aussi.

Un autre corollaire du théorème 3.7 est donné par :

Proposition 3.10. — Soit 0 < σ < 1. Soit f une fonction localement
de variation bornée telle que∫ ∞

0

|f(x)| dx+
∫

]0,1]

xσ |df |(x) +
∫

]1,∞[

|df |(x) <∞.

La formule de Müntz (3.2) est alors valable comme identité d’intégrales
absolument convergentes dans la bande σ < Re(s) < 1.

Quitte à modifier f (donc Af ) en un nombre dénombrable de points,
on peut supposer f(x) = −

∫
t>x

df(t). Remarquons ensuite pour x < 1 :∫
]x,1]

tσ |df |(t) > xσ
∫
]x,1]

|df |(x), et donc f(x) = O(x−σ) pour x → 0.
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Ainsi
∫∞
0
f(x)xs−1 dx converge absolument pour σ < Re(s) 6 1. L’inégalité

établie pour Af (x) dans la preuve de 3.9 :∣∣∣∣∣∣
∑
n>1

f(nx)−
∫∞
0
f(t)dt
x

∣∣∣∣∣∣ 6
∫

]0,∞[

{
t

x

}∗
|df |(t),

vaut aussi sous la nouvelle hypothèse (on a
∫
]0,1]

t|df |(t) < ∞). Comme{
t
x

}∗
6 (
{
t
x

}∗)σ 6 ( tx )σ, on en déduit :

|Af (x)| 6 x−σ
∫

]0,1]

tσ|df |(t) +
∫

]1,∞[

|df |(t).

Donc Af est aussi O(x−σ) pour x → 0. Ainsi
∫∞
0
Af (x)xs−1 dx converge

absolument pour σ < Re(s) < 1, la convergence sur ]1,∞[ par le lemme 2.7.
La proposition est donc prouvée, comme corollaire du théorème 3.7.

Nous en venons maintenant aux preuves de 3.3 et de 3.7, en commençant
par ce dernier. Bien qu’il puisse être vu comme un simple corollaire de 3.3,
nous en donnerons une preuve directe, dans un style plus classique. Nous
débutons par un lemme :

Lemme 3.11. — Soit f ∈ L1(0,∞; dx) et soit 0 < σ < 1. Si f est de
classe C1 sur ]0,∞[, si f ′ est intégrable sur [1,∞[, et si f ′(x) est O(x−1−σ)
pour x→ 0 alors la formule de Müntz 3.2 vaut dans la bande σ < Re(s) < 1
avec des intégrales absolument convergentes.

Tout d’abord f(x) est O(x−σ) pour x→ 0, donc f̂(s) =
∫∞
0
f(x)xs−1dx

est absolument convergent et analytique pour σ < Re(s) 6 1. On note que∫ 1

0
t|f ′(t)| dt est fini. Par

xf(nx)−
∫ nx

(n−1)x

f(t) dt =
∫ nx

(n−1)x

(t− (n− 1)x)f ′(t) dt,

on obtient la convergence absolue pour tout x > 0 de
∑
n>1 f(nx) et pour

A(x) =
∑
n>1

f(nx)−
∫∞
0
f(t) dt
x

=
∫ ∞

0

f ′(t)
{
t

x

}
dt,

l’inégalité :

|A(x)| 6
∫ ∞

0

|f ′(t)|
{
t

x

}
dt 6

∫ x

0

|f ′(t)| t
x
dt+

∫ ∞

x

|f ′(t)| dt,

qui est O(x−σ) pour x→ 0. Donc
∫ 1

0
A(x)xs−1dx est absolument convergent

et analytique pour Re(s) > σ. Par le lemme 2.7 on a
∫∞ |A(x)| dx

log2(x)
<∞

et donc certainement σ < 1 ⇒
∫∞
1
|A(x)|xσ−1 dx < ∞. Ainsi Â(s) =∫∞

0
A(x)xs−1 dx est absolument convergent pour σ < Re(s) < 1.
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Soit ε > 0 et soit fε(x) = f(x)e−εx. On remarque que fε vérifie les trois
mêmes hypothèses que f . On a par convergence dominée :

σ < Re(s) 6 1 ⇒ f̂(s) = lim
ε→0

f̂ε(s).

Soit Aε(x) la sommation de Poisson modifiée de fε. À nouveau par conver-
gence dominée on a ∀x > 0 limε→0Aε(x) = A(x). De plus les intégrales∫∞
1

∑
n>1 fε(nx)x

s−1 dx sont dominées par
∫∞
1

∑
n>1 |f(nx)|xRe(s)−1 dx.

Donc

σ < Re(s) < 1 ⇒
∫ ∞

1

∑
n>1

f(nx)xs−1 dx = lim
ε→0

∫ ∞

1

∑
n>1

fε(nx)xs−1 dx.

En ce qui concerne l’intervalle ]0, 1] on a les expressions

Aε(x) =
∫ ∞

0

f ′ε(t)
{
t

x

}
dt,

puis les majorations (0 < ε < 1)

|Aε(x)| 6
∫ ∞

0

|f ′(t)|
{
t

x

}
dt+

∫ ∞

0

|f(t)| dt,

qui sont indépendantes de ε et intégrables contre |xs−1| dx sur ]0, 1] pour s
dans la bande considérée. Nous pouvons donc affirmer :

σ < Re(s) < 1 ⇒ Â(s) = lim
ε→0

Âε(s).

Il suffira donc d’établir la formule de Müntz pour fε, ε > 0 fixé. Écrivons
pour σ < Re(s) < 1 :∫ ∞

0

Aε(x)xs−1 dx =
∫ 1

0

Aε(x)xs−1 dx+
∫ ∞

1

∞∑
n=1

fε(nx)xs−1 dx+

∫∞
0
fε(y)dy
s− 1

.

La première intégrale est analytique pour Re(s) > σ, et la deuxième inté-
grale est une fonction entière, puisque

x > 1 ⇒

∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

fε(nx)

∣∣∣∣∣ = O(1/(exp(εx)− 1)).

Ainsi Âε(s) est méromorphe dans Re(s) > σ, et on peut la réécrire pour
Re(s) > 1 selon :

Âε(s) =
∫ 1

0

(
Aε(x) +

∫∞
0
fε(y)dy
x

)
xs−1 dx+

∫ ∞

1

∞∑
n=1

fε(nx)xs−1 dx

=
∫ ∞

0

∞∑
n=1

fε(nx)xs−1 dx = ζ(s)
∫ ∞

0

fε(x)xs−1 dx.
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La preuve du lemme est complète, puisque le principe du prolongement
analytique donne Âε(s) = ζ(s)f̂ε(s) aussi dans la bande σ < Re(s) < 1.

Prouvons maintenant le théorème 3.7. Rappelons-en les hypothèses : on a
f ∈ L1(0,∞; dx), on note A(x) la somme de Poisson (Müntz)-modifiée de f
qui est définie presque partout et l’on suppose que f et A sont toutes deux
dans L1(0,∞; xσ−1dx) pour un certain 0 < σ < 1. Il s’agit de prouver la
formule de Müntz. Comme nous l’avons déjà indiqué dans la remarque 3.8,
les fonctions f et A seront aussi dans L1(0,∞; xσ

′−1dx) pour tout 1 >

σ′ > σ, et les fonctions f̂ et Â sont continues dans la bande σ 6 Re(s) < 1.
Il suffit donc d’établir la validité de la formule de Müntz sur la bande
σ < Re(s) < 1.

Soit g(t) une fonction quelconque non identiquement nulle et de classe
C1 et de support dans [a, b], 0 < a < b. Soit k quelconque localement
intégrable sur ]0,∞[. On note alors

(g ∗ k)(t) =
∫ ∞

0

k(u)g(
t

u
)
du

u
=
∫ t/a

t/b

k(u)g(
t

u
)
du

u
,

la convolution multiplicative de g et de k. Pour tout nombre complexe s
tel que

∫∞
0
k(t)ts−1 dt soit absolument convergent, le théorème de Fubini

prouve que g ∗ k a la même propriété et que∫ ∞

0

(g ∗ k)(t)ts−1 dt =
∫ ∞

0

g(t)ts−1 dt

∫ ∞

0

k(t)ts−1 dt.

En particulier comme f est intégrable, il en est de même de F = g ∗ f . De
plus, de l’expression F (t) =

∫∞
0
f(u)g( tu )duu , il ressort que F est de classe

C1 sur ]0,∞[, avec F ′(t) = 1
t

∫∞
0
f(u) tug

′( tu )duu . Cela montre en particulier
que t F ′(t) est dans L1(0,∞; dx). Et comme g est C1 avec son support
compact éloigné de l’origine, on a certainement ∀x > 0 |xg′(x)| 6 Cx−σ

pour une certaine constante C. Il en résulte que F ′ est O(t−σ−1) pour
t→ 0. Donc F vérifie toutes les hypothèses du lemme 3.11 et la formule de
Müntz ÂF (s) = ζ(s)F̂ (s) vaut pour F dans la bande σ < Re(s) < 1. Nous
savons déjà F̂ (s) = ĝ(s)f̂(s) et il suffit donc de montrer ÂF (s) = ĝ(s)Âf (s),
ce qui résultera de AF = g ∗Af . Nous avons pour tout x > 0 fixé :∑

n>1

∫ ∞

0

|f(u)||g(nx
u

)|du
u

=
∫ x/a

x/b

∑
n>1

|f(nv)||g(x
v

)|dv
v
<∞,

où nous avons utilisé l’intégrabilité locale de
∑
n>1 |f(nv)|. Ainsi,∑

n>1

(g ∗ f)(nx) =
∫ x/a

x/b

∑
n>1

f(nv)g(
x

v
)
dv

v
= g ∗

(∑
n>1

f(n ·)
)
(x).
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On vérifie aussi l’identité (g∗ 1
t )(x) = 1

x

∫∞
0
g(t)dt. Il en résulte AF = g∗Af

et ceci termine la preuve du théorème 3.7.
Venons-en au théorème 3.3. On y fait les hypothèses 0 < σ < 1, f ∈

L1(0,∞; dx),
∫∞
0
|f(x)|xσ−1 dx <∞, et l’on note

Af (x) =
∑
n>1

f(nx)−
∫∞
0
f(t) dt
x

qui est presque partout définie et est comme fonction de log(x) ∈ R loca-
lement intégrable.

Soit ε > 0 fixé, et soit fε(x) = f(x) exp(−εx), Aε = Afε . Pour toute
fonction φ(x) de classe C∞, supportée dans 0 < a < x < b, on a par
convergence dominée :

lim
ε→0

∫ ∞

0

Aε(t)φ(t) dt = lim
ε→0

∫ b

a

Aε(t)φ(t) dt =
∫ ∞

0

Af (t)φ(t) dt.

La fonction entière α(s) =
∫ b
a
φ(t)t−s dt est de décroissance rapide dans

toute bande σ1 6 Re(s) 6 σ2. Par la formule d’inversion on a :

∀t > 0 ∀c ∈ R φ(t) =
∫ c+i∞

c−i∞
α(s)ts−1 |ds|

2π
.

Prenons tout d’abord c > 1. Comme
∫∞
0
|fε(t)|tc−1 dt <∞ on a

c > 1 ⇒
∫ ∞

0

∣∣∣∣∣∣
∑
n>1

fε(nt)

∣∣∣∣∣∣ tc−1 dt 6 ζ(c)
∫ ∞

0

|fε(t)|tc−1 dt <∞.

Ainsi, pour c > 1 et 0 < Λ <∞ on a :∫ Λ

0

|Aε(t)|tc−1 dt 6 ζ(c)
∫ ∞

0

|fε(t)|tc−1 dt+
∫ ∞

0

|fε(t)| dt
Λc−1

c− 1
<∞.

On peut donc écrire, avec c = 2 et pour tout Λ > b :∫ ∞

0

Aε(t)φ(t) dt =
∫ Λ

0

Aε(t)φ(t) dt =
∫ 2+i∞

2−i∞
α(s)

(∫ Λ

0

Aε(t)ts−1 dt

)
|ds|
2π

=
∫ 2+i∞

2−i∞
α(s)

∫ Λ

0

∑
n>1

fε(nt)ts−1 dt

 |ds|
2π

−
∫ ∞

0

fε(t) dt
∫ 2+i∞

2−i∞
α(s)

Λs−1

s− 1
|ds|
2π

.

On a de plus :∫ 2+i∞

2−i∞
α(s)

Λs−1

s− 1
|ds|
2π

=
∫ Λ

0

∫ 2+i∞

2−i∞
α(s)ts−2 |ds|

2π
dt =

∫ Λ

0

φ(t)
t

dt.
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On fait tendre Λ vers +∞, et on obtient :∫ ∞

0

Aε(t)φ(t) dt =
∫ 2+i∞

2−i∞
α(s)ζ(s)

∫ ∞

0

fε(t)ts−1 dt
|ds|
2π

− α(1)
∫ ∞

0

fε(t) dt.

La décroissance rapide de α(s) pour |Im(s)| → ∞ permet de décaler l’inté-
grale complexe de la droite Re(s) = 2 à la droite Re(s) = σ, ce qui donne
un résidu au passage en s = 1 qui vaut α(1)

∫∞
0
fε(t) dt, et qui compense

exactement le dernier terme. Ainsi :∫ ∞

0

Aε(t)φ(t) dt =
∫
s=σ+iτ

α(s)ζ(s)
(∫ ∞

0

fε(t)ts−1 dt

)
dτ

2π
.

On a sur la droite Re(s) = σ convergence pour ε → 0 de
∫∞
0
fε(t)ts−1 dt

vers
∫∞
0
f(t)ts−1 dt, avec

∫∞
0
|f(t)|tσ−1 dt donnant une borne supérieure

fixe. On peut donc affirmer∫ ∞

0

Af (t)φ(t) dt =
∫
s=σ+iτ

(∫ ∞

0

φ(t)t−s dt
)
ζ(s)f̂(s)

dτ

2π
.

Posons maintenant φ(t) = tσ−1ψ(t), et réécrivons l’équation précédente :∫ ∞

0

tσAf (t)ψ(t)
dt

t
=
∫

R

(∫ ∞

0

ψ(t)t−iτ
dt

t

)
ζ(σ + iτ)f̂(σ + iτ)

dτ

2π
.

Cela exprime exactement que la distribution tempérée ζ(σ+ iτ)f̂(σ+ iτ) =
D(τ) a comme transformation de Fourier inverse au sens des distributions
tempérées

∫
R e

−iτuD(τ) dτ2π la fonction localement intégrable eσuAf (eu).
Donc tσAf (t) est une distribution tempérée en u = log(t) ∈ R et l’identité
de Müntz : ∫ ∞

0

tσAf (t) tiτ
dt

t
= ζ(σ + iτ)f̂(σ + iτ),

vaut au sens des distributions tempérées. Ainsi le théorème 3.3 est établi.
La situation sur la droite Re(s) = 1 est un peu différente.

Théorème 3.12. — Soit f ∈ L1(0,∞; dx).

(1) La fonction D(u) =
∑
n>1 xf(nx), x = exp(u) est définie ponctuel-

lement pour presque tout u ∈ R, est localement intégrable, et est
tempérée comme distribution.

(2) On a les identités de distributions tempérées :∫
R
D′(u)eiτu du = −iτζ(1 + iτ)f̂(1 + iτ)

sur R \ {0}
∫

R
D(u)eiτu du = ζ(1 + iτ)f̂(1 + iτ).

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



ENTRELACEMENT DE CO-POISSON 561

(3) Si f ∈ L1(0,∞; (1 + | log x|)dx), alors :

∫ ∞

0

∑
n>1

xf(nx)− 1
2

∫ ∞

0

f(t) dt

xiτ
dx

x
= V.P. ζ(1 + iτ)f̂(1 + iτ)

vaut comme une identité de distributions tempérées en τ , le symbole
V.P. représentant la valeur principale au sens de Cauchy.

Remarque 3.13. — On notera le 1
2 dans 3.12.(3).

Sous la seule hypothèse f ∈ L1(0,∞; dx), le lemme 2.7 permet d’af-
firmer que

∑
n>1 f(nx) est intégrable sur ]0,∞[ contre dx/(1 + log2 x).

Ainsi
∑
n>1 xf(nx) comme fonction de u = log(x) est intégrable sur R

contre du/(1 + u2). Donc
∑
n>1 xf(nx) est une distribution tempérée en

u = log(x). Ceci prouve (1).
Pour la preuve du point (2) nous reprenons la technique de la preuve

de 3.3. Soit ε > 0 et fε(x) = e−εxf(x) ; soit φ(t) de classe C∞ à support
dans [a, b], 0 < a < b et soit α(s) =

∫ b
a
φ(t)t−s dt. On justifie comme

précédemment :∫ ∞

0

∑
n>1

fε(nt)φ(t) dt =
∫ 2+i∞

2−i∞
α(s)ζ(s)

∫ ∞

0

fε(t)ts−1 dt
|ds|
2π

.

Faisons l’hypothèse α(1) =
∫∞
0
φ(t)dtt = 0. Pour ε > 0 fixé, la fonction∫∞

0
fε(t)ts−1 dt est analytique pour Re(s) > 1, continue pour Re(s) > 1,

bornée pour 1 6 Re(s) 6 2. On peut donc décaler l’intégrale complexe
sur la droite Re(s) = 1. Sur cette droite les quantités

∫∞
0
fε(t)ts−1 dt sont

bornées indépendamment de ε et de s. On peut donc faire tendre ε vers 0,
et ainsi, (α(1) = 0) :∫ ∞

0

∑
n>1

tf(nt)φ(t)
dt

t
=
∫

R
α(1 + iτ)ζ(1 + iτ)f̂(1 + iτ)

dτ

2π
.

Choisissons φ(t) de la forme t ddtψ(t) avec ψ ∈ C∞([a, b]). On a alors

α(s) =
∫ ∞

0

tψ′(t)t−s dt = (s− 1)
∫ ∞

0

ψ(t)t−s dt = (s− 1)β(s).

On obtient donc pour toute fonction ψ de t > 0, C∞, supportée dans [a, b] :∫ ∞

0

(
∑
n>1

tf(nt))tψ′(t)
dt

t
=
∫

R
iτβ(1 + iτ)ζ(1 + iτ)f̂(1 + iτ)

dτ

2π
.
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En passant à la variable u = log(t) et en utilisant la distribution tempérée
D(u) =

∑
n>1 e

uf(neu) cela s’écrit

−
∫

R
D′(u)θ(u) du =

∫
R
iτ

(∫
R
θ(u)e−iτu du

)
ζ(1 + iτ)f̂(1 + iτ)

dτ

2π
,

pour toute fonction θ(u) de classe C∞ et à support compact. Cela signifie
exactement que la distribution tempérée

E(u) =
∫

R
iτζ(1 + iτ)f̂(1 + iτ)e−iτu

dτ

2π
,

vérifie E(u) = −D′(u). Donc
∫

R e
iτuE(u) du comme distribution tempérée

en τ est d’une part +iτ
∫

R e
iτuD(u) du, d’autre part iτζ(1 + iτ)f̂(1 + iτ).

Ceci prouve que la distribution
∫

R e
iτuD(u) du a sa restriction à l’ouvert

{τ 6= 0} égale à la fonction ζ(1 + iτ)f̂(1 + iτ).
Pour la preuve de (3) on introduit la notation :

A∗f (x) =
∑
n>1

f(nx)− 1
2

∫∞
0
f(t) dt
x

,

puis on reprend à l’identique la démonstration de 3.3. On obtient :∫ ∞

0

A∗ε (t)φ(t)dt =
∫ 2+i∞

2−i∞
α(s)ζ(s)

∫ ∞

0

fε(t)ts−1dt
ds

2πi
− 1

2
α(1)

∫ ∞

0

fε(t) dt.

On déforme le contour d’intégration vers le contour allant verticalement de
1 − i∞ à 1 − iδ puis le long d’un demi-cercle dans Re(s) > 1 de 1 − iδ à
1+iδ, puis verticalement de 1+iδ à 1+i∞. On note que grâce à l’hypothèse
f ∈ L1(0,∞; (1 + | log x|)dx) on peut écrire

α(s)ζ(s)f̂ε(s) =
α(1)f̂ε(1)
s− 1

+Oε(1)

pour 1 6 Re(s) , |s − 1| 6 1. La contribution le long du demi-cercle de
rayon δ est donc 1

2α(1)f̂ε(1) +Oε(δ). Ainsi :∫ ∞

0

A∗ε (t)φ(t) dt = lim
δ→0

∫
R\[−δ,+δ]

α(1 + iτ)ζ(1 + iτ)f̂ε(1 + iτ)
dτ

2π
.

On notera que, compte tenu de f ∈ L1(0,∞; (1 + | log x|)dx), l’on a pour
τ ∈ R

f̂ε(1 + iτ) = f̂ε(1) +O(τ),

avec une constante implicite ne dépendant pas de ε > 0. Cela signifie que
la convergence pour δ → 0 est uniforme par rapport à ε. On peut donc
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prendre la limite pour ε→ 0 à l’intérieur de l’intégrale. Ainsi :∫ ∞

0

A∗f (t)φ(t) dt = lim
δ→0

∫
R\[−δ,+δ]

α(1 + iτ)ζ(1 + iτ)f̂(1 + iτ)
dτ

2π
.

Ceci prouve que la valeur principale au sens de Cauchy de la fonction
ζ(1+iτ)f̂(1+iτ) existe et est bien une distribution, en fait une distribution
tempérée égale au sens des distributions à

∫∞
0
tA∗f (t) t

iτ dt
t . Ceci complète

la preuve du théorème 3.12.

Corollaire 3.14. — Au sens des distributions on a

pour τ 6= 0 lim
N→∞

N∑
n=1

1
n1+iτ

= ζ(1 + iτ).

Pour toute fonction de Schwartz β(u) on a β(u) = O(1/(1+u2)) et donc :∫
R

∑
16n

eu|f(neu)|β(u) du <∞,

ce qui implique limN→∞
∑

16n6N xf(nx) =
∑

16n xf(nx), au sens des
distributions tempérées en log(x). La transformée de Fourier d’une limite
au sens des distributions est une limite au sens des distributions. Il suffit
alors de choisir f ∈ L1(0,∞; dx) de manière à ce que f̂ soit égale à 1 sur un
intervalle [τ1, τ2] ne rencontrant pas 0, et de restreindre ensuite à l’intervalle
ouvert ]τ1, τ2[, pour obtenir la conclusion.

Une démonstration directe et plus simple s’obtient à partir de l’expres-
sion

ζ(s) = 1 +
1
2s

+ · · ·+ 1
Ns

+
N1−s

s− 1
− s

∫ ∞

N

{t}
ts+1

dt

qui est valable pour N > 1, Re(s) > 0, s 6= 1. En effet, au sens des
distributions en τ : limN→∞N−iτ = 0.

3.3. La transformation de Fourier de la fonction dzêta

Revenons à la formule∫ ∞

0

∑
n>1

xf(nx)− 1
2

∫ ∞

0

f(t) dt

xiτ
dx

x
= V.P. ζ(1 + iτ)f̂(1 + iτ)

pour f ∈ L1(0,∞; (1 + | log x|)dx). On peut aussi écrire sous cette hypo-
thèse :

V.P. ζ(1 + iτ)f̂(1 + iτ) = f̂(1)V.P. ζ(1 + iτ) + ζ(1 + iτ)(f̂(1 + iτ)− f̂(1)).
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Choisissons f(x) de la forme θ(u)e−u, u = log x, avec θ de classe C∞ à
support compact. Ainsi :∑

n>1

xf(nx)− 1
2

∫ ∞

0

f(t) dt =
∑
n>1

1
n
θ(log n+ u)− 1

2

∫
R
θ(v) dv.

On a par ailleurs,

f̂(1 + iτ) =
∫ ∞

0

f(x)xiτ dx =
∫

R
θ(u)eiτu du.

Prenons θ avec
∫

R θ(u) du = 1 et remplaçons θ(u) par θA(u) = Aθ(Au),
avec A > 0, A→∞. On obtient l’identité de distributions tempérées :

∫ ∞

0

∑
n>1

1
n
θA(log n+ u)− 1

2

 eiτu du

= ζ(1 + iτ)(f̂(1 + i
τ

A
)− 1) + V.P. ζ(1 + iτ).

On passe à la limite au sens des distributions pour A→∞, et on obtient :∫ ∞

0

∑
n>1

1
n
δ(log n+ u)− 1

2

 eiτu du = V.P. ζ(1 + iτ).

Nous avons démontré :

Proposition 3.15. — La transformée de Fourier au sens des distribu-
tions de V.P. ζ(1 + iτ) est donnée par la formule :∫

R
(V.P. ζ(1 + iτ)) e−iτu

dτ

2π
=
∑
n>1

1
n
δ(log n+ u)− 1

2
.

On peut aussi le voir de manière plus directe en partant de l’égalité :

ζ(s) =
s

s− 1
− s

∫ ∞

1

{t}
ts+1

dt.

Avec s = 1+iτ , t = e−u, et en menant les calculs au sens des distributions :

ζ(1 + iτ) = 1 +
1
iτ
− (1 + iτ)

∫ 0

−∞
{e−u}e1+iτu du

=
1
iτ

+ 1 +
∫

]−∞,0[

e(1+iτ)u
d

du
{e−u} du.

On remarque :
d

du
{e−u} =

∑
n>1

δ(u+ log n)− e−u.
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Donc

V.P. ζ(1 + iτ) = V.P.
1
iτ

+ 1 +
∫

]−∞,0[

∑
n>1

1
n
δ(u+ log n)− 1

 eiτu du ,

V.P. ζ(1 + iτ) = V.P.
1
iτ

+
∫

R

∑
n>1

1
n
δ(u+ log n)− 1u<0(u)

 eiτu du .

En utilisant alors la formule connue :∫
R

(
V.P.

1
iτ

)
e−iτu

dτ

2π
=

1
2
1u<0(u)−

1
2
1u>0(u),

sous la forme :

V.P.
1
iτ

=
∫

R

(
1
2
1u<0(u)−

1
2
1u>0(u)

)
eiτu du,

on obtient finalement

V.P. ζ(1 + iτ) =
∫

R

∑
n>1

1
n
δ(u+ log n)− 1

2

 eiτu du.

Dans le cas σ > 1 on a bien évidemment :

σ > 1 ⇒
∫

R
ζ(σ + iτ)e−iτu

dτ

2π
=
∑
n>1

1
nσ
δ(u+ log n).

Et pour σ < 1 on a :

Proposition 3.16. — Soit −∞ < σ < 1. La distribution tempérée
ζ(σ + iτ) a une transformée de Fourier qui est donnée par la formule :∫

R
ζ(σ + iτ)e−iτu

dτ

2π
=
∑
n>1

1
nσ
δ(u+ log n)− e(σ−1)u.

On remarquera que la somme est convergente au sens des distributions,
mais pas au sens des distributions tempérées ; ce n’est qu’après avoir sous-
trait l’exponentielle que l’on retrouve une distribution tempérée. Ce sont
des exercices intéressants de montrer directement que cette différence est
bien une distribution tempérée pour tout σ < 1, ou de montrer la pro-
position par des calculs analogues à ceux de la preuve précédente. Il est
aussi possible d’établir la proposition 3.16 de la manière suivante : soit
f ∈ C∞([a, b]), 0 < a < b. Soit (pour x > 0) Af (x) =

∑
n>1 f(nx) −

(
∫∞
0
f(t) dt)/x. Alors Af (x) est O(xN ) lorsque x → 0+ pour tout N ∈ N

(en fait Af (x) = φ(1/x)/x avec φ ∈ S). Donc Âf (s) =
∫∞
0
Af (x)xs−1 dx

est absolument convergent dès que Re(s) < 1, et définit donc une fonc-
tion analytique dans ce demi-plan. Par la formule de Müntz (3.2), on a
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Âf (s) = ζ(s)f̂(s) dans la bande critique donc dans tout ce demi-plan.
Cette identité, restreinte à la droite Re(s) = σ détermine la distribution
(tempérée)

∫
R ζ(σ + iτ)e−iτu dτ2π comme étant donnée par la formule de la

proposition 3.16.
On peut donc considérer pour 0 < σ < 1 que la formule de la propo-

sition 3.16 est structurellement équivalente à la formule de Müntz (3.2),
à condition toutefois que f soit de support compact en log x, ou d’autres
conditions s’en rapprochant.

3.4. Fonctions de carrés intégrables

Jusqu’à présent, nous avons pris f dans L1(0,∞; dx). Supposons que
l’hypothèse soit f ∈ L2(0,∞; dx). On ne peut plus alors définir de fonction
Af par la formule 3.3.

Pour f de carré intégrable la transformée de Mellin

f̂(s) =
∫ ∞

0

f(x)xs−1 dx

n’existe, en général, que sur la droite critique Re(s) = 1
2 , et seulement au

sens L2 (comme limite L2 des intégrales prises sur [a,A], a→ 0, A→∞).
On utilisera parfois l’appellation « transformation de Mellin-Plancherel »
dans ce contexte. La transformation inverse, au sens L2, est

f(x) =
∫

Re(s)= 1
2

x−sf̂(s)
|ds|
2π

.

Théorème 3.17. — Soit f ∈ L2(0,∞; dx), et soit pour Λ > 0 :

AΛ(x) =
∑
nx6Λ

f(nx)−
∫ Λ

0
f(t) dt
x

.

Les fonctions localement intégrables
√
xAΛ(x) sont des distributions tem-

pérées en log(x) et convergent au sens des distributions tempérées en log(x)
lorsque Λ → ∞ vers une distribution

√
xDf (x) sur ]0,∞[. On a au sens

des distributions tempérées en log x et en τ :

(3.7)
∫ ∞

0

√
xDf (x)xiτ

dx

x
= ζ(

1
2

+ iτ)f̂(
1
2

+ iτ).

La distribution Df sur ]0,∞[ est caractérisée par la formule suivante :

(3.8)
∫ ∞

0

Df (x)φ(x) dx =
∫ ∞

0

f(x)

∑
n>1

φ(x/n)
n

−
∫ ∞

0

φ(1/t)
t

dt

 dx,
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pour toute fonction φ de classe C∞ à support compact éloigné de 0. Elle
vérifie également, au sens des distributions sur ]0,∞[ :

(3.9) Df (x) = x
d

dx

∫ ∞

0

f(xu)
{u}
u

du.

Remarque 3.18. — Dans (3.8), le terme entre parenthèses est dans la
classe de Schwartz et il s’agit donc d’une intégrale absolument convergente.
Dans (3.9) l’intégrale est une fonction continue de x > 0.

Soit fΛ(x) = 10<x6Λ(x)f(x). On a fΛ ∈ L1(0,∞; dx) et AΛ = AfΛ .
Les fonctions AΛ sont dans L2(ε,∞; dx) pour tout ε > 0 et aussi dans
L1(0,∞; dx/(1 + log2 x)) par le lemme 2.7.

Soit σ vérifiant 1
2 < σ < 1. Comme

∫∞
0
|fΛ(x)|xσ−1 dx < ∞, on peut

appliquer le théorème 3.3, en fait sous la forme obtenue dans sa démons-
tration, à savoir l’identité d’intégrales absolument convergentes :

(3.10)
∫ ∞

0

AΛ(t)φ(t) dt =
∫
s=σ+iτ

(∫ ∞

0

φ(t)t−s dt
)
ζ(s)f̂Λ(s)

dτ

2π
,

pour toute fonction φ(t) de classe C∞ et à support dans [a, b], 0 < a <

b < ∞. La fonction f̂Λ(s) =
∫ Λ

0
f(x)xs−1dx est Λs−

1
2 fois une fonction de

l’espace de Hardy du demi-plan Re(s) > 1
2 . Ses restrictions aux droites

Re(s) = σ convergent donc au sens L2 vers f̂Λ( 1
2 + iτ) (elle-même n’est

définie qu’au sens L2). On peut donc prendre la limite pour σ → 1
2 dans

(3.10), ce qui donne :∫ ∞

0

AΛ(t)φ(t) dt =
∫

R

(∫ ∞

0

φ(t)t−
1
2−iτ dt

)
ζ(

1
2

+ iτ)f̂Λ(
1
2

+ iτ)
dτ

2π
.

Écrivons φ(t) =
√
t ψ(t). Ainsi pour toute fonction ψ ∈ C∞, à support dans

[a, b], 0 < a < b <∞ :
(3.11)∫ ∞

0

√
t AΛ(t)ψ(t) dt =

∫
R

(∫ ∞

0

ψ(t)t−iτ dt
)
ζ(

1
2

+ iτ)f̂Λ(
1
2

+ iτ)
dτ

2π
.

Ceci prouve que la distribution tempérée ζ( 1
2 + iτ)f̂Λ( 1

2 + iτ) a comme
transformée de Mellin inverse

∫
R t

−iτζ( 1
2 + iτ)f̂Λ( 1

2 + iτ) dτ2π au sens des
distributions en τ et en log t la fonction localement intégrable

√
t AΛ(t).

Ainsi, cette fonction est une distribution tempérée en log t. Comme on a
convergence au sens L2 de f̂Λ vers f̂ , on peut prendre la limite pour Λ →∞
dans (3.11). On obtient :

lim
Λ→∞

∫ ∞

0

√
t AΛ(t)ψ(t) dt =

∫
R

(∫ ∞

0

ψ(t)t−iτ dt
)
ζ(

1
2

+ iτ)f̂(
1
2

+ iτ)
dτ

2π
.
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Ceci identifie la transformée de Mellin inverse de ζ( 1
2 + iτ)f̂( 1

2 + iτ) comme
étant la limite au sens des distributions en log x, lorsque Λ tend vers ∞,
des fonctions

√
xAΛ(x).

Revenons à l’intégrale absolument convergente
∫∞
0
AΛ(t)φ(t) dt. On a :∫ ∞

0

AΛ(t)φ(t) dt =
∫ ∞

0

fΛ(t)

∑
n>1

φ(t/n)
n

−
∫ ∞

0

φ(1/u)
u

du

 dt,

et on passe à la limite lorsque Λ →∞. Ceci prouve (3.8).
Posons φ1(t) = φ(1/t)/t, de sorte que le terme entre parenthèses dans

(3.8) s’écrive∑
n>1

φ1(n/t)
t

−
∫ ∞

0

φ1(u) du =
∫ ∞

0

{tx}
t
φ′1(x) dx.

L’intégrale double ∫ ∞

0

∫ ∞

0

f(t)
{tx}
t
φ′1(x) dt dx

est absolument convergente, puisque∫ ∞

0

|f(t)| {tx}
t

dt 6
√
x ‖f‖2 ‖

{t}
t
‖
2
.

On peut donc écrire :∫ ∞

0

Df (x)φ(x) dx =
∫ ∞

0

(∫ ∞

0

f(t)
{tx}
t

dt

)
x
d

dx
φ1(x)

dx

x

= −
∫ ∞

0

(∫ ∞

0

f(t)
{t/x}
t

dt

)
x
d

dx
(xφ(x))

dx

x

=
∫ ∞

0

x
d

dx

(∫ ∞

0

f(t)
{t/x}
t

dt

)
φ(x) dx,

la dernière ligne étant écrite au sens des distributions sur ]0,∞[. On a donc
en ce sens

Df (x) = x
d

dx

∫ ∞

0

f(t)
{t/x}
t

dt = x
d

dx

∫ ∞

0

f(xu)
{u}
u

du.

La preuve du théorème 3.17 est complète.

Remarque 3.19. — La fonction x 7→ G(x) =
∫∞
0
f(xu){u}u−1 du est

une fonction continue de x > 0, que l’on peut aussi exprimer par l’identité
de Parseval, compte tenu de ζ(s)/s = −

∫∞
0
{u}u−s−1 du (0 < Re(s) < 1),

sous la forme :

x 7→ −
∫
s= 1

2+iτ

x−sf̂(s)
ζ(1− s)
1− s

dτ

2π
= −x− 1

2

∫
s= 1

2+iτ

x−iτ f̂(s)
ζ(s)
s

dτ

2π
.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



ENTRELACEMENT DE CO-POISSON 569

Cela montre que la fonction
√
xG(x), comme fonction en log x est la trans-

formée de Fourier inverse de −f̂( 1
2 + iτ)ζ( 1

2 + iτ)/( 1
2 + iτ). Au sens des

distributions en log x et en τ on a iτ = −xd/dx, donc par (3.7) :

√
xDf (x) = −(

1
2
− x

d

dx
)(
√
xG(x)).

L’on retrouve (et l’on pourrait la démontrer ainsi) la formule :

Df (x) = x
d

dx
G(x) = x

d

dx

∫ ∞

0

f(xu)
{u}
u

du.

Proposition 3.20. — Soit f ∈ L2(0,∞; dx), et soit pour ε > 0 :

Aε(x) =
∑
n>1

f(nx)e−εnx −
∫∞
0
f(t)e−εt dt
x

.

Les fonctions localement intégrables
√
xAε(x) sont des distributions tem-

pérées en log(x) et convergent au sens des distributions tempérées en log(x)
lorsque ε→ 0 vers la distribution

√
xDf (x) sur ]0,∞[.

On a Aε = Afε avec fε(x) = f(x)e−εx. La fonction fε est dans L1 donc
la somme dans Aε est presque partout absolument convergente et Aε est
localement (en log x) intégrable par le lemme 2.7. De plus fε est dans
L1(0,∞;xσ−1 dx) pour tout σ > 1

2 ; les fonctions f̂ε(σ + iτ) convergent
au sens L2 vers f̂ε( 1

2 + iτ) pour σ → 1
2 (puisque ce sont les transformées

de Mellin-Plancherel des fonctions fε(x)xσ−
1
2 ) ; les fonctions f̂ε( 1

2 + iτ)
convergent au sens L2 vers f̂( 1

2 + iτ). Compte tenu de ces éléments la
proposition est démontrée par une preuve exactement semblable à celle de
3.17.

Proposition 3.21. — Soit f ∈ L2(0,∞; dx) et soit

Df (x) = x
d

dx

∫ ∞

0

f(xu)
{u}
u

du

la distribution sur ]0,∞[ définie dans 3.17. On a

Df (x) =
1
x
D
f̃
(
1
x

),

avec f̃ la transformée en cosinus de f .

Il suffira pour la preuve de rappeler par exemple la formule (3.6) (ici, on
a Mellin gauche !) :

ζ(
1
2
− iτ) ̂̃f (

1
2
− iτ) = ζ(

1
2

+ iτ)f̂(
1
2

+ iτ),
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et d’invoquer l’équation (3.7). Ou encore on utilisera (3.8) :

∫ ∞

0

Df (x)φ(x) dx =
∫ ∞

0

f(x)

∑
n>1

φ(x/n)
n

−
∫ ∞

0

φ(1/t)
t

dt

 dx,

et la formule de co-Poisson pour φ.

Proposition 3.22. — La transformée en cosinus
∫∞
0

2 cos(2πuv)g(u) du
de la fonction de L2(0,∞; du)

u 7→ g(u) =
{u}
u

est la fonction de L2(0,∞; dv) :

v 7→ −{v}
v

+
∫ ∞

v

{u}du
u2
.

Compte tenu de la formule connue ζ(s)/s = −
∫∞
0
{u}u−s−1 du pour

0 < Re(s) < 1, on a

ĝ(
1
2

+ iτ) =
ζ( 1

2 − iτ)
1
2 − iτ

.

Or, par (3.6)

ζ(
1
2
− iτ) ̂̃g (

1
2
− iτ) = ζ(

1
2

+ iτ)ĝ(
1
2

+ iτ),

donc :

̂̃g (
1
2

+ iτ) =
ζ( 1

2 − iτ)
1
2 + iτ

=
1
2 − iτ
1
2 + iτ

ĝ(
1
2

+ iτ).

On vérifie aisément que l’opérateur de Hardy f(x) 7→ 1
x

∫ x
0
f(t) dt cor-

respond à la multiplication par 1/(1 − s) sur la droite critique (pour la
transformée de Mellin f̂(s) =

∫∞
0
f(x)xs−1 dx), et donc que l’opérateur

f(x) 7→
∫∞
x

f(t)
t dt correspond à la multiplication par 1/s. Comme ( 1

2 −
iτ)/( 1

2 + iτ) = −1 + 1/s cela donne la formule de la proposition.
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Remarque 3.23. — On peut considérer que la proposition précédente
3.21 est un corollaire. On a en effet par Parseval :

Gf (x) =
∫ ∞

0

f(xu)
{u}
u

du =
∫ ∞

0

f̃(v/x)
x

(
−{v}

v
+
∫ ∞

v

{u}du
u2

)
dv

= −
∫ ∞

0

f̃(v/x)
x

{v}
v

dv +
∫ ∞

0

(∫ u

0

f̃(v/x)
dv

ux

)
{u}
u

du

= −
∫ ∞

0

f̃(u/x)
x

{u}
u

du+
∫ ∞

0

(∫ 1/x

0

f̃(uw) dw

)
{u}
u

du

= − 1
x

∫ ∞

0

f̃(
u

x
)
{u}
u

du+
∫ 1/x

0

(∫ ∞

0

f̃(uw)
{u}
u

du

)
dw.

Ainsi (les dérivées sont au sens des distributions sur ]0,∞[) :

x
d

dx
Gf (x) = − d

dx

∫ ∞

0

f̃(
u

x
)
{u}
u

du = − d

dx
G
f̃
(
1
x

) =
1
x2
G′
f̃
(
1
x

)

ce qui donne exactement par (3.9) :

Df (x) =
1
x
D
f̃
(
1
x

)

et donc prouve 3.21.

Remarque 3.24. — La preuve de 3.22 montre plus généralement que
pour une fonction paire f ∈ L2(R, dx), l’identité pour y > 0 :

f̃(y) = −f(y) +
∫ ∞

y

f(x)
1
x
dx,

équivaut pour sa transformée de Mellin gauche f̂(s) =
∫∞
0
f(x)xs−1 dx,

Re(s) = 1
2 , d’être de la forme Z(1 − s)/(1 − s), où Z vérifie la même

équation fonctionnelle que la fonction ζ(s). Cela équivaut aussi, comme on
le voit facilement, à ce que la distribution tempérée D(x) = d

dxxf(x) soit
invariante sous Fourier (ici D(x) = 1−

∑
n 6=0 δn(x)).

4. Entrelacement et fonctions méromorphes

Remarque 4.1. — Dans tout ce chapitre la transformée de Mellin est la
transformée de Mellin droite :

f̂(s) =
∫ ∞

0

f(t)t−s dt.

La fonction paire de carré intégrable u 7→ g(u) = {|u|}
|u| a les deux pro-

priétés suivantes :
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(1) elle est constante (égale à 1) sur ]−1, 1[ et sa transformée de Fourier
(par la proposition 3.22) est de la forme A+ B log |u| sur le même
intervalle (A = −γ,B = −1).

(2) Sa transformée de Mellin complète

π−s/2Γ(
s

2
)
∫ ∞

0

g(t)t−s dt = −π−s/2Γ(
s

2
)
ζ(s)
s

est une fonction méromorphe dans tout le plan complexe, avec un
pôle double en s = 0 et un pôle simple en s = 1.

Nous allons voir dans ce chapitre, non seulement pour les fonctions, mais
aussi pour les distributions, que la deuxième propriété est une conséquence
de la première, et aussi comment l’on peut renforcer la deuxième propriété
pour la rendre équivalente à la première. Nous étudierons tout d’abord les
distributions (tempérées), paires, nulles et de Fourier nulles dans ]− a, a[,
puis dans un deuxième temps des situations plus générales. Nous aurons be-
soin de notions sur la convolution multiplicative, la transformation de Mel-
lin pour les distributions, et les distributions quasi-homogènes. Ne connais-
sant pas de référence commode pour les résultats qui nous seront néces-
saires, nous y consacrons quelques développements rapides.

Nous emploierons souvent la notation < D,φ > pour représenter l’appa-
riement d’une distribution D et d’une fonction test φ.

4.1. Convolution multiplicative

Nous notons Lc(R×) l’espace des fonctions intégrables sur R qui ont un
support compact éloigné de l’origine. Soit g ∈ Lc(R×). Comme on le vérifie
aisément l’application linéaire :

(4.1) φ(x) 7→
∫

R
g(t)φ(tx) dt

va de D(R) = C∞c (R) vers lui-même et est continue pour sa topologie. Elle
va aussi de S(R) vers lui-même et est continue pour sa topologie.

Nous obtenons par dualité des applications linéaires continues,

(4.2) D(x) 7→ (g ∗D)(x)

de l’espace des distributions sur R, resp. des distributions tempérées sur
R, vers lui-même. Si D est tempérée les deux définitions donnent la même
convolution multiplicative g ∗ D. Aussi, si D est en fait elle-même une
fonction test φ(x) alors

(g ∗ φ)(x) =
∫

R
g(t)φ(x/t)

dt

|t|
.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



ENTRELACEMENT DE CO-POISSON 573

Nous voyons donc que
∫

R g(t)φ(tx) dt peut aussi être écrite sous la forme
(I(g) ∗ φ)(x) avec I(g)(t) = g(1/t)/|t|. La définition de g ∗D est donc

< g ∗D,φ > :=< D, I(g) ∗ φ > .

Supposons que la fonction g(x) soit en fait supportée dans ]0,∞[. La
restriction de g ∗D à l’intervalle ]0,∞[ ne dépend alors que de la restric-
tion de D à ]0,∞[. Un changement de variable x = exp(u), u ∈ R, ramène
l’étude de g ∗D sur ]0,∞[ au cas de la convolution additive usuelle d’une
distribution avec une fonction à support compact, pour laquelle nous dis-
posons des résultats inclus dans les traités classiques [20, 14]. Par exemple,
le théorème de Titchmarsh-Lions [14, IV] donne ici :

Proposition 4.2. — Soit g(x), non-nulle, supportée dans [a,A], avec
a > 0 le plus petit point du support fermé essentiel de g. Supposons que
la restriction de D à ]0,∞[ ait le plus petit point de son support fermé en
b > 0. Alors le plus petit point du support fermé de la restriction de g ∗D
à ]0,∞[ est ab. En particulier g ∗D 6= 0.

La propriété de régularisation (lissage) associée à la convolution ne vaut
ici qu’en dehors de l’origine. Par exemple, la convolution multiplicative du
Dirac à l’origine δ(x) est un multiple de δ(x). Plus généralement on a :

Lemme 4.3. — Soit P (T ) un polynôme, et soit g ∈ Lc(R×). On a :

g ∗
(
P (

d

dx
)δ
)

=
(∫

R
g(t)P (t

d

dx
) dt
)
δ.

Il suffit de le prouver pour P (T ) = TN , N ∈ N. On calcule (rappelons
< δ(k), φ >= (−1)kφ(k)(0)) :

< g ∗ δ(N), φ > =
(
− d

dx

)N (∫
R
g(t)φ(tx) dt

)
(0)

=
(∫

R
g(t)tN dt

)
< δ(N), φ >

et donc
g ∗ δ(N) =

(∫
R
g(t)(t

d

dx
)N dt

)
δ.

En dehors de l’origine, la convolution régularise :

Lemme 4.4. — Soit g ∈ Lc(R×) (essentiellement) bornée. Soit F une
fonction localement intégrable. Alors g ∗ F est une fonction localement
intégrable qui est donnée par :

∀t ∈ R (g ∗ F )(t) =
∫

R
g(x)F

(
t

x

)
dx

|x|
=
∫

R

g(1/x)
|x|

F (tx)dx.
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Pour t 6= 0 on a :

(g ∗ F )(t) =
∫

R

g(t/x)
|x|

F (x)dx.

Si F est continue, resp. de classe CN , alors g ∗ F est continue, resp. de
classe CN , sur R tout entier. Si g est continue, resp. CN , alors g ∗ F est
continue, resp. CN , sur R×.

Pour la preuve, on applique le théorème de Fubini à l’intégrale<g ∗F, φ>.
Les propriétés de continuité et de dérivabilité découlent des formules inté-
grales.

Lemme 4.5. — On a

(g ∗D)′ =
g(x)
x

∗D′.

En effet :

<
g(x)
x

∗ d

dx
D, φ > = <

d

dx
D,

∫
g(t)
t
φ(tx)dt >

= − < D,

∫
g(t)φ′(tx)dt >

= − < g ∗D, d
dx
φ >=<

d

dx
(g ∗D), φ>,

ce qui complète la preuve.

Proposition 4.6. — On suppose que la fonction g est dans C∞c (R×).
La restriction de la convolution multiplicative g ∗ D à R× est alors une
fonction, qui est donnée par la formule :

t 6= 0 ⇒ (g ∗D)(t) = < D,
g(t/x)
|x|

> .

Cette fonction est de classe C∞ sur R×.

L’application x 7→ g(t/x)/|x|, pour t 6= 0 donné, est de classe C∞ et
à support compact, donc la formule a au moins un sens. On peut tout
aussi bien pour la preuve supposer que g est supportée dans x > 0. Un
changement de variable réduit l’énoncé au cas additif. Pour une autre dé-
monstration, on peut commencer par dire que le terme de droite est une
fonction C∞ de t 6= 0, par [20, IV.1]. Nous savons par le lemme 4.4 que
la formule est valable lorsque D est une fonction continue. Et pour étudier
g ∗D dans un voisinage d’un certain t 6= 0 on peut tout aussi bien supposer
D de support compact (si θ ∈ D(R) est 1 sur un intervalle suffisamment
grand alors g ∗ D = g ∗ θD dans un voisinage de t). Toute distribution à
support compact est la dérivée à un certain ordre d’une fonction continue,
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donc il suffira de montrer que si la formule vaut pour D elle vaut pour D′.
De 4.5 on a :

(g ∗D′)(t) =
d

dt
(xg(x) ∗D)(t) =

d

dt
< D(x),

tg(t/x)
x|x|

> .

Par [20, IV.1] on peut mettre la dérivée à l’intérieur de l’appariement :

(g ∗D′)(t) = < D,
∂

∂t

tg(t/x)
x|x|

> .

Par homogénéité :

t
∂

∂t

tg(t/x)
|x|

= −x ∂

∂x

tg(t/x)
|x|

⇒ ∂

∂t

tg(t/x)
x|x|

= − ∂

∂x

g(t/x)
|x|

.

Donc :

(g ∗D′)(t) = − < D(x),
∂

∂x

g(t/x)
|x|

> = < D′,
g(t/x)
|x|

>,

ce qui complète la preuve.

Corollaire 4.7. — Soit a 6= 0 et soit P (T ) un polynôme. Soit g ∈
C∞c (R×). La convolution multiplicative g ∗P ( ddx )δ(x−a) est la fonction de
classe C∞, à support compact éloigné de l’origine, donnée par la formule :

t 7→ P

(
− ∂

∂x

)
g(t/x)
|x|

∣∣∣∣
x=a

.

Remarque 4.8. — Par le lemme 4.5 on a :

(g ∗ δ(j)a )(t) =
(
d

dt

)j
(xjg(x) ∗ δa(x))(t) =

(
∂

∂t

)j
tjg(t/a)
aj |a|

et la compatibilité avec la formule du corollaire équivaut à l’identité :(
∂

∂t

)j
tj
g(t/a)
|a|

= (−1)jaj
(
∂

∂a

)j
g(t/a)
|a|

,

que l’on peut bien sûr vérifier directement. Nous avons employé la notation
δ
(j)
a (x) =

(
d
dx

)j
δ(x− a). Ainsi < δ

(j)
a , φ >= (−1)jφ(j)(a).

4.2. Le théorème d’entrelacement

La transformation de Fourier F entrelace les dilatations et les contrac-
tions. Ceci donne un théorème simple et important :
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Théorème 4.9. — Soit D une distribution tempérée et soit g ∈ Lc(R×)
(c’est-à-dire g est intégrable et de support essentiel compact et éloigné de
l’origine). Soit I(g) la fonction g(1/t)/|t|. On a alors la formule d’entrelace-
ment de la convolution multiplicative et de la transformation de Fourier :

F(g ∗D) = I(g) ∗ F(D).

Soit φ une fonction de Schwartz. Soit k = I(g). On a (les intégrales étant
toutes étendues sur R et absolument convergentes) :

(k ∗ F(φ))(x) =
∫
g(t)F(φ)(tx)dt =

∫
g(t)

(∫
e2πitxzφ(z)dz

)
dt

=
∫ ∫

e2πitzxφ(z)g(t) dt dz =
∫ ∫

e2πiwxφ(
w

t
)g(t)

dt

|t|
dw

=
∫ ∫

e2πiwxφ(uw)
g(1/u)
|u|

du dw = F(g ∗ φ)(x).

Ainsi k ∗ F(φ) = F(g ∗ φ) et donc en dualisant :

< g ∗D,F(φ) >=< D, k ∗ F(φ) > =< D,F(g ∗ φ) >

=< F(D), g ∗ φ >=< k ∗ F(D), φ >,

ce qui complète la preuve du théorème.

4.3. Transformation de Mellin

Nous développons ici la notion de transformation de Mellin pour une
distribution. Nous supposerons dans cette section que la distribution tem-
pérée D a son support dans [a,∞[ pour un certain a > 0. Les définitions
faites ne dépendront pas du choix de a.

Considérons tout d’abord le cas où D(x) est une fonction continue C(x)
avec croissance au plus polynomiale. Alors

Ĉ(s) =
∫ ∞

0

C(x)x−sdx

existe comme fonction analytique de s pour Re(s) � 0. Pour σ � 0
la fonction analytique Ĉ(s) est O(a−s) uniformément dans le demi-plan
Re(s) > σ.

Remarque 4.10. — On notera bien que dans tout ce chapitre la trans-
formée de Mellin est définie suivant la formule « droite »

∫∞
0
C(x)x−sdx.
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Dans le cas général, on peut écrire D(x) comme la N ième dérivée d’une
fonction continue avec croissance au plus polynomiale, pour N suffisam-
ment grand. Il y a un unique choix d’une telle fonction continue CN (x)
qui soit nulle sur ] −∞, a] (et CN ne dépend pas du choix de a > 0). De
C ′N+1(x) = CN (x) on déduit

ĈN (s) = s ĈN+1(s+ 1).

Définition 4.11. — Nous définissons la transformée de Mellin de la
distribution tempérée D, dont le support est inclus dans [a,∞[, a > 0,
comme étant la fonction analytique

D̂(s) = s(s+ 1) . . . (s+N − 1)ĈN (s+N)

avec comme domaine de définition le plus grand demi-plan Re(s) > σ sur
lequel un prolongement analytique soit possible (à partir de Re(s) � 0),
ou C tout entier éventuellement. Pour des raisons typographiques, il sera
parfois plus aisé d’écrire M(D)(s) en lieu et place de D̂(s).

Prenons note des propriétés suivantes :

4.12. — Si D̂(s) ≡ 0 alors D ≡ 0.

4.13. — On a d̂
dxD(s) = sD̂(s+ 1).

4.14. — On a x̂D(s) = D̂(s− 1).

En effet, c’est certainement vrai si D est une fonction continue de crois-
sance polynomiale. Et si c’est vrai pour D c’est aussi vrai pour D′ :
x̂D′(s) = (̂xD)′(s)− D̂(s) = sx̂D(s+1)− D̂(s) = (s− 1)D̂(s) = D̂′(s− 1).

4.15. — On a x̂ d
dxD(s) = (s− 1)D̂(s) et d̂

dxxD(s) = sD̂(s).

Le lemme technique suivant est utile :

Lemme 4.16. — Soit θ(x) ∈ D(R) (D(R) = C∞c (R)) avec support dans
[ 12 , 3] et valant identiquement 1 sur [1, 2]. Soit pour M > 2 : θM (x) définie
comme valant θ(x) sur ]−∞, 1], 1 sur [1,M ], θ(x−M +2) sur [M,∞[. Soit
D une distribution tempérée avec support inclus dans [a,∞[, a > 0. On a
alors

Re(s) � 0 ⇒ D̂(s) = lim
M→∞

< D, x−sθM (
x

a
) > .

Et l’on peut choisir σ1 � 0 de sorte que la convergence soit uniforme dans
toute bande σ1 6 Re(s) 6 σ2, σ2 > σ1.
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Pour la preuve, nous choisissons N � 0 tel que D soit la N ième dérivée
d’une fonction continue CN (x) de croissance polynomiale, nulle pour x 6 a.
Considérons les fonctions entières :

AM (s) =<D,x−sθM (
x

a
)>= (−1)N

∫ ∞

a

CN (x)
(
d

dx

)N
(x−sθM (

x

a
)) dx .

Pour s fixé avec Re(s) � 0 on a convergence dominée pour M →∞ vers

(−1)N
∫ ∞

a

CN (x)
(
d

dx

)N
(x−s) dx = s(s+ 1) . . . (s+N − 1)∫ ∞

a

CN (x)x−s−N dx,

qui est en fait par définition D̂(s). Et la convergence dominée sera uniforme
en s si σ1 6 Re(s) 6 σ2 et σ1 � 0.

Énonçons un certain nombre de corollaires, dont les preuves (simples)
seront pour la plupart omises :

M(x−wD(x))(s) = D̂(s+ w)(4.3)

M(log(x)D(x))(s) = − d
dsD̂(s)(4.4)

4.17. — Si f , avec son support dans [a,∞[, a> 0, vérifie
∫∞
a
|f(x)|x−σdx

<∞ alors f̂(s) définie selon 4.11 coïncide sur le demi-plan Re(s) > σ avec∫∞
a
f(x)x−sdx en tant qu’intégrale de Lebesgue. En particulier si D(x)

appartient à L1(a,∞; dx) alors D̂(s) =
∫∞
a
D(x)x−sdx pour Re(s) > 0.

4.18. — Si D(x) appartient à L2(a,∞; dx) alors D̂(s) =
∫∞
a
D(x)x−sdx

pour Re(s) > 1
2 .

4.19. — Si D a son support dans [a,A], 0 < a < A < ∞, alors sa
transformée de Mellin est une fonction entière, qui peut être évaluée par la
formule

s 7→ < D, x−sθ(x) > ,

où θ(x) ∈ D(R) vaut identiquement 1 sur [a,A].

4.20. — Si D =
∑
n anδλn avec une suite strictement croissante (finie

ou infinie) λn telle que S(X) =
∑
λn6X |an| ait une croissance (au plus)

polynomiale, alors

Re(s) � 0 ⇒ D̂(s) =
∑
n

an
λsn
.
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Proposition 4.21. — Soit D une distribution tempérée supportée dans
[a,∞[, a > 0, et soit g une fonction intégrable supportée dans [b, B], b > 0.
Alors, dans tout demi-plan Re(s) > σ où D̂ existe :

ĝ ∗D(s) = ĝ(s)D̂(s) .

Si D(x) = C(x) est continue de croissance polynomiale et Re(s) � 0 ceci
résulte d’une application directe de Fubini. Dans le cas général, on a par le
lemme 4.5 (g ∗D)(t) = (xNg(x) ∗ CN )(N)(t) donc

M(g ∗D)(s) = s · · · (s+N − 1)M(xNg ∗ CN )(s+N)

= s · · · (s+N − 1)ĝ(s)ĈN (s+N) = ĝ(s)D̂(s),

ce qui prouve la proposition.

4.4. Propriété S et transformées de Mellin entières

Définition 4.22. — On dira qu’une distribution D sur R a la propriété
S si elle est tempérée, et si il existe un intervalle ]− a, a[, a > 0, sur lequel
à la fois D et F(D) sont nulles.

Si D a la propriété S il en est de même de sa partie paire et de sa partie
impaire.

Si D est paire et g ∈ Lc(R×) est impaire alors g∗D = 0. Si D est impaire
et g est paire alors g∗D = 0. Pour éviter ces problèmes, on prendra toujours
dans la suite g avec son support dans ]0,+∞[. SiD est paire, g∗D l’est aussi.
Si D est impaire g ∗D l’est aussi. Pour une telle fonction g ∈ Lc(R+×) on
pose ĝ(s) =

∫∞
0
g(t)t−s dt. Pour une distribution D, soit paire, soit impaire,

et nulle dans un intervalle ]−a, a[, la transformée de Mellin D̂(s) est définie
selon 4.11 appliqué à D|]0,∞[. Par la proposition 4.21, on a :

ĝ ∗D(s) = ĝ(s)D̂(s).

Définition 4.23. — On dira parfois que g ∗D est la D-co-somme de g,
et on utilisera parfois la notation P ′D(g) = g ∗D.

Proposition 4.24. — Si D a la propriété S et si g ∈ Lc(R+×) alors
g ∗D a la propriété S.

En effet, par la proposition 4.2 la convolution g ∗D est nulle dans l’inter-
valle ]−ab, ab[ si g est nulle dans ]−b, b[. Par le théorème d’entrelacement 4.9
F(g ∗D) = I(g)∗F(D) et elle est donc nulle dans l’intervalle ]−a/B, a/B[
(g(t) = 0 pour |t| > B). Donc g ∗D a la propriété S.
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Théorème 4.25. — Soit D une distribution, qui est soit paire, soit im-
paire, et qui possède la propriété S. Soit g une fonction à support compact
[b, B], 0 < b, et infiniment dérivable. Alors la D-co-somme de g est une
fonction dans la classe de Schwartz, qui possède aussi la propriété S.

Il reste à montrer que g ∗D est dans S. Rappelons qu’en tout cas par la
proposition 4.6 elle est de classe C∞ sur R et qu’elle est donnée pour t 6= 0
par la formule :

t 6= 0 ⇒ (g ∗D)(t) = < D,
g(t/x)
|x|

> .

Soit k = I(g) et soit γ(y) =
∫

R e
−2πixyk(x) dx de sorte que k = F(γ), et

que γ ∈ S. Notons que pour t 6= 0 donné on a :
g(t/x)
|x|

=
k(x/t)
|t|

= F(γ(ty))(x),

et donc pour t 6= 0 :

(g ∗D)(t) = < D,F(γ(t ·)) > = < F(D), γ(t ·) > .

Supposons par exemple que D soit paire ; c’est alors aussi le cas de E =
F(D). Comme E(y) est tempérée elle est la dérivée C(2N)(y) d’une fonction
paire continue de croissance (au plus) polynomiale. La restriction de cette
fonction à l’intervalle ] − a, a[ est un polynôme de degré au plus 2N − 1.
Après avoir soustrait ce polynôme on pourra supposer que C elle-même est
identiquement nulle dans l’intervalle ] − a, a[. On obtient donc la formule
suivante, pour t 6= 0 :

(g ∗D)(t) = < C(2N)(y), γ(ty) > =
∫

R
C(y)t2Nγ(2N)(ty) dy

= t2N
∫ ∞

a

C(y)(γ(2N)(ty) + γ(2N)(−ty)) dy.

Par cette formule et γ ∈ S le fait que (g ∗ D)(t) et toutes ses dérivées
décroissent plus vite que tout inverse de polynôme lorsque t → ±∞ est
apparent (le cas D impaire est traité de manière similaire). Donc g∗D ∈ S,
ce qu’il fallait démontrer.

Nous en arrivons au théorème principal :

Théorème 4.26. — Soit D une distribution, paire ou impaire, avec la
propriété S. Sa transformée de Mellin D̂(s) est une fonction entière. Si D
est paire, alors D̂ a des zéros triviaux en 0, −2, −4, . . . et vérifie l’équation
fonctionnelle

π−
s
2 Γ(

s

2
)D̂(s) = π−

1−s
2 Γ(

1− s

2
)F̂(D)(1− s).
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Si D est impaire, alors D̂ a des zéros triviaux en −1, −3, −5, . . . et vérifie
l’équation fonctionnelle

π−
1+s
2 Γ(

1 + s

2
)D̂(s) = −iπ−

2−s
2 Γ(

2− s

2
)F̂(D)(1− s).

Traitons le cas D paire. Prenons n’importe quelle fonction g non nulle, in-
finiment dérivable, supportée dans [b, B], 0 < b < B <∞. Nous savons par
le théorème 4.25 que g∗D est une fonction paire dans S, identiquement nulle
dans un voisinage de l’origine. Sa transformée de Mellin

∫∞
0

(g ∗D)(t)t−s dt
est donc une fonction entière de s. Par la proposition 4.21 on a

ĝ ∗D(s) = ĝ(s)D̂(s),

ce qui fournit pour D̂(s) un prolongement méromorphe à tout le plan com-
plexe. En fait les pôles ne peuvent être qu’aux zéros de g, et g peut être
choisie arbitrairement, donc D̂(s) est bien une fonction entière. En ce qui
concerne la fonction de Schwartz φ = g ∗D paire elle est certainement L2.
Par (3.5) elle vérifie presque partout sur la droite critique

π−
s
2 Γ(

s

2
) F̂(φ) (s) = π−

1−s
2 Γ(

1− s

2
)φ̂(1− s).

Par le théorème d’entrelacement 4.9 on a F(φ) = F(g ∗D) = I(g) ∗ F(D),
qui est aussi dans S et est nulle dans un voisinage de l’origine. Donc F̂(φ)
est aussi une fonction entière. Ainsi l’identité vaut dans tout le plan com-
plexe, comme une identité de fonctions méromorphes, en fait entières car les
pôles éventuels du terme de droite ne peuvent en être du terme de gauche et
vice versa. Par ailleurs Î(g)(s) = ĝ(1−s), d’où F̂(φ) (s) = ĝ(1−s)F̂(D)(s),
tandis que φ̂(s) = ĝ(s)D̂(s). Ainsi :

π−
s
2 Γ(

s

2
)ĝ(1− s)F̂(D)(s) = π−

1−s
2 Γ(

1− s

2
)ĝ(1− s)D̂(1− s),

puis

π−
s
2 Γ(

s

2
)F̂(D)(s) = π−

1−s
2 Γ(

1− s

2
)D̂(1− s),

ce qui complète la preuve. Les zéros triviaux sont dus à l’équation fonc-
tionnelle. En effet la fonction méromorphe D(s) = π−

s
2 Γ( s2 )D̂(s) ne peut

avoir de pôles qu’en s = −2n, n ∈ N. Mais D(1−s) est par l’équation fonc-
tionnelle une fonction du même type, et donc D(s) ne peut avoir de pôles
qu’en s = 1 + 2n, n ∈ N. La fonction D(s) est donc en fait une fonction
entière, d’où les zéros triviaux.

Le cas impair est traité quasiment à l’identique.
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4.5. Fonctions modérées et propriété S

Définition 4.27. — Nous dirons qu’une fonction entière F est modérée
si elle vérifie les deux conditions suivantes :

(1) sur toute droite Re(s) = σ, F est de croissance (au plus) polyno-
miale.

(2) dans tout demi-plan Re(s) > σ, F est dans la classe de Nevanlinna
N (Re(s) > σ).

Remarque 4.28. — On a renoncé à la terminologie plus précise « θ-
modérée », où θ serait un angle et ici θ = 0.

La classe de Nevanlinna N d’un demi-plan ouvert est composé des fonc-
tions analytiques que l’on peut écrire dans ce demi-plan sous la forme d’un
quotient de deux fonctions analytiques bornées. Les fonctions méromorphes
quotients de deux fonctions analytiques bornées sont dites de « caractéris-
tiques bornées ». Pour ces notions et un certain nombre de résultats que
nous supposerons connus et utiliserons sans autre référence, nous renvoyons
au livre de Rosenblum et Rovnyak [17] qui contient tout ce qui nous est
nécessaire.

Remarque 4.29. — Faisons tout de suite la remarque qu’une fonction
modérée F (s) est, dans tout demi-plan Re(s) > σ0 donné, O(ARe(s)(1 +
|s|)N ) pour un certain A > 0 et un certain N ∈ N. En effet par le théorème
de factorisation de Smirnov-Nevanlinna, et la terminologie introduite par
Beurling, on peut factoriser F (supposée non-nulle. . .) dans le demi-plan
ouvert Re(s) > σ0 en un produit de Blaschke (qui est borné par 1), un
facteur intérieur spécial As−σ0 , un facteur intérieur associé à une mesure
singulière signée sur la droite Re(s) = σ0, qui est par force inexistant ici à
cause du prolongement analytique de F à travers cette droite, et un facteur
extérieur dont le module a comme logarithme l’intégrale de Poisson de
log |F (σ0+it)|. Par hypothèse ceci est 6 logC+N log

√
(1+t2) sur la droite,

pour un certain N ∈ N et une constante C > 0, et par ailleurs l’intégrale de
Poisson de log

√
(1+t2) est log |s−σ0+1|, donc F (s) = O(ARe(s)(1+ |s|)N )

dans le demi-plan Re(s) > σ0 (ou > σ0). Signalons de plus que le A du
facteur intérieur spécial est donné par la formule :

log(A) = lim sup
σ→+∞

log |F (σ)|
σ

,

et ne dépend donc pas du demi-plan considéré. Suivant la terminologie
de de Branges [8], on dit que log(A) est le « type moyen » de F dans le
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demi-plan considéré. Notons de plus le fait utile suivant : si a > 0 est
dans le support fermé essentiel de f ∈ L1(a,∞; x−σ0dx) alors la fonction
analytique F (s) =

∫∞
a
f(x)x−s dx est de Nevanlinna dans le demi-plan

Re(s) > σ0 et son type moyen est log 1
a . De même si a > 0 est la borne

inférieure du support fermé essentiel de f ∈ L2(0,∞; dx) alors la fonction
f̂(s) =

∫∞
0
f(x)x−s dx est de Nevanlinna dans le demi-plan Re(s) > 1

2 et
son type moyen est log 1

a .

Remarque 4.30. — La propriété pour une fonction entière F d’être mo-
dérée équivaut à l’une ou l’autre des assertions :

∀σ0 ∈ R ∃A > 0 ∃N ∈ N F (s) = O(ARe(s)(1 + |s|)N ) dans {Re(s) > σ0}

∃A > 0 ∀σ0 ∈ R ∃N ∈ N F (s) = O(ARe(s)(1 + |s|)N ) dans {Re(s) > σ0}
car elles impliquent (1) et (2) de 4.27, et sont impliquées par 4.27, par la
remarque qui précède.

Nous rappelons la notation

χ(s) =
ζ(s)

ζ(1− s)
= πs−

1
2
Γ( 1−s

2 )
Γ( s2 )

=
(2π)s

2 cos(πs2 )Γ(s)

et le fait que cette fonction méromorphe et son inverse χ(1 − s) sont de
croissance au plus polynomiale lorsque |Im(s)| → ∞ dans toute bande
−∞ < σ1 6 Re(s) 6 σ2 <∞.

Théorème 4.31. — Soit D une distribution tempérée paire avec la pro-
priété S. La fonction entière F (s) = D̂(s) est modérée et χ(s)F (1− s) est
aussi une fonction entière et modérée. Réciproquement si F est une fonc-
tion entière modérée et si χ(s)F (1− s) est aussi entière et modérée alors il
existe une (unique) distribution tempérée paire D avec la propriété S telle
que F en soit la transformée de Mellin.

Supposons que la distribution paire D ait la propriété S, pour l’intervalle
]−a, a[, a > 0. Soit g une fonction non nulle quelconque, choisie infiniment
dérivable et de support dans [b, B], 0 < b < B <∞. Nous savons alors par
4.25 que φ := g ∗D est une fonction paire, nulle dans ]− c, c[, c = ab, et est
dans la classe de Schwartz. Soit σ ∈ R. Pour Re(s) > σ, on a |ĝ ∗D(s)| 6∫∞
c
|φ(x)|x−Re(s) dx 6 c−Re(s)

∫∞
1
|φ(cx)|x−σx−Re(s)+σc dx = Oσ(c−Re(s)).

La fonction csφ̂(s) est ainsi bornée dans Re(s) > σ et il en est de même
de bsĝ(s). Comme D̂(s) = φ̂(s)/ĝ(s) on en déduit que F (s) = D̂(s) est
dans la classe de Nevanlinna du demi-plan Re(s) > σ. Il en est de même
de G(s) = χ(s)F (1 − s) puisque par le théorème 4.26 on a G(s) = Ê(s),
E = F(D).
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Remarquons que par la définition 4.11, on a pour un certain N ∈ N :

Re(s) � 0 ⇒ D̂(s) = s(s+ 1) . . . (s+N − 1)ĈN (s+N),

où CN est une fonction continue de croissance polynomiale, nulle sur ]0, a[.
La fonction

∫∞
a
CN (x)x−s−N dx estOσ0(a

−Re(s)) dans tout demi-plan Re(s)
> σ > σ0, σ0 � 0. Donc F (s) = D̂(s) est O(ARe(s)(1 + |s|)N ) dans un tel
demi-plan (A = a−1). Appliquons ce résultat à E = F(D). Nous obtenons
en particulier que sur toute droite Re(s) = σ1, σ1 � 0, la fonction Ê(1−s)
donc aussi χ(s)Ê(1 − s) = D̂(s) est de croissance polynomiale. Or nous
savons déjà que D̂ est dans N (Re(s) > σ0), pour tout σ0 ∈ R, donc par la
remarque 4.29, le fait qu’elle soit de croissance polynomiale sur la droite
Re(s) = σ1 implique qu’elle l’est aussi sur toute droite Re(s) = σ, σ > σ1.
Comme σ1 � 0 est arbitraire, nous avons montré que F (s) = D̂(s) est de
croissance polynomiale sur toute droite verticale. Nous avons donc établi
que F vérifie (1) et (2) de la définition 4.27. Comme de plus χ(s)F (1−s) =
Ê(s), avec E = F(D), il est aussi établi que χ(s)F (1− s) est une fonction
entière modérée.

Il nous faut montrer la réciproque. Soit donc F une fonction entière
modérée, telle que χ(s)F (1 − s) soit aussi une fonction entière modérée.
Nous savons par la remarque 4.29 qu’il existe un certain a > 0 et un N ∈ N
tel que asF (s) est O(|s|N ) dans Re(s) > 1

2 . La fonction asF (s)/sN+1 étant
O(1/|s|) dans ce demi-plan, les normes L2 sur les droites verticales de ce
demi-plan sont uniformément bornées. Par un théorème de Paley-Wiener,
cela implique qu’il existe une fonction f ∈ L2(1,∞; dx) avec

as
F (s)
sN+1

=
∫ ∞

1

f(x)x−s dx =
∫ ∞

a

f(x/a)as−1x−s dx

dans ce demi-plan. Notons g(x) = f(x/a)/a, pour x > a, 0 pour |x| 6 a,
g(−x) pour x < −a. Ainsi

F (s) = sN+1ĝ(s),

et donc (par 4.15), F = D̂, avec D la distribution tempérée paire qui est
égale à ( ddx x)

N+1g(x), et est donc aussi nulle dans l’intervalle ]− a, a[.
En répétant l’argument pour G(s) = χ(s)F (1− s) en lieu et place de F

on voit qu’il existe aussi a′ > 0, N ′ ∈ N et une fonction k paire, de carré
intégrable, nulle sur ]− a′, a′[, telle que

G(s) = sN
′+1k̂(s),

pour Re(s) > 1
2 (presque partout sur la droite critique). Quitte à remplacer

N et N ′ par max(N,N ′) et à adapter g ou k l’on peut supposer N = N ′.
Par (3.5) la transformée de Fourier g̃ de la fonction de carré intégrable g a
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une transformée de Mellin qui est donnée par la formule ̂̃g(s) = χ(s)ĝ(1−s)
sur la droite critique, c’est-à-dire ici :

̂̃g(s) = χ(s)F (1− s)(1− s)−N−1 = G(s)(1− s)−N−1 =
(

s

1− s

)N+1

k̂(s).

Rappelons que (via la transformée de Mellin droite) l’opérateur L de mul-
tiplication par s/(1 − s) = −1 + 1/(1 − s) agit sur L2(0,∞; dx) selon
k(x) 7→ L(k)(x) = −k(x) +

∫∞
x
k(y) 1

y dy. La fonction L(k) est constante
pour 0 < x < a′. La fonction L(L(k)) est affine en log x pour 0 < x < a′,
etc. . .. La fonction paire g̃ = LN+1(k) est donc polynomiale en log x de
degré au plus N pour 0 < x < a′.

On note par ailleurs qu’il est correct d’écrire au sens des distributions
(paires) sur R :

x
d

dx
(log |x|)k = k(log |x|)k−1.

Donc la distribution paire

(x
d

dx
)N+1F(g)(x)

est identiquement nulle dans ] − a′, a′[. Il ne reste plus maintenant qu’à
utiliser

F d

dx
x = −x d

dx
F

pour obtenir

D(x) = (
d

dx
x)N+1g(x) ⇒ F(D)(x) = (−1)N+1(x

d

dx
)N+1F(g)(x),

et donc pouvoir conclure que la distribution paire tempérée D, qui est
nulle dans un intervalle ]− a, a[, a > 0, a sa transformée de Fourier F(D)
identiquement nulle dans un intervalle ]− a′, a′[, a′ > 0. La distribution D
a donc la propriété S et le théorème est complètement démontré.

Définissons :

χsin(s) = i πs−
1
2
Γ( 2−s

2 )
Γ( s+1

2 )
= i

(2π)s

2 sin(πs2 )Γ(s)
.

Si g est, par exemple, dans L2(0,∞; dx), et est vue comme une fonction im-
paire alors sa transformée de Fourier k = g̃, k(x) = i

∫∞
0

2 sin(2πxy)g(y) dy
a une transformée de Mellin droite qui est reliée à celle de g par la formule
(presque partout sur la droite critique) :

k̂(s) = χsin(s)ĝ(1− s).

Si l’on préférait travailler avec la transformée en sinus
∫∞
0

2 sin(2πxy)g(y)dy
il vaudrait donc mieux supprimer le « i » dans la définition de χsin. Quoi
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qu’il en soit, le théorème suivant a une démonstration tout-à-fait semblable
à celle de 4.31, et elle est laissée au lecteur.

Théorème 4.32. — Soit D une distribution tempérée impaire avec la
propriété S. La fonction entière F (s) = D̂(s) est modérée et χsin(s)F (1−s)
est aussi une fonction entière et modérée. Réciproquement si F est une fonc-
tion entière modérée et si χsin(s)F (1− s) est aussi entière et modérée alors
il existe une (unique) distribution tempérée impaire D avec la propriété S
telle que F en soit la transformée de Mellin.

Nous établissons quelques résultats concernant les zéros de D̂(s) lorsque
D a la propriété S. Par l’équation fonctionnelle du théorème 4.26 nous
savons déjà que D̂(s) a des zéros triviaux. Si D est paire la fonction
π−

s
2 Γ( s2 )D̂(s) est entière, et si D est impaire la fonction π−

1+s
2 Γ( 1+s

2 )D̂(s)
est entière : un « zéro non-trivial » est par définition un zéro de cette fonc-
tion entière.

Lemme 4.33. — Soit D une distribution, paire ou impaire, avec la pro-
priété S. Alors D̂(s) a au moins un zéro non trivial.

Nous supposerons que D est paire (et non identiquement nulle), la preuve
étant similaire dans le cas impaire. Soit f(s) = π−

s
2 Γ( s2 )D̂(s). On établit

aisément que π−
s
2 Γ( s2 ) est O((1+ |s− 1

2 |)
1
2 |s−

1
2 |) dans le demi-plan Re(s) >

1
2 . Comme D̂(s) est modérée, on en déduit que |f(s)| est O((1+|s− 1

2 |)
|s− 1

2 |)
dans ce demi-plan. Mais f(1 − s) est une fonction du même type, donc
|f(s)| est O((1 + |s − 1

2 |)
|s− 1

2 |) dans tout le plan complexe. Si elle n’avait
pas de zéro, on en déduirait que la fonction harmonique Re(log f(s)) serait
6 O(1) + |s− 1

2 | log(1 + |s− 1
2 |) dans C. Cela n’est possible que si log f(s)

est de la forme αs+ β. On obtiendrait dans ce cas :

D̂(s) =
eαs+β

π−
s
2 Γ( s2 )

,

puis (par exemple), en invoquant à nouveau la formule de Stirling :

lim
σ→+∞

log |D̂(σ)|
σ

= −∞.

Mais ceci est impossible, puisque contradictoire avec la formule pour le type
moyen de D̂(s) dans les demi-plans Re(s) > σ0 (cf. remarque 4.29).
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Lemme 4.34. — Soit D une distribution paire (resp. impaire) avec la
propriété S. Soit ρ un zéro non-trivial de D̂(s). Alors il existe une distri-
bution paire (resp. impaire) D1 avec la propriété S telle que

D(x) =
(
d

dx
x− ρ

)
D1(x).

On a D̂(s) = (s− ρ)D̂1(s).

En effet, soit F1(s) la fonction entière F (s)/(s − ρ). Il s’agit certaine-
ment d’une fonction modérée, et comme ρ n’est pas un zéro trivial, la
fonction χ(s)F1(1 − s) (resp. χsin(s)F1(1 − s)) est aussi entière (et modé-
rée). Par le théorème 4.31 (resp. 4.32) F1(s) = D̂1(s) pour une certaine
distribution D1 avec la propriété S. On a D̂(s) = (s − ρ)D̂1(s) et donc
D(x) =

(
d
dxx− ρ

)
D1(x) par la propriété 4.15.

Proposition 4.35. — Soit D une distribution paire (resp. impaire)
avec la propriété S. Alors D̂(s) a une infinité de zéros non-triviaux. Il
existe un entier N tel que pour tout choix de N zéros non-triviaux ρ1, . . .,
ρN , il existe une fonction de carré intégrable C paire (resp. impaire) avec
la propriété S, telle que l’identité de distributions

D(x) = P (
d

dx
x)C(x)

ait lieu avec P (T ) =
∏

16j6N (T − ρj).

Par les deux lemmes précédents et une récurrence, pour tout choix de
N zéros non triviaux on aura D(x) =

∏
16j6N ( ddxx − ρj)DN (x) avec une

distribution (dépendant des N zéros) possédant la propriété S. De plus
D̂(s) =

∏
16j6N (s − ρj)D̂N (s) ; comme D̂(s) est une fonction modérée,

pour N suffisamment grand, et indépendamment du choix des zéros, on
aura D̂N (s) = O(1/|s|) sur la droite critique. La distribution DN est donc
en fait une fonction de carré intégrable puisque sa transformée de Mellin
est de carré intégrable sur la droite critique.

Remarque 4.36. — Si l’on prend un zéro de plus les fonctions C se-
ront continues et o(1/

√
x) pour x → +∞ à cause de C(x) =

∫
R D̂N ( 1

2 +
iτ)|x|− 1

2+iτ dτ
2π .

Théorème 4.37. — Soit D une distribution paire (resp. impaire) avec
la propriété S, non identiquement nulle. Soit 0 < ε < π

2 . Le nombre des
zéros de modules au plus T de la fonction entière D̂(s) dans le secteur
angulaire | arg(s− 1

2 )− π
2 | < ε est asymptotiquement équivalent à T

2π log(T ),
et de même pour | arg(s − 1

2 ) + π
2 | < ε. Le nombre des zéros non-triviaux
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de modules au plus T dans les secteur angulaires | arg(s)| < π
2 − ε et

| arg(s)− π| < π
2 − ε est o(T ).

Nous avons établi ce théorème pour les fonctions paires de carrés inté-
grables avec la propriété S dans [5] (Theorem 7.7). Il vaut aussi pour les
fonctions impaires de carré intégrables par une preuve quasi-identique. Le
théorème dans le cas général peut alors être établi en invoquant la propo-
sition précédente. En fait on peut aussi simplement vérifier que la preuve
donnée pour [5, Theorem 7.7] s’adapte aux cas envisagés ici.

4.6. Distributions homogènes et quasi-homogènes

Rappelons tout d’abord quelques notions sur les distributions homogènes
(voir par exemple [13]). On dira que la distribution D sur R est homogène
si il existe une fonction λ : R× → C telle que D(tx) = λ(t)D(x) pour tout
t 6= 0. Si D n’est pas la distribution nulle alors λ est un morphisme continu
de R× vers C×, qui est donc soit |t|s−1 pour un certain s ∈ C, soit t

|t| |t|
s−1

pour un certain s ∈ C. À une constante multiplicative près il existe une
unique distribution (non-nulle) d’une homogénéité donnée.

La fonction

s 7→ Ds(x) =
|x|s−1

π−
s
2 Γ( s2 )

est analytique sur le demi-plan Re(s) > 0 à valeurs dans les distributions,
et elle admet un prolongement analytique en une fonction entière et sans
zéro sur C à valeurs dans les distributions paires sur R. Pour tout s ∈ C la
distribution Ds est homogène d’homogénéité |t|s−1. La restriction de Ds à
l’ouvert R \ {0} est la fonction |x|s−1/π−

s
2 Γ( s2 ) (donc nulle aux pôles du

dénominateur).
La fonction

s 7→ Es(x) =
x

|x|
|x|s−1

π−
s+1
2 Γ( s+1

2 )
est analytique sur le demi-plan Re(s) > 0 à valeurs dans les distributions,
et elle admet un prolongement analytique en une fonction entière et sans
zéro sur C à valeurs dans les distributions impaires sur R. Pour tout s ∈ C
la distribution Es est homogène d’homogénéité t

|t| |t|
s−1.

4.38. — Les identités suivantes sont vérifiées :
d

dx
xDs(x) = sDs(x)

d

dx
xEs(x) = sEs(s).
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On fait le calcul pour Re(s) > 0 et ensuite on invoque un prolongement
analytique en s.

4.39. — Soit g ∈ Lc(R×) une fonction intégrable à support compact
éloigné de l’origine. On a :

g ∗Ds =
(∫

R
g(t)|t|−s dt

)
Ds

g ∗ Es =
(∫

R

t

|t|
g(t)|t|−s dt

)
Es.

On fait le calcul pour Re(s) > 0 grâce au lemme 4.5 et ensuite on invoque
un prolongement analytique en s.

4.40. — Si D est une distribution non-nulle d’homogénéité λ alors elle
est tempérée et F(D) est une distribution non-nulle d’homogénéité λ(1/t)/
|t|. On a en fait très exactement :

F(Ds) = D1−s

F(Es) = i E1−s.

Il suffit d’évaluer sur les fonctions test exp(−πx2) ou x exp(−πx2).
Comme les fonctions s 7→ Ds et s 7→ Es sont des fonctions entières on

peut les dériver par rapport à s. Nous adopterons la définition suivante :

Définition 4.41. — On dira qu’une distribution D sur R est quasi-
homogène si elle est la combinaison linéaire complexe d’un nombre fini de
distributions du type Ds,N =

(
∂
∂z

)N
Dz
∣∣∣
z=s

ou Es,M =
(
∂
∂z

)M
Ez
∣∣∣
z=s

.

Une distribution quasi-homogène est déterminée par sa restriction à n’im-
porte quel intervalle ] − a, a[, a > 0. Sa transformée de Fourier est aussi
quasi-homogène.

4.42. — Pour tout s ∈ C et tout N ∈ N on a :(
d
dxx− s

)
Ds,N+1 = (N + 1)Ds,N(

d
dxx− s

)N
Ds,N = N !Ds(

d
dxx− s

)N+1
Ds,N = 0

(
d
dxx− s

)
Es,N+1 = (N + 1)Es,N(

d
dxx− s

)N
Es,N = N !Es(

d
dxx− s

)N+1
Es,N = 0.

On dérive d
dxxD

s = sDs par rapport à s et on obtient d
dxxD

s,N+1(x) =
sDs,N+1(x) + (N + 1)Ds,N (x) (de même pour Es). Les assertions en dé-
coulent. Remarquons que Ds,N et Es,N ne sont jamais la distribution nulle.

4.43. — Ce n’est pas vraiment une définition, ni une remarque, mais
plutôt un commentaire heuristique : la transformée de Mellin d’une distri-
bution quasi-homogène (paire ou impaire) est la fonction complexe identi-
quement nulle.
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Définition 4.44. — On dira qu’une distributionD est a-quasi-homogè-
ne si sa restriction à un intervalle ]−a, a[, a > 0, coïncide avec la restriction
à cet intervalle d’une distribution quasi-homogène Dqh. Celle-ci est unique-
ment déterminée et ne dépend pas de a.

Définition 4.45. — Soit D une distribution tempérée paire ou impaire
a-quasi-homogène. La transformée de Mellin de D est définie comme étant
la transformée de Mellin au sens de 4.11 de la distribution (paire ou impaire)
D −Dqh.

Les deux propositions suivantes sont vérifiées aisément :

Proposition 4.46. — Soit D une distribution paire (resp. impaire) a-
quasi-homogène. Les distributions impaires (resp. paires) xD et D′ sont
aussi a-quasi-homogènes. Les formules

d̂

dx
D(s) = sD̂(s+ 1) x̂D(s) = D̂(s− 1)

sont valables et donc aussi :
̂
x
d

dx
D(s) = (s− 1)D̂(s)

d̂

dx
xD(s) = sD̂(s).

Proposition 4.47. — Soit D une distribution a-quasi-homogène, paire
ou impaire. Soit g ∈ Lc(R+×). La convolution multiplicative g ∗D est a′-
quasi-homogène pour un certain a′ > 0 et la formule

ĝ ∗D(s) = ĝ(s)D̂(s)

est valable.

Nous aurons aussi particulèrement besoin des lemmes suivant :

Lemme 4.48. — Soit D une distribution quasi-homogène et soit s ∈ C.
Il existe une distribution quasi-homogène D1 avec ( ddxx− s)D1 = D.

Cela découle directement de 4.42 pour D = Ds,N ou Es,N ; et aussi pour
D = Dw,N , w 6= s, puisque l’opérateur L = d

dxx − s sur l’espace vectoriel
des Dw,k (resp. Ew,k), 0 6 k 6 M est de la forme w − s + N avec N

nilpotent.

Lemme 4.49. — Soit D une distribution vérifiant(
d

dx
x− s

)
D = 0 .

Il existe alors deux constantes (uniques) telles que D = αDs + βEs.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



ENTRELACEMENT DE CO-POISSON 591

Soit t > 0 et soit φ ∈ D(R). Soit f(t) =
∫

R D(x)φ(tx) dx. Par [20, IV.1]
f est une fonction de classe C∞ de t > 0 et l’on peut dériver sous le signe
« intégrale ».

f ′(t) =
∫

R
D(x)xφ′(tx) dx = − <

d

dx
xD,

1
t
φ(tx) >= −s1

t
f(t).

Donc f(t) = Ct−s et

< D(x/t)/t, φ(x) >= t−s < D(x), φ(x) > .

Autrement dit, D(x/t)/t = t−sD(x), D(tx) = ts−1D(x) pour tout t > 0. Si
D est paire, on obtient que D est homogène pour le quasi-caractère |t|s−1,
et donc D est un multiple de Ds. Si D est impaire on obtient qu’elle est
un multiple de Es. Dans le cas général on applique le résultat séparément
aux parties paires et impaires de D car elles vérifient la même équation.

Lemme 4.50. — Soit D une distribution nulle dans un intervalle ]−a, a[,
a > 0. Pour tout s ∈ C il existe une distribution (unique) D1 qui est nulle
dans ]− a, a[ et qui vérifie :(

d

dx
x− s

)
D1(x) = D(x).

Si D est tempérée, D1 l’est aussi. Si D est paire (resp. impaire) D1 l’est
aussi.

Pour la preuve de cet autre énoncé standard, indiquons simplement que
comme D est nulle dans ]− a, a[ on peut considérer la distribution identi-
quement nulle dans ]− a, a[ et qui est donnée formellement pour x 6= 0 par
la formule

D1(x) = |x|s 1
x

∫ x

0

|y|−sD(y) dy.

Cette distribution est l’unique solution.

Proposition 4.51. — Soit D une distribution telle qu’il existe un a > 0
et un polynôme unitaire P (T ) tels que la distribution P ( ddxx)D soit nulle
dans l’intervalle ]−a, a[. Alors D est a-quasi-homogène. La réciproque vaut
aussi.

Par récurrence sur le degré de P , et il suffira de montrer que si E =
( ddxx − s)D est a-quasi-homogène alors D l’est aussi. Par le lemme pré-
cédent appliqué à E − Eqh, il existe D1 nulle dans ] − a, a[ telle que
( ddxx − s)D1 = E − Eqh. De plus par le lemme 4.48 il existe une dis-
tribution quasi-homogène D2 vérifiant ( ddxx− s)D2 = Eqh. La distribution
D3 = D1 +D2 est a-quasi-homogène et ( ddxx − s)D3 = ( ddxx − s)D. Il ne
reste plus qu’à faire appel au lemme 4.49. La réciproque vaut par 4.42.
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4.7. Propriété S-étendue et fonctions méromorphes

Définition 4.52. — On dira qu’une distribution tempérée D a la pro-
priété S-étendue si il existe a > 0 tel que à la fois D et F(D) sont a-quasi-
homogènes.

Si D a la propriété S-étendue, il en est de même de xD et de D′, ainsi que
de g ∗D pour toute fonction g ∈ Lc(R×), par le théorème d’entrelacement
4.9. Si D a la propriété S-étendue, il en est de même de D+D1 pour toute
distribution quasi-homogène D1. Les distributions quasi-homogènes ont la
propriété S-étendue, et ce sont les seules à l’avoir pour tous les a > 0.

Définition 4.53. — On dira qu’une fonction méromorphe F (s) est mo-
dérée s’il existe un polynôme non-nul P (s) tel que la fonction P (s)F (s) est
entière et modérée au sens de la définition 4.27.

Théorème 4.54. — Soit D une distribution paire avec la propriété S-
étendue. Sa transformée de Mellin F (s) = D̂(s) est alors une fonction méro-
morphe dans le plan complexe, modérée, et telle que la fonction χ(s)F (1−s)
est aussi une fonction méromorphe modérée. Réciproquement si F est une
fonction méromorphe modérée telle que χ(s)F (1−s) est aussi méromorphe
et modérée alors il existe une distribution paire avec la propriété S-étendue
telle que F (s) = D̂(s) ; on peut fixer D de manière unique en lui imposant
d’être nulle dans un voisinage de l’origine. Les seules autres distributions
paires avec la propriété S-étendue et la même transformée de Mellin sont
celles qui diffèrent de D par une distribution quasi-homogène paire. On
a F̂(D)(s) = χ(s)D̂(1 − s). Le même énoncé vaut dans le cas impair en
remplaçant χ(s) par χsin(s).

Soit D une distribution paire avec la propriété S-étendue, Dqh sa partie
quasi-homogène, E = F(D), Eqh sa partie quasi-homogène. On a :

F(D −Dqh) = E − Eqh + Eqh −F(Dqh).

Il existe un polynôme unitaire Q(T ) tel que Q( ddxx) annule la distribu-
tion quasi-homogène Eqh(x)−F(Dqh)(x). Soit D1(x) = Q(−x d

dx )(D(x)−
Dqh(x)). Comme Fx d

dx = − d
dxxF on a :

F(D1)(x) = Q(
d

dx
x)(E(x)− Eqh(x)).

La distribution paire D1 a donc la propriété S stricte. Sa transformée
de Mellin F1(s) = D̂1(s) est ainsi une fonction entière modérée telle que
χ(s)F1(1− s) est aussi entière et modérée. Or,

F1(s) = Q(1− s)D̂(s),
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donc F (s) = D̂(s) est une fonction méromorphe modérée, et χ(s)F (1−s) =
χ(s)F1(1− s)/Q(s) également.

Pour la réciproque, si F est méromorphe et modérée, et aussi χ(s)F (1−s)
alors la fonction méromorphe F(s) = π−

s
2 Γ( s2 )F (s) ne peut avoir qu’un

nombre fini de pôles. Soit P (s) le polynôme unitaire dont les racines sont ces
pôles, avec multiplicités éventuelles. La fonction F1(s) = P (s)F (s) est en-
tière et modérée et la fonction χ(s)F1(1−s) = χ(s)P (1−s)F (1−s) = P (1−
s)F(1−s)/(π− s

2 Γ( s2 )) l’est également. Donc, par le théorème 4.31 c’est qu’il
existe une distribution D1 paire avec la propriété S stricte pour un certain
intervalle ]−a, a[, a > 0, telle que F1(s) = D̂1(s). Par le lemme 4.50 il existe
une distribution paire tempérée D(x) (unique), identiquement nulle dans
] − a, a[, et vérifiant : P ( ddxx)D(x) = D1(x). C’est donc que P (s)D̂(s) =
D̂1(s) ou encore D̂(s) = F (s). On a P (−x d

dx )F(D)(x) = F(D1)(x), donc
par la proposition 4.51, la distribution F(D) est a-quasi-homogène. Donc
D a la propriété S-étendue. De plus P (1 − s)F̂(D)(s) = F̂(D1)(s) =
χ(s)D̂1(1 − s) = χ(s)P (1 − s)D̂(1 − s) donc F̂(D)(s) = χ(s)D̂(1 − s).
Si D2 a la même transformation de Mellin, alors par la définition 4.45 et
par 4.12, D2 −Dqh

2 = D−Dqh, donc D2 diffère de D par une distribution
quasi-homogène. Réciproquement, si c’est le cas alors D̂2 = D̂. Si de plus
à la fois D2 et D sont nulles dans un voisinage de l’origine alors D2 = D.
La démonstration du théorème dans le cas impair est quasi-identique.

Dans ce théorème, on a normalisé D on lui imposant d’être nulle dans
un voisinage de l’origine. On peut tout aussi bien imposer cette condition
à F(D), quitte à remplacer D par D−F−1(F(D)qh). C’est cette normali-
sation que nous utiliserons pour décrire la partie polaire de π−

s
2 Γ( s2 )D̂(s).

Théorème 4.55. — Soit D une distribution paire avec la propriété
S-étendue, normalisée de sorte que F(D) ait une partie quasi-homogène
nulle. Soit

∑
w∈C, k∈N cw,kD

w,k la partie quasi-homogène Dqh de D (avec
un nombre fini de coefficients non nuls). La partie polaire de la transformée
de Mellin complète π−

s
2 Γ( s2 )D̂(s) est :∑
w∈C,k∈N

cw,k
(−1)k!

(s− w)k+1
.

Dans le cas où D est une distribution impaire avec la propriété S-étendue,
normalisée de sorte que F(D)qh ≡ 0, la partie polaire de π−

s+1
2 Γ( s+1

2 )D̂(s)
est donnée par la même formule avec Dqh =

∑
w∈C, k∈N cw,kE

w,k.

La partie polaire ne dépend (linéairement, et indépendamment de a > 0)
que de Dqh, puisque si Dqh = Dqh

1 alors D − D1 a la propriété S-stricte
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et donc les transformées de Mellin complètes de D et de D1 diffèrent par
une fonction entière et ont la même partie polaire. De plus si la partie
polaire s’annule alors D par le théorème 4.54 diffère d’une distribution
avec la propriété S-stricte par une distribution quasi-homogène. Comme
F(D) ≡ 0 dans un voisinage de l’origine cela n’est possible que si cette dis-
tribution quasi-homogène est nulle. Donc Dqh est nulle. Il existe ainsi une
correspondance linéaire bĳective entre les distributions quasi-homogènes
réalisables et les parties polaires réalisables, qu’il s’agit de préciser. No-
tons que toutes les parties polaires sont effectivement réalisées, comme on
le voit en partant d’une quelconque distribution non-nulle E avec la pro-
priété S stricte en formant des combinaisons linéaires avec les fonctions
(s−w)−k−1π−

s
2 Γ( s2 )Ê(s), w ∈ C, k ∈ N (k au moins égal à la multiplicité

éventuelle de w comme zéro non-trivial). Supposons alors que la distribu-
tion D avec F(D)qh ≡ 0 soit telle que seul un certain w soit un pôle, d’ordre
au plus k + 1, k ∈ N. Alors ( ddxx − w)k+1(D) a une transformée de Mel-
lin complète entière ; elle diffère donc d’une distribution avec la propriété
S-stricte par une distribution quasi-homogène, mais celle-ci doit être nulle
car sa transformée de Fourier doit elle aussi être identiquement nulle dans
un voisinage de l’origine. Donc ( ddxx−w)k+1 annule Dqh. Les distributions
quasi-homogènes compatibles avec cette condition sont les Dw,j , 0 6 j 6 k,
et leurs combinaisons linéaires qui forment un espace de dimension k + 1.
Toutes sont donc réalisées puisque toutes les parties polaires sont réalisées
et que les dimensions correspondent.

Soit donc D telle que Dqh = Dw,0 pour un certain w ∈ C (et F(D)qh ≡
0). Supposons tout d’abord que w n’est pas 0, −2, −4, . . .. Soit g infiniment
dérivable, non nulle, à support dans ]0,+∞[, compact et éloigné de l’origine.
Par la méthode de la démonstration de 4.25 F(D)qh ≡ 0 implique que la
fonction (g ∗ D)(x) (de classe C∞ pour x 6= 0) est à décroissance rapide
pour x→ +∞. Sa partie quasi-homogène est ĝ(w)Dw,0. La transformée de
Mellin de g ∗D est donc donnée par définition, pour Re(s) � 0, par∫ ∞

a

(
(g ∗D)(x) + (−1)ĝ(w)

xw−1

π−
w
2 Γ(w2 )

)
x−s dx,

avec a > 0 suffisamment petit. Le premier terme donne une fonction en-
tière et le deuxième terme a comme partie polaire de son prolongement
méromorphe −ĝ(w)(π−

w
2 Γ(w2 ))−1 1

s−w . La partie polaire de la transfor-
mée de Mellin complète de g ∗ D est donc −ĝ(w) 1

s−w (on savait déjà
a priori par le paragraphe précédent que cette partie polaire était un
multiple de 1

s−w , donc malgré la multiplication par π−
s
2 Γ( s2 ), il n’y a
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pas création de pôles additionnels en s = 0,−2,−4, . . . ). On peut tou-
jours choisir g avec ĝ(w) 6= 0, et on conclut que la partie polaire de
π−

s
2 Γ( s2 )D̂(s) est exactement −1

s−w , lorsque Dqh = Dw,0 et F(D)qh ≡ 0.
Ceci a été démontré pour w 6= 0,−2,−4, . . . , mais en remplaçant D par
E = F(D −Dw,0) = F(D)−D1−w,0, on remplace Dw,0 par −D1−w,0 et s
par 1−s (par l’équation fonctionnelle du théorème 4.54), donc la conclusion
vaut aussi sous l’autre condition w 6= 1, 3, 5, . . . . Elle vaut donc pour tout
w ∈ C.

Soit maintenant φ(x) une fonction paire non nulle dans S et avec la
propriété S-stricte. Posons, pour w ∈ C : φw(x) = |x|wx−1

∫ x
0
|y|−wφ(y)dy,

de sorte que φw est à nouveau nulle dans ]−a, a[ et vérifie ( ddxx−w)φw = φ,
et donc (s−w)φ̂w(s) = φ̂(s). On notera Φ(s) := π−

s
2 Γ( s2 )φ̂(s), qui est une

fonction entière, et Φw(s) := π−
s
2 Γ( s2 )φ̂w(s) = Φ(s)

s−w . Considérons, pour w
restreint à l’ouvert U complémentaire dans C des zéros non triviaux de
φ̂(s), la distribution paire

∆w :=
φw −F−1(F(φw)qh)

Φ(w)
,

qui est normalisée de sorte que F(∆w)qh ≡ 0, et dont la transformée de
Mellin est 1

s−w
Φ(s)
Φ(w) . Par ce qui précède on sait sans calcul que la partie

quasi-homogène de ∆w est exactement −Dw,0, et donc l’on peut aussi écrire
∆w = 1

Φ(w)φw −Dw,0. Par ailleurs la formule qui définit φw prouve qu’en
tant que distribution elle dépend analytiquement de w. La distribution
∆w dépend donc analytiquement de w. Il faut aussi se convaincre que le
passage à la transformée de Mellin est une opération qui commute à la
dérivation un nombre quelconque de fois par rapport au paramètre w. Au
facteur 1

Φ(w)π
− s

2 Γ( s2 ) près il s’agit de regarder, au moins pour Re(s) �
0,
∫∞
a
φw(x)x−s dx. Certainement on peut permuter ( ∂

∂w )k et l’intégrale,
pour tout k ∈ N, pour w dans un ouvert d’adhérence compacte dans U et
pour Re(s) > σ avec σ � 0. Par le principe du prolongement analytique,
( ∂
∂w )k 1

s−w
Φ(s)
Φ(w) est la transformée de Mellin complète de ( ∂

∂w )k∆w pour
tout k ∈ N (et tout w ∈ U). Or la partie quasi-homogène de ( ∂

∂w )k∆w est
−Dw,k, tandis que

1
s− w

Φ(s)
Φ(w)

=
1

s− w
+

1
Φ(w)

Φ(s)− Φ(w)
s− w

diffère de 1
s−w par une fonction F (s, w) conjointement analytique en s ∈

C, w ∈ U . Donc la partie polaire de ( ∂
∂w )k 1

s−w
Φ(s)
Φ(w) , comme fonction de

s ∈ C est exactement k!
(s−w)k+1 . Ainsi la partie polaire correspondant à la
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distribution Dw,k est exactement − k!
(s−w)k+1 . Ce résultat est établi pour w

distinct des zéros non triviaux de φ̂(s), et en changeant φ il est donc établi
pour tout w ∈ C. Le théorème 4.55 est donc établi dans le cas pair, et le
cas impair est traité quasiment à l’identique.

Il peut parfois être plus commode de disposer de la partie polaire de
D̂(s) :

Corollaire 4.56. — Soit D une distribution non nulle, paire ou im-
paire, avec la propriété S-étendue, et normalisée par F(D)qh ≡ 0. Soit w
distinct de 0, −2, −4, . . . si D est paire ou distinct de −1, −3, −5, . . . si
D est impaire. Soit (c0 + c1 log(x) + c2 log2(x) + · · ·+ cN logN (x))xw−1 la
w-composante de la restriction (quasi-homogène) de D à ]0, a[, a > 0 suffi-
samment petit. Alors la w-composante de la partie polaire de la transformée
de Mellin simple D̂(s) est ∑

06k6N

ck
(−1)k!

(s− w)k+1
.

Nous traitons le cas pair. Notons γ(s) = π−
s
2 Γ( s2 ). Il suffit de considérer

un cas où la restriction de D à ]− a, a[ est logN (|x|)|x|w−1. La composante
quasi-homogène est donc ( ∂

∂w )Nγ(w)Dw,0, que l’on peut écrire :∑
06j6N

N !
γ(N−j)(w)
(N − j)!

Dw,j

j!
.

Par le théorème précédent la partie polaire de γ(s)D̂(s) est∑
06j6N

N !
γ(N−j)(w)
(N − j)!

−1
(s− w)j+1

,

qui est aussi la partie w-polaire du produit

N !γ(s)
−1

(s− w)N+1
.

Ainsi γ(s)
(
D̂(s)+ N !

(s−w)N+1

)
est holomorphe en w et donc la partie polaire

de D̂(s) en w est exactement −N !
(s−w)N+1 , ce qu’il fallait démontrer.

4.8. Exemples

Dans cette dernière section nous évoquerons brièvement quelques exem-
ples, notables ou anodins, de distributions et de fonctions de carrés in-
tégrables avec la propriété S ou la propriété S-étendue. À tout seigneur
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tout honneur notre premier exemple est probablement le plus important :
il s’agit bien sûr de la distribution de Poisson

D(x) =
∑
n∈Z

δn(x).

Sa transformée de Mellin est ζ(s). Si l’on remplace D par D − 1 de sorte
que F(D)qh ≡ 0, on a Dqh = δ0 − 1 = D0,0 − D1,0. La partie polaire de
π−

s
2 Γ( s2 )ζ(s) est donc par le théorème 4.55 : −1

s + 1
s−1 , ce qui n’est certes pas

un résultat d’une fracassante nouveauté. Notons néanmoins que la preuve
du prolongement analytique et de l’équation fonctionnelle de la fonction
ζ(s) implicite dans cette approche est nouvelle, et que ses mots-clés sont :
régularisation multiplicative et transformée de Mellin, formule d’entrelace-
ment (de co-Poisson), opérateur invariant d’échelle FI, espaces de Hardy,
espaces de de Branges, propriété S-étendue, fonctions de Nevanlinna.

Citons ensuite la fonction paire de carré intégrable :

f(x) =
{|x|}
|x|

,

qui vérifie

− d

dx
x f(x) =

∑
n 6=0

δn(x)− 1 = D1(x),

et dont la transformée de Mellin est donc − ζ(s)
s (on laisse au lecteur la

vérification de la conformité de la partie polaire avec le théorème 4.55).
L’avantage de la distribution D1 c’est que les convolutions g ∗D1 avec des
fonctions de classe C∞ à support compact éloigné de l’origine sont des
fonctions de Schwartz (dont la transformée de Fourier est calculée par la
formule de co-Poisson 1.5, c’est-à-dire par la formule d’entrelacement 4.9).

Des exemples d’un tout autre type sont fournis par les distributions paires
Aa et Ba, et leurs analogues impaires, qui ont été obtenues dans [2]. L’opé-
rateur sur L2(0, a; dx) donné par

φ(x) 7→ (x 7→
∫ a

0

2 cos(2πxy)φ(y) dy)

est un opérateur auto-adjoint compact, et comme il n’existe pas de fonction
non nulle à support compact dont la transformée de Fourier soit à support
compact, la norme de cet opérateur est strictement inférieure à 1. Il existe
donc une unique fonction φa ∈ L2(0, a; dx) vérifiant

φa(x) +
∫ a

0

2 cos(2πxy)φa(y) dy = 2 cos(2πax).
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Remarquons que l’on peut alors donner un sens par cette équation à φa(x)
pour tout x ∈ R et même pour tout x ∈ C puisque l’intégrale et le cosinus
sont des fonctions entières de x. Donc φa(x) est une fonction entière, paire,
de x. Elle est 2 cos(2πax) +O(1/x) pour x→ +∞, donc tempérée comme
distribution de x. Par l’équation qui la définit sa transformée de Fourier
vérifie l’équation :

F(φa)(y) + 1]−a,a[(y)φa(y) = δa(y) + δ−a(y),

donc :
F(φa)(y) + φa(y) = δa(y) + δ−a(y) + 1|y|>a(y)φa(y).

et ainsi la distribution tempérée paire

Aa =
√
a

2
(F(φa) + φa)

est identiquement nulle dans ]−a, a[. Comme elle est sa propre transformée
de Fourier elle a la propriété S stricte (le facteur

√
a est introduit pour

d’autres raisons ; cf. [2, 3]). De même en partant de

φ−a (x)−
∫ a

0

2 cos(2πxy)φ−a (y) dy = 2 cos(2πax)

et en définissant

Ba =
i
√
a

2
(F(φ−a )− φ−a )

on obtient une autre distribution tempérée paire, anti-invariante sous Fou-
rier, avec la propriété S stricte pour l’intervalle ]− a, a[.

Les fonctions

Aa(s) = π−
s
2 Γ(

s

2
)Âa(s) Ba(s) = π−

s
2 Γ(

s

2
)B̂a(s)

sont donc par le théorème 4.26 des fonctions entières vérifiant les équations
fonctionnelles

Aa(s) = Aa(1− s), Ba(s) = −Ba(1− s),

et on notera aussi que

Aa(s) = Aa(s), Ba(s) = −Ba(s).

Nous avons le théorème suivant (et des définitions analogues avec la
fonction sinus mènent à des distributions impaires avec la propriété S pour
l’intervalle ]− a, a[ qui vérifient aussi ce théorème) :

Théorème 4.57 ([2]). — Les fonctions entières Âa(s) et B̂a(s) ont tous
leurs zéros non-triviaux sur la droite critique.
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Cela résulte des équations fonctionnelles et du fait suivant : la fonction
entière Ea(s) = Aa(s) − iBa(s) vérifie |Ea(s)| > |Ea(1− s)| pour Re(s) >
1
2 , car (|Ea(s)|2 − |Ea(1− s)|2)/(2Re(s) − 1) est le carré de la norme de
l’évaluation en s de π−

s
2 Γ( s2 )f̂(s) pour f paire, de carré intégrable, nulle

et de Fourier nulle dans ] − a, a[. Que de telles transformées de Mellin (à
un changement de variable près) forment un espace de de Branges au sens
de [8] avait été démontré par de Branges dans [7], et de cela découlait déjà
l’existence d’une fonction entière Ea donnant la norme des évaluateurs par
la formule ci-dessus, sans toutefois que l’on puisse en donner de formule
explicite. Les distributions Aa et Ba ont été obtenues par l’auteur dans
son article [2] qui résolvait ce problème de donner une formule « explicite »
pour Ea.

On peut aussi prouver 4.57, en donnant de plus une interprétation opé-
ratorielle aux zéros, en utilisant les équations différentielles par rapport à a
qui ont été établies par l’auteur dans [3] et qui donnent la déformation des
espaces de Hilbert de de Branges-Rovnyak-Fourier par rapport à a > 0.

Rappelons de plus que comme conséquence du théorème 4.26 (dont la
preuve a fait appel à [5, Theorem 7.7]) le nombre des zéros de parties
imaginaires entre 0 et T est équivalent à T log(T )/2π.

Revenons pour conclure à des exemples déduits de la distribution de
Poisson (ou de la fonction dzêta de Riemann) :

4.58. — Soit 0 < a < 1, A = 1/a. La fonction paire donnée pour x > 0
selon :

fa(x) =
∑

ax6n6Ax

3( xn + n
x )− (A+ a+ 4)
√
nx

est de carré intégrable sur R, vérifie F(fa) = +fa, et est identiquement
nulle sur l’intervalle ]− a, a[.

4.59. — Soit 0 < a < 1, A = 1/a. Soient fa(x), ga(x), ka(x) les fonctions
impaires données pour x > 0 selon :

fa(x) =
∑

ax6n+ 1
2 6Ax

(−1)n

x

ga(x) =
∑

ax6n+ 1
2 6Ax

(−1)n

n+ 1
2

ka(x) =
∑

ax6n+ 1
2 6Ax

(−1)n√
(n+ 1

2 )x
.

TOME 57 (2007), FASCICULE 2



600 Jean-François BURNOL

Elles sont de carrés intégrables sur R et identiquement nulles sur ]− a
2 ,+

a
2 [.

La transformée en sinus de fa est ga. La fonction ka est sa propre transfor-
mée en sinus.

4.60. — Soit N ∈ N. Soit

QN (n) =
∏

06j<N

(
n(n+ 1)− j(j + 1)

)
.

La fonction paire (non-identiquement nulle ! !) qui est donnée pour x > 0
par la formule :

∑
n tel que

x6
n+ 1

2√
N+ 1

2

62x

(−1)nQN (n)

((
x

n+ 1
2

− 1√
4N + 2

)

(
x

n+ 1
2

− 1√
N + 1

2

))2N+1

est de carré intégrable sur R. Elle-même et sa transformée de Fourier sont
identiquement nulles dans l’intervalle ]− 1

2 (N + 1
2 )1/2,+ 1

2 (N + 1
2 )1/2[.
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