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PROPRIETES DU GROUPE TANNAKIEN
DES STRUCTURES DE HODGE
p-ADIQUES ET TORSEUR
ENTRE COHOMOLOGIES CRISTALLINE ET ETALE

par Jean-Pierre WINTENBERGER

Soit p un nombre premier et soit K un corps local de caractéristique
0 et & corps résiduel k algébriquement clos de caractéristique p. J.-M.
Fontaine a défini la catégorie des (¢, N)-modules filtrés sur K ([Fo79],
[Fo94]) : si Ko C K est le corps des fractions des vecteurs de Witt
3 coefficients dans k, un (¢, N)-module filtré sur K est un Kj-espace
vectoriel de dimension finie, muni d’une application o-linéaire bijective ¢,
d’une application linéaire nilpotente N, et, aprés extension des scalaires
a K, d’une filtration. On a : N¢ = ppN. Un tel (qS, N)-module filtré
est faiblement admissible s’il vérifie une condition que G. Faltings a
interprétée comme une condition de stabilité, au sens de «Geometric
invariant theory» de D. Mumford ([Fa94]). C’est un théoréme non trivial
de G. Laffaille, G. Faltings, et B. Totaro ([La80], [Fa94], [To94]) que le
produit tensoriel de deux (¢, N)-modules filtrés faiblement admissibles est
faiblement admissible. Ceci permet de munir les (¢, N)-modules filtrés
faiblement admissibles d’une structure de catégorie tannakienne sur Q.
Elle est notée M_F_‘fé’ (¢, N). Cette catégorie peut, d’un certain point de vue,
étre considérée comme un anologue p-adique de la catégorie des structures
de Hodge complexes.

Soit K une cloture algébrique de K et notons Gk le groupe de
Galois de K /K. Appelons représentation p-adique de G i une représentation
continue de Gk dans un Qp-espace vectoriel de dimension finie.
J.-M. Fontaine a introduit une sous-catégorie tannakienne de la catégorie
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mologies étale et cristalline.
Classification math. : 14F20 — 14F30 — 11525.



1290 JEAN-PIERRE WINTENBERGER

des représentations p-adiques de Gk, la catégorie des représentations p-
adiques semi-stables ([Fo94]). Il donne aussi un ®-foncteur de la catégorie
des représentations p-adiques semi-stables dans m}}“(qb, N). Ce foncteur
réalise une ®-équivalence de la catégorie des représentations p-adiques
semi-stables sur une sous-catégorie tannakienne de MP_‘{; (¢, N). Les ob-
jets de I'image essentielle de ce foncteur sont dits admissibles et on note
MF% (¢, N) la catégorie tannakienne des (¢, N)-modules filtrés admissibles.
Dans I’équivalence entre représentations p-adiques semi-stables et (¢, N)-
modules filtrés admissibles, les représentations p-adiques cristallines corres-
pondent aux ¢-modules filtrés admissibles, i.e. aux (¢, N)-modules filtrés
admissibles avec N = 0 ([Fo79]). J.-M. Fontaine conjecture que les (¢, N)-
modules filtrés faiblement admissibles sont admissibles (Conj(fa = a)k).
Cette conjecture a été démontrée par J.-M. Fontaine et G. Laffaille dans le
cas particulier N = 0, K absolument non ramifié (ex = 1) et la longueur
de la filtration < p (i.e. on a Fil'D = D et Fil**?D = {0} pour un en-
tier i) ([FL82]). Pour X schéma propre et lisse sur K, & réduction semi-
stable, la cohomologie log-cristalline fournit, au moins si p > 2, un objet de
MF$% (4, N), la représentation p-adique associée étant la cohomologie étale
p-adique ([Ts94]).

La conjecture Conj(fa = a)k entraine, pour la catégorie tannakienne
ME{; (¢,N) des (¢, N)-modules filtrés faiblement admissibles, certaines
propriétés : existence d’un foncteur fibre sur Qp, et donc équivalence
entre m{f (¢, N) et la catégorie des représentations, dans les Qp-espaces
vectoriels de dimension finie, d’un groupe affine H sur Q, (H est donc une
limite projective de groupes linéaires), connexité du groupe H ([Fo79] prop.
3.8.4 dans le cas N = 0), description du plus grand quotient abélien de H
([Se78]). Dans la premiére partie de cet article, nous prouvons ces propriétés
pour m{f (¢, N), généralisant ainsi certains des résultats de [Wi84], qui
concernaient le cas ou K est absolument non ramifié (ex = 1) et N = 0.
Plus précisément, nous prouvons qu’il existe des ¢ € H(Kp) qui sont tels
que, si 'on tord ¢ par ¢, on obtient une donnée de descente effective de
Ko & Qp du foncteur fibre naturel de Mf{a (¢, N). On obtient ainsi des
foncteurs fibres w, sur Q, (1.6). Pour un tel ¢, on note H. le groupe des
®-automorphismes de w, ; la catégorie M{f(qb, N) est donc équivalente &
la catégorie des représentations de H. dans les Q,-espaces vectoriels de
dimension finie.

Dans la seconde partie, nous résolvons pour les (¢, N)-modules filtrés
faiblement admissibles sur K le probléme du relévement selon une isogénie.
Plus précisément, si H est un quotient algébrique de H¢, et a : H' — H
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une isogénie définie sur Qp, nous donnons une condition nécessaire et
suffisante pour que le morphisme H, — H se reléve en un morphisme
H. — H’, autrement dit que H’ provienne aussi d’un (¢, N)-module
filtré faiblement admissible. Cette condition s’exprime ainsi : d’aprés un
théoreme de P. Deligne ([Sa72] chap. 4), la filtration sur @fg (¢, N) est
scindable, i.e. provient d’un groupe a un parameétre u: Ghx — Hg, et la
condition est que 'image de p dans H se releve & Hy,. Nous généralisons
ainsi un résultat de [Wi95] (th. 1.1.3), qui concernait le casex = let N = 0.
La conjecture Conj(fa = a)x entraine alors facilement la conjecture
suivante que nous désignons par Conj(isogénie)x : si p : Gk — H(Qp)
est une représentation p-adique semi-stable et si H' — H est une isogénie
telle que le groupe & un parametre de H donné par la décomposition de
Hodge-Tate se releve, alors p se reléve en une représentation p-adique semi-
stable p’ : Gk — H'(Qp). Rappelons que le théoréme de Fontaine-Laffaille
([FL82]) qui donne la conjecture Conj(fa = a)k lorsque ex =1, N =0
et la longueur de la filtration est < p, permet de prouver la conjecture
Conj(isogénie)k, lorsque ex = 1, N = 0 et les poids de la décomposition
de Hodge-Tate sont dans un intervalle de longueur suffisamment petit
([Wi95]).

Ensuite, nous prouvons que la partie semi-simple S, du groupe H,
est limite projective de groupes algébriques simplement connexes. Ceci est
4 rapprocher de la propriété conjecturale analogue du groupe de Galois
motivique ([Se94] 8.1). Avec les résultats précédents, la simple connexité
de S, résulte d’une proposition facile (prop. 3.1.2) sur les groupes réductifs,
qui est une variante de la Z-construction (cf. par exemple [Bo89| 3.4).

Dans la derniére partie, on donne des conséquences pour le torseur
entre le foncteur fibre w, et le foncteur fibre qui & un module filtré
admissible associe I’espace vectoriel sous-jacent & la représentation p-adique
semi-stable associée. Si le (¢, N)-module filtré provient de la cohomologie
d’un schéma propre et lisse & réduction semi-stable, il s’agit donc du
torseur entre cohomologie log-cristalline et cohomologie étale p-adique.
Tout d’abord, comme H_ est connexe, on peut toujours réduire ce probleme
pour un groupe H au probleme identique pour la composante neutre de
H (4.3). De plus, a 'aide de nos résultats et d’un théoréeme de Kneser
qui dit que H'(Q,,S) = {1} pour S groupe semi-simple simplement
connexe ([Kn65]), on prouve facilement que tout torseur sous H. est
limite projective de torseurs qui ont un point rationnel sur Q,. Sous
Conj(fa = a)g, il en est donc ainsi du torseur entre la cohomologie
étale et la cohomologie cristralline (et il est trés vraisemblable qu’en fait ce
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torseur a un point rationnel sur Q). M. Rapoport et T. Zink ont donné
une conjecture décrivant ce torseur, lorsque N = 0, & ’aide de I'invariant de
Kottwitz. Nous énongons cette conjecture dans le cas des (¢, N)-modules
filtrés en disant que I’on n’a pas & tenir compte de N. Nous prouvons que
Conj(fa = a)k entraine cet énoncé. Le théoreme de J.-M. Fontaine et
G. Laffaille nous permet de prouver la conjecture de M. Rapoport et T.
Zink dans le cas ex = 1 (N = 0) et la longueur de la filtration pas trop
grande.

Je voudrais remercier B. Totaro : il a prouvé le lemme 3 du théoréme
2.2 et a fait les calculs dans le cas du groupe orthogonal. Je voudrais aussi
remercier M. Rapoport et T. Zink de m’avoir communiqué leur conjecture,
et G. Rousseau qui m’a trés gentiment aidé pour les parties qui utilisent
les immeubles.

Plan

0. Notations et conventions.
1. Construction d’un foncteur fibre sur Qp de la catégorie des (¢, N)-modules filtrés
faiblement admissibles.
1.1. ¢-isocristaux sur k. \
1.2. (¢, N)-modules filtrés faiblement admissibles sur K.
1.3. Action de ¢ sur Hg;.
1.4. Connexité du groupe Hg;.
1.5. Plus grand quotient abélien de Hyg;.
1.6. Construction du foncteur fibre wec.
2. (¢, N)-modules filtrés faiblement admissibles et isogénies.
2.1. Rappels sur le groupe fondamental d’un groupe algébrique linéaire ([Bo89),
[Bo96]).
2.2. Enoncé des résultats.
2.3. Démonstration des résultats.
3. Simple connexité de la partie semi-simple de Hg;.
3.1. Enoncé du théoreme.
3.2. Démonstration du théoreéme.
4. Conséquences pour le torseur entre les foncteurs fibres wg; et wgy-
4.1. Description de Rapoport et Zink des (¢, N)-modules filtrés faiblement admissi-
bles.
4.2. Classe de cohomologie du torseur entre les foncteurs fibres wc et wgy;-
4.3. Réduction & un groupe connexe.
4.4. Trivialité du torseur Isp . (4.2.1).
4.5. Conséquences pour la conjecture de Rapoport et Zink.



PROPRIETES DU GROUPE TANNAKIEN DES STRUCTURES DE HODGE 1293

0. NOTATIONS ET CONVENTIONS

Soit p un nombre premier et soit k un corps algébriquement clos de
caractéristique p. Notons W ’anneau des vecteurs de Witt & coefficients
dans k et Ky le corps des fractions de W. Désignons par o le Frobenius de
k, W et Ko. On note Q, le corps des éléments fixes de Ky sous 'action
de o et, pour tout entier s > 1, on note Qs le corps des éléments fixes de
Ky sous I'action de 0°. On note Qpn, la réunion des corps Qps. On note K
une extension finie de Ky, de degré ex. Soit K une cléture algébrique de
K. On note 6; la cloture algébrique de Q,, dans K. On désigne par G et
Gq, les groupes de Galois des extensions K /K et Q,/Q, respectivement.

Si E C F sont deux corps, et si V est un F-espace vectoriel, on pose
Ve = FgV. De méme, si X est un schéma sur E, on pose Xr = FxgX.
Si V' est un F-espace vectoriel et V' C V' est un sous-E-espace vectoriel
de V', on dit que V est une E-structure de V' si le morphisme naturel
VrF — V' est un isomorphisme. De méme, si X’ est un schéma sur F , on
appelle forme sur E de X’ un schéma sur E avec un isomorphisme de X
sur X'.

On appelle sous-catégorie tannakienne d’une catégorie tannakienne
une sous-catégorie pleine qui est stable par @, ®, dualité, sous-objet et objet
quotient. Si H est un groupe affine sur un corps E, on note Repg(H) la
catégorie tannakienne des représentations linéaires de H dans les E-espaces
vectoriels de dimension finie. Se donner une sous-catégorie tannakienne C de
Repg(H) revient & se donner un quotient H' de H : H' s’identifie au groupe
des ®-automorphismes du foncteur fibre naturel de Repg(H) restreint & C
et C s’identifie & la sous-catégorie de Repg(H) formée des représentations
qui se factorisent & travers H' ([DM82] prop. 2.21.).

1. CONSTRUCTION D’UN FONCTEUR FIBRE SUR Q,
DE LA CATEGORIE DES (¢, N)-MODULES
FILTRES FAIBLEMENT ADMISSIBLES

1.1. ¢-isocristaux sur k.

Un ¢-isocristal E (sur k et de dimension finie) est la donnée d’un
Ky-espace vectoriel de dimension finie wg;(E) (’espace vectoriel sous-jacent
a F) et d’une application o-linéaire bijective ¢ de wg;(F) dans lui-méme.
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Pour un tel F, on note £ = & FE) la décomposition de E en ses
A€Q

composantes isoclines. Si s est un multiple des dénominateurs des pentes
de E, et si, pour A rationnel, ws(E) est le Qp--espace vectoriel :

ws(E)x = {2 € wgy(E), ¢5(z) = p*°z},

on a donc : wg(Ey) =~ (ws(E)a)k,- De plus, ws(E) = @ ws(E)x est
une Qps-structure de wg(E). On note vg, le groupe & un parameétre
G — GL,,(g) dont ws(E)x est le sous-espace propre de poids As.

Un morphisme de ¢-isocristaux est une application linéaire qui com-
mute a P’action de ¢. Muni des opérations usuelles, somme directe, produit
tensoriel, dualité, les ¢-isocristaux forment une catégorie tannakienne sur
Q, ([Sa72] chap.6 §3). Elle n’est pas neutre, i.e. elle n’a pas de foncteur
fibre sur Q,, ([Sa72] Ioc. cit.). Soit E un ¢-isocristal et soit s un multiple des
dénominateurs des pentes de E. Si E’ est un ¢-isocristal de la sous-catégorie
tannakienne engendrée par F, s est aussi un multiple des dénominateurs
des pentes de E’, car E’ est isomorphe & un sous-quotient d’une somme
de produits tensoriels de d’objets isomorphes & E et & son dual. Si & E’
on associe ws(E’), on obtient un foncteur fibre & valeurs dans Q- de la
sous-catégorie tannakienne engendrée par E.

Le lien de la gerbe associé a la catégorie des ¢-isocristaux sur k est le
groupe proalgébrique diagonalisable D(Q) dont le groupe des caractéres est
le groupe additif du corps des rationnels Q. Pour tout E, si s est un multiple
des dénominateurs des pentes de F, ’action de D(Q) sur ws(F) est celle qui
est définie par la graduation, indexée par Q : ws(E) = @rws(E)r. On voit
qu’elle est donnée par le composé du caractere a; de D(Q) correspondant
4 s7! € Q et du groupe & un paramétre vg .

Soit H un groupe affine sur Q, et soient b et ¢ deux éléments de
H(Ko). A p: H— GLy de Repq, (H) (cf0.), on associe les ¢-isocristaux
vE(p) = (Vk,,p(b) 0 o) et E(p). = (Vk,,0 o p(c)). Les décompositions
en composantes isoclines des ¢-isocristaux ,E(p) et E(p). définissent des
morphismes v et v, de D(Q) dans Hg, ([Ko85] §4 ou [RR94] pour pv;
la définition de v, est identique). On voit immédiatement que ) E(p) et
E(p). s’identifient, et donc ,()v = v.. Comme de plus : ;v = (V)
([Ko85] 4.4), on voit que v, = ?(c.v). En particulier, v, est trivial si et
seulement si .v l'est, auquel cas on dit que ¢ est de pente 0.
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1.2. (¢, N)-modules filtrés faiblement admissibles sur K.

1.2.1. Soit MF (¢, N) la catégorie des (¢, N)-modules filtrés (sur K)
([Fo94]). Rappelons qu'un objet D de cette catégorie est la donnée d’un
Kjy-espace vectoriel wgj(D) (espace vectoriel sous-jacent), muni :

- d’une application o-linéaire bijective ¢p de wg;(D) dans lui-méme
(on note E(D) le ¢-isocristal (wgj(D), ¢p));

- d’un endomorphisme Np du Kjy-espace vectoriel wgj(D) vérifiant
Np¢p = pdpNp (ceci entraine la nilpotence de Np);

- une filtration (Fil'wsj(D)k)icz de wsj(D)x qui est décroissante,
exhaustive (Fil'wgj(D)x = wsj(D)k pour ¢ petit) et séparée (Fil'wsj(D)x =
(0) pour ¢ grand).

Les morphismes de MF (¢, N) sont les morphismes de ¢-isocristaux
qui commutent & ’action de N et respectent la filtration. Si N = 0, on dit

aussi que D est un ¢-module filtré sur K. On note MF ;(¢) la catégorie
des ¢-modules filtrés sur K.

Si V est un sous-espace vectoriel de wgj(D), on pose

tu(V) =Y idimger,(Vk),
i€EZ

ol 'on a muni Vg de la filtration induite. Si V' est stable par ¢p, on pose

tN(V) = Z )\dimKO (V)\),
AEQ

o1 Vy est la composante isocline de pente A de l'isocristal (V, ¢|v).

Le (¢, N)-module filtré D de dimension finie est faiblement admissible
si pour tout sous-espace vectoriel V' de wgj(D) stable par ¢p et Np, on a :
tH(V) < tN(V) et si tH(wsj(D)) = tN(wsj(D)).

On note ME};? (¢, N) la sous-catégorie pleine de MF (¢, N) dont les
objets sont les (¢, N)-module filtrés faiblement admissibles.

1.2.2. La catégorie ME?(¢, N) est abélienne ([Fo94] prop. 4.4.4). Le
dual d’un (¢, N)-module filtré, le produit tensoriel de deux (¢, N)-modules
filtrés, sont définis de maniére évidente. Il est facile de voir que le dual d’un
(¢, N)-module filtré faiblement admissible est faiblement admissible ([Fo94]
loc. cit.). Le produit tensoriel de deux (¢, N)-modules filtrés faiblement
admissibles ’est aussi : dans le cas ex = 1 et N = 0 c’est un théoréme
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de G. Laffaille ([La80]), dans le cas N = 0 mais ex quelconque, c’est un
théoreme de G. Faltings ([Fa94], voir aussi [To94]), et B. Totaro le prouve
dans le cas général dans [To94]. Il en résulte facilement que M_F_{{a (¢, N)
est une catégorie tensorielle sur Q, au sens de [De90]. Le foncteur ws;
qui & un (@, N)-module filtré faiblement admissible D associe son espace
vectoriel sous-jacent est un foncteur fibre sur K. La catégorie ﬂ{f (¢, N)
est donc une catégorie tannakienne ([De90] 2.8.). Si D est un objet de
Mfé‘ (¢, N), on note MF [, la sous-catégorie tannakienne de m‘_fg (¢, N)
engendrée par D ([DM82] 1.14). On note Hy; le groupe proalgébrique sur Ky
des ®-automorphismes du foncteur fibre ws;. Pour tout D de m}? (o, N),
on désigne par pp la représentation linéaire Hg; — GL,, (D) et par Hp s
le groupe algébrique image de Hg; par pp. Le groupe algébrique Hp
s’identifie donc au groupe des ®-automorphismes du foncteur fibre ws;
restreint a la sous-catégorie tannakienne MF, de _I\@{f (¢, N) (cf0.). Si
s est un multiple des dénominateurs des pentes de 'isocristal E(D) sous-
jacent & D, on note Hp , le groupe des ®-automorphismes du foncteur fibre
D' — ws(E(D')) de ME,. Le groupe Hp , est donc une forme sur Qs de
Hp;.

On dit que D, domine D; si MF, contient D;. On a alors un
morphisme surjectif pp, p, de Hp,s sur Hp, sj. On a ainsi un systéme
projectif de groupes algébriques Hp g; et le groupe Hg; s’identifie & la limite
projective des groupes Hp g;.

1.2.3. On note v le morphisme de D(Q) dans Hy; défini par le foncteur
D — E(D) (foncteur oubli de la filtration et de N). Autrement dit, pour
tout D de _M_F_‘{f(qﬁ, N), I'image de vg(p) est contenue dans Hp s; et v est la
limite projective des vg(py. On abrége vg(p) en vp. Si s est un multiple des
dénominateurs des pentes de E(D), on note vp s le groupe & un parameétre
de Hp s défini par vg(p),s; il est défini sur Qps.

1.2.4. Pour tout scalaire z, les exp(zNp) définissent un point de Hy;
et, pour D de ME};“ (¢, N), Np appartient donc a 1’algebre de Lie Lie(Hp ;)
de HD,sj'

1.2.5. D’autre part, d’aprés un théoréme de Deligne (th. 2.4, chap.4 § 2
de [SaT72]), pour tout D de MF_};“ (¢, N), la ®-filtration D’ +— Filiwsj(D’ )k
du foncteur fibre ws;, de MF, est scindable, autrement dit on a une
®-graduation D’ — (wsj(D’)k,i)icz du foncteur fibre wjx, avec

Fil'ws;(D')k = @ wej(D) k-
>4
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Un tel ®-scindage définit un groupe & un parametre p de (Hp )k
(pour D' de MFp, le sous-espace propre de poids i de pp,p o p est
wsj(D')k,i). On note Scp l'ensemble des groupes & un paramétre qui
sont associés a un tel ®-scindage. L’ensemble Scp est un espace prin-
cipal homogeéne sous le groupe unipotent des éléments de Hp g(K) qui
respectent la ®@-filtration de MF [, et induisent I'identité sur le gradué as-
socié, ce groupe agissant par automorphismes intérieurs ([Sa72] loc. cit.).
En particulier, tous les éléments de Scp sont conjugués par des automor-
phimes intérieurs de Hp (K); on note Cp la classe de conjugaison dans
(Hp sj)5 des éléments de Scp. Notons F(Hp sj,Cp) la variété de drapeaux
associée a Cp. C’est le quotient de Cp par la relation d’équivalence : y et
u' sont équivalents s’ils induisent la méme ®-filtration sur MF, (cf. par
exemple [RZ94] 1.31). On voit donc que Scp définit un élément Fp de
}-(HD,sjacD)(K)'

1.3. Action de ¢ sur Hy;.

1.3.1. Soit “ws; le foncteur fibre de m{f (#,N) qui & D associe le
Ko-espace vectoriel Ky » Qk, wsj(D) déduit de wsj(D) par extension des
scalaires par o : Ko — Kj. Alors, les ¢p définissent un ®-isomorphisme
de “ws; sur wg; et donc un isomorphisme de “Hg; = Ko 5 Xk, Hgj sur Hg;.
On le note ¢ et on note aussi ¢ I’action qui s’en déduit sur Hg;(Ko) et les
Hp si(Ko). On a donc pp(¢(g)) = ép © pp(g) © ¢, pour g € Hp ¢;(Ko)
et D de MFI¢(¢, N).

Remarque 1.3.2. — 1l résulte de la relation Npédp = pép Np que 'on
a: ¢(Np)=p~'Np.

ProposiTION 1.3.3. — Soit H un quotient algébrique de Hy; et notons
p ’homomorphisme : Hy; — H. Alors, pour qu’il existe D de mf{a (¢, N)
avec Kerp = Kerpp, il faut et il suffit que Kerp soit stable par ¢.

La proposition entraine immédiatement le corollaire suivant (cf. 0) :

CoROLLAIRE 1.3.4. — Soit H un quotient de Hy; tel que le noyau
de Hy; — H soit stable par ¢. Alors H s’identifie au groupe des ®-
automorphismes du foncteur fibre ws;, restreint a la sous-catégorie tan-
nakienne de mf{a (¢, N) formée des D qui sont tels que le noyau de pp
contient celui de Hg; — H.

On note cette catégorie MF ;.
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1.3.5. Démonstration de la proposition. — La condition est évidemment
nécessaire. Montrons qu’elle est suffisante. Soit donc H un quotient
algébrique de Hg; comme ci-dessus. Soit D un objet de _l\ﬁf{a (¢, N) tel
que le noyau de pp soit contenu dans celui de p. Notons j le morphisme de
Hpj sur H et soit s un multiple des dénominateurs des pentes de D.

Tout d’abord, p provient par extension des scalaires de Qps & K
d’un morphisme de Hp s sur un groupe H,. En effet, il est facile de voir
que, dans I'isomorphisme (Hp )k, ~ Hpgsj, l'action de o sur (Hp )k,
correspond & celle de ¢° o int(vp s(p~!)) sur Hpgj. Le groupe Kerp est
stable par hypothése par ¢ et aussi par int(vs(p)) puisque il est distingué
dans Hp ;. Il est donc stable par ¢° o int(vs(p~!)), ce qui prouve bien que
p se descend & Q. Nous notons encore p le morphisme de Hp ; sur H,.

On sait, d’aprés 3.11 de [DM82], que la catégorie Repq,.(Hp,s)
s’identifie & la catégorie tannakienne Qp--linéaire dont les objets sont
les couples (D’',:) formés d’un objet de MF, et d’'un Qp-plongement ¢
de Qps dans End(D), les morphismes et ®-structures étant définis de la
maniére évidente ([DM82] loc. cit.). On note MF,  cette catégorie. Plus
précisément, pour un tel (D', ), on a une structure de Q,: ®q, Qps-module
sur w,(D'), les deux actions de Qps sur ws(D’) étant 1’action définie par la
structure de Qp--espace vectoriel et celle définie par +. Pour tout t € Z/sZ,
on note wy(D’)[y le sous-espace vectoriel de ws(D’) formé des éléments x
de ws(D’) qui sont tels que ¢(A\)(z) = o?(A\)z. Comme laction de Hp s
sur ws(D’) commute aux deux actions de Qp-, le groupe Hp s laisse stable
les ws(D')y Si & (D’',1) on associe ws(D')y, on définit un foncteur fibre
de MFp, . & valeurs dans Qps. Le groupe Hp, s s’identifie au groupe des
®-automorphismes du foncteur fibre D' +— w,(D’)(q) ([DM82] loc. cit.).

Soit (D', ") un générateur de la sous-catégorie tannakienne de MF,
qui correspond aux représentations qui se factorisent a travers le noyau de p.
Il suffit, pour prouver la proposition de prouver que le noyau du morphisme
pp,p’ (cf. 1.2) de Hp s sur Hpr s coincide avec celui de p. Pour t € Z/sZ
et g € Hp s, on note pp pr(g)p la restriction de pp,p/(g) & ws(D')y. Le
noyau de § est , par la définition de (D’, ), le noyau de g +— p(g)(q], celui de
pp,p est lintersection des noyaux des g — p(g)(y, pour t € Z/sZ. Comme
¢p est o-linéaire et commute & 'action de ¢/(A) pour tout A € Qpe, on
voit facilement que ¢p envoie ws(D’)[y sur ws(D’)z41)- On voit alors que :
90,0 (6(9))jes1) = 6+ © p0,p7(9)p © 9 Si ¢ est Vimage dans Z/sZ de
n € Z,on a pp p'(g)y = id si et seulement si 5(¢~"(g))[g) = id- Comme le
noyau de p est stable par ¢, on voit que ’on a bien que les noyaux de p et
pp,p’ coincident, ce qui prouve la proposition.
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1.4. Connexité du groupe Hj;.

ProrosiTION. — Le groupe Hg; est connexe.

Autrement dit ([DG70] chap. 3.3 n° 7), pour tout (¢, N)-module filtré
faiblement admissible D, le groupe algébrique Hp g est connexe.

Remarque. — J.-M. Fontaine a prouvé que l’adhérence de Zariski
Hg, de 'image de l’inertie dans une représentation p-adique cristalline
est connexe ([Fo79] prop. 3.8.4). On peut prouver, en reprenant la
démonstration de J.-M. Fontaine, que ce résultat s’étend aux représentations
semi-stables. Comme, pour D admissible, le groupe Hpgj est une forme
intérieure de (Hp Gal)k,, on voit que la proposition ci-dessus est, sous
la conjecture Conj(fa = a)k, une conséquence de la généralisation du
résultat de J.-M. Fontaine.

Démonstration de la proposition. — Puisque la composante neutre de
H,; est stable par ¢, on voit, avec le corollaire 1.3.4, qu’il suffit de prouver
que, si D est un objet de _M_Ef,c{“ (¢, N) tel que pp se factorise & travers
mo(Hs;j), D est une somme directe d’objets isomorphes & 1’objet unité. Mais
c’est clair, car pour un tel D, le morphisme vp du groupe connexe D(Q)
dans Hp est trivial, donc le ¢-isocristal E(D) est bien isocline de pente
0. L’algebre de Lie de Hp est triviale donc Np = 0, et le groupe a un
parametre de Hp associé & un scindage de la filtration est trivial, donc
on a bien Fil’wg(D)g = wsj(D)k et Fil'wsj(D)x = (0). Ceci prouve la
proposition.

1.5. Plus grand quotient abélien de Hg;.

1.5.1. On sait que la catégorie C_RI_ST{}a des représentations p-adiques
abéliennes cristallines du groupe de Galois Gk de K est engendrée par
les modules de Tate des groupes formels de Lubin et Tate associés aux
extensions finies £ de Q,, contenues dans K ([Se78] th. 5). Plus précisément,
pour chaque FE, la restriction & G de la représentation p-adique du groupe
formel de Lubin et Tate associé & une uniformisante de E ne dépend pas
du choix de cette uniformisante; on la note Vg. Si Tg est la restriction
des scalaires & la Weil Rp/q,(Gm), le Qp-espace vectoriel sous-jacent &
VE est muni d’une structure de F-espace vectoriel de dimension 1 et on a
un caractére Gx — Tr(Qp) = E* donnant l'action de Galois. Le groupe
des ®-automorphismes du foncteur fibre wg, qui & une représentation p-
adique de Mi{b associe son espace vectoriel sous-jacent s’identifie au
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protore Tg, Tg = limTEg, les morphismes de transition dans la limite

projective étant induits par les normes. La catégorie tannakienne M}“?
est donc équivalente & la catégorie Repq, (Tk) des représentations linéaires
de Tk dans les Qp-espaces vectoriels de dimension finie. Le foncteur
de Fontaine qui associe & une représentation p-adique cristalline V' son
module de Dieudonné filtré D(V') définit une équivalence de CRIS?® sur
une sous-catégorie tannakienne MF32(¢) de I\_/IE{{“@)). Le groupe des ®-
automorphismes de la restriction du foncteur fibre wsj & ME () est une
forme intérieure de (Tk)k,, obtenue par torsion par le (T k)xg,-torseur
des ®-isomorphismes de (wgal)k, sur la restriction de ws;. Comme T g
est abélien, on voit que le groupe des ®-automorphismes de w;, restreint
4 MF22(¢) est canoniquement isomorphe & (Tg)k,. On en déduit un
morphisme surjectif de Hg; sur (Tx)x,.

ProposiTiON 1.5.2. — Soit D un (¢, N) module filtré faiblement
admissible tel que Hp s; est abélien. Alors D est dans I'image essentielle de
CRIS?? par le foncteur de Fontaine.

CorOLLAIRE 1.5.3. — Notons ngb le quotient de Hg; par son
sous-groupe des commutateurs. Alors, ’homomorphisme naturel ngb —
(Tk)xk, est un isomorphisme.

Remarque. — Notons FE, la plus grande extension algébrique de
Q, contenue dans K et Pg, /q, I'ensemble des Q,-plongements de Ey
dans Q. Le groupe des caractéres de Tk s’identifie au groupe additif
des fonctions localement constantes sur Pg_ q, & valeurs dans Z. Soit
C le centre du quotient de Hg par son radical unipotent. On a un
épimorphisme de C sur Tk, et donc un homomorphisme injectif des
groupes des caracteres : X*(Tx) — X*(C). Par analogie avec [Se94] 7.3.4,
on peut se demander si cet homomorphisme induit un isomorphisme de
X*(C) sur X*(Tk)® Q et donc si X*(C) s’identifie au groupe additif des
fonctions localement constantes de Pg_,/q, & valeurs dans Q.

Démonstration de la proposition. — Rappelons la description que
nous avons donnée dans [Wi91] du foncteur de Fontaine V +— D(V) =
(BcriS®V)GK restreint aux représentations p-adiques cristallines abéliennes
de Gk. Pour toute extension finie £ de Q, contenue dans K, si m est
’homomorphisme de Q,-espaces vectoriels £ ®q, E — E qui a4 z ® z’
associe zz’, notons pg le groupe & un paramétre de Tg défini sur E par
P’unique section de m qui est E-linéaire pour les actions a droite et & gauche
de E sur E ®q, E. (cf [Wi9l] 1.7 ot up est noté hg ). Notons ug le
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groupe & un paramétre de (T k) limite projective des ug. Soit mx une
uniformisante de K. Posons :

erx = Ni/ko (kK (TK)) € Tk (Ko),

olt Nk/k, désigne le produit des conjugués dans le groupe abélien T g (K).
Si p : Tk — GLy est une représentation de Tx dans un Qp-espace
vectoriel V' de dimension finie, on note D(p) le module filtré défini par :

- le Ko-espace vectoriel sous-jacent & D(p) est Ko ®q, V';

—ona: ¢pp = (0 ®idy) o p(crk);
—ona: Npg) =0;

—on a Filiwsj(D(p)) = @y>iVki, si iezVik i est la graduation de
Vi définie par Paction de k.

Alors, le foncteur ainsi défini de Q&‘}}’ dans _1\@*}?((;3) est isomorphe
au foncteur de Fontaine ([Wi91]) (nous avons pris ici la convention que px
correspond & l'inverse du groupe & un parametre défini par la décomposition
de Hodge-Tate, ce qui explique certaines différences de signe avec [Wi91]).

Soit D un objet de Mf{“ (¢,N) tel que Hp g est abélien. Il s’agit
donc de prouver qu’il existe une représentation linéaire p de Tk tel que D
soit isomorphe & D(p).

Tout d’abord, la relation Np¢p = p¢p Np entraine que Np envoie la
composante isocline de pente A\ de l'isocristal sous-jacent & D sur celle de
pente A — 1. Il en résulte que, si s est un multiple des dénominateurs des
pentes de D, on a ad(vps(A))(Np) = A™°*Np pour tout scalaire X\. On a
donc bien Np = 0 puisque Hp 4 est abélien.

Comme les groupes & un parametre associés & deux ®-scindages de
la filtration sont conjugués et que Hp s est abélien, la filtration sur MF
est canoniquement scindée. Notons pp le groupe & un parametre de Hp
associé a ce scindage (1.2) (si D = D(p) pour une représentation p de T,
on a donc : up = po uk). Posons :

cpmx = Nk/ko(D(7K)) € Hp 5i(Ko).-
Posons ¢p . = ¢ép ocB}ﬂK et notons E(D)y, isocristal : (wsj(D), ¢p s )-
LeEMME 1.5.4. — L’ isocristal E(D), est isocline de pente 0.

Démonstration. — La décomposition en composantes isoclines des
E(D')ry, pour D' de MF,, définit une ®-graduation de la restriction du
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foncteur fibre wg; & MF 1, et donc, si on choisit un multiple du dénominateur
des pentes de E(D)y,, elle définit comme au 1.1 un groupe & un parameétre
Vrg de H D,sj-

Les sous-espaces vectoriels sous-jacents a la décomposition en com-
posantes isoclines de E(D),, sont bien siir stables par ¢p r, . Ils sont aussi
stables par cp r, puisque cp r, et I'image de vr, commutent, Hp g étant
abélien. Comme ¢p = @p, rx © CD ry, ils sont aussi stables par ¢p. Munis
de la restriction de ¢p et la filtration induite de celle de D, ils définissent
des ¢-modules filtrés. Pour tout rationnel A, on note D) le sous-¢-module
filtré de D ainsi défini. Il s’agit de prouver que D) = (0) si A # 0.

Comme les images de vy, et du groupe & un parameétre up associé
au scindage de la filtration commutent, les D) sont aussi stables sous
I’action de pp. Il en résulte que le ¢-module filtré D est somme directe
des ¢-modules filtrés D). Comme D est faiblement admissible, on voit
immédiatement que les D) le sont. Les entiers ty(D,) et tn(D)) sont
égaux 3 un méme entier que nous notons ty. On a : tg(A™®*D,) =
tn(A™2*Dy) = ty. Puisque tg(A™**D,) = ty, action de ¢p r, sur
wsi(A™** D)) est T — Pamaxp, (Nk/k, (k)" z). Comme la valuation p-
adique de Ng/k,(mk) est 1, on voit que la pente de A™**E(Dj )y, est 0.
Comme par définition de D, elle est égale & Adim(D},), on a donc bien que
E(D)y, est isocline de pente 0, ce qui prouve le lemme.

1.5.5. On voit alors que si & D’ de MF,, on associe le Q-espace
vectoriel des éléments de ws;(D’) qui sont fixes par ¢ps r,, on définit un
foncteur fibre de ME p, & valeurs dans Q, ; on le note wr,. et on désigne par
Hp ry le groupe sur Q, de ses ®-automorphismes. Le groupe algébrique
Hp r, est donc une forme sur Q, de Hpg;. Il en résulte que Hp r,
est abélien et est le produit d’'un tore Tp par un groupe unipotent, tous
deux définis sur Q,. L’image de pp est contenue dans (Tp)x. Comme Tp
se déploie sur une extension finie de Q, contenue dans -Q—p, le corps de
définition E de pp est une extension finie de Q,. Elle est contenue dans K
puisque pp est défini sur K. Comme les images dans (TD)Q—p des conjugués
de pp sous l'action de Gq, commutent, il existe un unique morphisme
de Tg dans Tp qui envoie pug sur up. On voit immédiatement que si on
désigne par p la représentation de Tx définie en composant : Txg — Tg,
Tg — Tp — GLy,, (D) , les ¢-modules filtrés D(p) et D sont isomorphes.
Ceci acheve de prouver la proposition.

Remarque 1.5.6.— Le groupe Tk s’identifie au groupe des
®-automorphismes du foncteur fibre naturel wg,) de CRIS?? (1.5.1). Siw
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est un foncteur fibre sur Q, de M‘;}’, le groupe de ses ®-automorphismes
est une obtenu a partir de Tg par torsion par le Tg-torseur des
®-isomorphismes du foncteur fibre wg, sur w. Comme Tg est abélien,
le groupe Aut®(w) est donc canoniquement isomorphe & Tg. Ceci est
en particulier vrai pour les foncteurs fibres w,,. D’autre part, comme
éD = PDxx © €Dy, ON vOit que l'action de ¢ sur (Tk)k, définie au
1.3.1 coincide avec P’action naturelle de o sur (Tk)k,.

1.6. Construction du foncteur fibre w,.

1.6.1. Soit H un quotient de Hg; tel que le noyau de Hg; — H soit
stable par ¢, de sorte que H s’identifie au groupe des ®-automorphismes du
foncteur fibre ws;, restreint & MF; (corollaire 1.3.4). Soit ¢ € H(Kj). Pour
tout D de MFy, on note ¢p . I'application o-linéaire bijective de ws;(D)
dans lui-méme : ¢p o pp(c™!). On note Cp o l'ensemble des ¢ € H(Kj)
tels que, pour tout D de MF y, le ¢-isocristal (wsj(D), ¢p,c) est isocline de
pente 0. Si H = Hp g, on désigne Cy o par Cpo.

THEOREME 1.6.2. — II existe ¢ € H;(Ky) tel que, pour tout D de
M{{a (¢, N), le ¢-isocristal (wsj(D), ép,c) est isocline de pente 0, autrement
dit Cy,;,0 est non vide.

Si ¢ est comme dans le théoréme, le foncteur qui & D associe le Q,-
espace vectoriel des éléments de wg;(D) fixes par ¢p . est un foncteur fibre
de _I\E}‘{a(qﬁ, N) & valeurs dans Q,; on le note w.. On a donc :

CoROLLAIRE 1.6.3. — La catégorie tannakienne m{(a (¢, N) est neutre.

On note H, le groupe des ®-automorphismes de w, ; le groupe H, est
donc une forme sur Q, de Hg; (au sens de 0). La catégorie tannakienne
Mf{a (¢, N) s’identifie donc & la catégorie _l\ﬂ{f (¢, N) des représentations
linéaires de H, dans les Qp-espaces vectoriels de dimension finie ([DM82]
th. 2.11). Pour tout D, on note Hp . I'image de H. dans GL,, (p) ; le groupe
algébrique Hp . est donc une forme sur Q, de Hpg;.

Remarques 1.6.4. — 1) Soit mx une uniformisante de K et cr
P’élément de Tk (Kp) défini dans la démonstration de la proposition 1.5.2.
Le lemme 1.5.4 montre que cr, est un élément de Cy, o; la preuve du
théoreme montre qu’il existe ¢ € Hgj(Kp) d’image c,, dans Tk (Ko).



1304 JEAN-PIERRE WINTENBERGER

2) Supposons ex = 1 (K = Kj). Soit D un ¢-module filtré. Rappelons
([La80]) qu’un réseau M de wgj(D) est fortement divisible si on a :

> ¢~ (Fi'D N M) = M.

i€EZ

G. Laffaille a prouvé que D est faiblement admissible si et seulement s’il
possede un réseau fortement divisible ([La80]). Dans [Wi84], nous avons
prouvé qu’il existe un ®-scindage D — D; de la ®-filtration D — (Fil’D)
(cf. 1.2.5) qui est compatible avec les réseaux fortement divisibles i.e. :

M= o (D;NM)
i€Z

pour tout ¢-module filtré faiblement admissible D et tout réseau fortement
divisible M de D ([Wi84]). Soit Hy=o; le quotient de Hg; qui correspond
aux ¢-modules filtrés faiblement admissibles (sur Kj) et soit u le groupe
& un parametre de Hy—o,; défini par un tel ®-scindage. Si D est un ¢-
module filtré faiblement admissible sur Ky, et si M est un réseau fortement
divisible de D, on voit facilement que (¢p o p(u(p~1))(M) = M, ou p
est le morphisme de Hy—osj sur Hp;; il en résulte que le ¢-isocristal
(wsj(D), ép o p(u(p1))) est isocline de pente 0. On voit donc que u(p) €
CHN:O,sij'

3) Les remarques 1) et 2) montrent que pour les ¢-modules filtrés
D qui sont définis sur Ky ou qui sont tels que Hp g est abélien, il existe
¢ € Cp,o vérifiant une propriété particuliere vis-a-vis de la filtration. Nous
ignorons si 'on peut imposer un tel lien entre c et la filtration dans le cas
général.

4) La démonstration qui suit est inspirée de [Ko84] lemme 1.4.9.

Démonstration du théoréme. — Soit ¢ ’élément de Tk (Kp) défini
dans la démonstration de la proposition 1.5.2. Prouvons qu’il existe un
élément de H;j(Ko) qui vérifie les conclusions du théoréme et dont I'image
dans Tk (Kp) est cry-

Notons H,eq le quotient de H; par son radical unipotent et S
le groupe des commutateurs de H,.q. Donc, H.q est le groupe des
®-automorphismes du foncteur fibre wg; restreint & la sous-catégorie tanna-
kienne de M{{“ (¢, N) formée de ses objets semi-simples. Supposons prouvé
qu'il existe creq € CH, 4,0, d'image ¢y, dans Tg(Kp). Alors, le théoréme
en résulte facilement. En effet, tout d’abord, comme un torseur sous un
groupe unipotent est trivial, Hg;(Ko) — Hyreq(Ko) est surjectif. Soit alors ¢
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un élément de Hg;(Ko) d’image creq dans Hyeq(Kp). Comme un ¢-isocristal
est isocline de pente 0 si et seulement si son semi-simplifié ’est, on voit
facilement que ¢ € Cy,;0 (et son image dans T (Kp) est bien c, ).

Prouvons ’existence de creq-
Soit A V'ensemble formé des couples (Hj,cy) ou :

— 1) H) est le quotient de H,¢q par un sous-groupe distingué Ker, de
S qui est connexe et stable sous l'action de ¢ (comme le centre C de Hyeq
s’envoie sur Tk, on voit que Kery, est aussi distingué dans Hyeq) ;

- 2) cx € Ch, 0 et 'image de ¢y dans Tk (Ko) est cry .

On munit A d’une structure d’ordre en disant que A’ > X si Kery C
Ker) et ¢y a pour image ¢y dans Hy(Kj).

L’ensemble A est inductif. En effet, si A’ C A est un sous-ensemble
totalement ordonné, le couple formé de Hy,, = lim (H)) et de ¢ €

AEA!
H)_ (Kj) défini par les cx, A € A/, est un majorant de A’. La seule chose

qui n’est peut-étre pas évidente est que )‘ﬂAI Ker) est connexe. Mais, si A
€

est 'algebre affine de (S)4 et, pour tout A € A’, si I est I'idéal de A formé

des fonctions qui s’annulent sur (Kery )z, 'algebre affine de (H) )% est

A/ AUA I, et on vérifie immédiatement que cette algebre est intégre puisque
e /

les algebres affines A/I le sont.

Soit alors (Hj,cx) un élément maximal. Le théoréme sera prouvé si
I'on prouve que Hy = Hyeq-

Sinon, il existe un quotient H de H,.q et vérifiant :

1) On a Ker(Hyes — H) C Ker(Hrea — H)), de sorte que H)y
s’identifie & un quotient de H ;

2) le noyau du morphisme H,.,q — H est connexe et stable sous
I’action de ¢;

3) le noyau S du morphisme H — H) est algébrique et # {1}.

En effet, il est clair qu’il existe H; vérifiant ces propriétés sauf peut-
étre la connexité du noyau de Hiq — H;. Pour un tel H;, le groupe
fondamental de S; = Ker(H; — H)) est fini, et on voit facilement que le
quotient H de H,eq par la composante neutre de Ker(H,.q — H;) vérifie
les propriétés ci-dessus. Il suffit, pour prouver le théoréme, de montrer qu’il
existe ¢ € Cn o, d’image c) dans H(Kp).
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Tout d’abord, comme Ker(H;.q — H) est connexe, S 'est. D’apres
un théoreme de Steinberg ([St65]), un espace principal homogene sous S
défini sur Kj est trivial. Ceci implique que H(Ko) — Hx(Kp) est surjectif.
Soit cp un élément de H(Ky) d’image cy dans Hy(Kp).

Pour D de MFy, on pose ¢pc, = ¢p o pplcg’) (cf. 1.6.1). Soit
V(co) le morphisme de D(Q) dans H qui est défini par les décompositions
en composantes isoclines des ¢-isocristaux (D, ¢p,) pour D de MFy
(cf. 1.1 : nous avons employé la notation V(o) Pour distinguer ce que nous
avons appelé v, dans un contexte légérement différent). Comme, si pp
se factorise & travers Hy, le ¢-isocristal (D, ¢p,c,) est isocline de pente 0,
I'image de v(,) est contenue dans S. Comme S est algébrique, il existe
un entier s tel que v(.,) se factorise & travers le caractére o, de D(Q)
qui correspond & s~! € Q. Notons V(co)s l& groupe a un parametre tel
que V() = V(cp)s © s (cf. 1.1). Les ¢*-isocristaux (D, ¢% ., © V(co)s(p™1))
sont isoclines de pente 0. Si & D de MF ;, on associe le Qps-espace vectoriel
Weo,s(D) formé des éléments de w;j(D) qui sont fixes par ¢3, . oV(cy)s (0™,
on définit un foncteur fibre de MF 5 défini sur Qps. Le groupe H ), des
®-automorphismes de ce foncteur fibre est une Qps-forme de H. Notons
¢, 'action sur H définie par les ¢p ,, pour D de MF , autrement dit ¢,
est le composé ¢oint(cy ') de I’action de ¢ (1.3) et de int(cj ). L’action de
0® xid sur H = Ko Xq,. H(c,)s €t ¢, 0 int(v(co)s(p™1)). On voit alors que
S, qui est stable par ¢ et est distingué dans le quotient H, est stable par
o° xid et donc provient par extension des scalaires de Qps & K d’un groupe
défini sur Qs ; on le note S(.,),. Quitte & remplacer s par un multiple, on
peut supposer que S(.,)s est résiduellement déployé ([Ti79] 1.8).

Comme le groupe S(.,)s est supposé résiduellement déployé, I'im-
meuble de S(.)s(Qpnr) posséde une chambre stable sous l’action de
Gal(Qpnr/Qp+) ([Ti79] 1.10.2). Soit C une telle chambre. Notons Iw le
sous-groupe d’Iwahori de S(cy)s(Qps) qui est défini par la chambre C ([Ti79]
3.7).

Comme les we, s (D) sont stables par les ¢p ,, on voit que ¢, agit sur
H(cy)s €t sur Sicy)s. Comme I'action de @, sur S(.,), provient d’un isomor-
phisme de groupes algébriques de S(cy)s SUr 7S(c,)s = Qps X0, K0 S5(co)s €t que
les immeubles de S(.,), et de 7S, s’identifient, ¢, agit sur 'immeuble
de S(co)s- En particulier, (¢¢,) *(Iw) est un sous-groupe d’Iwahori de
S(co)s(Qps). Comme les sous-groupes d’Iwahori de S(.,)s(Qps) sont con-
jugués ([Ti79] loc. cit.), il existe ¢’ € S¢,s(Qps) tel que (¢¢,) 1(Iw) =
int(c/)(Iw). Posons : ¢ = c'“!cy et prouvons que c convient. Comme
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(¢eo) " (Iw) = int(c')(Iw), on a :
dc(Iw) = Iw.

Soit v(.) le morphisme de D(Q) dans H qui est défini par les décompositions
en composantes isoclines des ¢-isocristaux (D, ¢p ) pour D de MF. Il
s’agit de prouver que v, est trivial.

Comme ¢p c, laisse stable we, (D), que ¢’ € S)s(Qps) €t que
b = Pep © int/@), on voit que @p. agit sur we, (D) et donc sur
Weo,s(D) ®Q,s Qpnr- Comme les décompositions en composantes isoclines
des isocristaux (D,¢p,.) proviennent, par extension des scalaires de
Qps & Kp, de décompositions en composantes isoclines des isocristaux
(Weo,s(D), ¢p,c), on voit que v(c) provient d'un morphisme de D(Q) dans
Hcy)s défini sur Qps.

Comme ci-dessus, on voit que l'image de v est contenue dans S.
Soit s’ un entier multiple des dénominateurs des pentes de des ¢-isocristaux
(Weo,s(D), ép,c), pour D de MF ;. Notons v(.), le groupe & un paramétre
de S tel que v(¢) = V(¢)s © @ter. Pour D dans MF ;, désignons par wc)s (D)
le stz-espace vectoriel des éléments de we, (D) ®Q,s 6,;, qui sont fixes
par q%l’cou(c)sz (p~1). Désignons par H (c)s' le groupe des ®-automorphismes
du foncteur fibre w. s et par Sy la forme sur stf de S qui est un sous-
groupe défini sur Q,,. de Hc)sr.

L’immeuble de S(..)s(Qps) s’injecte dans celui de S(cy)s(Qpnr). Comme
S(co)s st résiduellement déployé, la chambre C s’identifie & une chambre de
I'immeuble de S(cy)s(Qpnr) ([Ti79] 1.10.2). II résulte de [Ro] propositions
2.3.5 et 2.3.9 que les immeubles de S(cy)s(Qpnr) €t S(Co)s((jp:,) s’identifient
et donc C s’identifie & une chambre de 'immeuble de S(CO)S(Q/,;,). De méme
les immeubles de S(c)sz(@,:r) et S(c)s’ (Qpnr) s'identifient et C s’identifie &
une chambre de 'immeuble de S(¢)s'(Qpnr). Quitte & remplacer s’ par un
multiple, on peut supposer que S, est résiduellement déployé et que
la chambre C' s'identifie & une chambre de I'immeuble de S(c)s(Qpe)-
Notons Iw’ I'Iwahori de S(c)s'(Qper) défini par cette chambre. Comme

I'isocristal (wey,s(D) ®Q,s Qpnr, #D,c) Provient par extension des scalaires
d’un isocristal d’espace vectoriel sous-jacent w. o (D), les actions de ¢. et
de 0* sur § = (S(¢)s’) K, commutent. Il en résulte que ¢, agit sur Se s .
Comme ¢.(Iw) = Iw, on a : ¢.(Iw’) = Iw’. Comme o* (Iw') = Iw’ et que
¢ = 0* oint(v(¢)s (p)), on en déduit que int(v(y)y (p))(Iw') = Iw’. Comme
laction de S(¢)s(Q,s ) sur son immeuble est propre (2.2 de [Ti79]), il en
résulte que les v(¢)s(p)"™ forment un sous-groupe borné de Sc)s(Qyer)-



1308 JEAN-PIERRE WINTENBERGER

Il est alors facile de voir que vy est trivial. En effet, comme
les isocristaux (wey,s(D) ®q,. Q/;r,(ﬁp,c) proviennent par extension des
scalaires d’isocristaux d’espaces vectoriels sous-jacents we s'(D), le groupe
& un parametre v(.)y provient par extension des scalaires de Q- & Ko d'un
groupe & un parametre de S(c)s. Soit alors T' un tore maximal déployé de
S(c)s contenant I'image de v(),s et A appartement associé. Soit {x;} une
base du groupe des caracteres de T'. Alors v(c)s (p) agit sur A par translation
par le vecteur de coordonnées les inverses des valuations des xi(V(c)s (P))
(1.2 de [Ti79]). On voit donc que, si les vy (p)™ , pour n € Z, forment
un sous-groupe borné de S(Kj), on doit avoir (x;, V. s) = 0 pour tout ¢ et
donc (), est trivial, ce qui achéve de prouver le théoreme.

2. (¢, N)-MODULES FILTRES FAIBLEMENT
ADMISSIBLES ET ISOGENIES

2.1. Rappels sur le groupe fondamental d’un groupe
algébrique linéaire ([Bo89], [Bo96]).

Soit E un corps de caractéristique 0 et soit E une cloture algébrique
de E.

Soit H un groupe algébrique linéaire connexe sur E. On note m; (H)
le groupe fondamental de H (& la Grothendieck, et avec comme point base
'identité de H) et Hg. le groupe (proalgébrique) «revétement universel»
de H. On a une suite exacte :

1—-m(H)— Hse > H— 1.

Le groupe m1(H) est un groupe profini abélien, contenu dans le centre
de Hs. Si H' est un groupe algébrique linéaire connexe sur E et si
o : H — H est une isogénie (centrale puisque H' est connexe), on a un
unique morphisme de groupes algébriques Hsc — H’ rendant commutatif
le diagramme :

Hy, — H'
id | |
H, — H.

Les morphismes Hy. — H’ sont surjectifs. Les (H’,a) comme ci-dessus
forment de la maniere évidente un systeme projectif et Hy. s’identifie a
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la limite projectif des H', et m(H) s’identifie & la limite projective des
groupes finis Ker a.

Soient Heq le quotient de H par son radical unipotent, S le groupe
des commutateurs de H.q et Ss. le revétement simplement connexe de
S. Soit T un tore maximal de Hg et notons Ty, son image réciproque
dans Ssc. Notons X, (T) et X, (Ts) les groupes des cocaractéres de T et
Tsc respectivement. L’homomorphisme naturel de X, (7%.) dans X, (T) est
injectif, et son image est le réseau Q(R") des poids radiciels du systéme de
racines dual de H relativement & T'. On pose 728(H) = X, (T)/Q(RY) («m;
algébrique»). Cette définition ne dépend pas du choix de T'. En effet, si 7"
est un autre tore maximal de H, pour g € H(E) tel que Int(g)(T) = T',
l'isomorphisme de X, (T)/Q sur X,(T")/Q’ induit par Int(g) ne dépend
pas de g, comme on le voit facilement en remarquant que le groupe de
Weyl agit trivialement sur X, (7)/Q(R"). On a un isomorphisme naturel
du complété profini tordu lim 78(H) ® pin (E) sur 71 (H) (pn(E) désignant

n
le groupe des racines n-iémes de 'unité de F). On a en particulier que le
morphisme H — H,eq induit un isomorphisme sur les 7.

N

Soit g un groupe & un parametre de H. Pour T tore maximal de
Hy contenant I'image de p, Pimage de p dans 8(H) = X.(T)/Q(RY)
ne dépend pas du choix de T'. En effet, si 7" est un autre tore maximal
de H contenant 'image de u, les tores T' et T” sont conjugués par un
élément g du centralisateur de p dans H, et l'isomorphisme de X,(T)/
Q(RY) sur X,(T")/Q'(RY) induit par int(g) envoie bien 'image de y dans
X.(T)/Q sur celle dans X,(T")/Q’. On note i cette image. Comme les
tores maximaux de Hz sont conjugués par automorphismes intérieurs, on
voit que i ne dépend que de la classe de conjugaison de p. Si C est une
classe de conjugaison de groupes & un parameétre de H, on pose ¢ = i,
pour un quelconque p € C.

Supposons maintenant H défini sur E. Soit Gg le groupe de Galois
de E/E. Le groupe G agit de maniére naturelle sur }'(Hz) et m1 (Hy).
Il agit de maniére naturelle sur (Hg)sc et on voit donc que (Hg)sc provient
de maniére naturelle d’un groupe sur E. On le note Hg.; le morphisme
(Hsc)y — Hyg est défini sur E. On voit donc que si H' est une groupe
algébrique linéaire connexe et si o : H' — Hyp; est une isogénie, H' et o
proviennent par extension des scalaires de £ 4 F d’un groupe algébrique
linéaire Hg et d’une isogénie ag si et seulement si le noyau du morphisme
n1(Hg) — Ker(a) est stable par Gg, et si c’est le cas, Hg et ap sont
uniquement déterminés.
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Plus généralement, si A est un groupe d’automorphismes de E qui
laissent stables E, et si I'on a une action de A sur Hy (i.e. , pour tout
a € A, on a un isomorphisme de Hg sur “(Hg) = E x, 5 Hg, ces
isomorphismes vérifiant les conditions de descente habituelles), on a des
actions de A sur les groupes 7 (Hy) et ﬁ?lg(HE), et 'isomorphisme 7, (H)
sur le complété profini tordu de w?lg(HE) est compatible aux actions de
A. Les automorphismes intérieurs de H agissent trivialement sur les 71 ;
c’est clair pour 7 (Hg) puisque toute isogénie o : H' — Hy de H’
connexe vers Hy, est centrale, et pour wi‘lg(HE) car les isomorphismes
qui permettent d’identifier les différents quotients X, (T')/Q(RY) sont la
restriction d’ automorphismes intérieurs.

2.2. Enoncé des résultats.

DerINITION 2.2.1. — Soit D un (¢, N)-module filtré faiblement ad-
missible. Soit H' un groupe algébrique connexe sur Ky et o une isogénie
de H' sur Hpgj, définie sur Ky. On dit que (H',a) provient d’un
(¢, N)-module filtré faiblement admissible (sur K) s'il existe D' de
m{é’ (¢, N), dominant D (cf. 1.2) et un isomorphisme i de Hp: g sur H'
tels que oo i soit le morphisme naturel de Hp: j sur Hp ;.

Avec la proposition 1.3.4, on voit que (H', ) provient d'un (¢, N)-
module filtré faiblement admissible si et seulement s’il existe un morphisme
p' : Hgj — H' tel que avo p’ = pp et dont le noyau est stable sous I’action
de ¢. Comme Hy; est connexe, on voit que si p’ existe, p’ est unique.

Soit W(K/Q,) le groupe des automorphimes de K qui induisent sur
Ky une puissance entiere du Frobenius o. D’aprés le numéro précédent,
Iaction de ¢ sur H (1.3) définit une action de W(K/Q,) sur ﬁ?lg(H?) et
71 (Hg). Soit D un (¢, N)-module filtré faiblement admissible. Si c € Cp o
(1.6), les m; pour Hy et pour (H D,c)ap s’identifient. Comme ’action de
¢p,c sur Hp s est qboint(c_l), et que les automorphismes intérieurs agissent
trivialement sur les 7, on voit que l’action de W(K/Q,) sur les m; de
Hy est compatible avec les actions de Gq, sur les m; des (H D»C)G,,- En

particulier, w?lg(Hf) et m1 (H7) sont munis d’une action naturelle de Gq, .

THEOREME 2.2.2. — Soit D un (¢, N)-module filtré faiblement ad-
missible (sur K ). Posons H = Hp . Soit H' un groupe algébrique connexe
sur Ky et a une isogénie de H' sur H. Alors, pour que (H', ) provienne
d’un (¢, N)-module filtré faiblement admissible, il faut et il suffit que les
conditions suivantes soient vérifiées :
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—a)m (H’?) C m1(Hg) est stable sous I'action de Gq,,,

~b) si  est un élément de la classe de conjugaison Cp des groupes a
un parametre de Hg qui sont associés a un ®-scindage de la filtration de
D (cf1.2.5), u se reléve en un groupe 4 un paramétre de H'.

Remarques. — 1) Soit ¢ € Cy . Alors, comme on le voit facilement
avec le 2.1 et le 2.2.1, la premiére condition équivaut & ce que H' et
proviennent par extension des scalaires de Q,, & Ko d’un groupe H/ sur Q,,
et d’une isogénie de a, de H] sur H, définie sur Q,.

2) 1l est clair que la condition b) ne dépend pas du choix de u.

3) On voit que , si K’ une extension finie de K contenue dans K, et
si (H', «) provient d'un (¢, N)-module filtré sur K’, alors (H’, ) provient
d’un (¢, N)-module filtré sur K.

2.2.3. Soient a; : H{ — H et az : H, — H deux isogénies qui
proviennent de (¢, N)-modules filtrés faiblement admissibles D; et D5. Soit
Hj3 le quotient de Hy. par Ker a; N Ker as et as l'isogénie de Hs sur H.
Alors, (Hs,as) provient de D] @ Dj. Passant & la limite projective, il en
résulte I'existence d’un groupe Hp,ax avec un morphisme amax : Hmax — H,
limite projective d’isogénies, tel que o : H' — H provient d’un (¢, N)-
module filtré faiblement admissible si et seulement si on a un morphisme
7 1 Hpax — H' vérifiant amax = o o et dont le noyau est stable sous
l'action de Gq,.

PROPOSITION. — Le morphisme ap,,x est une isogénie.

De maniére analogue & [Se94] n. 11, on dit que D est maximal si
Hpax = H; on voit que tout (¢, N)-module filtré faiblement admissible
D est dominé, au sens de 1.2, par un (¢, N)-module filtré faiblement
admissible maximal D’ et pps p est une isogénie.

2.3. Démonstration des résultats.

Démonstration du théoréme. — Les conditions a) et b) sont évidemment
nécessaires. 11 s’agit de prouver qu’elles sont suffisantes.

Soit donc (H',«) vérifiant les hypothéses a) et b) du théoréme; il
s’agit de prouver que (H', ) provient d’un (¢, N)-module filtré faiblement
admissible D’. On se raméne facilement au cas o H est réductif. En effet,
soient Hyeq €t H] 4 les quotients de H et H' par leurs radicaux unipotents
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respectifs, et soit oyeq I'isogénie H] q — Hiyeq qui se déduit de o par passage
aux quotients par ces radicaux unipotents. Alors, si (H/.y, Qrea) provient
d’un (¢, N)-module filtré faiblement admissible D, alors on voit facilement
que (H’,a) provient de D @ D;, ce qui prouve le théoréme dans le cas
général. On suppose désormais H réductif.

Soient S le groupe des commutateurs de H et H?® le quotient H/S.
On a la suite exacte :

1 — m(Sg) —» m(Hg) — ﬂl(H%b) — 1.

Soit Y =m (H'?) C m1(H7). Posons Y1 =Y + m(S%). Soit Hj le quotient
de Hg. par Y;. Notons o) et oo les isogénies Hi — H et H — H,
respectivement. On voit immédiatement que (Hy, @) vérifie les hypothéses
du théoreme et que :

— si H?® est le quotient de H; par son groupe des commutateurs,
Hy — H X gav H2P est un isomorphisme;

— le noyau de as est inclus dans le groupe des commutateurs S’ de H'.

LEMME 1. — L’isogénie oy provient d’un (¢, N)-module filtré faible-
ment admissible.

Démonstration. — 11 suffit de prouver que m3P : H#®> — H2P provient
d’un (¢, N)-module filtré faiblement admissible. Soit 7k une uniformisante
de K et soit H2® la forme sur Q, de H®" définie par le foncteur fibre
Wrg Trestreint & MF ga (1.5.5). On sait que Tk s’identifie au groupe des
®-automorphismes du foncteur fibre wy, de la sous-catégorie ME% (¢) de
mﬁ‘ (¢, N) formée des D tels que Hp g est abélien (remarque 1.5.6). Soit
Tk — H?2® le morphisme correspondant au foncteur naturel de MF gas

dans MF%(¢). Soit E une extension finie de Q, contenue dans K, telle
que le morphisme Ty — H,‘:‘;{ se factorise & travers Tg. Si u est un groupe
4 un parametre de Hy appartenant & CScp i.e. qui scinde la filtration du
foncteur fibre ws; de MF (1.2.5), son image u®> dans H®P coincide avec
celle de pg. Comme, d’aprés la condition b) du théoréme, u se releve a
= Hi, p*° se releve & Hi®. D’autre part, I'image de ¥ dans m (HZP) est
stable sous l'action de Gq,. La remarque 1) suivant 1'’énoncé du théoréme
donne que que H$P et o2P proviennent par extension des scalaires de Q,
a Ko d’un tore (H$"),, et d’une isogénie m$>  définis sur Q,. Comme
v se releve a Hi, il résulte alors de la propriété universelle de Tg que
Tg — H2> se releve selon a*l‘bqp en un morphisme T — H. qup. On voit
que le morphisme Ty — H2P se reléve en un morphisme T — H® dont
le noyau est stable sous ’action de ¢ et ceci prouve le lemme.
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Il est alors clair que oy vérifie les conditions du théoréme. On peut
donc supposer que @ = ay autrement dit que le noyau de o est contenu
dans S’, ce que nous ferons désormais.

LEMME 2. — Il existe ¢ € Cy o qui est dans I'image de H'(Ky) par a.

Démonstration. — Comme, d’aprés un théoreme de R. Steinberg
([St65] th. 1.9), on a : H(Kg, H'(Kg)) = {1}, et on a une suite exacte
de groupes ([Se73] chap. 1 n® 5.7) :

H'(Ko) — H(Kp) — H*(Ko,Kera(K)) — 1.

Notons § I’homomorphisme : H(K,) — H'(Ko,Kera(K)). Il s’agit de
prouver qu'’il existe ¢ € Cr o tel que 6(c) = 1. D’apres le théoréme 1.6.2,
CHh o est non vide; soit ¢; € Cy 0. Posons H., = Hp, et soit S, le groupe
des commutateurs de H,,, de sorte que S, est une forme sur Q, de S. On
sait d’aprés la remarque 1) suivant le théoréme & prouver que H' et «
proviennent par extension des scalaires de Q, & Ko d’un groupe H, et
d’une isogénie a., : H, — H., définis sur Q. Si nous pouvons trouver
¢z € S,, (Kp) de pente 0 (cf. 1.1) tel que §(c2) = 6(c1), ¢ = ¢; '¢1 convient :
en effet, alors ¢p . = ¢p,, o c2 est bien isocline de pente 0. Comme le
noyau de « est contenu dans S’, on voit donc que le lemme 2 résulte du
lemme 3 suivant :

LEMME 3. — Soient S et S’ deux groupes semi-simples sur Q, et o
une isogénie de S’ sur S définie sur Q,. Pour tout h € H' (Ko, Ker a(K)),
il existe ¢ € S(Ky) de pente 0 (au sens de 1.1) d’image h dans
H(Ky,Ker o(K)).

Démonstration. — D’aprés un résultat de M. Kneser ([Kn65]), S
posséde un tore maximal T qui est défini sur Q, et anisotrope. Soit T”
I'image réciproque de 7' dans S’. Comme H'(Ko,T'(K)) = {1} ([Se68]
chap. 10 cor. prop. 11), on a la suite exacte :

T'(Ko) — T(Ko) — H' (Ko, Ker a(K)) — 1.

Il existe donc ¢ € T(Ky), d'image h dans H' (Ko, Ker(K)). L’homomor-
phisme v, (cf. 1.1) se factorise & travers T et est défini sur Q, ([Ko85]
4.4.3) : il est donc trivial ce qui prouve que c est bien de pente 0, ie. le
lemme 3, et achéve donc de prouver le lemme 2.

Montrons le théoréme. Soit ¢ € H(Ky) comme dans le lemme 2 et
d € H'(Ky) tel que a(d) = c. Soient H et o, les formes sur Q, de H’
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et a telles que oo : H' — H provienne par extension des scalaires de Q, &
Ko de a. : H, — H, (remarque 1) suivant ’énoncé du théoréme). Soit u
un groupe & un parameétre de Scp (1.2) i.e. u est défini par un scindage
de la filtration de MF, (il est défini sur K) et soit yu' son relévement &
H'. Comme ce relevement est unique, il est aussi défini sur K. Pour chaque
représentation linéaire p de H dans un Q,-espace vectoriel V de dimension
finie, nous définissons un (¢, N)-module filtré D(p) par :

- wei(D(p)) = Vi ;

~ ¢p(p) = (0 ®id) o p(c);

—la filtration de ws;(D(p)) k = VK est la fitration décroissante associée
4 I'action de p oy sur Vi ;

— Np(,) est I'image dans End(Vk,) de N € Lie(H) ~ Lie(H’).

Le lemme suivant entraine le théoréme :

LemME 4 (B. Totaro). — Les (¢, N)-modules filtrés D(p) sont faible-
ment admissibles.

Démonstration. — C’est le cas si p se factorise a travers Kerq,
puisque D(p) est alors un objet de MF ;,. Comme on a supposé H réductif
et qu’une somme directe de (¢, N)-modules filtrés faiblement admissibles
est faiblement admissible, il suffit de démontrer le lemme quand p est
irréductible, ce que nous supposerons désormais.

Tout d’abord, on a : tg(D(p)) = tn(D(p)). En effet, soit m un annu-
lateur de Kera. Le caractére donnant I'action de Hg sur (A™ax)®™ g
factorise & travers Kera, et donc D((A™2*p)®™) est faiblement admissible.
On a donc :

tu(D((A™™p)®™)) = tn (D((A™*p)®™)),

d’ott mty(D(p)) = min(D(p)), et on a bien : ty(D(p)) = tn(D(p)).

Reste & prouver que, pour tout sous-espace vectoriel V' de wsj(D(p))
qui est stable par ¢ et N, on a : tg(V) < tn(V). Posons t(V) = tu(V) —
tn(V) et soit tmax la valeur maximale atteinte par ¢(V) = tg(V)—tn(V). Il
s’agit de prouver que tmax < 0. On a, parmi les V' avec ¢(V) = tmax, un plus
grand sous-espace vectoriel, que nous noterons V; (c’est le plus petit sous-
espace vectoriel de la filtration de Harder-Narashimhan du (¢, N)-module
filtré D(p), [Fa94] 2). Soit E le centre du commutant de p. Comme on a
supposé p est irréductible, c’est une extension finie de Q. La représentation
linéaire ®Fp se factorise & travers a , et donc D(®Fp) est faiblement
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admissible. Comme les éléments de E agissent sur wsj(D(p)) comme des
endomorphismes de D(p), ils laissent stables V7. Soit alors V5 le sous-espace
vectoriel de wsj(D(®%p)), produit tensoriel, sur EQq, Ko, de V; et dem—1
copies de wsj(D(p)) :

V2 = V1@ wsj(D(p)) ® ... @ wsj(D(p))-
On voit facilement ([Fa94] lemme de 2) que 'on a :
t(V2)/dim(Vz) = ¢(V1)/dim(V1) + (m — 1)¢(D(p))/dim(D(p)).

Puisqu’on sait déja que t(D(p)) = 0, on voit que #(V2)/dim(V,) = t(V1)/
dim(V1). Comme D(®7p) est faiblement admissible, on a t(V2) < 0 et donc

t(V1) = tmax < 0, ce qui prouve bien que D(p) est faiblement admissible.
Ceci prouve le lemme et achéve la démonstration du théoreme.

Démonstration de la proposition. — Soit H' un groupe algébrique sur
Ky et a une isogénie de H' sur H. On voit immédiatement que y se releve
4 H' si et seulement si 'image de ﬂalg(H’—) dans 72! g(H——) contient 'image
fi de p dans 72'8(Hz) (2.1). Soit Y le sous-groupe de 7%'8(Hy) engendré
par les " fi, pour T décrivant Gq,. Il résulte du théoréme 2.2.2 que Hpax
est le quotient du revétement universel Hy. de H par Y et qu’il s’agit de
prouver que Y est d’indice fini dans Walg(H—) Soit Hyeq le quotient de H
par son radical unipotent, S le groupe des commutateurs de Hyeq et H2P
le quotient Hyeq/S. Comme on a la suite exacte ( [Bo89] lemme 1.5) :

1—- 7T1lg(SK) - 7711g( ) - 71'alg(I’Iab)

et comme walg(S—) est fini, on voit qu’il suffit de prouver que I'image de Y’
dans 7 alg (H ab) est d’indice fini. Comme les tores T du 1.5 sont engendrés
par les images des groupes a un parametre "ug, pour 7 € Gq,, le tore
H?P est engendré par les images des conjugués, sous 1’action de Gq, de
I'image de u dans H2? ;b Il en résulte que I'image de Y dans wllg (H ab) est
bien d’indice fini. Ceci prouve la proposition.

3. SIMPLE-CONNEXITE DE LA PARTIE
SEMI-SIMPLE DE Hg

3.1. Enoncé du théoréme.

Soit S le quotient du noyau de Hg; — ngb (cf. 1.2.2) par son radical
unipotent. L’objet du paragraphe 3 est de prouver le théoréme suivant :
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THEOREME 3.1.1. — Le groupe S est simplement connexe, autrement
dit est produit de groupes algébriques simples simplement connexes.

Pour tout D de mf; (¢, N), notons Sp g le groupe des commutateurs
du quotient de Hpg par son radical unipotent. Le théoreme résulte
clairement du théoréme suivant :

THEOREME 3.1.2. — Soit D un (¢, N)-module filtré faiblement ad-
missible. Alors il existe un (¢, N)-module filtré faiblement admissible D',
dominant D, et tel que Spr sj soit simplement connexe et que pp ps induise
une isogénie de Spr s sur Sp ;.

Remarque. — On prendra garde qu’un (¢, N)-module filtré faiblement
admissible D peut étre maximal, au sens de 2.2.2, sans que la partie
semi-simple de Hp g; soit simplement connexe, et donc, dans le théoréme
3.1.2, on ne peut pas imposer en général que pp p’ est une isogénie. En
voici un exemple. Il résulte du 3.4.1.2 de [Wi84] que si H est un groupe
algébrique absolument simple sur Q, et C une classe de conjugaison de
groupes a un parameétre qui est définie sur Qpyr, il existe un ¢-module
filtré faiblement admissible D sur Ky avec un isomorphisme de Hp, sur
Hpg; qui envoie C sur Cp. Si C ne se releve selon aucune isogénie non
triviale H' — H définie sur Qp, alors D est maximal; H peut ne pas
étre simplement connexe. Par exemple, on peut prendre pour H le groupe
spécial orthogonal SO,, pour n > 3 et pour C une classe de conjugaison de
groupes & un parametre qui est définie sur Qpn,, et qui ne se releve pas au
groupe spinoriel (condition équivalante : si m; est la dimension du sous-
espace propre de poids 7 de u € C dans la représentation standard, l’entier

> mgi41 est impair). Il n’est pas difficile de prouver que D est dominé par
i>0

un ¢-module filtré faiblement admissible D’ tel que Hp g est isomorphe
au groupe des similitudes spinorielles.

3.2. Démonstration du théoréme.

Elle s’appuie sur la proposition suivante.

PropoOSITION 3.2.1. — Soient E un corps et F' une extension de E ; on
suppose que F' est un corps parfait. Soient H un groupe réductif connexe
sur F et u: G, — Hp un groupe a un paramétre de H défini sur F'. Alors,
il existe H' et p' comme H et p, et un morphisme f de H' dans H, défini
sur E et vérifiant :
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— la restriction de f au sous-groupe dérivé S' de H' est une isogénie
centrale ([BT72]) du groupe dérivé S’ de H sur le groupe dérivé S de H ;

— 8’ est simplement connexe;
—ona: fou =p.

Démonstration. — Soit F une cléture algébrique de F, et soit Fi
la cloture séparable de E dans F. Soit T un tore maximal de Hg, et B
un sous-groupe de Borel de Hg, contenant T. Soit (X,Y,R,a — aV,B)
le systéme de racines muni de sa base B associé & (T, B). Il ne dépend
pas, & isomorphisme unique prés, du choix de (7,B) ([LIE] Chap. 8
§5 n. 3, Remarques). Le groupe de Galois Gg = Gal(E;/FE) opére sur
(X,Y,R,a — «aV,B). Notons P(R) (resp. Q(R)) le réseau des poids
(respectivement des poids radiciels) de R. Soient C' le centre de H, C° la
composante neutre de C, et X(C°) le groupe des caractéres de CZ. Soit Ssc
le revétement simplement connexe de S. L’isogénie S;c x C° — H permet
d’identifier X, & un sous-module du Z[Gg]-module P(R) ® X (C°); X est
d’indice fini dans P(R) & X (C°®), se projéte surjectivement sur X (C°), et
contient Q(R).

Soit h(u) 'unique élément de Y qui est conjugué de p (par un au-
tomorphisme intérieur de Hy) et qui appartient & la chambre du systeme
dual RV de R définie par la base B. Comme pu est défini sur F, h(u)
est invariant sous l’action du groupe de Galois Gr = Gal(F/F). Il en
résulte que l’extension séparable finie E' de F correspondant au fixa-
teur de h(p) dans Gg est contenue dans F. Soit ¢ un annulateur de
P(R)/Q(R). Comme Q(R) est inclus dans X, h(u) induit un homomor-
phisme de Q(R) dans ¢ 'Z que I’on note encore h(u). Comme la pro-
jection de X sur X(C°) est surjective, on en déduit que, de méme, h(u)
induit un homomorphisme de X (C°) dans ¢~!Z. Notons Pg: /e I'ensemble
des classes & gauche de Gg modulo Gg: = Gal(E/E') et F(Pg:/p,c 'Z)
le groupe des fonctions de Pg/,p dans ¢c1Z. SiayxyeX (C°), on as-
socie la fonction 7 +— h(;L)(T_1 X), on définit un homomorphisme de
X(C®) dans f(PE,/E,c‘IZ), qui est compatible aux actions de Gg, le
groupe G agissant sur Pg//p par les translations & gauche. Notons f*
’homomorphisme de P(R) ® X (C°) dans P(R) & F(Pg: /g, ¢ 'Z), somme
directe de 'identité et de cet homomorphisme. Soit h’ ’homomorphisme
de P(R) ® F(Pg/g,c 'Z) dans ¢~ 'Z défini par :

W(we f) = h(p)(w) + f(id),
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ot1 id est la classe de ’élément neutre dans Py sE- On a donc :
h(u) = ' o f*.

Soit X’ le plus grand sous-groupe de P(R) & F(Pg:/g,c 'Z), qui
est stable par Gg et est tel que A'(X’) C Z, autrement dit x € X’ si
et seulement si h'("x) € Z pour tout 7 € Gg. Soit C'° le tore sur E
dont le groupe des caractéres est la projection de X’ sur F(Pg/ /g, c1Z).
Puisque h(u) = h'o f*,on a Q(R) C X', et X' — P(R)® F(Pp//g) définit
une isogénie centrale de S x C'° dans un groupe réductif connexe H’. On
note S’ le groupe des commutateurs de H'. L’homomorphisme f* définit un
homomorphisme f de H' dans H, qui induit une isogénie centrale de S’ sur
S. L’image réciproque de 1" dans HIF est un tore maximal de HIF’ que 'on
note T”. Le groupe des caracteres de T" s’identifie & X’ et ’homomorphisme
B : X' — Z définit un groupe & un paramétre u” de Hy, . Si g € H'(E) est
tel que Int(f(g))(h(n)) = p, posons p’ = Int(f(g))(1"). On a fou' = p.

Montrons que p’ est défini sur F. Soit Saq le quotient de S par son
centre. Le composé de p’ avec le morphisme 7 : H — S,q est défini sur F,
puisqu’il se factorise par u et que p est défini sur F'. Il en est de méme du
composé de p' avec le morphisme H’ — H'/S’, puisqu’il correspond & la
forme linéaire sur F(Pp /g, c~1Z) définie par 1’évaluation en la classe id de
l’identité et que E’ est contenu dans F. On voit donc que le composé de p'
avec l'isogénie i : H' — S,q X H'/S’ est défini sur F. Il en est de méme de
i’ puisque y’ est 'unique relévement de oy’ & H'.

Reste & prouver que S’ est simplement connexe. Il s’agit de prouver
que X' se projecte surjectivement sur P(R). Soit donc w € P(R). Notons
fu la fonction de F(Pg: g, 'Z) définie par f, (1) = h(p)(" ' w). Alors
w @ (—f.,) appartient & X'. En effet, on a pour tout 7 € Gg :

W (T(w® —fu)) = hp)("w) — fu(r™') =0 € Z.

On a donc prouvé que S’ est simplement connexe et ceci achéve de
prouver la proposition.

Passons & la démonstration du théoréme 3.1.2.

Soit donc D un objet de MF (¢, N). On se rameéne immédiatement
au cas ou D est semi-simple : en effet, si Dss est le semi-simplifié de D,
et si D" vérifie la conclusion du théoréme pour Dy, i.e. D” domine D et
est tel que Spr & est simplement connexe et pp~ p,, induit une isogénie de
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Sprgjsur Sp_sj » D' = D @ D" vérifie les conclusions du théoréme pour
D. On suppose désormais D semi-simple et donc Hp g réductif.

Soit mg une uniformisante de K et soit ¢ € Cuy,0, d’image cry
dans Tx(Ko) (1.6). Soit f : H — Hp,. comme dans la proposition
ci-dessus, appliquée avec E = Qp, F = K,H = Hp .. Soit H'®® le plus
grand quotient de H' . Soit H ?}jc le quotient de Hp . par son sous-groupe
des commutateurs. On voit que I’homomorphisme Txg — H,‘f‘)‘fc (1.5.5)
admet un unique relévement Tx — H'2P qui est tel que pux s’envoie sur
I'image de p’ dans H'?P. Soit D; un ¢-module filtré faiblement admissible
tel que le noyau de T — Aut®(wy, ) coincide avec le noyau de Tx — H'2P
(1.5.5). Notons H” le sous-groupe de H' engendré par le sous-groupe des
commutateurs S’ de H' et par les "/, pour 7 € Gq,, de sorte que le
quotient H""2> de H" par son sous-groupe des commutateurs S’ s’identifie
4 'image de Tx dans H'2®. Soit Dy = D@®D;. On voit facilement que H Dac
s’identifie au produit fibré Hp . x HE, H"""_ Le morphisme H” — H Dy,c €St
donc une isogénie et on voit alors avec le théoréme 2.2.1 que H” provient

n (¢, N)-module filtré faiblement admissible. Puisque le groupe des
commutateurs S’ de H"” est simplement connexe, ceci prouve le théoréme.

4. CONSEQUENCES POUR LE TORSEUR ENTRE
LES FONCTEURS FIBRES wg; ET wgal

4.1. Description de Rapoport et Zink
des (¢, N)-modules filtrés faiblement admissibles.

4.1.1. Si H est un groupe réductif sur Q, et C une classe de con-
jugaison de groupes & un parametre de Hy, on note F(H,C) la variété
de drapeaux associée & C. Rappelons que F(H,C)(K) est le quotient de
C par la relation d’équivalence : les groupes & un paramétre y et u' sont
équivalents s’ils induisent la méme filtration sur la catégorie Repy(H) des
représentations linéaires de H7; dans les K-espaces vectoriels de dimension
finie (si V est une telle représentation linéaire, la filtration induite par p
est la filtration décroissante (Fil‘'V);cz définie par Fil'V = @ Vj/, ou V;

’>’L
est le sous-espace propre de poids i de V' pour laction de p) (1.2, [RZ94]
1.31). La variété F(H,C) est définie sur le corps de définition E¢ de C.

4.1.2. Soient H un groupe réductif sur Q, et C une classe de con-
jugaison de groupes a un paramétre de Hy qui est définie sur K. Soit b
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un élément de H(Ky) et N un élément de Lie(H)(Kp). On note ¢ I’action
de int(b) o o sur Hg, et aussi celle induite sur Lie(H)(Kp). On suppose
que l'on a : ¢(N) = p~!N. Soit F un élément de F(H,C)(K) (cf. numéro
précédent).

Pour chaque représentation linéaire p : H — GLy de H dans un
Qp-espace vectoriel de dimension finie V, on associe le (¢, N)-module filtré
D(H,b,N, F, p) sur K défini par :

- l'espace vectoriel sous-jacent & D(H,b, N, F, p) est Vi, ;
- on a ¢p(u,b,N,F,e) = p(b) o (0 ®id);

- Np(Hp,N,F,p) st 'image de N par 'homomorphisme d’algebres de
Lie : Lie(p) : Lie(H)(Ko) — Endg,(Vk,);

- la filtration de wsj(D(H,b, N, F, p))k est celle définie par F.

Si N = 0, c’est la construction de M. Rapoport et T. Zink ([RZ94]
1.17); nous abrégeons alors D(H, b, N, F, p) en D(H,b, F, p).

Soit Ff2(H,b, N,C)(K) ’ensemble des F € F(H,C)(K) qui sont tels
que, pour tout p de Repq (H), le (¢, N)-module filtré D(H,b, N, F,p)
est faiblement admissible. Comme H est réductif, on voit facilement
qu’il suffit pour ceci que ce soit le cas pour une représentation fidele
([RZ94] Def. 1.18 pour le cas ot N = 0). Si F € Ff*(H,b,N,C),
on définit un ®-foncteur de la catégorie tannakienne Repq (H) dans
celle des (¢, N)-modules filtrés faiblement admissibles en associant & p le
(¢, N)-module filtré D(H, b, N, F, p). Ce foncteur définit un morphisme de
H,; dans Hg,. On note Hr son image. Le groupe HF s’identifie au groupe
des ®-automorphismes du foncteur fibre ws; restreint & la sous-catégorie
tannakienne MF .. de M{{“(Q N) engendrée par les (¢, N)-modules filtrés
D(H,b,N, F,p). On note Cr la classe de conjugaison de groupes & un
parametre de (Hr)g qui est égale & Cp pour un quelconque générateur
de MFy, et Fr le point de la variété de drapeaux de F(Hp,Cr) qui est
égal & Fp pour un tel D.

Remarque. — M. Rapoport et T. Zink ont défini sur F%(H,b,C) une
structure d’espace analytique rigide (prop. 1.36 de [RZ94]).

4.1.3. Si H est un groupe réductif sur Q,, et si d € H(Kj) est de
pente 0 au sens de 1.1, on définit un foncteur fibre sur Q, de Repq, (H)
en associant & p : H — GLy le Qp-espace vectoriel des éléments de Vi,
qui sont fixes par p(d) o (0 ® id). On le note wy(V). Le groupe des ®-
automorphismes du foncteur fibre wy est une forme intérieure Hy de H.
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Siap: H — GLy, on associe la représentation linéaire py de Hy sur
wq(V), on définit un isomorphisme des catégories tannakiennes Repq (H)
et Repq, (Ha).

Les groupes (Hg)k, et Hg, s’identifient. Si C est une classe de
conjugaison de groupes a un parametre de Hz qui est définie sur K,
on voit donc que l'on peut aussi voir C comme une classe de conjugaison
de groupes & un parametre de (Hg)g qui est définie sur K. Les variétés
de drapeaux F(H,C) et F(Hg,C) s’identifient (en tant que K-variétés).
Pour b € H(Ky) = Hq(Ko), N € Lie(H)(Ko) = Lie(Hq)(Kp), p une
représentations linéaire de H, et F' un élément de F(H,C)(K), les modules
filtrés D(H,b, N, F, p) et D(H4,bd™1, N, F, ps) s’identifient : ceci résulte de
Pégalité : ¢pmp,FN,p) = p(b) 00 = p(bd~") o (p(d) 0 5). Il en résulte que
les ensembles F/*(H,b, N,C)(K) et Ff*(Hy,bd~1, N,C)(K) s’identifient.

La proposition suivante fait le lien entre les foncteurs w, du 1.6 et la
construction de M. Rapoport et T. Zink.

ProposITION 4.1.4.

a) Soit D un objet semi-simple de ME{?((}S, N). Soit ¢ € Cpyp
et Hp . la forme sur Q, de Hpg qui lui est associée (1.6.2). Notons
pc la représentation linéaire naturelle de Hp . dans w.(D). Alors, D
est isomorphe au (¢, N)-module filtré D(Hp c,° ¢, Np,Fp,p.) (pour la
définition de Fp, voir 1.2.5).

b) Soient H, b, N, C comme au 4.1.2. Soit F € F/*(H,b,N,C)(K),
et soient Hr et Fr comme au 4.1.2. Soit ¢ € Cu,, (1.6.2). Alors, si
d = b(°c™!), d est de pente 0, et le morphisme Hr — Hy, se descend en un
morphisme, défini sur Q,, de Hr. dans Hy. On le note 1. Le morphisme
Lie(Hp,)(Ko) — Lie(H)(Ky) induit par ¢ sur les algébres de Lie envoie
Np sur N. Le morphisme ¢ envoie Cr sur C et Fp € F(Hp,Cr)(K) (4.1.2)
sur F € F(Hy,C)(K) = F(H,C)(K).

Démonstration. — Pour le a), soit D un (¢, N)-module filtré faible-
ment admissible qui est somme directe d’objets simples et ¢ € Cp . Comme
#p,c coincide avec 'action de o sur wsj(D) définie par la Qp-structure
we(D), le a) résulte immédiatement de la formule : ¢p = ¢pp coc = Tcopp c.

La seule chose qui n’est peut-étre pas évidente dans le b) est que
d est de pente 0. Soit p une représentation linéaire fideéle de H dans un
Q,-espace vectoriel V' de dimension finie et posons D = D(H,b, N, F, p).
Comme ci-dessus, on a : ¢p = p(°c) o ¢p,.. Comme d = b(°c™?), on a
7c=bd"!, dott : ¢p = p(bd~') 0 ¢p . Par définition de D(b, N, F, p), on
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a: ¢p = p(b) oo (o provenant de la Q,-structure V de Vg, ). On voit donc
que I'on a : ¢p . = p(d) o 0. Comme ¢ € Cp,, isocristal (Vk,,dp,) est
isocline de pente 0. Donc d est bien de pente 0. Ceci achéve de prouver la
proposition.

4.2. Classe de cohomologie du torseur entre
les foncteurs fibres w, et wga.

On note MF?(¢, N) la catégorie des (¢, N)-modules filtrés admissibles.

4.2.1. Soit D un (¢, N)-module filtré admissible. Les objets de MF
sont admissibles. En effet, un objet de MF [, est un sous-quotient d’une
somme directe de produits tensoriels de copies de D et de son dual, et un
tel (¢, N)-module filtré est admissible ([Fo94] th. 5.3.5). On voit donc que si
a D' de MF[,, on associe 1'espace vectoriel sous-jacent 3 la représentation
p-adique du groupe de Galois Gk associée par le foncteur de Fontaine
a D', on définit un foncteur fibre wga de MF, & valeurs dans Q,. On
note Hp gal le groupe de ses ®-automorphismes. Si ¢ € Cp,, on note
Isp. = Is®(wc,wGal) le torseur des ®-isomorphismes du foncteur fibre w,
sur le foncteur fibre wga : le groupe Hp . opére a droite sur Isp . et le
groupe Hp ga1 & gauche. On note ¢lp. € H 1(Q,,,Hc(6;)) la classe de
cohomologie définie par le torseur Isp . ([Se73] prop. 33). Si ¢’ est un autre
élément de Cp o, on note Is®(w.,w. ) le torseur des ®-isomorphismes de
we sur we. Le torseur Isp . s’identifie au composé Isp . o Is®(wc,wc/) au
sens de [Se73] chap. 1 n° 5.3 : si 4; € Is®(we,we) et g € Is®(we,waal),
ig 041 € Is®(we,waal) et Is®(we,wqgal) s'identifie aux tels couples (iy,42)
modulo la relation d’équivalence (i1,i2) ~ (i},15) s'il existe g € H avec
it = goij et iy =izog !l Soit I est la bijection de H(Qp, He (Qp))
sur H*(Qp, H.(Q,)) définie par 1s®(w.,w) ([Se73] chap. 1 prop. 35), de
sorte que I, envoie ’élément «neutre» de H(Qy, He'(Qp)) sur la classe
de cohomologie de Is®(w,w. ) dans H'(Qp, He(Qp)). 11 résulte de [Se73]
loc. cit. que I /(clp,er) = clp,c.

4.2.2. Soient H, b, N, et C comme au 4.1.2. On note F*(H, b, N,C)(K)
’ensemble des F € F/*(H,b,N,C)(K) qui sont telles que, pour toute
représentation linéaire p de H, le (¢, N)-module filtré D(H,b, N, F, p)
est admissible. Comme la catégorie des (¢, N)-modules filtrés admissibles
est stable par sous-objets, objets quotients, sommes directes et produits
tensoriels dans celle des (¢, N)-modules filtrés faiblement admissibles, on

voit qu’il suffit qu’il en soit ainsi pour une représentation linéaire fidele
de H.
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Soit F' € F*(H,b, N,C)(K). Le foncteur qui & p de Repq,_ (H) associe
le Qp-espace vectoriel sous-jacent associé a la représentation galoisienne
associée par le foncteur de Fontaine & D(H,b, N, F,p), est un foncteur
fibre & valeurs dans Qp; on le note aussi wga avec un léger abus de
notation puisque le contexte n’est pas le méme qu’au numéro précédent.
On note Is(H,b, N, F) le H-torseur Is(H,b, N, F) des ®-isomorphismes
du foncteur fibre espace vectoriel sous-jacent de Repgq, (H) dans wga) et
Is(H,b,N,F) € H(Qp, H) la classe de cohomologie de Is(H, b, N, F).

Si d est un élément de H(Kjp) qui est de pente 0, on dispose sur
RepQP (H) du foncteur fibre espace vectoriel sous-jacent w et du foncteur
fibre wq (4.1.3) : on note Isy le (Hg, H)-torseur des isomorphismes du
premier vers le second. On note I est la bijection de H'(Qp, Hy) dans
H 1(Q,,,H ) définie par le torseur Is; : de fagon analogue au numéro
précédent, I, envoie 1'élément «neutre» de H'(Q,, Hy) sur la classe de
Isq dans H'(Q,, H). On voit facilement, comme au numéro précédent, que
I'on a : Iy(cl(Hg,bd™, N, F)) = cl(H,b,N, F).

La proposition suivante permet de réduire le groupe structural a une
forme sur Q, de Hp ;.

ProrosiTiON 4.2.3. — Soient H, b, N, C comme au 4.1.2 et F €
Fo(H,b,N,C)(K). Soient ¢, d et + : Hp. — Hy comme dans le b)
de la proposition 4.1.4. Notons h'(.) P’application de H'(Qy, Hr,c) dans
HY(Q,, Hy) induite par ¢. Alors, on a I4(h'(:)(clp,c)) = cl(H,b, N, F).

Démonstration. — Clairement, le b) de la proposition 4.1.3 entraine
que le torseur Is(Hy,bd™!, N, F) s’identifie au torseur obtenu & partir
de Is®(wc,w(;al) par extension du groupe structural de Hr. & Hy via
t. On a donc : h'(¢)(clp,) = cl(Ha,bd™*, N, F). La proposition résulte
alors immédiatement de I’égalité : I(cl(Hg4,bd~', N, F)) = cl(H,b, N, F),
prouvée au numéro précédent.

4.3. Réduction a un groupe connexe.

ProprosiTioN 4.3.1. — Soit (H,b,N,C) comme au 4.1.2 et soit
F € Ffe (H,b,N,C)(K). Notons H® la composante neutre de H. Alors,

il existe d € H(Qpn), de pente 0, et de méme image que b dans
H(Ko)/H°(Ko).

Démonstration. — Soit ¢ € Cg, o et soient d = b(°c™!) comme
dans le b) de la proposition 4.1.4. Comme d est de pente 0, pour p
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représentation linéaire de H dans un Qp-espace vectoriel de dimension
finie V, wq(V) est une Qp-structure de Vg, et les Ko-espaces vecto-
riels Vi, et (wq(V))k, s’identifient. On voit que les applications identité
id : Vg, ~ (wq(V))k, définissent un point & valeurs dans Ko du (Hy, H)-
torseur Isy des ®-isomorphismes du foncteur fibre naturel de Repq, (H)
sur le foncteur fibre wy. On le note 5. On a : i = doocoidoo™!, dolr :
94 = jod. Soit Is;/H® le quotient de Isy sous I’action de H?; c’est donc
une Q,-variété de dimension 0, i.e. un ensemble fini muni d’une action de
Gq,- Soit i 'image de i dans (Isq/H®)(Ko). Comme Isq/H® est fini, on a :
(Isq/H®)(Ko) = (Isa/H®)(Qpnr). Par suite, i € (Isq/H®)(Qpnr). Comme
d’apres un théoréme de Steinberg ([St65]), un espace principal homogeéne
sous un groupe algébrique connexe sur Qppn, a un point rationnel, on voit
que 7 se remonte en un point 7 de Isy(Qpnr). Soit d € H(Qpn:) défini par
P’égalité (i) = 7 o d, et montrons que d convient. Si g € HO(Kj) est défini
par i = iog,ona:d= g 'd( “g). Il en résulte que jv = int(g~')(4v)
([Ko85] 4.4.2), et, comme d est de pente 0, 4v est trivial, donc aussi jv et d
est aussi de pente 0 (1.1). De plus, comme g € H°(Kj), les images de d et
d dans H(K,)/H°(K,) coincident. On a : d = (“¢)~'b, avec ¢ € Hp(Ko).
Comme Hp est un quotient de Hg; et que ce groupe est connexe (1.4),
le groupe Hyp est aussi connexe et on voit que les images de d et b dans
H(K,)/H°(K,) coincident. Comme les images de d et d, coincident, il en
est de méme des images de d et b. Ceci achéve de prouver la proposition.

La proposition suivante permet de se ramener au cas d’un groupe
connexe :

ProposiTiON 4.3.2. — Soient H, b, N, F, d comme dans Ia proposition
précédente. Supposons de plus F' € F*(H,b, N,C)(K). Donc d est de pente
0; soit H; comme dans le 4.1.3, et Hg la composante neutre de H;. Soit
1 linclusion de Hy dans H; et notons h'(.°) I'application de H'(Qy, HY)
dans H*(Qp, H;) induite par :°. Alors, on a :

cl(H,b,N,F) = I;(h'(:°))(cl(H3,bd"!, N, F))).

(Comme bd~! € H°(K,) = HY(Ko), on voit que F peut étre vue comme
un élément de f“(Hg, bd~1,N,C)(K); I; est défini au 4.2.2.)

Démonstration. — On a clairement :
h(L0)(cl(HY,bd™*, N, F)) = cl(Hz,bd~*, N, F).

Comme : I;(cl(Hy, bd=',N,F)) = cl(H,b,N, F) (4.2.2), on voit que l'on a
la formule cherchée.
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ProrosrTioN 4.3.3. — Soit H, b, N et C comme au 4.1.2 et soit
F € F* (H,b,N,C)(K). Soit b° I'image de b dans H(K,)/H°(K,) =
H(Qpnr)/H°(Qpnr). Notons ¢ la classe dans H(Qpn:/Qp, H/H°)
du cocycle qui envoie o sur b°. Alors, I'image de cl(H,b, N,F) dans
HY(Qy, H/H°) coincide avec celle de ¢ par 'inflation : H(Qpnr/Qp, H/
H) — HY(Q, H/H).

Démonstration. — La proposition résulte immédiatement de la for-
mule du numéro précédent puisque I'image de hl(LO)(cl(Hg,bJ_l,N, F))

dans H'(Qp, Hz/HY) est Pélément «neutre» et que 'image de d dans H/
HY(Kj) coincide avec celle de b.

Remarque. Soit H = O(q) pour une forme quadratique g sur
Qp, non dégénérée, de rang = n. Soient b, N, C comme au 4.1.2 et
F ¢ Ffe(H,b,N,C)(K). Supposons que det(b) = —1. On peut alors
prendre pour d une symétrie orthogonale s, quelconque par rapport & un
vecteur e non isotrope et rationnel sur Q,. En effet, comme d est d’ordre
2 et rationnel sur Qy, il est de pente 0 puisque (do)? = 2. Soit A € Q2
tel que o(\) = —\ et posons @ = A%, de sorte que a € Q,. Soit g; la
forme quadratique obtenue par torsion ws,. On vérifie facilement que ’on
a : disc(gs,) = disc(g)a mod.Qj2. Si F est admissible et si gga) désigne la
forme quadratique sur le Q,-espace vectoriel sous-jacent & la représentation
galoisienne associée, la proposition précédente dit que disc(gs,) = disc(gga1)
et on retrouve facilement la formule de la proposition 1.30. de [RZ94].
Notons wy(q) l'invariant de Hasse (ou classe de Stiefel-Whitney, [Se73]

Annexe 2) : wa(q) = I (g(es),q(e;)) ou e, ez, ...,en est une base
1<i<jisn

orthonormée et ( , ) le symbole de Hilbert. Un calcul facile montre que :

wa(gs,) = wa(q) % vp(disc(g) x g(e)) mod.2, ol v, désigne la valuation

p-adique normalisée par vp(p) = 1.

4.4. Trivialité du torseur Isp . (4.2.1).

ProposiTION 4.4.1. — Soit D un (¢, N)-module filtré faiblement
admissible. Il existe un (¢, N)-module filtré faiblement admissible D',
dominant D (1.2.2), vérifiant :

- le sous-groupe des commutateurs Sp: s de Hp: s est simplement
connexe,

- si H"® est la forme sur Q,, définie par Iaction de ¢, du quotient
de Hp: & par Spr 5 (1.5.6), on a H*(Q,, H"®?) = {1}.
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Supposons D admissible. Soit ¢’ € Cp et soit ¢ I'image de ¢’ dans
Hp i(Ko). Alors, si D' est admissible, le torseur Isp . (4.2.1) a un point
rationnel sur Q.

Remarque. — On verra au cours de la démonstration que ’on peut
trouver D’ comme dans ’énoncé de la proposition et tel que pp ps induise
une isogénie de Spr sj sur Spsj. On a alors que, si D est un ¢-module filtré,
alors D’ est aussi un ¢-module filtré.

Démonstration. — On a vu au 3.1.2 qu'il existe un (¢, N)-module
filtré sur K faiblement admissible D; dominant D tel que la partie semi-
simple de Hp, 4 soit simplement connexe et que pp, p induise une isogénie
du sous-groupe des commutateurs de Hp, ¢ sur Spgj. Soit H f};’sj le plus
grand quotient abélien de Hp, s et Hf® la forme sur Q, de Hp, . définie
par l'action de ¢ (1.5.6). Il existe une extension finie E de Q, contenue
dans K, telle que le morphisme Tk — H2P (1.5) se factorise & travers Tg.
On peut prendre pour D' un (¢, N)-module filtré faiblement admissible
qui engendre la sous-catégorie de I\_/IE};“ (¢, N) formée des D" tels que
pp~ se factorise & travers le produit fibré de Hp, s et de (Tr)k, au
dessus de Hf)bl,sj. En effet, Sp/sj = Sp,s est simplement connexe et
Hl(Qp, TE) = {1}

Supposons D et D’ admissibles et soit ¢’ € Cpro.Ona: H(Q,, H.,) =
{1}. En effet, si rad,(H)) est le radical unipotent de H., on a :
HY(Qp,rad,(H.)) = {1}; si S, est la partie semi-simple de H.,, on a
H'(Q,,S.) = {1}, d’aprés un théoréme de Kneser ([Kn65]), puisque S,
est simplement connexe, et H!(Q,, H'®®) = {1} par hypothése. Il en résulte
que le torseur Ispr - & un point rationnel sur Q,. L’image de ce point dans

Isp,c est un point rationnel sur Q,, ce qui entraine la proposition.

CoRrOLLAIRE 4.4.2. — Soit ¢ € Cg,,0 (1.6). Sous la conjecture
Conj(fa = a)k qui dit que tout (¢, N)-module filtré faiblement admissible
sur K est admissible, pour tout D de MF% (¢, N), le torseur Isp . a un
point rationnel sur Q.

Remarques. — 1) Soit ¢ € Cmy, 0. Il est trés vraisemblable que,
sous la conjecture Conj(fa = a)g, on puisse prouver que le Hgj-tor-
seur des ®-isomorphismes de w, sur wga est trivial, autrement dit que
l'gn I8p pp(c) (Qp) est non vide. Il n’est pas trés difficile de prouver que, si

¢ € Chy,, 0, la limite projective lim Isom® (w,wc )(Qp) est non vide.
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Dans les remarques qui suivent, on suppose ex = 1 et donc K =
Kp. On appelle Conj(fa = a)n=o,k le cas particulier de la conjecture
Conj(fa = a)k qui dit que tout ¢-module filtré faiblement admissible sur
K est admissible.

2) Soient, comme dans la remarque 2) de 1.6.4, Hy—o; le groupe
des ®-automorphismes du foncteur fibre w; restreint & la catégorie des
¢-modules filtrés faiblement admissibles sur K, et soit yp le groupe &
un parameétre de (Hy—osj)x associé & un scindage de la filtration qui
est compatible aux réseaux fortement divisibles. Le corollaire ci-dessus
montre que, sous Conj(fa = a)N=o,x, pour tout D de m}:ﬁ’ (¢), le torseur

Isp up(p) @ un point rationnel sur Q,, up étant 'image de 1 dans Hp ;.

Dans [Wi84], nous avons construit pour les ¢-modules filtrés sur
K = K un ®-scindage de la filtration, caractérisé par des propriétés
particuliéres, et qui est compatible aux réseaux fortement divisibles. Nous
avons noté D — Dgq, le foncteur fibre que nous avons noté ici wp ., (p)-
On voit donc que, sous Conj(fa = @) N=0 K, pour tout D de mf{a (#), le
torseur Isp ,,,(p) 2 un point rationnel sur Q,.

3) Nous avons aussi introduit un foncteur fibre que nous avons
noté D +— D%P. Il n’est pas difficile de prouver, que le torseur des
®-isomorphismes des foncteurs fibres D — Dq, et D?Q‘p a un point
rationnel sur Q,. Il en résulte, que, sous Conj(fa = a)n=o,k, pour tout
D de ME‘_{? (¢), le torseur Isp ¢ entre les foncteurs fibres D' — DSIP et
D' — wga(D') de MF, a un point rationnel sur Q.

Si D est un ¢-module filtré faiblement admissible sur K, on note
Hp e la forme sur Q, de Hp g définie par le foncteur fibre D’ — D’Qelp de
MF . Soit H un groupe réductif sur Q, et C une classe de conjugaison de
groupes & un parametre de HQ_,,- Nous avons prouvé dans [Wi86] th. 3.4.1.2

que, pour qu'il existe D de mf{“(d)) avec un isomorphisme de H sur Hp ¢
qui envoie C sur Cp, il faut et il suffit que les conditions suivantes soient
vérifiées :

— la classe de conjugaison C est définie sur Qpnr;

— le groupe HQ—p est engendré par les images des éléments des classes
de conjugaison de groupes & un parametre "C, pour 7 € Gq,.

Nous avons vu dans la remarque précédente que, sous
Conj(fa = a)n=o,x, pour tout D de M__E{{“(qﬁ), le torseur Ispe a un
point rationnel sur Q,. Il en résulte que, sous Conj(fa = a)n=o,x, les
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conditions ci-dessus sont aussi nécessaires et suffisantes pour qu’il ex-
iste une représentation cristalline de Gk avec un isomorphisme de H sur
Padhérence de Zariski de 'image de Gk envoyant C sur la classe de conju-
gaison du groupe a un parametre défini par la décomposition de Hodge-Tate
([SeT8] 1.4).

4) J.-M. Fontaine et G. Laffaille ont prouvé que si D est un ¢-module
filtré faiblement admissible sur K tel que Fil’D = D et Fil’D = {0}, D
est admissible ([FL82]). Soit D un ¢-module filtré admissible sur K. Soit
D’ un ¢-module filtré faiblement admissible vérifiant les conditions de la
proposition et soit ¢’ € Cpr o et notons ¢ I'image de ¢’ dans Hp g(Ko). Il
résulte de la proposition et du théoreme de J.-M. Fontaine et G. Laffaille,
que si Fil°D’ = D’ et FilPD’ = {0}, alors Isp . a un point rationnel sur
Qp. Par exemple, supposons que Hp; soit le groupe spécial orthogonal
SO(q) dans sa représentation usuelle. Notons h; = dimg,(gr;(D)). On a :
h; = h_;. On peut prendre D’ tel que Hp: soit le groupe de Clifford réduit

Spin(q) si > h; est pair, et au groupe de Clifford GSpin(g) sinon
1>0,i=1mod.2

(Bourbaki, Algebre chap. 9, [De72]), dans leurs représentations spinorielles
ou sommes des deux représentations semi-spinorielles selon que dim(D)
est impaire ou paire. Notons cette représentation W dans chacun des cas.
Comme, si V est la représentation standard de SO(g), la représentation
@; A% V est isomorphe & la représentation End(W) (3 de [De72]), on
voit facilement que si ) ih; < p, Isp. a un point rationnel sur Q,
i>0
(si > h; est impair et ;0 = 0, la condition plus faible suivante suffit :
i>0
( > ihi) — %min < D, OU ipin est le plus petit 2 > 0 tel que h; # 0).
i>0

5) Soit D un ¢-module filtré admissible. Supposons donné un sous-
groupe H de GL,,(p), contenant Hp ; et stable par ¢. Par exemple, on se
donne un nombre fini de tenseurs t;, vérifiant ¢t; = p¥it; et t; € Fil¥* et
H est le sous-groupe de GL,,;(p) formé des éléments g tels qu’il existe un
scalaire A tel que g(t;) = A¥it; pour tout i. Si c € Cp,g, le groupe H est
stable sous I'action de ¢p ., donc H se descend en un sous-groupe H. de
GL,,(p) contenant Hp .. On note Is; i le H.-torseur obtenu par extension
du groupe structural de Hp . & H. & partir de Isp .. On note H. gal le
groupe obtenu par torsion par Is; i & partir de H.. On voit que le groupe
Hp ga s’dentifie & un sous-groupe de Hc Gal.

Supposons H réductif connexe. Supposons de plus qu’il existe un
réseau fortement divisible M tel que I’adhérence schématique H de H dans



PROPRIETES DU GROUPE TANNAKIEN DES STRUCTURES DE HODGE 1329

GL )y soit un groupe lisse & fibre spéciale réductive. Ceci implique que cette
fibre spéciale est connexe et que H(W) est le fixateur d’un point spécial de
limmeuble de H (4.6.31 de [BT84], 3.8.1 de [Ti79]). Soit up comme dans la
remarque 2), et prenons ¢ = up(p). On a : ¢p (M) = M, et ¢p  laissant
stable H. On voit que le groupe H se descend en un groupe réductif sur Z,
et H(W) est le fixateur d’'un point hyperspécial de 'immeuble de H,. Si
Is.,z a un point rationnel sur Q,, ce qui est le cas sous Conj(fa = a)n=o,k
ou sous la condition de la remarque 4, on voit que I'immeuble de H; ga) 2
un point hyperspécial.

6) Soit D un module filtré admissible sur Q,. On suppose donné
un groupe réductif connexe H C GLp contenant Hpg; et ¢p, tel qu'il
existe un réseau fortement divisible M tel que ’adhérence schématique ‘H
de H dans GLj; soit un groupe lisse & fibre spéciale réductive. Alors, on
voit facilement que sous Conj(fa = a)n=o,x ou sous la condition de la
remarque 4, le torseur entre le foncteur fibre espace vectoriel sous-jacent
de D et la représentation galoisienne associée par le foncteur de Fontaine
& D a un point rationnel sur Q.

4.5. Conséquences pour la conjecture de Rapoport et Zink.

4.5.1. Rappels sur linvariant de Kottwitz ([Ko85], [Ko90], [RR94],
[Ko95]).

Soit E une extension finie de Q, contenue dans Q_p, E,; extension
maximale non ramifiée de E contenue dans Q_p, et En, le complété de Fy;.
On note o le Frobenius de Gal(E,,/E).

Soit H un groupe réductif connexe sur E. Rappelons que deux
éléments b et b’ de H (E;) sont og-conjugués s'il existe g € H (E;) tel
que b = gbog(g™!) ([Ko85]). On note B(H) 'ensemble des classes de o-
conjugaison des éléments de H(Ey;). Soit 7*8(H) le «groupe fondamental

algébrique» de Hg~ (2.1). R. E. Kottwitz a défini un invariant x : B(H) —

m(H )gli , le groupe 71 (H)g, étant le plus grand quotient de m1(H) sur
lequel le groupe de Galois Gg agit trivialement ([Ko85],1 §6 de [Ko090],
[RR94],[K095)).

Remarque. — 1) Soit H' — H une isogénie définie sur E’; de
noyau C. La suite exacte de cohomologie définit alors un morphisme
surjectif : H(Ey) — H'(Eur,C(Qp)). On sait que H(Ey,,C(Qp)) est

le groupe des points & valeurs dans F, d'un groupe quasi-algébrique
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dont le groupe mo(H(C)) des composantes connexes s’identifie au dual
Hom(C*(Qp),Q/Z) de C*(Qp), C* étant le dual de Cartier de C (§6
de [Be80]). On voit donc que mo(H(C)) s’identifie & C(Q,)(—1)1, (—1)
désignant la torsion par l'inverse du caractére cyclotomique et I désignant
le plus grand quotient sur lequel le sous-groupe d’inertie I de Gq, agit
trivialement. Comme la limite projective, pour les différentes isogénies vers

H, de C(Q,)(-1) s identifie_au complete profini 7] g(H ) de 7%, on en
déduit un morphisme de H ( nr) sur 7128(H);, et par suite, on en déduit

une application B(H) — w?lg (H)g,, - Il me semble trés vraisemblable que
P

le morphisme H (Em) — Ty ang(H )1 coincide avec le morphisme wp défini au
§ 7 de [Ko095] (c’est le cas si H = Gy, d’apres 6.1 de [Be80], et le cas général
devrait en résulter par fonctorialité). Il en résulterait que l’application

B(H) — wf‘g (H)g,, coincide avec £ (7.5 [K095]). Ceci permettrait de
P

voir kK comme ’obstruction & trouver dans une classe de og-conjugaison un

élément se relevant selon une isogénie.

2) Soit p un groupe & un parametre de H, défini sur Enr Soit w
une uniformisante de Ep; et () Vimage de pu(m) dans B(H). Alors :
#(u(m)) = 7. En effet, la proposition 3.2.1 prouve qu’il existe un groupe
réductif connexe H' sur E, de groupe dérivé simplement connexe, un groupe
4 un paramétre y’ de H' défini sur I/Z‘;, et un morphisme f : H — H
vérifiant fop’ = p. Par fonctorialité de I'invariant de Kottwitz ([RR] 1.14),
on a: fu(k(y' (7)) = k(u(r)). Comme on a f,(u) = fi, on voit qu’on est
ramené au cas oil le groupe dérivé S de H est simplement connexe. Dans
ce cas, on a m(H) = m;(H/S) et on est finalement ramené au cas d’un
tore. Dans ce cas, la proposition est prouvée dans [Ko85] 2.5 (en fait, la
propriété est énoncée lorsque 7 appartient a une extension finie de E, mais
la démonstration s’étend au cas général).

4.5.2. Soient H, b, N, C comme au 4.1.2. On suppose H connexe.
Désignons, comme au 2.1, par C I'image d’un élément quelconque de C dans

72'8(H). Désignons par CGQ image de C dans 7} sle(fr )Gaq, - Rappelons que

H'(Qp, H) s’identifie au sous-groupe de torsion de nalg(H Ga, ([Ko90]).
M. Rapoport et T. Zink ont formulé le cas particulier N = 0 de la conjecture
suivante, qui décrit c/(H,b, N, F) (4.2.2) :

CQNJECTURE . — Soit F € F*(H,b,N,C)(K). Alors cl(H,b,N,F) =
K(b) = Ceq, -
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Remarques. — 1) Soit d un élément de H(Kjy) qui est de pente 0.
On peut alors aussi voir F' comme un élément de F¢(Hy,bd~1, N,C)(K)
(4.1.3). Comme Hy est une forme intérieure de H, les deux groupes
738 (H) et 72'8(H,) s'identifient. De la relation : I4(cl(Hgq,bd"1, N, F)) =
cl(H,b,N, F) (4.2.2), on tire, I'égalité suivante dans n'8(H )Gq, ([Bo89]
prop. 3.8) :

cl(Hg,bd™', N, F) = cl(H,b, N, F) — cl(Is,),

ol cl(Isy) est la classe de cohomologie du H-torseur Isy (4.2.2) dans
HY(Q,, H). D’apres [Ko90] prop. 6.3, on a :

k(bd™1) = k(b) — cl(Isq),

ce qui montre que la conjecture est compatible avec la torsion par Isy
([RZ94] 1.26).

2) Si F € Ff*(H,b,N,C)(K), on peut prouver que k(b) — égqp est
bien de torsion. Il suffit en effet de le faire lorsque H est abélien, auquel
cas ceci résulte de [RZ94] prop. 1.20. et prop. 1.21. On peut le voir en
remarquant que grace & 1.5, & la remarque précédente et & une réduction
du groupe structural (4.1.4), on se raméne au cas ol H = Tg pour une
extension finie de Q, contenue dans K, u = pug et b =° Ng,g,(1e(7E)), olt
E) est 'extension maximale non ramifiée de Q,, contenue dans F et mg une
uniformisante de E. Il résulte alors du 2.5 de [Ko85] que : k(b) — égqp =0.

3) La conjecture est vraie lorsque H est un tore et donc aussi lorsque
le groupe dérivé de H est simplement connexe ([RZ94] prop. 1.20 lorsque
N = 0, mais argument s’étend au cas N quelconque). On peut le voir
aussi en remarquant que, pour E extension finie de Q, contenue dans K,
la restriction & MF 7. du foncteur fibre wr, (1.5) est isomorphe, sur Qy, &
celle du foncteur fibre wgal, puisque H(Qp, Tx) = {1} ([Wi91] 3.1) , et en
utilisant la remarque 1.

ProposiTiON 4.5.3. — 1) Soient H, b, N, C comme au 4.1.2 et
F € F*(H,b,N,C)(K). On suppose H connexe. Alors, il existe H', ¥/,
N’ et C' comme au 4.1.2 et F' € F/*(H',¥',N',C)(K), d € H(Ky), de
pente 0 et f un morphisme de H' vers Hy, tels que :
'f(b’)zbd—l)f(Nl)=N; f(c/):C’ f(FI):Fy
- le groupe des commutateurs de H' est simplement connexe.
2)Si(H',b',N', F') est comme au 1) et si de plus F' € F*(H',b', N',C)(K),
alors la conjecture 4.5.2 est vraie pour (H,b, N, F).
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CoROLLAIRE. — La conjecture de Fontaine Conj(fa = a)x (admissi-
bilité des (¢, N)-modules filtrés faiblement admissibles sur K ) entraine la
conjecture 4.5.2.

Démonstration. — Montrons 1). Soit p une représentation linéaire
fidele de H et soit D le (¢, N)-module filtré associé (4.1.2), de sorte que
Hp s s'identifie au sous-groupe Hr de Hg, (4.1.2). Soit D' un (¢, N)-
module filtré faiblement admissible dominant D et tel que la partie semi-
simple de Hp s soit simplement connexe (th. 3.1.2). Soit ¢’ € Cpr o (1.6).
Posons H' = Hp . Notons ¢ I'image de ¢’ dans Hr(Kj). Alors, puisque
¢ € Cpo,ona:cée Cpp. Soit d comme au b) de la proposition 4.1.4.
Alors, ppr.p se descend un morphisme f de Hp/ o vers Hp., et Hp,
s’identifie & un sous-groupe de Hy. On voit que H', b’ = °¢’, N' = Npy,
C' =Cp/, F' = Fpr et f satisfont aux conditions du 1).

Le 2) résulte immédiatement de ce que I’on connait la conjecture 4.5.2
dans le cas o1 la partie semi-simple de H est simplement connexe (([RZ94]
prop. 1.20, remarque 3 du 4.5.2), et de 'invariance de la conjecture par
torsion par un élément de pente 0 ([RZ94] 1.26, remarque 1 du 4.5.2).

4.5.4. Remarques. — 1) Il résulte de la proposition et du théoréme de
Fontaine et Laffaille ([FL82]) que la conjecture 4.5.2 est vraie si ex = 1,
N = 0 et H' admet une représentation fidele telle que les poids de F’ dans
cette représentation soient dans un intervalle de longueur < p. C’est le cas
si H = SO et avec la condition de la remarque 4) de 4.4.2, en particulier si

E th; < p.
i>0

2) Supposons H = O(g). On voit facilement que, pour tout b €
SO(q)(Ko), on a k(b) = vp(8(b)) mod.2, otr 8 : O(q)(Ko) — Ko*/Ko*?
est la norme spinorielle ([Sc69] 3.6) : 6 est un homomorphisme et, si e est
un vecteur non isotrope et s, est la symétrie par rapport & I’hyperplan
orthogonal & e, on a (s.) = —q(e). Posons h = ) ih;. On voit que, pour

i>0

det(b) = 1, si la conjecture 4.5.2 est vraie, on a :

wa(gaar) = wa(g) x (—1)CO)(—1)",
Supposons det(b) = —1. On a vu dans la remarque du 4.3.3 que :

wa(gs,) = wa(q) x (—1)vr(disc(@)xa(e)  On voit donc que, si la conjecture
4.5.2 est vraie, on a :

wa(qgar) = wa(g) x (—1)*r(WDX0O) 5 (—1)P,
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On retrouve les formules données dans [RZ94] 1.29 (si le rang de ¢
est pair, on peut définir un morphisme 6’ : O(q)(Ko) — Ko*/Ko*? par
6'(—se) = q(e), on a : '(b) = —6(b) x disc(q) mod Ko*/Ko*?, d’oty, si la
conjecture 4.5.2 est vraie, wa(ggal) = w2(g) x (—1)¥»E@®) x (=1)h).
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